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_Resenas
Bibliograficas

Serie OPERA PRIMA: Trabajos de Educacién
Matemdtica. Editado por la Seccion de Ma-
tematica Educativa CINVESTAV, México.

La serie Opera Prima: Trabajos de Educacién
Matematica, es el resultado de una cuidadosa
seleccién de los trabajos de tesis de maestria
en Matematica Educativa. Se retinen aqui
aquellos trabajos de investigacién que pue-
dan, por un lado, propiciar en el profesor de
matemaéticas una reflexién sobre su quehacer
profesional, y por el otro, dar a conocer al in-
vestigador, o al futuro investigador, metodo-
logias y resultados que fructifiquen en su
propio trabajo.

Cada nimero de Opera Prima presenta el
primer trabajo sistemético de investigacién
del autor en turno. El Comité Editorial, cuan-
do lo ha considerado conveniente, ha invitado
al autor a revisar su obra a la luz de la expe-
riencia acumulada.

Opera Prima representa un esfuerzo para
difundir el trabajo del investigador novel en-
tre sus colegas, actuales y potenciales, y entre
todos aquellos que estén vinculados a la Edu-
caciéon Matemética.

Hasta e] momento, han aparecido tres ni-
meros de Opera Prima, que resefiaremos bre-
vemente a continuacién. Los lectores
interesados en adquirir estas publicaciones
pueden dirigirse a:

Centro de Investigacién y de Estudios Avanzados
del Instituto Politécnico Nacional
Apartado Postal 14-740, México 07000, D.F.

At'n. Dra. Blanca M. Parra

OPERA PRIMA No. 1: ULLOA, José Ramén.
Razonamiento verbal y estructura formal del
problema matemdtico, prélogo de Jesis
Riestra. Seccién de Matemdética Educativa,
CINVESTAV, México, 1988, 57 pp.

Esta obra se inscribe dentro de la corriente
llamada de investigacién experimental que tu-
vo su auge a finales de los setenta y que perse-

guia realizar estudios sistematicos de los
problemas educativos mediante el uso de mé-
todos estadisticos. El trabajo de J.R. Ulloa,
elaborado en 1979, se propone investigar el
problema de determinar si existe una relacién
entre la habilidad de razonar verbalmente y la
habilidad de captar la estructura formal de un
problema matematico.

El autor adopta la definicién de Krutetskii
para la habilidad de captar la estructura for-
mal de un problema matemético como aquella
habilidad mediante la cual se abstrae la “for-
ma matematica” de un material dado. El mis-
mo Krutetskii sugiere la manera de “medir”
esta habilidad, planteando al estudiante enun-
ciados que encierren problemas matematicos
y determinando en qué medida el estudiante
percibe en ellos la estructura matematica
oculta.

Por otro lado, la habilidad de razonamien-
to verbal, la toma José Ramén Ulloa de los psi-
cologos Bennet, Seaschore y Wesman quienes
la definen como la habilidad para compren-
der conceptos expresados en palabras,
abstraer para generalizar y pensar en forma
organizada. Los psicélogos mencionados han
disefiado tests para medir esta habilidad, mis-
mo que reproduce Ulloa en su investigacidn.

Una vez definidas estas habilidades y de-
terminado el modo de medirlas, el autor se
propone determinar el tipo de relacién que
hay entre eilas. Parte de hipétesis de que un
grado alto de la habilidad matematica co-
rresponde a un grado alto de desarrollo de
la habilidad verbal, mientras que, a un gra-
do bajo de desarrollo de la habilidad verbal
corresponde un grado bajo de desarrollo de
la habilidad matematica.

Para decidir si la hipétesis es correcta, el
autor busca evidencia experimental aplican-
do los tests correspondientes a un grupo de 76
estudiantes del primer afio de las carreras de
ingenieria, filosofia y economia, cuyo prome-
dio de edad es de 19 afios.

A falta de un estadistico adecuado para
detectar implicacién entre variables. José Ra-
mén Ulloa introduce un estadistico no para-
métrico de su propia creacién, al cual bautiza
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como “relacién parcial” y que le permite me-
dir el grado en el que la tabla de contingencia
de los datos obtenidos afirma o niega su hipé-
tesis. Asi mismo, se asegura que sus resulta-
dos no sean producto del azar, midiendo su
nivel de significacién.

A raiz de los resultados que obtiene en el
experimento descrito, el autor propone un se-
gundo experimento para determinar si la na-
turaleza del problema matematico modifica la
relacion entre las habilidades ya investigadas.
En esta direccién se plantea el estudio sobre
una diferencia entre los problemas geométri-
cos y los problemas aritméticos y algebraicos.
Su hipétesis para este sequndo experimento
resulta ser una ampliacién de la hipétesis an-
terior: la habilidad de captar la estructura for-
mal de un problema matematico depende de
la habilidad de razonamiento verbal pero esta
relacién de dependencia es mas fuerte en el
caso de los problemas aritmético-algebraicos
que en el de los problemas geométricos.

La obra que resefiamos tiene un doble mé-
rito: por un lado arroja resultados interesantes
en cuanto a la relacién de dos habilidades, lo
cual puede tener repercusiones en la didacti-
ca: si logramos desarrollar en nuestros estu-
diantes un cierto grado de habilidad de
razonamiento verbal, éstos tendrdn menos di-
ficultades para captar la estructura formal de
un problema matemético.

Pero por otra parte, el trabajo de Ulloa es
un ejemplo muy fino de la aplicacién del mé-
todo cldsico de investigacién experimental
que, seguramente, serd de gran utilidad para
los investigadores en formacién. La publica
cién contiene, ademds de la descripcién deta-
llada del tratamiento estadistico, una copia
integra de los instrumentos utilizados.

Guillermina Waldegg
CINVESTAV - México

OPERA PRIMA No. 2: FREGONA, Dilma Gla-
dis. La adguisicién del concepto de nime-
ro, prélogo de Shirley Bromberg. Seccion
de Matemdtica Educativa, CINVESTAV,
México, 1989, 125 pp.

El trabajo de Dilma Fregona es el primero de
una serie de estudios sobre la ensefianza de la
aritmética en la escuela primaria. Se trata de
una investigacién de tipo clinico cuyo objeti-
vo es detectar las habilidades operatorias arit-
méticas que la escuela ha desarrollado en los
alumnos.

Ante las preguntas de si a los nifios les
queda algo del trabajo realizado, de si pue-
den usar las nociones “aprendidas” en situa-

ciones diferentes, Fregona propone dos
situaciones (una convencional, la otra no con-
vencional) a un grupo de nifios de 1° a 6° afio
de una escuela primaria, en entrevistas a
equipos de dos alumnos cada vez.

En la primera parte de este trabajo, la au-
tora hace un anélisis de ias metodologias y
contenidos de la propuesta didactica vehicu-
lada a través de los textos gratuitos de mate-
maticas para la escuela primaria. El examen
cuidadoso de las situaciones presentadas a los
alumnos pone de manifiesto la pobreza de la
concepcion de la aritmética, por una parte, y
la de la concepcién didactica, por la otra.

En efecto, Dilma Fregona sefiala que es la
concepcién instrumental de la matemética la
que se refleja en la ensefianza; esto es, la arit-
matemaética y de su aprendizaje en la que el su-
ra resolver problemas (por lo demés
estereotipados y triviales), despojandola de
los aspectos ludicos que constituyen el encan-
to de esta rama de la matematica.

Pero aiin con esta concepcién, se advierte
en la propuesta un tratamiento desigual para
cada una de las operaciones con naturales,
siendo la suma la operacién privilegiada. El
tratamiento y el tiempo concedidos a presen-
tar la nocién de suma, comparado con los co-
rrespondientes para la resta, la multiplicacién
y la divisién, muestran su importancia cuando
se constata que la iinica operacién verdadera-
mente constituida en los alumnos, atin en los
de sexto afio, es la suma.

Por otra parte, el analisis muestra también
que e] tipo de problemas propuestos a los
alumnos es reflejo de una concepcién de la
matemética y d su aprendizaje en la que el su-
jeto no participa en la elaboracién de su cono-
cimiento; de ahi que no se espere que los
alumnos enfrenten los problemas como tales
sino como situaciones para reproducir com-
portamientos aprendidos en clase.

La situacién no convencional propuesta a
los alumnos, y que corresponde al titulo origi-
nal del trabajo ¢Cudntos frijoles hay en un
kilo?, pone de manifiesto algunas de las fallas
de la ensefianza.

Fundamentalmente, lo que apuntibamos
antes en el sentido de que la unica operacién
constituida como tal en los alumnos es la su-
ma, a la que recurren para resolver tareas rei-
terativas donde la multiplicacién seria realmen-
te un procedimiento de resolucién. Esto es, la
suma prevalece en el procedimiento de reso-
lucién de una situacién nueva y con un rango
de nimeros que supera el dominio escolar.

Para la multiplicacién, es posible distin-
guir dos niveles de uso el de resolucién de
problema y el de economia algoritmica; el pri-
mero es utilizado frente a la situacién conven-
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Reseiia de paquetes de software

Introduccién

El objetivo fundamental de este trabajo es
hacer una breve reseiia de algunas experien-
cias practicas que hemos tenido en el uso de
técnicas de Inteligencia Artificial aplicadas a
la ensefianza de las mateméticas en particular
con el lenguaje muLISP y los paquetes
muMATH y Mathematica.

Estas aplicaciones han sido desarrolladas
desde 1987 a la fecha, inicialmente en la Fac.
de Ciencias Fisico-Mateméticas de la UANL,
y desde 1989 en el Centro de Inteligencia Ar-
tificial del Instituto Tecnolégico de Estudios Su-
periores de Monterrey, como parte del proyecto
TUIN (TUtores INteligentes) de dicho centro.

Inteligencia artificial y sistemas
expertos

El término inteligencia artificial (IA) se usa
para referirse a la habilidad de una computa-
dora para realizar tareas de las que es capaz
la inteligencia del ser humano, tareas como ra-
zonamiento y aprendizaje.

Los sistemas expertos son un intento de re-
producir algunos razonamientos humanos y
procesos de toma de decisiones en un sistema
de cémputo. Los sistemas expertos estdn hechos
de tres elementos: una base de conocimiento,
una base de reglas, y un intérprete de reglas.

Las computadoras en la educacién

Las computadoras han sido usadas en edu-
cacién desde hace unos 25 afios contribuyen-
do a actividades tales como:

— Entrenamiento de estudiantes en su progra-
macién.

— Auxilio a estudiantes para descubrir estra-
tegias para resolver problemas que son apli-
cables a situaciones no computacionales.

— Juegos educativos.

— Instruccién perscnalizada CAI (Computer-
Assisted Instruction).

Frame-Based CAI

Los primeros programas CAI escencialmen-
te imitaban material instruccional previo, tal co-
mo un texto de instruccién programada, la tec-
nica CAl basada en instruccién programada es
conocida como frame-based CAIL. En frame-
based CAI el estudiante responde a problemas
presentados por un computador. Muchos de es-
tos programas han sido ya desarrollados, sin
embargo la gran mayoria de ellos simplemen-
te usan la computadora como un rotafolio elec-
trénico subutilizando el enorme poder de la
computadora en el proceso instruccional.

Programas ICAl

Anadiendo técnicas de IA a CAI se ob..
ne un nuevo y efectivo sistema de instruccién
llamado Intelligent Computer-Assisted Instruc-
tion que analiza la actuacién de un estudiante
a fin de desarrollar estrategias de tutoreo indi-
vidual.

Siguiendo a Begenbaum, Ferstein (1985),
los principales componentes de un sistema ICAI
son:

— Médulo Experto.

— Médulo del Estudiante.

— Moédulo de Tutoreo.

Médulo Experto

Contiene el conocimiento que el sistema intenta
impartir al estudiante.

Médulo del Estudiante

Analiza la actuacién del estudiante ante un
cierto material, buscando la causa del proble-
ma o problemas que puede tener un estudian-
te para aprender un material dado usando pa-
ra ello un esquema de los patrones de respuesta
del estudiante identificando aquellos concep-
tos equivocados del estudiante y “descubrien-
do" las causas del razonamiento erréneo.

Médulo de Tutoreo

Una vez que el médulo del estudiante ha de-
terminado las causas del problema de un estu-
diante, el médulo de tutoreo de un ICAI selec-
ciona estrategias para dar informacién tutorial
al estudiante.

Herramientas para el desarrollo de
software en IA
Editores

Programas que auxilian al programador a
dar un programa al computador.

Debuggers

Programas que auxilian al programador en
la deteccién y correccién de errores.

Lengudajes
Permiten la comunicacién hombre-méquina.

De estas herramientas detallaremos un po-
co acerca de los lenguajes asi como de algu-
nos sistemas que para la manipulacién simbo-
lica han sido desarrollados, particularmente ha-
blaremos de:

— Lenguaje LISP.

— Sistemas muMATH y Mathematica.
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El lenguaje LISP

LISP (LISt Programming) es el lenguaje de
programacion hegeménico en IA, fue desarro-
llado por John McCarthy cuando no encontré
un lenguaje que le permitiera escribir un pro-
grama que el llamaba Advice taker en el que
se proponia usar las técnicas de la légica for-
mal matematica para nacer deducciones y ex-
hibir un cierto sentido comun.

muMATH

muMATH se desarrolld para brindar un
cémputo algebraico de propésito general de
mayor disponibilidad para cualquier tipo de
usuario. El sistema es interactivo y permite crear
nuevas funciones a través de un lenguaje lla-
mado muSIMP (derivado de LISP) por lo cual
se puede expander.

Las capacidades matematicas de los lengua-
jes de programacién tradicionales son escen-
cialmente limitadas a operaciones aritméticas.
En contraste con muMATH es posible evaluar
y simplificar {érmulas cuyo contenido sean va-
riables a las que no se les ha asignado un valor
numérico previamente. Tales variables son ma-
nejadas algebraicamente como cualquier ma-
tematico lo haria.

Mathematica

Mathematica es un sistema general para hacer

matemaética computacional. Prove de un medio

ambiente para instalar, correr y documentar

célculos y programas, permite ademas hacer in-

terface con la mayoria de los lenguajes y me-

dios ambientes que corren bajo UNIX.

Mathematica representa una sintesis de di-

ferentes tipos de software:

® lenguajes interactivos tipo BASIC

¢ lenguajes estructurados como C o PASCAL

¢ sistemas interactivos como MathCAD o
Matlab

* sistemas algebraicos como MACSYMA o
REDUCE

¢ lenguajes de manipulacién simbélica como
LISP

¢ graficos del tipo PostScript

Sobre todo Mathematica es un sistema para re-
presentacion del conocimiento matematico.

Descripcion de trabajos

Reseflamos ahora algunos de los trabajos que
hemos realizado utilizando LISP, muMATH y
Mathematica, estos son los siguientes:

¢ Graficador de funciones

¢ Ecuaciones diferenciales y grupos de Lie
¢ MacDiff

Graficador de funciones

Se trata de un programa escrito en LISP para
graficar funciones el cual permite hacer lo si-
guiente.

— obtener la primera y segunda derivada sim-
bélica de funciones algebraicas o trascen-
dentales

— graficar en una misma pantalla (o diferen-
tes) la funcién asi como su primera y segun-
da derivada

— graficar una familia de curvas

Este programa fue desarrollado para servir
de apoyo al curso de Célculo Diferencial de ni-
vel ingenieria, en lo que respecta a temas co-
mo: funciones crecientes y decrecientes, con-
cavidad, extremos relativos.

Ecuaciones Diferenciales y Grupos de Lie

Es un sistema que dada una ecuacién dife-
rencial no lineal de primer orden permite ob-
tener un cambio de variable para dar a la ecua-
cién diferencial la forma de variables
separables. Para hacer esto se parte de un gru-
po uniparamétrico de funciones y se estudian
las condiciones bajo las cuales una cierta ecua-
cién diferencial ordinaria es invariante bajo el
grupo.

Este sistema se desarrollé bajo muMATH y
fue presentado en el congreso de la Sociedad
Matematica Mexicana en noviembre de 1988.

MacDiif

Se trata de un médulo experto para la solu-
cion de ecuaciones diferenciales ordinarias es-
crito en el lenguaje de Mathematica que corre
en Macintosh II y en la Next. Este sistema
puede:

— resolver ecuaciones diferenciales ordinarias
de primer orden del tipo, variables separa-
bles, términos homogéneos, exactas, lineal
y Bernoulli.

— resolver ecuaciones diferenciales lineales de
orden mayor o igual que dos, homogéneas
y de coeficientes constantes.

— resolver ecuaciones de Cauchy-Euler.

— graficar, isoclinas, trayectorias ortogonales,
y curvas solucién.

Proyectos en desarrollo
Actualmente y bajo los auspicios del Centro de
Inteligencia Artificial del ITESM se encuentran
en desarrollo médulos expertos para:
— Analisis Grafico
— Series de Fourier.

Asi como el médulo del estudiante para
MacDiff.

Estos al igual que MacDiff estén orientados
a brindar apoyo a los cursos de matematicas que
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se imparten en las licenciaturas e ingenierias -
del ITESM.

Conclusiones

Si bien el trabajo est4 en sus primeras eta-
pas los resultados obtenidos hasta ahora nos dan
una medida de la factibilidad del disefio de sis-
temas expertos para la ensefianza de las mate-
maticas.

De igual manera la buena aceptacién que
estos proyectos han tenido en la comunidad es-
tudiantil permite vislumbrar un futuro prome-
tedor para esta drea, ciertamente atin hay mu-
cho por hacer pero las expectativas de éxito son
(a nuestro entender) bastante buenas.
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La influencia de computadoras e
informdtica sobre la matematica y
su enseilanza

ICMI Study Series, 1985

Este primer estudio del ICMI esta dedicado

a dos temas:

a) ¢Cémo influyen las computadoras en ideas
y valores matematicos y el avance de esta
ciencia?

b) ¢Qué impacto tiene la computadora en los
curricula y la ensefianza de la matematica?

El impacto de la computadora sobre
la matematica:

Con respecto al tema a) se afirma que los
conceptos matematicos, p. eje., nimero real o
funcién siempre han dependido de métodos de
célculos y métodos de escritura o representa-
cién. Las computadoras ofrecen nuevas mane-
ras de escritura y de célculo y permiten ver las
ideas mas tradicionales desde una nueva pers-
pectiva.

Las 4reas nuevas o descubiertas nuevamente
para la investigacién en matemaéticas incluye
ecuaciones no lineales de ondas, trabajos re-
lacionados con funciones de Weierstrass, Ta-
kagi y la funcién singular de Lebesgue. Las
computadoras tienen también un impacto en la
teoria de grupos, combinatoria, teoria de nu-
meros, geometria y andlisis matemético, para
mencionar las mas importantes.

La idea de la demostracién matematica co-

mo una cadena de deducciones a partir de los
axiomas, ha sido afectada por las computado-

ras que a veces sugieren resultados que luego
se prueban o que han realizado demostracio-
nes como en caso del teorema de los cuatro co-
lores. A veces se generan contraejemplos con
la computadora y se refutan conjeturas.

. Demostraciones por computadoras a veces
se critican porque se basan en "la fuerza bru-
ta” p. eje., un analisis exhaustivo de todos los
casos, pero este método puede generar siste-
mas expertos que hacen matematicas para cum-
plir el suefio de Leibniz de una maquina cal-
culadora racional.

Algunas ramas de la matematica siempre
han estado abiertas a la experimentacién la cual
es mas factible con computadoras. Los experi-
mentos llevan a conjeturas y a veces a teore-
mas. En estadistica, por ejemplo, la experimen-
tacién puede hacerse a través de simulaciones
o andlisis exploratorio de datos.

El interés en métodos iterativos ha sido re-
vivido por las computadoras y se obtuvieron re-
sultados fascinantes, como p. eje., la teoria de
los fractales. La necesidad de encontrar algo-
ritmos econémicos para la programacién de
computadoras ha llevado a la teoria de las com-
plejidades. La existencia de paquetes simb6li-
cos alivia el trabajo “"pesado” para los matema-
ticos y los anima a atacar problemas
considerados inaccesibles.

El impacto de la computadora sobre
el curriculo matematico y su
ensefianza:

En el tema b) se discute el curriculo mate-
matico y la ensefianza de la matematica preu-
niversitaria y universitaria. Las ramas usuales
de la matematica en la escuela preparatoria son
algebra, geometria, trigonometria e introduc-
cién al célculo, como temas nuevos a veces se
ofrecen probabilidad y estadistica y matemati-
cas discretas.

En la universidad a nivel licenciatura, el cél-
culo ha sido la materia central, también alge-
bra lineal es importante, al igual que anilisis
numérico y matematicas discretas. El efecto de
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la computadora sobre este curriculo es meto-
dolégico y de contenido. En cuanto a conteni-
dos se necesitaran mas tépicos de matematicas
discretas y 16gica para apoyar el drea de infor-
matica y légica, de punto de vista metodolo-
gico hay que tomar en cuenta paquetes simbo-
licos y graficos que permiten cambiar el
enfoque didactico y poner menos énfasis en ma-
nipulaciones mecanicas sino al desarrollo de
conceptos que se pueden descubrir y explorar
zon la ayuda de las computadoras.

Conclusiones

Ya se ha mencionado que la computadora
puede conducimos a cambiar nuestro punto de
vista acerca de la matematica y la actividad del
matematico. El aspecto experimental en mate-
méticas es mds prominente y los alumnos de-
ben desarrollar habilidades como observar, ex-
plorar, formar nociones e intuiciones, predecir,
probar hipétesis, conducir estas pruebas, con-
trolar variables, simular, etc. Pero no hay que
descuidar actividades mateméaticas tradiciona-
les como demostrar, generalizar y abstraer.

Las computadoras pueden cambiar la rela-
cion entre estudiantes y alumnos ya que éstas
permiten al alumno ser cognitivamente activo
en matematicas. Se presentan muchos ejemplos
en el estudio de ICMI que ilustran como lograr
esta actividad matematica. La computadora
puede ser auxiliar didactico del maestro como
pizarrén electrénico dentro del esquema tradi-
cional cétedra-ejemplos-tarea-examen o bien el
alumno interactia con la computadora y se lle-
ga a una estructura proyecto-interaccion entre
alumno, maquina y profesor. Esto producira
una “revolucién” en muchos salones de clase
ya que tendria que cambiar la metodologia y

las metas de la ensefianza y la evaluacién del
aprendizaje.

La computadora puede ser iitil para detec-
tar errores de los alumnos y motivarlos para in-
tensificar su actividad matematica. La disponi-
bilidad de software matematico es satisfactoria.
Bésicamente hay sistemas sofisticados de ma-
nipulacién simbélica, paquetes menos comple-
tos para visualizacién, simulacién, exploracion,
resolucién de problemas y lenguajes de progra-
macidn.

Es importante notar que €l uso razonable de
computadoras requiere software con un buen
estdndard educativo cuya integracién al curri-
culo debe coordinarse con programas de ac-
tualizacién de los profesores para lo cual se ne-
cesita recursos financieros. Peligros de un uso
indiscriminado de computadoras que requie-
ren mds investigacion pueden ser una unifor-
mizacién de pensamiento matemético de los
alumnos y la falta de didlogo entre alumnos y
profesores.

Se concluye el estudio del ICMI con la afir-
macién que estamos recién empezando a sen-
tir el impacto de la computadora sobre la en-
sefianza y el aprendizaje de las matematicas.
Muchas aplicaciones de la computadora en la
educacién aprovechan el aspecto dindmico del
despliegue en la pantalla. La contribucién de
la computadora es la de una ayuda para cdl-
culos, para demostraciones y para desarrollar
ideas, poniendo énfasis en métodos numéricos
y el estudio de algoritmos. La computadora per
se no mejoia la ensefianza, tenemos que apren-
der de aprovecharla al maximo.
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