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Editorial

Muchos de los esfuerzos en la investigacién en educacién matemitica durante los dltimos afios han tratado
de explicar las maneras en las que los estudiantes y los maestros visualizan, formulan y relacionan las no-
ciones matemiticas y los elementos derivados de éstas. Una parte importante de este tipo de trabajos de
investigacién nos remiten a las creencias, concepciones, conocimientos y representaciones de los sujetos;
su interés deriva del supuesto de que, a partir de este tipo de elementos, serd posible explicar algunas de
las acciones en el aula, tanto de los estudiantes como de los docentes.

Las representaciones desde la perspectiva de la psicologia, y sobre todo en lo relacionado a los tra-
bajos de Piaget, adquieren una connotacién‘especx’ﬁca dentro de los procesos mentales de la construccién
de conceptos. Desde una perspectiva socioldgica, por otro lado, las representaciones son estudiadas en el
plano de las creencias y de las concepciones.

Si bien los individuos actdan en funcién de sus experiencias y de sus estructuras cognitivas previas,
no siempre ha resultado fécil establecer con claridad la influencia que estos elementos tienen en las acciones
del sujeto. Dos individuos con ideas compartidas sobre una situacién dada pueden reaccionar de manera
diferente ante ella; no basta entonces analizar sélo las representaciones, es necesario analizar las relaciones
entre éstas y el impacto que tienen en diferentes contextos. Por ejemplo, de los estudios sobre el razona-
miento matemético o sobre el papel del razonamiento 16gico, se sabe que, adem4s de las concepciones pre-
vias del sujeto, el contexto y la atmésfera presente en las distintas situaciones adquieren importancia a la
hora de explicar las expresiones que tienen los individuos ante diversas problem4ticas.

Falta mucho por hacer en esta direcci6n; es un primer esfuerzo lo que se ha realizado, pero como podre-
mos observar en muchos trabajos incluidos en este niimero, hay algunas orientaciones muy claras del papel
de las representaciones en la ensefianza y el aprendizaje de las matemiticas.

ACLARACION

Por un error involuntario, en el Niimero 3 del Volumen 10 de diciembre de 1998, se omiti6 la introduccién
a la contribucién de Juan José Rivaud, titulada “Jesiis Alarcén (Papini)” (pp 5-7). Esta debié decir:
La presente conferencia fue pronunciada en el marco del homenaje postumo al Dr. Jesiis Alarcén
Bortolussi organizado por el Departamento de Matemdtica Educativa del Cinvestav.

Ofrecemos una disculpa por esta omisi6n.
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Marie-Lise.Peltier@univ-roven.fr

Resumen: El trabajo aqui reportado vincula la diddctica de matemdticas con la
formacion de profesores. Se analizan las representaciones metacognitivas acerca de
las matematicas y su ensefianza de un centenar de ingresantes a un Instituto Univer-
sitario de Formacion de Maestros (IUFM); asimismo, se analiza la evolucion que
tales representaciones sufren en el transcurso de la formacion recibida en el Instituto.
Finalmente, a partir de un estudio de caso, se observan los vinculos y las rupturas
entre las concepciones “tedricas” de los estudiantes y las decisiones que toman en
las clases de matematicas durante sus practicas como profesores de escuela.

Abstract: Le travail presenté ici, lie la didactique des mathématiques a la forma-
tion des professeurs. D’abord, on analise les représentations metacognitives des
mathématiques et leur enseignement sur une centaine de nouveaux éléves de I'Institut
Universitaire de Formation de Maitres (IUFM), pareillement, on analise I’evolution
que des telles répresentations subissent au cours de la formation regu a ['Institut,
Finalement, a partir d’un étude de cas, on éxamine les liens et les ruptures entre
les conceptions “théoriques” des étudiants et les décisions qu’ils prennent dans les
classes des mathématiques pendant leurs pratiques en tant que professeurs d’école.

Introduccion

El equipo en el que se inserta la investigacion que aqui reporto trabaja sobre las rela-
ciones entre formacion profesional en matematicas y précticas efectivas de los profe-
sores de escuela. Para presentar sucintamente la relacion entre estas preocupaciones
y el marco tedrico de la didactica de las matematicas, podriamos decir que el sistema
didictico se presenta como un conjunto de relaciones que vinculan los polos maestro-
alumnos-saber. Este sistema es él mismo un polo del sistema en el que se inscribe la for-
macion profesional en matematicas para los profesores de escuela. Nuestra hipotesis

! Traduccién: Alberto Carvajal Judrez.

2 Marie-Lise Peltier trabaja actualmente en un equipo de investigacion inter-TUFM, (Institutos Universitarios de Forma-
cién de Maestros de Francia) ligado al equipo de investigacién DID IREM del IREM'y de la Universidad de Paris VII,
el cual fue iniciado por Aline ROBERT, profesora universitaria en el [UFM de Versalles; otros participantes en el equipo
son Denis BUTLEN, Profesor de conferencias en el IUFM de Créteil, que prepara una habilitacion para dirigir investiga-
ciones; Pascale MASSELOT, profesora de matemiticas en el [UFM de Créteil, que prepara una tesis en didactica de
las matemdticas en el UFR DE Ciencias de la Educacién de Paris V; Danielle VERONES, profesora de matemdticas en el
TUFM de Versalles, que prepara una tesis en didactica de las matematicas en el UFR de Ciencias de la Educacién de Paris V.

5 m
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inicial es que el polo “maestro”, y el polo “alumnos” (no alumno en singular, sino el
grupo clase,) son verdaderas variables a tomarse en cuenta cuando se estudia el fun-
cionamiento del sistema (didactico).

Buscamos entonces, en un primer momento, si es posible detectar regulari-
dades en las pricticas profesionales de los maestros principiantes, regularidades
que ya no serian observables en maestros confirmados3; buscamos también si estas
regularidades dependen de la disciplina ensefiada, y del tipo de clase en la que el
profesor ensefia. E investigamos de qué manera la formacién podria tomar en cuenta
estos elementos para ayudar a progresar a los profesores principiantes.

Voy a presentar aqui algunos resultados relacionados con la dificultad de los
profesores practicantes* en sus précticas efectivas, para tomar en cuenta las aportaciones
de la formacidn y su regreso a practicas que reproducen las que ellos vivieron siendo
alumnos, cuando se sienten en una situacion de inseguridad.

I. LAS CONCEPCIONES DECLARADAS DE LOS PROFESORES
PRACTICANTES

L 1. Referencias tedricas y metodologia

Centré mi estudio en las representaciones meta-cognitivas de los estudiantes que ingre-
san al proceso de formacion, a modo de intentar probar la hipdtesis segin la cual la
formacién recibida puede modificar, o al menos hacer que evolucionen estas repre-
sentaciones.

El término de representacion fue tomado de la psicologia social. Me apoyaré
en la definicién ofrecida por J. C. Abric’:

“La representacion es un sistema coherente y jerarquizado, organizado alrede-
dor del nicleo de imégenes, la representacion es una vision del mundo. Pero es una
vision funcional y normativa que permite al individuo dar sentido a sus conductas, com-
prender la realidad a través de su propio sistema de referencia, y desarrollar una acti-
vidad de asimilacién y de apropiacién de esta realidad”. Abric describe luego las
caracteristicas de una representacion: “toda representacion esta constituida por
tres elementos fundamentales: un niicleo central de un conjunto de informaciones,
de actitudes y de creencias organizado alrededor de este nucleo central; y un siste-
ma de categorizacion’.

Si seguimos a J. C. Abric al postular una determinacion de los comporta-
mientos mediante las representaciones, debemos tomar en cuenta los procesos que
hacen posible su evolucién y su transformacién. Citemos de nuevo a Abric®:

3 En la didictica francesa a los profesores que tienen muchos afios de experiencia docente se les denomina «confirmados».

4 A lo largo del articulo se llamard «profesor practicante» a los estudiantes de TUFM que realizan su estancia en escuelas
primarias como parte de su formacion. Esta estancia consiste en fungir como maestro de grupo, con la asesoria del maestro
responsable (ya formado) y el apoyo de su maestro de practicas (N. del T.).

5 1. C. Abric (1987) Cooperaci6n; competencia y representaciones sociales. Ediciones Delval. P4gina 64

6 . C. Abric. Idem pigina 74
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“En la medida en la que estas representaciones son estados organizados,
estables y relativamente equilibrados, cualquier transformacion de uno de los elemen-
tos de la relacidn —sujeto o entorno— trae consigo una transformacion de la representacion
en el sentido del restablecimiento del equilibrio asi comprometido. Por esto, cual-
quier transformacién de la representacion se referir prioritariamente a la transforma-
cion de los elementos periféricos, sin que el nicleo central sea puesto nuevamente
en cuestion; ya que, volver a poner en tela de juicio al nicleo central traeria una trans-
formacion completa de todo el sistema, un trastocamiento completo del universo de
opiniones del sujeto. Evitar el volver a poner en tela de juicio, como principio de econo-
mia que rige la mayoria de los fendmenos cognoscitivos, prohibe entonces una trans-
formacion del nucleo central mientras los elementos nuevos pueden integrarse a
costa de una transformacion menor de los elementos periféricos. (...) Teniendo en
cuenta el mismo principio, puede decirse que la transformacién de una representacion
se operara intentando alcanzar y volviendo a poner en tela de juicio el mas pequefio
numero posible de elementos de la representacion inicial. (...) Entonces, la transforma-
cién real y efectiva de una representacion sélo operard cuando sean los elementos
del nicleo central los que vuelvan a ponerse en tela de juicio y no puedan mantenerse.”

Por tanto, mi proyecto era intentar que emergieran algunos aspectos de las
representaciones de los estudiantes sobre las matematicas, su aprendizaje y su ense-
flanza, y estudiar si la formacion recibida en el IUFM tiene alguna incidencia sobre
estas representaciones.

L2. Los estudiantes al inicio de la formacion’

La metodologia que adopté en esta parte del estudio, consistié en reunir las huellas
directas de las representaciones de los estudiantes via un cuestionario®,

L.2.1. Presentacion de la poblacion estudiada

El perfil de los nuevos estudiantes que ingresan al primer afio del IUFM para preparar
el examen de oposicién para obtener un puesto de profesor de escuela, ha evolucio-
nado mucho en el transcurso de los ultimos afios.

Mientras que el concurso de contratacion de los maestros de primer grado era
abierto para quienes tenian certificado de bachillerato®, frecuentemente los candida-

7 La formaci6n a la que se hace referencia es la que se recibe en los IUFM. Actualmente los TUFM se encargan de la
formacién de maestros de todos los niveles (N. del T.)

¥ Entre las cuestiones planteadas estaban, por ejemplo, las siguientes “Dé¢ tres palabras con las cudles usted pueda califi-
car a las matemdticas”, o “Cudles son las caracteristicas de un buen profesor de matematicas”, o “Las de un mal alumno
en matematicas”. ’

% Inicialmente, el concurso de contratacién de los alumnos institutores habia tenido lugar al final de tercero. Los alum-
nos inscritos seguian una escolaridad en la escuela normal andloga a la de los liceos, hasta el bachillerato; luego recibian
una formacion profesional de un afio. En 1972, los normalistas, siempre inscritos en segundo, permanecian en su liceo
hasta el bachillerato, luego entraban otra vez a la escuela normal para un afio de formacién profesional. En 1979, la inscrip-
cién se reservé para los titulares de bachillerato. Entonces, varias modalidades de formacion se encadenaron en un tiempo
muy corto: dos afios de formacién, de los cuales se alternaba uno (cursos y précticas); tres afios, dos de los cuales se consa-
graban a la preparacién de un Diploma de estudios universitarios generales (DEUG) superior.polivalente especial del
primer grado, o més tarde para la preparacién de un DEUG. En 1986, -la inscripcién se fijé en el nivel DEUG. Los dos
afios en la escuela normal eran enteramente profesionales, pero estaban regidos por textos oficiales que imponian un pro-
grama en cada una de las materias, a veces relativamente alejado de los conocimientos en relacién con la escuela primaria.
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tos eran estudiantes que habian elegido ser maestros porque era su deseo personal, o
porque esta via les permitia continuar sus estudios sin tener problemas financieros
ya que eran funcionarios desde su ingreso a la escuela normal. Esto permitia enton-
ces que jovenes de medios relativamente modestos accedieran a esta profesion.

Actualmente, solo luego del quinto grado y después de la obtencién del ba-
chillerato es cuando los estudiantes se convierten en profesores practicantes y por
ende en funcionarios. Evidentemente este aumento en el tiempo de estudio se tradu-
ce en una revaloracion de la profesion, principalmente en el plano indiciario, pero
es probable que paralelamente excluya a cierto nimero de jovenes de medios desfa-
vorecidos, quienes habrian podido desear realizar este trabajo, y atrae a otros estu-
diantes que al iniciar sus estudios superiores, no tenian a priori el interés y el proyecto
de “entrar” en la ensefianza.

Estas reformas institucionales traen sin duda modificaciones importantes en
la mayoria de los conceptos de los estudiantes en cuanto a la ensefianza en general, y
en cuanto a las matematicas y a su ensefianza en particular.

El estudio aqui presentado se refiere a un centenar de estudiantes que entraron
al primer afio del IUFM!? de Rouen, en octubre de 1993, y a quienes apliqué un cues-
tionario andnimo. Mi propésito no fue realizar un analisis estadistico de la poblacién
que ingresa en el proceso de formacién, sino delimitar las representaciones dominan-
tes de esta poblacion, a fin de compararlas con las de los estudiantes que egresan del
IUFM dos afios mas tarde, al terminar su formacion. Las eventuales evoluciones obser-
vadas constituyen no las evoluciones efectivas de las representaciones de un grupo
constituido por individuos identificables, sino mas bien tendencias. Recordemos que
la poblacion de fin del segundo afio no corresponde exactamente a la que entra en
primer afio por varios motivos: por un lado, los fracasos en los examenes, y por el otro
lado, debido a la presencia de profesores practicantes que no llevaron la formacién
del primer afio. Ademas, como el cuestionario es anénimo, no es posible seguir cada
caso individualmente. Estas diversas restricciones y limites me llevaron a no intentar
aplicar una metodologia demasiado fina que condujera a resultados que correrian el
riesgo de no ser validos.

Finalmente es necesario sefialar que la edad de los 98 estudiantes interro-
gados variaba entre los 20 y los 40 aiios, pero tres cuartas partes de ellos tenian menos
de 25 afios.

1.2.2. Imagenes de las matematicas

Las matematicas se caracterizan esencialmente por su naturaleza de ciencia del razona-
miento y de la deduccién; las considera como logicas, abstractas y rigurosas casi el
60% de los estudiantes. De igual manera, son definidas muy frecuentemente por sus
contenidos o por los objetos sobre los que trabajan.

Los tipos de actividades que las matematicas necesitan: investigacion, reflexion
deduccidn, son mencionados por una cuarta parte de los estudiantes interrogados.

10 A partir de 1991, la formacidn que se imparte en los IUFM consta de dos afios. El primero de ellos es el afio facultativo
(no obligatorio) y el segundo afio obligatorio. Ingresan estudiantes de ramas diversas del conocimiento. Al término del
primer afio facultativo, se realizan pruebas disciplinarias y diddcticas, en tanto el segundo ario se realiza bajo un control
continuo y la validacién de las estnacias que realizan los estudiantes. Al término de los estudios se sale como profesor
de escuela.
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Una proporcién anéloga de estudiantes expresa “estados de 4nimo” u opinio-
nes subjetivas, impresiones agradables o, claramente y con mayor frecuencia, desa-
gradables. Son muchos los estudiantes que parecen tener un pasado matemitico
relativamente doloroso.

Los estudios previos de los estudiantes tienen quiza una incidencia en la elec-
cidén de los términos citados, nos percatamos de algunas tendencias: los estudiantes
que tienen una licenciatura en filosofia o en ciencias de la educacion, son mas nume-
rosos que los demds al citar el aspecto de “ciencia del razonamiento”; aquellos que
tienen estudios en lenguas vivas, de historia o geografia, prefieren caracterizar a las
‘matematicas por sus contenidos; quienes tienen estudios literarios y de arte mencionan
con mds frecuencia el registro de las emociones. Por el contrario, no encontré correla-
cidn entre las respuestas de los estudiantes y su edad, o sus experiencias profesionales.

1.2.3 Concepciones del aprendizaje de las matematicas

El modelo de aprendizaje descrito por mas de las dos terceras partes de los estudian-
tes interrogados, es naturalmente el muy tradicional modelo: “aprendo, aplico”. De
igual manera, el aspecto progresivo, la necesidad de ir de lo simple a lo complejo son
puntos citados con frecuencia. La idea de comprension en el aprendizaje, sélo es cita-
da por el 8% de los estudiantes. La representacion que los estudiantes se han construido,
se apoya en sus experiencias de matematicas como alumnos, y no parece haber sido
alterada por el aporte posterior de informaciones que llegan a contradecir esta imagen.

La imagen dominante del aprendizaje de las matematicas es aquella fundada
en la imitacidn y el entrenamiento, imagen vehiculizada con mucha frecuencia en la
sociedad.

1.2.4. Indices y factores del éxito y del fracaso en matematicas

- Los factores del éxito y del fracaso en matematicas citados por los estudiantes, no siem-
pre son opuestos. Por ejemplo, si 72% de los estudiantes considera que el factor domi-
nante del éxito es una aptitud innata en el nifio para razonar de manera logica y
para “nadar en la abstraccién”, inicamente el 42% imputa el fracaso a una falta
de légica. Para el éxito, el trabajo se menciona ampliamente y con mas frecuencia que
la motivacién, mientras que para el fracaso, es la falta de motivacién la que viene justo
después de la falta de logica. Si se cita la ausencia de trabajo, ésta aparece como
consecuencia de la falta de motivacidn, del desinterés o del desénimo.

Asimismo, si 13% de los estudiantes cita como factor de fracaso la calidad
del maestro, s6lo 5 veces (de entre 100) es citada como factor de éxito.

En esta l6gica, el buen alumno es entonces caracterizado por sus aptitudes.
Los indices de identificacién del buen alumno se buscan en la calidad de sus resul-
tados, asi como en su actitud frente al trabajo. Ningin estudiante menciona la actitud
de busqueda, el placer de hacerse preguntas, la aptitud para analizar un problema y
para construir estrategias para resolverlas. Estas respuestas confirman el modelo
pedagogico de referencia de los estudiantes; parece que para ellos, no son los alumnos
quienes construyen sus conocimientos, sino el maes'ro quien presenta los saberes. El
papel del alumno consiste entonces en comprenderlos, memorizarlos, identificar su
funcionamiento en ejercicios efectuados por el maestro, y en aplicarlos en ejercicios
similares por imitacion reflexiva.
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Y el mal alumno se identifica con la falta de espiritu 16gico, con su incapaci-
dad para aplicar “e/ buen método”, eventualmente por aplicarlo al azar sin comprender
por qué, y con sus malas notas. Es un alumno que no logra seguir el hilo, que se da por
vencido, que se desanima y baja los brazos. También es un alumno que no hace esfuer-
zos por comprender, o que ademas no tiene memoria, 0 que no repasa Sus €Jercicios
en la noche y que, por tanto, no tiene bases. Es quiza, en una palabra, un alumno al
que “le repugnan” las matematicas, que estd “bloqueado”, y que por tanto no le gus-
tan “por principio”.

Ahi constatamos ademds respuestas relativamente muy estereotipadas, que
corresponden a la clasificacién clasica de los malos alumnos en cierto tipo de pedago-
gia tradicional. Las dificultades de los alumnos se imputan o bien a su falta de aptitudes
innatas, o bien a su falta de trabajo o de buena voluntad, Las cuestiones relativas al
sentido de los conocimientos para el nifio, al lugar de las actividades cognoscitivas en
los aprendizajes, al papel del maestro y del grupo que forma la clase, practicamente
nunca son planteadas.

L.2.5. Conocimientos utiles para ensefiar las matematicas en la escuela

Para la gran mayoria de los estudiantes, los unicos conocimientos utiles para ensefiar
las matematicas en la escuela son los saberes matematicos de la escuela. Los estudian-
tes parecen pensar que hay que conocer solo 10 que se debe ensefiar para ensefarlo
correctamente, consistiendo el papel del maestro en mostrar “saberes” a los nifios;
para cumplir este papel, basta repetir a los nifios lo que estd escrito en su libro luego de
haberlo comprendido.

Los demas estudiantes citan también la pedagogia (30%), la didéctica (12%),
la sicologia del nifio (11%).

Para muchos estudiantes, la pedagogia no responde a un dominio de sabe-
res, sino mas bien es una aptitud innata: “hay que tener pedagogia”, dicen algunos.
Por tanto, estos estudiantes no piensan en mencionar conocimientos en pedagogia
ya que para ellos se trata de un comportamiento, de una capacidad, que se tiene o no, y
que parece no poder adquirirse.

Estas respuestas llevan a enunciar una ultima observacion: los estudiantes
en su gran mayoria, al entrar al IUFM, no parecen haber reflexionado en los diferen-
tes conocimientos que se hacen necesarios para ensefiar en la escuela primaria.

12.6. Caracteristicas de un buen maestro

Si los conocimientos “de base” en la disciplina son citados como fitiles para ensefiar
las matemadticas en la escuela, son las cualidades més bien pedagogicas son el criterio
de calidad dominante del maestro. En efecto, 75% de los estudiantes identifican a un
buen maestro gracias a un comportamiento o una capacidad que responde a la pedago-
gia. Las cualidades humanas y relacionales del maestro son una prueba de calidad
para un estudiante de cada cinco, aproximadamente. Unicamente 10% de los estudian-
tes interrogados escogen indices de la calidad del maestro en el ambiente de la clase,
el comportamiento o los resultados de los alumnos. No notamos diferencias impor-
tantes en las respuestas de los estudiantes que ya han ensefiado, son quizd un poco
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menos numerosos que los demés al describir al mal maestro, y nunca citan el
comportamiento o los resultados de los alumnos como criterio para caracterizar
la calidad de aquél, quizd debido a dificultades para asumir su propia experiencia
profesional en este dominio.

Los estudiantes, en su gran mayoria, parecen pensar que si los conocimien-
tos matematicos son ttiles para ensefiar las matematicas en la escuela, la calidad de
estos conocimientos o el dominio que tenga de ellos el maestro, no son garantia de la
calidad de la ensefianza que éste brinda. Sélo las cualidades pedagégicas, relaciona-
les y humanas parecen caracterizar al buen maestro. Ahora bien, para ellos, estas
cualidades no parecen susceptibles de ser objetos de aprendizaje, lo que hace pensar
que estos estudiantes no tienen realmente expectativas precisas en el terreno de la for-

- macion profesional.

1.2.7. Conclusiones sobre los resultados de la aplicacion del cuestionario

Este estudio somero de las respuestas de nuestros estudiantes al cuestionario presen-
tado, nos lleva a hacer una observacion relativamente severa sobre la imagen de
las matematicas y de su ensefianza que estos estudiantes han entretejido en el transcur-
so de sus estudios.

La mayoria de los estudiantes hace referencia a un concepto muy tradicio-
nal de la ensefianza: el maestro muestra, explica, partiendo de lo simple para llegar
a lo complejo, y los alumnos deben aprender luego a aplicar, adiestrandose al imitar
los modelos dados por el maestro. El buen maestro, en consecuencia, es aquél que expli-
ca clara, lenta y sencillamente sin desanimar a sus alumnos. Los alumnos tienen éxito
esencialmente en razoén de sus aptitudes innatas, lo que descarga al maestro de la
responsabilidad de los fracasos eventuales.

Al entrar al [UFM, los estudiantes consideran que unicamente los conocimien-
tos matematicos son utiles para ensefiar las matematicas en la escuela primaria, e in-
cluso sélo los conocimientos de la escuela primaria. Simultaneamente evalian la
calidad de un maestro inicamente con base en sus capacidades pedagégicas, capacida-
des que segun ellos parecen no poder ser objeto de algin aprendizaje.

Este cuadro un poco caricaturesco, si no estuviera apoyado por el analisis
preciso de las respuestas a este cuestionario, podria parecer a la vez simplista y pérfido.

Pero debemos tomar en cuenta este estado de cosas para comprender las
perturbaciones y las desestabilizaciones que va a provocar la formacion propuesta
en el IUFM. Por una parte, estos estudiantes van a ser conducidos de nuevo a poner en
tela de juicio el nivel requerido de conocimientos matematicos ya que es necesario
para la construccion de situaciones de aprendizaje. Van a tener también que revisar
el estatus de los saberes matematicos y los roles respectivos del maestro y del alumno.
Sobre todo van a tener que pensar de otra manera el aprendizaje de las matematicas,
y este cambio de actitud, en relacién con lo que quiere decir para ellos “hacer mate-
maticas’, es particularmente dificil de efectuar.

Ahora delimitaré las modificaciones que se han operado en los conceptos
iniciales de los estudiantes, e intentaré sefialar si las evoluciones declaradas remiten a
evoluciones efectivas en las practicas, con el fin de probarlas y de elaborar hipotesis
sobre su eventual perennidad.
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1 3. Los estudiantes al salir del IUFM

Reuni las respuestas de 145 practicantes en 1994, y de 208 profesores practicantes
en 1995. La edad de los estudiantes que quisieron mencionarla, variaba entre 22 y
48 afios. El promedio de edad era de 28 afios en 1994, y 26.4 afios en 1995; 30% en
1994 y 16% en 1995 de los profesores practicantes tenian mas de 30 afios, 80%
eran mujeres.

Alrededor del 60% de los profesores practicantes tenian diploma literario,
20% diploma cientifico, 8% diploma en economia.

Los profesores practicantes estaban repartidos en 9 grupos cuyo alumnado
variaba de 24 a 28 estudiantes.

I.3.1. Imagenes de las matemadticas e incidencia de la formacién sobre
estas imagenes

Los términos “/dgica, rigor, abstraccion o razonamiento”, son citados por el 80%
de los profesores (practicantes). Se trata de un registro practicamente neutro sobre el
plano afectivo, cuyos términos tienden a caracterizar las matematicas sobre el plano
intelectual de manera relativamente racional. Notemos que el hecho de que los estu-
diantes mencionen términos de este registro, no informa absolutamente sobre los
componentes afectivos de su imagen de las matematicas. Ellos pueden, en efecto,
agregar “rigor” a “placer” o “angustia”; “logica” a “necesario” 0 a “inutil”; “razona-
miento” fanto a “investigacion” o a “automatismo”’!

Un punto nos parece muy importante en los futuros profesores encargados
de la ensefianza de las matematicas: la imagen de las matematicas es declarada
como positiva por casi la totalidad de los estudiantes al final de su formacion.

Si comparamos las respuestas cuando entran al IUFM vy al final de su forma-
cion, notamos una disminucién clara del porcentaje de estudiantes que citan térmi-
nos con connotacion negativa. Nosotros proponemos dos interpretaciones de esta
disminucién: ya sea que los estudiantes que habian citado términos en este tono han
sido mas numerosos al reprobar las oposiciones; ya sea que la formacion recibida
modifico la imagen negativa que los estudiantes tenian al llegar.

La formacidn en el IUFM parece (de cualquier manera) tener un impacto in-
mediato sobre esta imagen declarada de las matematicas, ya que cerca de la mitad de
los estudiantes perciben una evolucion positiva.

He intentado delimitar los factores que podian considerarse en esta posibi-
lidad de evolucién en el IUFM. No parece que haya una clara correlacion entre los
estudios realizados anteriormente y la disposicién de los candidatos a modificar su
representacion declarada de las mateméticas.

Los estudiantes de més edad parecen ser un poco mds sensibles al impacto
de la formacion que los mas joveres. Esto puede explicarse por el hecho de que sus
estudios sin duda se efectuaron en la época de las llamadas matematicas modernas.
En este caso, es probable que la presentacion actual de las matematicas les parezca no
solamente diferente, sino también mds accesible, sobre todo si les atraia poco esta
disciplina. Puede que simplemente sus recuerdos de las matematicas no sean muy pre-
cisos, lo que quiza los induce a identificar una evoluci6n positiva.
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Pero si la edad no puede ser un factor totalmente desdefiable en la eventual
evolucion de la imagen de las matematicas en los estudiantes, no obstante seria arries-
gado considerarla como determinante.

Las diferencias registradas por grupos no permiten de manera clara llegar a
la conclusion de la influencia del profesor formador de segundo afio, ya que en gru-
pos diferentes que siguen las ensefianzas del mismo profesor, los resultados pueden
ser notablemente diferentes. Sin embargo, nos parece que es con mucho la formacién
recibida en el IUFM, mas que la edad o los estudios previos, lo que lleva a los estudian-
tes a concluir sobre este punto.

Es interesante sefialar los casos de respuestas negativas. Algunos apostaban
a la formacion para liberarse de su angustia por ensefiar esta materia, y la forma-
cién no cumplio este fin. Los cursos dados en el IUFM no permitieron a otros sumer-
girse en la disciplina. La formacion parece haber jugado un papel perturbador para
estos ultimos.

En conclusion, parece importante decir que los profesores practicantes al
dejar el JUFM, afirman de manera muy marcada, tener una imagen positiva de las
matematicas, imagen que ya tenia aproximadamente la mitad de ellos, imagen que
la otra mitad construy6 (al parecer) gracias a la formacién en su diversidad. Aparte
de la naturaleza de la formacion recibida (contenidos, profesores, forma), pocos fac-
tores parecen tener una influencia sobre las eventuales modificaciones de esta ima-
gen declarada, o méds exactamente, sobre la posibilidad o la capacidad para que los
estudiantes acepten estos eventuales cambios de puntos de vista.

Por otro lado, si sefialamos un impacto de la formacion sobre las respuestas
declaradas de los estudiantes, hay que estar vigilantes a cualquier forma de conclu-
sidn apresurada. En efecto, no tenemos ningtin elemento para saber si la formacién no
tendra un impacto diferido sobre la imagen de las matematicas en los futuros maestros
cuando se confronten a las realidades del terreno.

1.3.2. Concepciones de aprendizaje y de la ensefianza de las matemadticas.

La distincién “aprendizaje” y “ensefianza” no parece clara a muchos. El 17% de los
estudiantes proponen respuestas que responden a un concepto “didactico” actual
del aprendizaje, digo “actual” porque es el preconizado, al menos en parte, por los
textos oficiales, y “didactico”, porque se trata de un concepto que toma en cuenta
varios conceptos obtenidos mediante el analisis didactico de los procesos de apren-
dizaje y de las relaciones ensefianza-aprendizaje. Estos estudiantes parecen haberse
apropiado, si no de este concepto, al menos del discurso sobre éste de manera bastante
precisa y sin demasiada desviacién. El 32% de los estudiantes da solamente algunos
elementos de este concepto y olvidan muchos, y no de los més insignificantes. Son
" muchos los que, por ejemplo, no hablan de la necesidad de institucionalizar algunos
saberes. Otras respuestas ponen en evidencia algunas desviaciones posibles: “dejar
que los nifios aprendan a su ritmo”, “no imponer nada”.

El 33% de los estudiantes describe una pedagogia activa o una pedagogia
de proyecto. Aqui los nifios juegan, manipulan sin finalidad aparente, son activos, dis-
frutan, el gran ausente es el saber matematico. A menudo estas proposiciones son
una reaccion contra la pedagogia que estos estudiantes recibieron cuando eran alum-
nos: “abolir la pedagogia cldsica que nos traumatizo”.
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Unos pocos estudiantes (4%) describen una pedagogia relativamente cerca-
na a la pedagogia tradicional de la escuela primaria, insistiendo en la necesidad de
partir de las cosas simples y allanar las dificultades frente a los alumnos. Estos estudian-
tes son poco NUMETosos mientras que, en la préctica, es este concepto el que realmente
van a poner mas en préctica.

Por otro lado, se nota la importancia de la imagen que dan los formadores de
sus propios conceptos del aprendizaje y de la ensefianza.

Incluso si los estudiantes han construido una concepcion personal del apren-
dizaje/ensefianza de las matematicas, son todavia muy prudentes en cuanto a su ca-
pacidad (;0 su deseo?) de ponerla efectivamente en practica. Son muy pocos quienes
dicen esponténeamente haberlo intentado en el curso de las estancias, son mas quie-
nes dicen que las condiciones del terreno no lo permiten.

1.3.3. ;Qué significa el término “didactica” para los estudiantes?

Los estudiantes ven la didactica de las matematicas, no como un campo de investiga-
cion sobre los fendmenos de transmision de los saberes matematicos en un contexto
escolar, 0 como una teorizacion de estos fendmenos, sino mucho mas como un discur-
so relativamente prescriptivo y por tanto en parte normativo de las practicas de ense-
fianza, ademads de ser muy poco mencionada la especificidad de los saberes matematicos.
Los estudiantes asimilan mds frecuentemente didactica y pedagogia. La mayoria
desea que la didactica ofrezca métodos a seguir para ensefiar bien, motivando a los
alumnos. De hecho, quiza tengamos aqui elementos de respuesta a una pregunta
importante para los investigadores, a saber: ;el papel de la didactica es proporcionar
resultados que permitan mejorar el funcionamiento de la ensefianza de las matema-
ticas?, y si asi es, jesté lo suficientemente desarrollada para cumplir este papel?

1.3.4. La formacion

La gran mayoria de los estudiantes (83%) dicen haber progresado en el curso del pri-
mer afio de formacidn, esencialmente en matemadticas (han actualizado los conoci-
mientos), y mas particularmente en geometria. Pero, en cambio, solamente 40% de los
estudiantes dicen que la preparacion para el concurso les permitié formarse una ima-
gen de lo que son las matemadticas y su ensefianza. Cerca de la tercera parte de los
estudiantes consideran este afio de preparacion para el concurso principalmente como
un afio de curso intensivo para el concurso, y en el mejor de los casos de renovacion
de los conocimientos en matematicas.

Luego de este estudio, estamos escépticos sobre la eficacia del primer afio
desde el punto de vista de la formacion profesional. Es claro que desde el punto de vis-
ta de la actualizacion de conocimientos a nivel matematico, su eficacia es reconocida
por la gran mayoria, pero varios sefialan el desfase entre las matematicas para el exa-
men-concurso y las matematicas para la escuela elemental. Por otro lado, si los estudian-
tes no consideran este afio como un afio de formacion profesional, no sorprende que
no encuentren suficiente la formacion de segundo afio para abordar su futuro trabajo.

Siguiendo los grupos, el segundo afio en el IUFM es juzgado de manera
radicalmente diferente y si, en total, 63% de los profesores practicantes dicen haber
progresado en este afio, los porcentajes varian de 8% a 100%.
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Pero si la edad no puede ser un factor totalmente desdefiable en la eventual
evolucion de la imagen de las matematicas en los estudiantes, no obstante seria arries-
gado considerarla como determinante.

Las diferencias registradas por grupos no permiten de manera clara llegar a
la conclusién de la influencia del profesor formador de segundo afio, ya que en gru-
pos diferentes que siguen las ensefianzas del mismo profesor, los resultados pueden
ser notablemente diferentes. Sin embargo, nos parece que es con mucho la formacién
recibida en el IUFM, més que la edad o los estudios previos, lo que lleva a los estudian-
tes a concluir sobre este punto.

- Es interesante sefialar los casos de respuestas negativas. Algunos apostaban
a la formacion para liberarse de su angustia por ensefiar esta materia, y la forma-
cion no cumplio este fin. Los cursos dados en el [UFM no permitieron a otros sumer-
girse en la disciplina. La formacion parece haber jugado un papel perturbador para
estos ultimos.

En conclusion, parece importante decir que los profesores practicantes al
dejar el IUFM, afirman de manera muy marcada, tener una imagen positiva de las
matematicas, imagen que ya tenia aproximadamente la mitad de ellos, imagen que
la otra mitad construyé (al parecer) gracias a la formacion en su diversidad. Aparte
de la naturaleza de la formacidn recibida (contenidos, profesores, forma), pocos fac-
tores parecen tener una influencia sobre las eventuales modificaciones de esta ima-
gen declarada, o més exactamente, sobre la posibilidad o la capacidad para que los
estudiantes acepten estos eventuales cambios de puntos de vista.

Por otro lado, si sefialamos un impacto de la formacion sobre las respuestas
declaradas de los estudiantes, hay que estar vigilantes a cualquier forma de conclu-
8ion apresurada. En efecto, no tenemos ninglin elemento para saber si la formacion no
tendra un impacto diferido sobre la imagen de las matematicas en los futuros maestros
cuando se confronten a las realidades del terreno.

I.3.2. Concepciones de aprendizaje y de la ensefianza de las matematicas.

La distincién “aprendizaje” y “ensefianza” no parece clara a muchos. El 17% de los
estudiantes proponen respuestas que responden a un concepto “didactico” actual
del aprendizaje, digo “actual” porque es el preconizado, al menos en parte, por los
textos oficiales, y “didéctico”, porque se trata de un concepto que toma en cuenta
varios conceptos obtenidos mediante el andlisis diddctico de los procesos de apren-
dizaje y de las relaciones ensefianza-aprendizaje. Estos estudiantes-parecen haberse
apropiado, si no de este concepto, al menos del discurso sobre éste de manera bastante
precisa y sin demasiada desviacion. El 32% de los estudiantes da solamente algunos
elementos de este concepto y olvidan muchos, y no de los mas insignificantes. Son
" muchos los que, por ejemplo, no hablan de la necesidad de institucionalizar algunos
saberes. Otras respuestas ponen en evidencia algunas desviaciones posibles: “dejar
que los nifios aprendan a su ritmo”, “no imponer nada”.

El 33% de los estudiantes describe una pedagogia activa o una pedagogia
de proyecto. Aqui los nifios juegan, manipulan sin finalidad aparente, son activos, dis-
frutan, el gran ausente es el saber matematico. A menudo estas proposiciones son
una reaccion contra la pedagogia que estos estudiantes recibieron cuando eran alum-
nos: “abolir la pedagogia clasica que nos traumatizo”.
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Unos pocos estudiantes (4%) describen una pedagogia relativamente cerca-
na a la pedagogia tradicional de la escuela primaria, insistiendo en la necesidad de
partir de las cosas simples y allanar las dificultades frente a los alumnos. Estos estudian-
tes son poco numerosos mientras que, en la practica, es este concepto el que realmente
van a poner mas en préctica.

Por otro lado, se nota la importancia de la imagen que dan los formadores de
sus propios conceptos del aprendizaje y de la ensefianza.

Incluso si los estudiantes han construido una concepcion personal del apren-
dizaje/ensefianza de las matematicas, son todavia muy prudentes en cuanto a su ca-
pacidad (;o su deseo?) de ponerla efectivamente en practica. Son muy pocos quienes
dicen espontaneamente haberlo intentado en el curso de las estancias, son mas quie-
nes dicen que las condiciones del terreno no lo permiten.

1.3.3. ;Que significa el término “didactica” para los estudiantes?

Los estudiantes ven la didactica de las matematicas, no como un campo de investiga-
cién sobre los fenomenos de transmisién de los saberes matematicos en un contexto
escolar, 0 como una teorizacion de estos fendomenos, sino mucho més como un discur-
so relativamente prescriptivo y por tanto en parte normativo de las practicas de ense-
fianza, ademds de ser muy poco mencionada la especificidad de los saberes matematicos.
Los estudiantes asimilan mas frecuentemente didactica y pedagogia. La mayoria
desea que la didéctica ofrezca métodos a seguir para ensefiar bien, motivando a los
alumnos. De hecho, quizé tengamos aqui elementos de respuesta a una pregunta
importante para los investigadores, a saber: el papel de la didictica es proporcionar
resultados que permitan mejorar el funcionamiento de la ensefianza de las matema-
ticas?, y si asi es, ;esta lo suficientemente desarrollada para cumplir este papel?

1.3.4. La formacion

La gran mayoria de los estudiantes (83%) dicen haber progresado en el curso del pri-
mer afio de formacion, esencialmente en matemadticas (han actualizado los conoci-
mientos), y mas particularmente en geometria. Pero, en cambio, solamente 40% de los
estudiantes dicen que la preparacion para el concurso les permitié formarse una ima-
gen de lo que son las matematicas y su ensefianza. Cerca de la tercera parte de los
estudiantes consideran este afio de preparacion para el concurso principalmente como
un afio de curso intensivo para el concurso, y en el mejor de los casos de renovacion
de los conocimientos en matematicas.

Luego de este estudio, estamos escépticos sobre la eficacia del primer afio
desde el punto de vista de la formacidn profesional. Es claro que desde el punto de vis-
ta de la actualizacion de conocimientos a nivel matematico, su eficacia es reconocida
por la gran mayoria, pero varios sefialan el desfase entre las matematicas para el exa-
men-concurso y las matematicas para la escuela elemental. Por otro lado, si los estudian-
tes no consideran este afio como un afio de formacion profesional, no sorprende que
no encuentren suficiente la formacion de segundo afio para abordar su futuro trabajo.

Siguiendo los grupos, el segundo afio en el IUFM es juzgado de manera
radicalmente diferente y si, en total, 63% de los profesores practicantes dicen haber
progresado en este afio, los porcentajes varian de 8% a 100%.
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En algunos grupos, los estudiantes mencionan como elemento particular-
mente positivo el hecho de haber sido “puestos en situacion de investigacion”, lo
que les permitié “comprender mejor como pueden reaccionar los nifios”. “Las
puestas en situacion reales permiten reflexionar en el acto de ensefiar, herramien-
tas y objetivos son hoy portadoras de sentido”, dicen o incluso. “las puestas en situa-
cion en clase dan ganas de ensefiar las mate...”.

Aqui establecemos un vinculo con las estrategias de formacidén que con
frecuencia ponen en prictica los profesores de estos grupos, estrategias
transposicionales!!, que permiten a los estudiantes efectuar un paso de lado, necesario
para pasar de la posicion de alumno a la de maestro.

1.3.5. Conclusion relativa a la evolucion, en el transcurso de la formacion, de
las concepciones declaradas de los estudiantes sobre las matematicas,
su aprendizaje y su ensefianza

El primer punto relativamente sorprendente es la poca evolucién global de la ima-
gen de las matematicas en el transcurso de la formacion. Esto nos remite al resul-
tado conocido relativo a la fuerte resistencia de las representaciones a los cambios,
situdndose el impacto de la formacion ~sin duda-, mas al nivel de los elementos perifé-
ricos de la representacion que al nivel del nucleo central. No obstante, si nos referi-
mos a las diferentes caracteristicas constitutivas del niicleo central presentadas por
Abric!2, nos parece necesario aportar algunas precisiones a esta primera constata-
cién. He distinguido dos componentes complementarios en la representacion de las
matematicas elaboradas por los estudiantes. La primera remite sobre todo a caracteris-
ticas intrinsecas de las matemdticas, relativamente objetivas y compartidas por mu-
chos, esto es un punto de vista mas bien intelectual sobre esta disciplina, construido
esencialmente a partir de normas y de valores sociales. La segunda componente esta
constituida por elementos afectivos, relacionales, morales o ideoldgicos.

En las respuestas obtenidas al principio y al final de la formacion, hemos
constatado cierta estabilidad de los porcentajes relativos a los términos que remiten
mas al primer aspecto de la imagen de las matemadticas que acabo de presentar, mien-
tras que observamos una clara evolucién de los porcentajes relativos a los términos
que remite principalmente al segundo. Esta constatacion tenderia a mostrar que la
formacién no tiene impacto sobre el componente intelectual de la imagen de los
estudiantes, sin duda porque en este terreno, dicha formacién presenta un punto de
vista de las matematicas suficientemente cercano del que se han forjado, para ser asimi-
lado sin provocar poner éste en tela de juicio. Por el contrario, la formacion llevé a
muchos estudiantes a modificar, al menos superficialmente, su relacion afectiva con
las matematicas. Notemos aqui que esta evolucién se da en el sentido de una mayor
comodidad, para pasar de la fase de alumno con dificultad en matematicas a la del
maestro que ensefia esta disciplina.

Los factores de esta evolucién en cuanto a la imagen de las matemaéticas,
que he llamado afectiva, tiene que buscarse sin duda, en el hecho de hacer uno mis-
mo matemadticas, encontrando en ellas. cierta satisfaccion e incluso cierto placer. En

11 Al respecto puede verse A. Kuzniak, 1994.
12 J.C. Abric (1987) “Cooperacién, competencia y representaciones sociales. Ed. Delval. Pégiﬁa 69
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efecto, varios estudiantes citan como punto positivo de la formacidn, las puestas en
situacion sobre problemas que les permiten “volver a vivir’ las matematicas de
una manera diferente. La modificacién de la imagen de estos estudiantes es tanto
més profunda en cuanto que tienen la posibilidad de analizar su propia actividad, su
propio comportamiento, de realizar un trabajo de elucidacién de lo que es la actividad
matemética, poniendo este analisis en perspectiva con los elementos tedricos
concernientes a los aprendizajes, como es €l caso de las estrategias de transposicion
puestas en practica por algunos profesores.

Los estudiantes al ingresar al [UFM consideraban que sdlo los conocimien-
tos matematicos eran (tiles para ensefiar en la escuela primaria y que se trataba de
conocimientos “de base” —de hecho, los mismos de la escuela primaria. Simultinea-
mente, evaluaban la calidad del maestro unicamente por sus capacidades pedagdgi-
cas, capacidades que parecian no poder ser objeto de ningun aprendizaje. Al final de
la formacién, fue claro que la gran mayoria de los estudiantes tomé conciencia de la
existencia de un conjunto de saberes necesarios para ensefiar. En este sentido, podria-
mos decir que los profesores practicantes comprendieron que la ensefianza era real-
mente una profesion y no una ocupacién remunerada o un arte. Por esto, la formacion
es juzgada mds bien positivamente, ya que les permitid actualizar conocimientos en
matemdticas (principalmente en el primer afio para la preparacién del concurso, y
progresar en didactica, abarcando con este término, al parecer para muchos, todos
los saberes profesionales que no identifican con las matematicas.

Las concepciones declaradas de los estudiantes sobre el aprendizaje de las
matematicas y sobre su ensefianza son bastante modificados con la formacién. De
una concepcion practicamente undnime de una pedagogia tradicional: “el maestro en-
sefia, el alumno aprende y aplica”, los estudiantes evolucionan hacia otra concep-
cion, mas de acuerdo con los modelos preconizados actualmente por la institucion
que se apoyan ampliamente en el constructivismo, y toman en cuenta los resultados
de las investigaciones en didactica. Este cambio de punto de vista podria a priori facili-
tarse por su cambio de posicion en el “tridngulo didactico”. De hecho, para muchos
practicantes el cambio se acompaiia de una desestabilizacion importante, que corres-
ponde a una desestructuracion de su representacion inicial del aprendizaje y de la
ensefianza. Esta desestabilizacion va a ser mds o menos profunda y vivida de manera
diferente por cada uno de ellos. Sin duda es en la reconstruccién de la nueva concep-
cidn, y en las negociaciones necesarias de los conflictos interpersonales para conse-
guirlo, que el impacto de los profesores formadores es mas grande.

1.3.6. Ideales-tipo de estudiantes

Presentaré aqui algunos casos tipo, que permiten “esquematizar” las concepcio-
nes declaradas de los practicantes al final de la formacién!3, y delimitar mejor
la complejidad de la formacién inicial en matematicas de los profesores practicantes.

CASO1

La desestabilizacion provocada por la formacion es profunda porque el modelo pro-
puesto por el profesor de matematicas estd demasiado alejado de los modelos reco-

13 Aqui se trata de lo que B Charlot (1992) llama “ideal tipo”. Por supuesto que las descripciones no corresponden a
ningin estudiante real.
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nocidos por el profesor practicante. El “pasado matematico” de éste Gltimo parece
tener entonces una fuerte incidencia sobre las posibilidades de apropiacion de nue-
vas concepciones. Consideremos algunos subcasos.

- El practicante es un “buen alumno” en matematicas, que ha tenido bastan-
te “éxito” con una pedagogia tradicional. El conflicto interior puede resul-
tar entonces, o bien por un rechazo masivo a un enfoque didactico de los
fenomenos de aprendizaje-ensefianza (entonces el estudiante se adhiere
completamente al modelo que le ha convenido como alumno), o bien por
una apropiacion entusiasta de cierto niimero de conceptos de la didactica
y una reconstruccion rapida de un modelo pedagégico personalizado.

- El practicante tiene un mal recuerdo de las matematicas y piensa que
definitivamente esta fuera de este austero universo de cifras y de formulas
magicas. Cuando toma conciencia de que las actividades matematicas
pueden ser portadoras de sentido e incluso engendrar cierto placer, este
practicante se encuentra en una situacion de desequilibrio y de profunda
inseguridad entre una pedagogia que lo tienta y lo seduce, pero que teme
no poder dominar, y la pedagogia tradicional, que ha contribuido a alejar-
lo de las mateméticas —e incluso a bloquearlo— y a la que ya no se atreve
a referirse.

CASO 2

La desestabilizacion es relativamente superficial porque el modelo pedagogico pre-
sentado en el [IUFM no parece demasiado dificil de apropiarse. Es, por ejemplo, el
caso si el formador presenta pedagogias centradas en los juegos y las manipulacio-
nes de materiales. El estudiante puede entonces adherirse bastante ficilmente a esta
forma de pedagogia activa que pone adelante la motivacién del alumno, y algunas
veces pasa al segundo plano los objetivos de aprendizaje. Pero si esta atento a la ar-
ticulacion entre la adquisicion de los saberes y los aspectos ludicos, no rechaza
verdaderamente la pedagogia tradicional, conserva de ella la estructura y piensa ade-
rezarla con juegos y actividades ludicas diversas que llegardn como una recom-
pensa, luego de un aprendizaje del tipo “aprendo, aplico”.

CASO3

El estudiante no estd desestabilizado en sus conceptos ya que se sumergio poco en la
formacion. Podemos examinar dos subcasos:

- El practicante sigui6 la formacion como una aportacion de saberes sobre
el aprendizaje, y eventualmente sobre la ensefianza. Incluso domina quiza
bien estos saberes en tanto saberes tedricos, pero no se plantea la pregun-
ta de sus lazos con las précticas efectivas. Hay entonces claramente modi-
ficacién en los concepciones declaradas, pero es imposible decir si estas
modificaciones tendrén o no incidencia sobre las elecciones efectivas del
estudiante en su clase, es decir si estas modificaciones son profundas o
superficiales.
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- El practicante es escéptico respecto a la eficacia de una formacion profe-

' sional que no corresponde al acompafiamiento!4. Este estudiante quiz es-
cuch el discurso de los profesores, pero son sobre todo los consejos de los
maestros formadores durante las estancias, los que le han parecido pertinentes.

Este estudiante en general es muy receptivo a los “ruidos” de los salones de
profesores!d, y desea de buena gana reproducir las pricticas dominantes que, segiin
él, estan legitimadas precisamente porque son dominantes.

El impacto de la formacién y de los formadores sobre el discurso producido,
debe tomarse en cuenta de manera extremadamente prudente en la medida en que
contamos con indicadores de la no adecuacién entre las declaraciones “tedricas” y
las respuestas concernientes a las practicas efectivas en las clases. El apartado siguien-
te va a permitirnos aportar nuevas luces sobre este tema. Mi objetivo era “probar”
la tesistencia y la solidez de las modificaciones que se operaron sobre los conceptos
de los estudiantes durante la formacidn, intentando localizar sus huellas en situacio-
nes profesionales, ya sea simuladas en trabajos escritos, ya sea efectivas a través
de boletines de visita de practica, y a partir de algunas sesiones efectivas en clase.

IL. ANALISIS DE LOS EFECTOS DE LA FORMACION SOBRE LAS
PRACTICAS EFECTIVAS A PARTIR DE UN ESTUDIO DE CASO

Para contribuir al dificil problema de la evaluacién de la formacion, analicé diver-
sos soportes metodoldgicos. Primero busqué huellas ocultas de las concepciones de
los estudiantes en diversos trabajos escritos: eleccién argumentada de un proyecto
de sesién entre varios, informe y andlisis critico de sesiones conducidas por el estu-
diante durante las practicas en las que la responsabilidad es de él. Luego estudié las se-
siones de clase de algunos estudiantes durante su estancia terminal en responsabilidad.

Tengo conciencia de todos los riesgos que trae consigo un estudio de caso,
para el estudio de un fenémeno tan general como el de la evaluacion de la formacién
en matematicas de los profesores de escuela. Por tanto, tomé un maximo de precau-
ciones en el andlisis en si y en la interpretacion que hice de €l. Pero el problema de la
formacion de maestros es tan complejo, que me parecia pertinente hacer estudios de
caso para intentar identificar los modelos pedagégicos de referencia, las estrategias
de ensefianza puestas en marcha, los modelos de aprendizaje retenidos. Estos estu-
dios deberian de igual modo permitir identificar algunos factores que pueden influir
en las tomas de decisiones de los maestros en su clase y relacionarlas con la for-
macion recibida.

Las sesiones de clase estudiadas fueron llevadas por mis propios practican-
tes, lo que me permitié medir por un lado las eventuales distorsiones entre el discurso
“tedrico” que se tiene en el IUFM, y las puestas en practica que “fluyen” sobre el terreno,
y por otro lado las divergencias entre las producciones escritas de estos estudiantes
en su expediente de practicas y sus practicas efectivas en clase. De igual manera
pude tomar en cuenta las capacidades de estos estudiantes en matematicas.

14 En este caso «acompaiiamiento» se refiere al trabajo que desarrolla el profesor responsable del grupo, quien hace el
papel de tutor y acompaiia al estudiante en su formacidn en la prictica. (N. del T.)

15 La expresion salones de profesores refiere a las salas que tienen las escuelas en Francia para que los profesores perma-
nezcan en Jos tiempos que no estan en clase. (N, del T.)
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Quise estudiar sesiones de clase en maternal y educacion elemental, a la vez
que en clases con alumnos de medios sociales variados. Por otro lado no seleccioné
las mejores sesiones, pues con ello se corria el riesgo de ocultar algunos problemas
de formacion.

II. 1. Método

Estoy consciente del problema metodoldgico planteado por este estudio, ya que soy
al mismo tiempo actor de la visita en tanto formadora y observadora en tanto in-
vestigadora. Por otra parte encontré numerosos obsticulos: dificultad de registro en
razén de condiciones materiales dificiles, falta de tiempo o de espacios para realizar
las entrevistas, etc. Sin embargo llevé a cabo el estudio porque los elementos obtenidos
me parecieron interesantes.

Registré yo misma las sesiones de clase. Desafortunadamente las transcrip-
ciones no siempre fueron completas debido a problemas técnicos, o de algin ruido
demasiado importante en la clase.

A partir de cada una de estas transcripciones, intenté hacer un estudio global
de la sesion observada, enfocando mi mirada sobre varios puntos:

* La naturaleza de las actividades propuestas. ;Se trata de situaciones
susceptibles de conducir a un nuevo aprendizaje, o de actividades de entre-
namiento o de refuerzo? ;De qué manera las considera el practicante?

» Los saberes en juego {Se adaptan al nivel de la clase? ;Son reconocidos por
el maestro, percibidos por los alumnos? ;Precisados o institucionalizados
en cierto momento?

* El reto de las actividades. ;De qué manera el maestro pone en escena las
actividades? ;Los nifios pueden interesarse en el problema que se les plan-
tea, meterse en é1? ;Tienen los medios para anticipar, verificar, validar?

* La puesta en prdctica por el practicante. {Controla el desarrollo? ;Cual es
la naturaleza de sus tomas de decisién? ;Coémo toma en cuenta a los alum-
nos? ;Provoca intercambios entre los alumnos, practicas en comun? ;Como
administra el tiempo?

* La forma de pedagogia adoptada ;Es identificable en esta sesion? (A partir
de que indices?

* Los problemas de autoridad y de gestion de grupo ;Qué factores pueden
explicar el deslizamiento hacia una clase agitada? '

No tomé en cuenta las cuestiones en relacién al dominio de la lengua.
Luego relacioné las observaciones realizadas de esta manera con la fi-
cha de preparacién!® que se me presentaba, con el fin de ver si el practicante habia

16 Contrariamente a los profesores de los liceos y colegios, los maestros y profesores de escuela tiene que presentar
(por reglamento) una ficha de preparacién de la sesién que conducen a las personas que llegan a visitarlos. Recor-
demos aqui que los maestros y los profesores de escuela son maestros polivalentes, y por este hecho con frecuencia
no son especialistas de la disciplina que ensefian. Improvisar una situacion de ensefianza necesita de un verdadero dominio
de los contenidos ¥ un buen conocimiento de los alumnos. Por tanto, las improvisaciones exitosas son raras, sobre todo
con los maestros principiantes.
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manifestado en ésta la preocupacion de confrontar a los nifios con una actividad que
realmente pusiera en juego saberes matematicos, para ver si el desarrollo efectivo
correspondia a las previsiones declaradas, y si a partir de la preparacion es posible
identificar los elementos o las carencias que permitirian comprender lo que efectiva-
mente paso en la clase.

Finalmente dirigi mi atencion a las relaciones entre la sesién observada y la
manera en la que el participante la habia percibido y defendido en el transcurso de
la entrevista.

t

I1.2. Conclusion acerca dél estudio de caso

Este estudio me llevo a caracterizar algunos perfiles de profesores practicantes al
final de su formacion.

Puse en evidencia el caso de los estudiantes que piensan en la formacion
Unicamente en términos de acompafiamiento. Para éstos, la incidencia de la forma-
cion sobre sus representaciones de las matematicas y de su ensefianza, parece muy
débil, al menos a corto plazo. Estos estudiantes esperan mucho de las practicas en
el transcurso de las cuales buscan reproducir el modelo del maestro de practicas o del
titular de la clase donde las realizan. No buscan poner en tela de juicio sus propias
concepciones de la ensefianza, e incluso buscan fortalecer estas concepciones con-
frontdndolas con las practicas de algunos maestros. No creen en la necesidad, ni
siquiera en la pertinencia de un andlisis teérico de los fendmenos de aprendizaje y
de ensefianza en la formacidn. Para ellos, solo practicar es formador.

Luego identifiqué el caso de los estudiantes que no solamente esperan mu-
cho de la formacidn, sino que ademds estin preparados para “jugar el juego” de esta
formacién, aceptando con confianza y disposicién los aportes de sus profesores.
Estos estudiantes no dudan al intentar poner en practica en su clase una forma de
pedagogia inspirada en la que les fue presentada en el [UFM.

Las diferencias al nivel de la practica de clase parecen ligadas entonces a, por
lo menos, dos factores: al nivel del dominio en matematicas del estudiante, y al tipo
de clase en la que se desarrolla la practica. Desarrollemos un poco estos dos puntos.

- Para poner en practica situaciones de clase que permitan a los alumnos cons-
truir realmente conocimientos matematicos, el practicante debe ser capaz
de identificar bien los objetos matematicos concernientes y tener cierta “fa-
miliaridad” con ellos. Parece que hubiera una especie de umbral de este
lado donde los conocimientos del practicante ya no estdn disponibles ni
suficiente ni répidamente, incluso si es capaz de movilizarlos en ciertas
situaciones, para permitirle tomar las decisiones que le convendria tomar
“en el momento”. Incluso quiza podamos emitir la hipétesis de que en algu-
nos casos el practicante utiliza procedimientos de evitacion para no verse
confrontado con un conocimiento que domina mall’.

- Por otro lado el estudio permitié evidenciar una realidad bien conocida
de los formadores y de los formados. La formacion no toma en cuenta
suficientemente las dificultades de ensefianza en ciertas clases. Los prac-

17 El procedimiento de evitacién més utilizado consiste en dar ellos mismos Ia respuesta.
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ticantes encargados de tales clases tienen que manejar problemas muy
variados, de diferentes naturalezas, para los que no estan verdaderamente
preparados. Las cuestiones de gestion de grupo y de mantenimiento del
orden se vuelven prioritarias. Entonces muchos estudiantes eligen aplicar
una pedagogia “ultra tradicional” a base de ejercicios escritos sometidos
a evaluacion. Algunos juegan a aplicar las proposiciones del IUFM. Inten-
tan aplicar situaciones mds abiertas que requieren interacciones entre los
nifios, confrontaciones colectivas, de procedimientos, de puestas en comun,
que con frecuencia llevan a una situacion de desinterés ;Es posible que
un joven practicante modifique un contrato de clase!8 por un corto tiempo
teniendo el estatuto de suplente en clases con fama de dificiles, donde con
mucha frecuencia la mayoria de los maestros “funcionan” a la usanza de
la autoridad magistral? Cuando los estudiantes intentan, en vano, modi-
ficar el contrato, ;jcudles serdn sus reacciones a corto plazo y sus tomas de
decision posteriores? Podemos presentar dos escenarios: el practicante,
completamente desanimado puede desear abandonar el oficio, o bien,
piensa que todos los métodos pregonados durante su formacioén no valen
nada y se vuelve entonces hacia una pedagogia tradicional conducida con
una autoridad represiva.

CONCLUSION GENERAL

Las concepciones declaradas de los practicantes sobre el aprendizaje y la ensefianza
de las matemadticas en la escuela, evoluciona muy claramente entre el inicio y el fi-
nal de la formacién. En sus discursos los practicantes han abandonado el concepto
tradicional, que tenian al llegar, de una ensefianza en la que el maestro muestra y el
nifio imita, en beneficio del modelo pedagdgico, actualmente preconizado por la
institucion, centrado en la construccion de los conocimientos por el nifio. Pero en reali-
dad, el impacto de la formacion sobre los concepciones “ocultas” de los estudiantes
es claramente menor. La desestabilizacion provocada por la formacién en los practi-
cantes, no necesariamhente conduce a éstos a poner en tela de juicio nuevamente sus
concepciones iniciales y a apropiarse durablemente de una concepcion diferente que
sea perdurable.

El estudio que conduje al mismo tiempo sobre los boletines de visita y sobre
las sesiones efectivas de clase muestran que, en su clase, los profesores practicantes
dudan mucho para aplicar una pedagogia que tome en cuenta las aportaciones de
la didéctica en el andlisis de los procesos de transmision de los saberes matemadticos,
y de su construccion por los alumnos, y por tanto para proponer situaciones consis-
tentes, portadoras de sentido y susceptibles de suscitar aprendizajes efectivos en sus
alumnos. Se escudan tras los obstaculos del terreno, los habitos de la clase. Con frecuen-
cia reproducen una forma de ensefianza relativamente poco alejada de la que vivie-
ron cuando ellos eran nifios. Incluso si declaran que su concepcion de la ensefianza
de las matematicas ha evolucionado, esta evolucién sélo debid alcanzar las muy

18 Contrato en el sentido de G. Brousseau, véase Brousseau; 1986.
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superficiales capas de la representacion construida desde la infancia. En situacion de
clase, el concepto inicial vuelve a surgir con frecuencia.

Podriamos decir que los conceptos iniciales de los practicantes juegan el
papel de “obstaculos metacognitivos” en la formacidn profesional, obstaculos que he
liamado “metacognitivos”, tomando como modelo la nocién de obsticulo subyacen-
te en la teoria de las situaciones didacticas. G. Brousseau desarrolla la tesis segun la
cual los conocimientos se construyen contra otros, siendo los obsticulos constitutivos
del conocimiento!®. Entonces, una de las finalidades de la didéctica es intentar crear
situaciones que permitan al nifio enfrentarse a estos obstaculos para superarlos. El
papel del maestro es esencialmente construir estas situaciones y asegurar la devolu-
cién a sus alumnos de tal manera que sea el medio?quien les envia sanciones y
permita retroacciones. Si transferimos este modelo a la formacién de profesores, po-
demos decir que, para construir conocimientos profesionales, los estudiantes deben
enfrentar situaciones en las cuales puedan poner a prueba sus antiguos conocimientos,
sus conceptos iniciales de aprendizaje y de la ensefianza.

Estas situaciones ideales de formacion serian pues, de alguna manera, situa-
ciones a-didacticas de formacion. Pero aqui encontramos, segin yo, un problema
mayor que es la naturaleza del medio. En el caso de las situaciones de aprendizaje, el
maestro puede actuar sobre el medio de tal suerte que los modelos implicitos de accion
de los nifios sean insuficientes. En situaciones ideales de formacion, el medio sélo
puede ser una clase de alumnos, de la que el formador no puede dominar ni las carac-
teristicas, ni las reacciones. Por tanto, el medio no puede siempre jugar su papel
corrector. Para que haya efectos “regreso”, es necesario acompaiiar a los estudiantes
en el andlisis a posteriori de las sesiones efectuadas, de manera que se obtengan los
indices pertinentes a tomarse en cuenta para evaluar la eficacia de la sesién y la auten-
ticidad de los aprendizajes de los nifios, lo que me parece es contradictorio con la
nocion de situacion a-didactica.

Aqui encontramos un punto ya planteado: varios conceptos que resultan de
teorias relativas al estudio de los vinculos entre ensefianza y aprendizaje, no pueden
transferirse tal cual al marco del estudio de los fendmenos de formacion/ensefianza.

Sin embargo, si un gran nimero de practicantes dudan en aplicar lo que se les
propone, nos parece importante investigar las razones profundas de esta eleccion.

Por supuesto que un factor esencial es sin duda la existencia de un contrato de
clase ya construido en las clases donde se les asigna para realizar las pricticas, contrato
que no siempre les es facil notar rapidamente y que ademds es dificil renegociar con los
alumnos. No obstante, me parece interesante estudiar varias pistas distintas:

- La primera concierne a la “comodidad” del practicante. El desequilibrio
producido eventualmente por la formacion en su concepcion, ya sea del oficio,
ya sea de las matematicas, sin duda no es propicio para la necesaria con-
fianza en si mismo para “experimentar”.

- La segunda esta ligada, nos parece, el grado de dominio de la disciplina
ensefiada. Si éste es débil, es posible que la practica profesional altere los
conocimientos disciplinarios, los transforme y eventualmente los vacie
de su contenido.

19 Al respecto puede verse Brousseau (1983).

20 En todo el parrafo, en el sentido de G. Brousseau (1983).
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- Una tercera concierne a la falta de consideracién suficiente de poblacio-
nes dificiles en el trabajo de elucidacion de los mecanismos, y de las con-
diciones de aprendizajes durante la formacion.

- Una cuarta es la duracion de la formacion. Parece que debajo de cierto
umbral, los estudiantes no llegan a apropiarse de una nueva concepcion,
incluso, si se dicen muy seducidos y convencidos de su buen fundamento
y de su eficacia. Es particularmente el caso de los estudiantes que, recibi-
dos como candidatos libres en el concurso, muy preguntadores y muy
receptivos, tienen mas dificultad que los demds para transferir a sus prac-
ticas lo que declaran en sus propositos.

- Finalmente, una Ultima pista seria quiza estudiar la legitimidad del discur-
so sostenido en los centros de formacién. Muchos profesores formadores
de maestros del primer grado, sin duda mas que los formadores del se-
gundo, parecen convencidos de la necesidad de transmitir “didactica” en
el curso de formacion. Pero si por un lado, en matematicas, estos profesores
estan en su conjunto seguros de lo que saben y de lo que transmiten, en
didéctica se meten con “cosas” de las que no siempre estdn verdaderamente
seguros, y a veces transmiten a los practicantes conceptos que, por el
momento, son mas herramientas para el analisis, que herramientas reco-
mendadas para construir su propia ensefianza.

Ademas, los formadores encargados de evaluar las capacidades profesio-
nales de los practicantes avalan con opiniones favorables la puesta en practica de
modelos pedagogicos derivados de los conceptos iniciales de los estudiantes, y de la
resistencia del medio, a partir de que el practicante mantiene en su clase un ambiente
de trabajo, y manifiesta seriedad por sus preparaciones y la calidad del trabajo reali-
zado por los estudiantes.

Estas diferentes constataciones me llevaron a planear investigaciones sobre
las condiciones y los medios de hacer evolucionar y enriquecer estas representaciones.
Desde el punto de vista del formador, eso podria permitir a los profesores adaptarse
a los distintos entomos que van a encontrar, y poder integrar, principalmente por la via
de la formacién continua, las aportaciones de las investigaciones futuras sobre los pro-
cesos de ensefianza-aprendizaje de las matematicas.

La cuestién de los saberes de referencia para la formacion en matematicas
de los profesores de escuela, sea a propdsito de los saberes matematicos o de los sabe-
res didécticos, siempre serd de actualidad. Me parece particularmente importante que
las investigaciones sobre estos problemas continllen y en varias direcciones.

Citaré aqui inicamente dos hilos conductores de mis actuales investigaciones:
En relacion a la didactica como tal: ;Como asegurar la transposicion de
la didactica en saberes a ensefiar en la formacion, (aqui se trata de la cuestion de la

“didactificacion de la didactica™)? En esta perspectiva pueden citarse ya los traba-
jos de J. Portugais?!, por ejemplo. Sobre este punto tales trabajos aportan una contri-

21 Portugais, 1995
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bucion en el caso particular de los practicantes al considerar los errores de sus futuros
alumnos en las operaciones aritméticas.

Esta cuestion esta ligada a otra mas general y especifica de la formacion de
los maestros del primer grado. ;Cémo definir mejor y articular los conceptos transver-
sales que podrian “vivir” en las didacticas de varias disciplinas? Esta cuestion tiene
importancia ya que los maestros de primer grado son ensefiantes polivalentes.

En relacion a la ampliacion eventual de los saberes de referencia para me-
jorar las capacidades profesionales, a partir de la constatacién del fracaso relativo
actual: ;Se puede, hay que concebir una teorizacion de las practicas profesionales?

Un punto de partida consiste en hacer un estudio fino y preciso de las prac-
ticas de los “buenos maestros”, que la institucion siempre ha reconocido mas o menos
como ensefiantes “expertos” (consejeros pedagogicos en la secundaria, maestros for-
madores en la primaria). Este estudio deberia contribuir a definir saberes practicos,
y eventualmente ayudar a plantear el problema de su transmision.

Un segundo trabajo consiste en investigar si hay variables identificables y
pertinentes en juego en las practicas. En particular, ¢la naturaleza de la “clase” es una
de esas variables? ;El maestro cambia sus practicas? ;De qué manera y en qué
medida segln el grupo que tenga frente a é1? En estas tomas de decision, jhay conti-
nuidad o ruptura segun las clases?

Este enfoque deberia permitir alimentar la reflexion relacionada con la for-
macion para trabajar en las clases dificiles.

Sobre estas diferentes cuestiones trabajamos actualmente en nuestro equipo de
investigacion.
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Resumen: Este articulo describe un programa de investigacion en curso acerca del
aprendizaje del dlgebra escolar. En dicho programa, el aprendizaje del algebra se con-
cibe como la adquisicion subjetiva de un sistema de signos socialmente objetivado
e historicamente constituido cuyo sentidos y reglas de uso son ontogenéticamen-
te elaborados como resultado de la participacion diferenciada del alumno en activi-
dades matematicas especificas. Dentro de este contexto, los procesos de uso de
signos y elaboracion de significados son conceptualizados como procesos a la vez
individuales y sociales que emergen en relacion a otros sistemas de signos (por
ejemplo, sistemas de gestos u otros mas caracteristicos tales como el lenguaje y los
sistemas de representacion grdfica) que ofrece la sala de clase vista ésta como espa-
cio semiotico. En la primera parte del articulo se presenta un marco tedrico en el
que se sugiere una nueva conceptualizacion de la idea de signo diferente a la que
ofrece el cognitivismo y la teoria de la informacion. La reconceptualizacion que se
propone, que toma como punto de partida la semiotica Vygotskiana, incorpora
ciertos elementos antropologicos que justifican, a nivel metodologico, el interés
que toma el discurso y la accion mediada en el disefio, andlisis e interpretacion
de actividades de sala de clase. En la segunda parte se presenta el andlisis de un
episodio en el que alumnos de 14 afios de edad resuelven un problema de generaliza-
cion algebraica de patrones numérico-geométricos. Se muestra que las acciones
y verbalizacion de acciones emprendidas anteriormente a nivel numérico concreto
ofrecen un soporte crucial al uso emergente de signos algebraicos y al sentido con
que dichos signos son dotados. De forma mas precisa, el andlisis del episodio sugie-
re que la forma que toma la abstraccion requerida en el acto de generalizar el patron
queda imbricada en la semidtica de las acciones concretas.

Abstract: This article describes an ongoing research program dealing with the
learning of algebra. In this research program the learning of algebra is conceived
as the subjective acquisition of a socially objectified and historically produced
sign system whose meanings and rules of sign use are ontogenetically elaborated as
students participate in specific mathematical activities. Within this context, the

! Este articulo, que ha sido posible gracias a una subvencién otorgada por The Social Sciences and Humanities Research
Council of Canadd, grant # 410-98-1287, intersecta dos trabajos anteriores de corte teérico (Radford 1998a, Radford 1998b),
y extiende un corto trabajo experimental (Radford 1999). Deseo agradecer al Dr. José Guzman Herndndez del CINVESTAV
del Instituto Politécnico Nacional de México, por sus comentarios a una version anterior del presente articulo. Deseo también
agradecer a mis asistentes de investigacion Rossella Dorigo, Chantat Filion y Lynn Landry por su valiosa colaboracién y
participacion en este proyecto.
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processes of symbolizing and meaning production are conceptualized as both indi-
vidual and social processes emerging in relation to other sign systems (for instance,
gesture systems or other more characteristic ones such as language and graphical
systems) offered by the classroom itself seen as a semiotic space. In the first part of
the article we focus on some of the points underlying our theoretical framework.
We discuss the idea of signs according to Cognitivism and Processing Information
Theory and suggest a different conceptualization of signs taking the Vygotskian
semiotics as the starting point. At the methodological level, the insertion of some an-
thropological elements in our discussion leads us to pay attention to the students’and
teacher s discourse in the design, analysis and interpretation of classroom activities.
In the second part we present the analysis of an episode in which some students in
Grade 8 (14 years old) solve a problem about the algebraic generalization of a nu-
meric-geometric pattern. The episode suggests that actions and the verbalization
of actions previously undertaken at a concrete numerical level offer a crucial support
to the emergent use of signs and the production of meanings. More specifically, it
is suggested that, in light of the analysis, the form taken by the abstraction required in
the pattern generalizing act remains imbricated in the semiotics of the concrete actions.

Introduccion

Es muy bien sabido que uno de los topicos curriculares mas dificiles de la matema-
tica ensefiada a principios del nivel secundario es algebra. En particular, resulta
muy dificil para el alumno alcanzar una competencia y maestria adecuada del
complejo lenguaje simbolico. Refiriéndose a la inmensa dificultad que los alumnos
suelen encontrar en tareas de traduccion de problemas del lenguaje natural al lengua-
je algebraico, Clement et al. decian, hace mas de quince afios:

Nos dimos cuenta de este problema en una serie de entrevistas filmadas
[1] en las cuales pediamos a estudiantes de college hablar en voz alta
mientras trabajaban en problemas simples. (1981, p. 287)

A raiz de esta constatacion y muchas otras, una intensa linea de investiga-
cién ha sido llevada a cabo desde entonces, logrdndose, en particular, detectar muchos
de los errores que los estudiantes cometen al tratar de utilizar expresiones algebrai-
cas y resolver ecuaciones (ver, por ejemplo, Matz 1980, Filloy y Rojano 1989, Gallardo
y Rojano 1988). Sin embargo, quedan todavia por entender los procesos que per-
miten a los alumnos dotar de significados a los simbolos y a las letras del lenguaje
algebraico. Poco se conoce de la influencia que tiene el discurso de los profesores ¢n
las discusiones de los alumnos y las ideas que éstos se van formando sobre el uso de
simbolos. ‘

El problema que estamos mencionado adquiere una importancia fundamen-
tal dentro del contexto educativo actual de Ontario. En efecto, el Curriculum de Mate-
maticas de Ontario cambid en septiembre de 1997. Como consecuencia, algunos
topicos curriculares son nuevos, mientras que otros ahora empiezan antes. Algebra
(un tema que tradicionalmente ha pertenecido al programa de estudios de la escue-
la secundaria), empieza en este nuevo curriculum en primer grado de primaria. Este
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cambio conlleva ciertas dificultades, pues no es posible ensefiar el complejo len-
guaje algebraico en primer o segundo grado, cuando los alumnos todavia no saben
coémo leer y escribir. En términos generales, en lo que respecta al dlgebra, €l curriculum
de primero a octavo grado ha sido dividido en dos grandes temas: (a) patrones y suce-
siones y (b) ecuaciones. Del primero al sexto grado, el énfasis es hecho en el estudio
de patrones y sucesiones. El estudio sistematico de las ecuaciones empieza en octa-
vo grado. Dentro de este esquema educativo, dos de los problemas mas urgentes que
los profesores estan enfrentando son:

(i) ~ cémo ensefiar 4lgebra sin usar letras y
(ii) como introducir el uso de signos-letras en octavo grado, dada la experiencia
algebraica sin simbolos que los alumnos han ganado en los afios previos.

Concomitantemente con este cambio de conenidos en el curriculum de Ontario
de matematicas aparece un cambio de naturaleza metodologica que se traduce por
un énfasis marcado en el aspecto de la comunicacién en el aula y que es sostenido
por una vision més social del aprendizaje, esto es, una vision en la que el alumno es
llamado a participar junto con otros alumnos y el profesor en tareas y proyectos en
los que la parte discursiva adquiere una dimensién explicita en la elaboracion del
conocimiento.

En lo que sigue, vamos a describir un programa de investigacion en curso
en el que unos 120 alumnos y seis profesores se encuentran participando y que tiene
como prop6sito general entender, desde una perspectiva post-vigotskiana, la forma
en que los alumnos adquieren el uso de signos.

Primero presentaremos el marco tedrico del programa de investigacion.
Luego presentaremos la metodologia que hemos adoptado y en la dltima parte
discutiremos un episodio que proviene de una de nuestras sesiones experimentales
en sala de clase sobre el uso de signos en un problema relativo al estudio algebraico
de patrones.

1. El marco teérico
1.1 La conceptualizacion de signos

» La busqueda del lenguaje universal

El primer problema que hemos encontrado es el de la necesidad de reconceptualizar
lo que queremos entender por signos. En efecto, a menudo los signos han sido conce-
bidos como las vestimentas que portan las ideas. La concepcién de signo como vesti-
menta estd de hecho sumergida en una perspectiva mas general que postula, desde
el inicio, una clara dicotomia entre lo espiritual y lo material y que fue un pilar funda-
mental en la busqueda, en los siglos 16 y 17, de un lenguaje universal que debia, por
un lado, salvar al signo de las vicisitudes del efimero y ruidoso lenguaje hablado y,
por el otro lado, colocarlo en ese lugar privilegiado contiguo al pensamiento. V.-
David (1965) describe muy bien como el contacto Europeo con las “escrituras exo-
ticas” que llegaron tanto de China como de México fueron estudiadas y entendidas
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en el marco de la busqueda del “lenguaje universal” -proyecto que dichas escrituras
ayudaron al mismo tiempo a definir mejor. Asi, los misioneros jesuitas, que habian
sido enviados detrds de las expediciones de descubrimiento y colonizacion, plasma-
ron los primeros resultados del estudio de esas lenguas en obras que se propagaron
rapidamente en Europa, permitiendo comparar las escrituras europeas que traducen
la lengua hablada con, por ejemplo, las pinturas o figuras mexicanas que, dado su carac-
ter iconico, daban cuenta solamente de lo que en Europa se interpreté como “la subs-
tancia de las concepciones”.

Siguiendo su propio camino, la idea de un lenguaje universal fue tomada por
Frege dos siglos mas tarde. Asi, en un articulo publicado en 1882, Frege subrayo la
importancia de un lenguaje capaz de escribir los conceptos sin pasar por el lenguaje
natural, que €l consideraba no 16gico. Frege reconocia en la palabra escrita una per-
manencia que la palabra hablada no alcanza. No obstante dicha permanencia, Frege
argiiia, la palabra escrita hereda desafortunadamente el caracter ilogico de la pala-
bra hablada, en particular, a causa de la ambigiiedad que proviene de cierta variabi-
lidad en la aceptacioén de diferentes sentidos que una misma palabra puede tener.
Muy diferente es, segiin Frege, el caso de las formulas de la aritmética, un lenguaje
en el que éste veia un claro ejemplo de lenguaje que enfrenta los conceptos y las
ideas directamente -un lenguaje que llamé “Begriffsschrift” (de Begriff, concepto y
Scrift, escritura), y que podria ser traducido como “ideografia”. Frege dijo: “El lengua-
je basado en las formulas matematicas es una ideografia, pues expresa inmediata-
mente la cosa sin pasar por los sonidos” (del lenguaje hablado) (Frege 1971, p. 68).

Una de las ideas de base que caracteriza la bisqueda del lenguaje universal
de la época es, pues, el supuesto ontoldgico de un lenguaje que extermina todas las
ambigiiedades del discurso y que es capaz de ser sometido a los implacables canones
de la 16gica formal.

En su obra De la grammatologie, una obra que examina con detenimiento la
idea de signo en la tradicion occidental, Jacques Derrida dice:

La escritura, la letra, la inscripcion sensible, ha sido siempre
considerada por la tradicion occidental como el cuerpo y materia
externa del espiritu, del aliento, del discurso y del logos. (Derrida
1976, p. 35.)

Dentro de las perspectivas tedricas (como las que ofrece el cognitivismo o
la teoria de la informacion) en la que las ideas scn concebidas como el resultado de
procesos intracerebrales intimos que ocurren dentro de los confines de la caja cranea-
na y que el signo es visto como canal de comunicacion o vestimenta de esas ideas,
el signo queda confinado a un papel de poca (si acaso alguna) importancia epistemold-
gica. Efectivamente, en dicho caso, el signo puede solamente ser visto como el medio
que permite arrojar o expeler hacia el mundo externo los resultados de los procesos
intracerebrales privados.

Sin embargo, si se toma una perspectiva diferente, en la que las ideas y las
conceptualizaciones humanas son concebidas como el resultado de una empresa con-
junta, multi-individual, entonces, la comunicacién, el lenguaje, las palabras y los
signos en general adquieren un papel epistemoldgico de primera importancia. Esta es
la perspectiva que estamos adoptando en nuestro programa de investigacion. De
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forma mas especifica, nuestro programa de investigacion estd sustentado por
una perspectiva sociocultural post-vigotskiana que hemos desarrollado en un ar-
ticulo previo (Radford 1998a) y una de cuyas premisas es que las conceptualiza-
ciones del individuo son concebidas en inextricable relacién con su modo concreto
de vida, asi como con los conceptos y modos de conocimiento (o epistemes, para usar
la expresion de Foucault 1966) que la cultura pone a disposicion de sus miembros.

Si la concepcion de signo como vestimenta de la idea aparece pues claramen-
te inadecuada a nuestra forma de ver el individuo y sus ideas, necesitamos, para
poder seguir adelante, reconceptualizar el signo y decir cuél puede ser el papel que
¢éste desempefia en una aproximacion socio-cultural del pensamiento. A esta altura
de nuestra discusién, debemos detenernos un momento y recordar rapidamente
la idea del signo en Vygotsky.

» La idea de signo en Vygotsky

En este orden de ideas, se sabe muy bien que, inspirdindose de la categoria marxista
de labor, Vygotsky concibié el signo como una herramienta (ver, por ejemplo,
Wertsch 1991, p. 28; Kozulin 1990, p. 115; Zinchenko, 1985) sugiriendo que asi como
los seres humanos usan herramientas de labranza para dominar la naturaleza, de la
misma manera estos usan herramientas psicologicas para pensar y dominar el
comportamiento.

La idea de signo como herramienta psicolégica fue sugerida a Vygotsky por
ciertos estudios llevados a cabo con animales, en particular en chimpancés, y el
uso que los chimpancés hacen de las herramientas para resolver ciertos problemas.
Uno de los investigadores que tuvo mucha influencia en Vygotsky a este respecto
fue Kohler2.

Kohler habia observado reiteradamente que los chimpancés tienden a utili-
zar palos u otros instrumentos para alcanzar ciertos objetivos siempre y cuando
dichos instrumentos queden dentro del campo de visién del objetivo mismo. Por ejem-
plo, en uno de sus experimentos, Kohler colocé un banano fuera de la jaula de un
chimpancé. Tschego —el chimpancé en este experimento— alargd su brazo para alcan-
zar el banano; el intento fue infructuoso, pues el banano quedaba fuera del alcance
del brazo. Kdhler habia colocado un palo en la jaula de forma que el palo y el banano
podian ser vistos al mismo tiempo por Tschego. En este caso, el chimpancé tomé
el palo y con el mismo alcanzé el banano. Sin embargo, cuando el palo fue coloca-
do en una posicidn tal que el chimpancé no podia ver el banano y el palo al mismo
tiempo, el palo no fue usado. Kdhler dice:

He usado todos los medios a mi disposicién para atraer la atencion de
Tschego sobre los palos colocados en la parte trasera de la jaula (...) y ella
ha visto directamente los palos; pero al hacer esto, ha girado y el objetivo
le ha quedado a su espalda, y de esa forma los palos han permanecido sin
sentido para ella. Incluso aun cuando la hemos iniciado, en uno de los tests

2 La traduccién al ruso del libro Intelligenzprifungen an Menschenaffen de Kohler fue precedida por un prefacio del
mismo Vygotsky; el prefacio se encuentra ahora traducido en el volumen 3 de Collected Works of L. S. Fygotsky (1997a).



B Pag. 30 B Eoucacdnmaeminica B Vol. 11 No. 3 - Diciembre 1999 B ©GEI W

de esta mafiana, a la forma de tomar y utilizar los palos, parece perdida en
la tarde, a pesar que los palos no han sido movidos de su posici6n inicial
y ella misma ha marchado sobre ellos en el curso de sus movimientos
hacia adelante y hacia atrés y ha visto directamente hacia ellos. (1951, p. 37)

Refiriéndose a la estrategia de los chimpancés en los trabajos de Kohler,
Vygotsky subray6 el hecho observado por Kéhler que el proceso entero de resolucion
de problemas es esencialmente determinado por la percepcién (Vygotsky 1978, p.
31). Por el contrario, Vygotsky observé que durante el proceso de resolucién de pro-
blemas, nifios de cuatro y cinco afios hacen uso del lenguaje, y que en vez de ser super-
fluo o ser simplemente una “invaluable ayuda técnica” , como Kéhler (1951, p 267)
habia sugerido, el lenguaje penetra el estrato de las acciones y se “amarra” a éstas. El
lenguaje, Vygotsky notd, sirve primero para organizar las acciones de los nifios, y lue-
go adquiere un papel de anticipacion que eventualmente resulta en el remplazo de
las acciones concretas mismas. Asi, Vygotsky tomé metaféricamente las palabras
y el lenguaje (y otros objetos fisicos) como herramientas psicolégicas. Dichas pala-
bras y objetos fisicos son al ser humano lo que los palos y otros instrumentos son a
los chimpancés en las tareas de alcanzar objetos lejanos.

Esto lo llevd a investigar como la percepcion (asi como la memoria y la aten-
ci6n) resulta profundamente modificada por el uso de herramientas, y lo llevé a la con-
clusién que mientras el chimpancé queda sujeto al campo sensorial, el nifio percibe
el mundo no sé6lo a través de sus 0jos y manos sino a través del lenguaje también (Vygotsky
1978, p. 26; Vygotsky y Luria 1994, p. 109). En uno de los varios parrafos consagra-
dos a la percepcidn, Vygotsky y Luria dicen:

Las leyes naturales de la percepciéon mejor observadas en los procesos
receptivos de los animales superiores atraviesan cambios basicos debido a la
inclusién del lenguaje en la percepcién humana (la que) adquiere asi
enteramente un caracter nuevo. (1994, p. 126.)

La idea de signo en Vygotsky (una idea claramente influenciada por la tradi-
cién von humboldtiana del lenguaje, y de pensadores como A. Potebnya y G. Shpet,
como ha sido puesta en evidencia por van der Veer 1996) fue sostenida por dos eventos
histéricos mayores. Por un lado, el punto de vista evolucionista que fue frecuente-
mente adoptado a principios de siglo en las discusiones sobre la mente y la conducta hu-
mana que dio lugar a una aproximacion comparativa entre cognicion humana y animal.

Por otro lado, el papel predominante que desempefié la tecnologia de la época
en el dominio y transformacion de la naturaleza y los drasticos cambios que la tecnologia
indujo en los niveles sociales y econémicos.

Mientras que el primero de los eventos mencionados indujo un paradigma
de investigacion en el que el individuo se define en términos de su especie y de su com-
paracion con especimenes que se sitian cerca de €l en el proceso evolutivo, el segundo
evento, que fue de hecho un elemento clave en la reflexion ofrecida por el marxismo,
compromete a Vygotsky con una idea de ciencia (y de lo que son los conceptos cientificos)
propia al cientifismo marxista y al pensamiento modemo en general.

Aunque el contexto historico brevemente mencionado explica las raices de lo
que podria llamarse un concepto tecnologico de signo en Vygotsky -y en general de
lo que van der Veer y Valsiner (1991, p. 221) han llamado “psicotecnologia”- Vygotsky
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pudo brindar dos aspectos sobre los signos que quisiéramos retener en nuestro pro-
grama de investigacion. Dichos aspectos son los siguientes:

@ los signos nos brindan un panorama del mundo que es en realidad mas rico que
el mundo mismo;
(2) los signos no son cognitivamente neutros.

Mientras que el primero de los dos puntos mencionados aparece claramente
en la cita que hemos hecho arriba de Vygotsky y Luria, el segundo punto significa
que, contrario a lo que asume la teoria de la informacioén y su idea de signos como
canales neutros de comunicacion, al usar signos, los procesos cognitivos del indivi-
duo se modifican. .

Al poner juntos los dos puntos mencionados y al llevarlos a una de sus ulti-
mas consecuencias, nos encontramos con que, en las perspectivas vygotskianas, la
realidad puede coherentemente ser descrita como una construccion social (lo que socié-
logos fenomenologistas como Berger y Luckmann (1967) que habian argiiido ya)
que (y es esto lo que aparece como completamente nuevo), a su vez, moldea nuestro
funcionamiento mental.

Pero los signos, en la perspectiva de Vygotsky, desempefian otro papel que
tiene implicaciones fuertes en el estudio de la mente. Los signos son los artefactos
que aseguran la construccién (o internalizacién) de la actividad interna sobre la base
de la actividad externa, previa del individuo:

La internalizacién de formas culturales de comportamiento conlleva la
reconstruccion de la actividad psicoldgica sobre la base de operaciones con

signos. (Vygotsky 1978, p. 57)
» Una reconceptualizacién del signo

La discusion anterior nos permite ahora describir, de manera mas precisa, la forma en
que en nuestra aproximacion estamos conceptualizando el signo. Los signos no son
vestimentas, ni meras herramientas auxiliares para pensar “mejor” o para superar
convenientemente las limitaciones de nuestra memoria:

Concebimos a los signos como el resultado de la contraccion semiotica
de acciones previamente realizadas en el plano social.

Evidentemente, con esto no queremos decir que la accion ocurrié necesaria-
mente en la inmediatez temporal de la produccién misma del signo. El signo es, en
general, el signo de otros signos. Por ejemplo, la accién pudo haberse originado con
el gesto que seiiala el objeto (primer signo) y que luego se reemplaza por una palabra
sonora (segundo signo) que se convierte luego en palabra del lenguaje articulado
(tercer signo) y que termina, al final de un largo ciclo, en un signo escrito. Tomemos
como ilustracion el caso de los signos numéricos utilizados en Mesopotamia en el perio-
do “arcaico” (un estudio més detallado lo hemos realizado en un trabajo anterior’).

3 Radford, 1998b.
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Entre los primeros signos utilizados se encuentran las llamadas “fichas” (fokens)
de barro. Dichos signos provienen visiblemente de acciones de conteo previamente
ejecutadas sobre los objetos mismos (ganado, por ejemplo) y que sin duda reempla-
zaron a otros signos como los de sefialar el objeto (pointing) y las palabras del len-
guaje de la época. Dentro del sistema semiotico de las fichas de computo, dos fichas
corresponden al resultado de la accidn sensorial de contar dos objetos. Estos signos
dieron origen, més tarde, a otros signos, cuando las fichas fueron frotadas contra la
superficie todavia himeda de pequefias vasijas de barro. El “signo impreso” aparece
asi como la contraccion de las acciones concretas de conteo de bienes (ganado, en nues-
tro ejemplo) que luego es substituido por otros signos “escritos” (de tipo icénico res-
pecto a los anteriores) con la ayuda de un calamo con punta y que luego dan paso a un
lenguaje escrito que reproduce el lenguaje hablado (el sumerio y luego el akkadiano).

Siguiendo con esta idea, los signos que un individuo utiliza cuando resuelve
un problema no son pues, en nuestra perspectiva, accesorios a través de los cuales el
pensamiento interno se manifiesta en el mundo exterior, sino el pensamiento mismo
materializado. Dichos célculos son pensamiento mediatizado, el Gnico pensamiento
posible, pues sin signos es imposible pensar. Piaget y Inhelder (1966, p. 21) decian
que el pensamiento, “en tanto que sistema de significaciones manipulables
independientemente de la percepcidn presente, tiene necesidad de significantes”, y
veian en el lenguaje la fuente principal (aunque no exhaustiva) de esos significantes
en que el pensamiento queda anclado.

Lo anterior nos lleva a ver signos e ideas como las dos caras de la misma mo-
neda -una “moneda de Moébius” donde los lados se confunden y se vuelven uno solo.

Queremos insistir en que en nuestra aproximacion el signo y la idea no apa-
recen enmarcados por la diferencia entre lo espiritual o etéreo, por un lado, y lo mate-
rial o tangible, por el otro, sino como hilos entrecruzados en el tejido de una misma
tela. Con esto abandonamos la diferencia tanto terminolégica como conceptual entre
significado (signified) y significante (signifier) que conlleva toda la carga teérica de
oposicion entre los polos de ideas y sus representaciones a la que nos hemos referido
anteriormente. Tratando de seguir en la linea de nuestro trabajo anterior mencio-
nado arriba, distinguimos entre signo y significante, entendido este ltimo no como
el eidos griego sino como la conexion genética de la actividad externa que retiene el
signo (volveremos sobre este punto mas adelante, en la Seccion 4).

Una de las consecuencias de esta aproximacion semidtica es que en vez de
concebir las ideas como entidades moviéndose en los rincones internos de la cabeza,
las ideas resultan ser y estar en el signo, de suerte, pues, que el signo no es el artefacto
que repara una ausencia sino el artefacto a través del cual la idea es engendrada en el
marco de la actividad y de las acciones en las que signo e idea adquieren vida y sentido.

1.2 Mediacion semiotica

Ilyenkov es quizas quien ha expresado de la forma mads clara la naturaleza propia del
pensamiento como lo estamos concibiendo aqui cuando dijo que “El pensamiento no
es el producto de la accidn sino la accion misma” (Ilyenkov 1977, p. 35; las cursivas
son del original).

Pero, afiadamos, la accion (entendida como elemento co-substancial de la
actividad en sentido de Leontiev 1984) es mediatizada de una u otra forma por signos
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(Wertsch 1991, p. 19, 29 passim), por ejemplo, a través de objetos o de la palabra
del propio lenguaje, pronunciadas para otros o para nosotros mismos (esto es, el len-
guaje ‘interno’). De alli que el pensamiento aparezca como accidon mediatizada a
través de, por y en el signo®.

Dos importantes tipos de acciones que nos interesan particularmente en nuestro
programa de investigacion son:

1) dialogo y
2) escritura.

Dialogo y escritura aparecen como unidades de investigacién para entender
los procesos de simbolizacidn y elaboracién de sentidos en algebra. Dichas unida-
des nos parecen constituir nodos potenciales para identificar convenientemente las
configuraciones de las interacciones estudiante/estudiante y estudiante/profesor’ y
poder situar la manera en que los patrones de discurso® (como solicitudes, elicitaciones,
invitaciones, consenso, acuerdos y desacuerdos) se amarran con los instancias de
comprension de profesores y alumnos (Edwards 1997) que, articuladas con las creen-
cias que se tienen respecto a las formas aceptadas de conocimiento (Greeno 1989)
y de la normatividad del discurso cientifico, dan lugar a configuraciones especificas
de uso de signos.

1.3 El aprendizaje del uso de signos

El tercer elemento de nuestro marco tedrico se refiere a la forma en que concebimos
el aprendizaje del uso de signos.

Es claro que cuando entramos al mundo, nos enfrenta no sélo con un mundo
de objetos y personas sino también con un mundo de signos e ideas, con sus propios
esquemas y organizaciones (algo que Voloshinov y Bakhtin llamaban “ideologias’).
Como Leslie White dijo:

El hombre crea con palabras un nuevo mundo, un mundo de ideas y filosofias.
En este mundo, el hombre vive tan auténticamente como en el mundo fisico
de sus sentidos. (1942, p. 372)

Ademads, en este mundo, signos no son utilizados aleatoriamente sino de
acuerdo con reglas implicitas o explicitas. Dichas reglas, por supuesto, estan mds alla
del entendimiento del recién nacido. Vygotsky fue muy claro respecto a que los signos
tienen primero que todo una dimension social:

4 Una pregunta que se plantea cuando se discute este tema, es la de saber si foda accion es mediatizada. Wertsch (1998,
p. 25) parece suavizar su posicién en su dltimo libro, diciendo que “casi toda accién humana es accién mediatizada.”
Nosotros sostendremos que foda accién perteneciente a una actividad (y por tanto con objetivos sociales especificos) es
mediatizada, de alli nuestra referencia a Leontiev y a su teoria de la actividad.

3 Algunos formatos de interaccién entre profesores y alumnos han sido puestos en evidencia por Voigt 1985, 1989, 1995
y por Bartolini Bussi (1995). Mencionemos, por ejemplo, formatos de interaccién estudiados por Bartolini Bussi, indu-
cidos por los profesores con el fin de apropiarse y reinventar nuevos problemas que sugieren los nifios en el aula.

6 “languaging” como dice Bauersfeld (1995) para subrayar el curso interactivo del discurso cuyos significados estin
siempre sometidos a una negaciacion por los propios participantes.

7 Ver, por ¢jemplo, Voloshinov 1973,
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Al inicio, el signo es siempre un medio de contacto social, un medio para
afectar a otros y solamente mds tarde el signo se convierte en un medio
para afectarse a uno mismo. (Vygotsky 1997b, p. 103.)

{Como entonces aprendemos a utilizar los signos? Como sugirié Wittgenstein,
viendo a otros usarlos3.

Sin embargo, para disipar malos entendidos, conviene aclarar que lo anterior
no quiere decir que aprendemos con solamente ver a los otros. Tenemos que aprender
el juego, esto es, tenemos que participar. Los signos y las reglas de uso se adquieren
a través de participacién activa: “Aqui el término ‘juego de lenguaje’ significa enfa-
tizar el hecho que hablar un lenguaje es parte de una actividad o de una forma de
vida.” (Wittgenstein 1967, § 23). S

Desde su propia perspectiva, Mikhailov expreso la idea anterior diciendo
que “El sentido real del simbolo es determinado por su uso, por la relacién que la
regla de uso guarda con otros simbolos del sistema” (1980, p. 212) e insistié en
que “Los simbolos en si, sin el sistema no tienen sentido; el sentido del sistema existe
no s6lo en el sistema sino también para el sistema.” (op. cit. pp. 212-123).

Sin embargo, viendo el “sistema” o el “juego de lenguaje” de mds cerca, nos
damos cuenta que en realidad el mundo alberga diferentes juegos y sistemas semid-
ticos, y el uso como el aprendizaje de muchos de éstos guardan relaciones mutuas.
Asi, por ejemplo, el complejo uso y aprendizaje de los signos aritméticos esta supedi-
tados al lenguaje hablado. La lengua natural, desempeiia un papel privilegiado de
sostén para la elaboracién ontogenética de los otros sistemas semidticos (Duval
1995 ). Respecto al papel del lenguaje hablado en la adquisicion del lenguaje escri-
to, Vygotsky notaba que:

La comprension del lenguaje escrito se realiza a través del lenguaje oral,
pero gradualmente la trayectoria es acortada, el lazo intermedio en la forma de len-
guaje oral se desvanece y el lenguaje escrito se convierte en un simbolo directo tan
comprensible como el lenguaje oral. (1997b, p. 142)

La palabra se vuelve un elemento semidtico clave en el desvanecimiento del
lazo previamente mencionado que permite la emergencia de cierto grado de autono-
mia de los otros sistemas semidticos. De nuevo, Vygotsky notaba que:

la palabra que significa el concepto aparece efectivamente primero
desempefiando el papel de un indicador que aisla ciertos rasgos de un objeto,
llama la atenci6n sobre esos rasgos; solo luego la palabra se convierte en un
signo que representa esos objetos (...). El nombre o la palabra es un indicador
de atencién y una forma de acercamiento hacia la formacién de nuevas
ideas. (1997b, p. 172)

Baxandall enfatiz6 también el papel de las palabras y los nombres dicien-
do que “Todo nombre se vuelve un indicador selectivo de atencién.” (1971, p. 48)

Sin embargo, el nombre solo no es suficiente. Por ejemplo, en su libro The
Practice of Mathematics, Solomon se opone a la idea que el aprendizaje ocurre como

8 “Se aprende el juego viendo a otros jugarlo.” Wittgenstein 1967, § 54.
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consecuencia de la exposicién del individuo al nombre de las cosas y a definicio-
nes ostensivas. Refiriéndose a los supuestos implicitos en dicha idea de aprendizaje,
Solomon dice:

El proceso de aprendizaje mismo es asumido ser uno de definiciones
ostensivas, esto es, se aprende un concepto como resultado de una expo-
sicién directa y repetida del objeto; por ejemplo, se aprende el concepto
de “rojo” a través de la experiencia que consiste en etiquetar recurrente-
mente objetos rojos con “rojo” al sefialarlos, etc. Sin embargo, este argu-
mento es problematico; no hay una razén necesaria por qué una persona
deberia singularizar la particular cualidad de ser rojo y no otra”. (Solomon
1989, p. 72)

La objecién de Solomon reposa en la idea que un objeto presenta, en gene-
ral, diferentes cualidades a la vez; por ejemplo, si muestro un cubo rojo al alumno y
luego otro mas grande, no hay razén para que el alumno se detenga en la cualidad
“rojo” en vez de la cualidad “cubo” (o “forma geométrica”, si en vez de un cubo mas
grande le muestro, digamos, una esfera). Suponer la adquisicion ostensiva del con-
cepto “rojo”, de acuerdo con Solomon, presupone, en efecto, la posesion previa de
dicho concepto.

Las observaciones de Solomon nos invitan a ver el aprendizaje de signos y
el uso de éstos como una empresa humana en la interseccion de diferentes sistemas
semidticos. Aunque el lenguaje natural permanece a menudo la institucién par
excellence en estudios culturales sobre la cognicion, también hay otros elementos
que desempefian un papel importante. De hecho, el lenguaje natural no se mueve
solo, de forma aislada. Estudios sobre la cognicién humana han puesto en evidencia
el hecho de que el lenguaje hablado se despliega acompaifiado y complementado por
otros sistemas semiéticos, por ejemplo, los sistemas de gestos producidos con las
manos y los brazos (ver, por ejemplo, Leroi-Gourhan 1964). No hablamos solamente
con el lenguaje sino con todo el cuerpo. Durante el despliegue de gestos, las manos
pueden servir como productores de signos formando esbozos de objetos (Kendon
1993), mientras que en algunos casos, los objetos concretos pueden ser usados como
metéforas de objetos ausentes (una estrategia instrumental utilizada por personas
en general y que se convierte en un punto central en el desarrollo de los sistemas
de signos de personas con deficiencias auditivas). Los gestos forman un sistema de
signos con su propia sintaxis y sentido que permiten la produccién de “textos”. Como
Goldin-Meadow dice, “El lenguaje no estd amarrado a la boca y al oido; (el lengua-
je) puede también ser procesado por las manos y los ojos.” (1993, p. 63)

1.4 Los signos y el aprendizaje del algebra

Dentro de la perspectiva en que sc situa nuestro trabajo, concebimos el pensa-
miento algebraico como un tipo particular de pensamiento matematico genéticamente
ligado a una nueva forma de uso de signos cuyos significados son elaborados por los
alumnos y el profesor durante su participacion en actividades matematicas. Las
actividades, por supuesto, no son cualquiera. Las actividades tienen objetivos (en el
sentido de Leontiev 1984) que en este caso son especificas a lo que culturalmente
reconocemos ahora como ‘dlgebra’. Por ejemplo, el estudio de la variables, la gene-
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ralizaciéon de patrones, la investigacion de funciones, la resolucion de problemas a
través de medios analiticos. De acuerdo a lo expuesto en las sub-secciones anteriores,
el pensamiento algebraico no es visto como necesariamente un proceso mental in-
temno. Lo vemos sobre todo como un proceso discursivo amarrado a los signos (escritos
y verbales) a través de los cuales ocurre. En este sentido, el lenguaje algebraico resulta
ser (como todo lenguaje) una forma (y no un medio) de pensar, actuar y comunicar.

Algunos aspectos metodolégicos

La metodologia general de nuestro programa investigacion esta orientada al estudio
de la formacion de reglas de produccién y comprension del uso de signos en alumnos
que empiezan a estudiar el dlgebra. La investigacion consiste, en particular, en identi-
ficar la forma en que diferentes sistemas semidticos intervienen en la formacion de
reglas de uso de signos. Como lo mencionamos anteriormente, de acuerdo con nues-
tro marco tedrico, estamos interesados en estudiar el uso de signos algebraicos y los
sentidos con que los estudiantes los dotan, entendido dicho uso como un proceso que
resulta de la confluencia del lenguaje natural y escrito sobre acciones que se produ-
cen en el sistema semidtico en que los problemas son planteados al alumno.

Dado que el proceso de formacion de las formas de simbolizaciones que se
generan en el aula es entendido aqui como proceso social en el sentido amplio, hemos
preferido no utilizar estrategias experimentales de tipo “laboratorio” (por ejemplo,
entrevistas o cuestionarios). En contraposicion a “‘observar”’, hemos preférido emplear
esquemas metodoldgicos etnograficos de observacion participativa (Atkinson y
Hammersley 1994). De esa cuenta, €l profesor, el investigador y —en ciertas ocasiones,
estudiantes del profesorado en periodo de “préctica pedagdgica” — vienen de vez en
cuando a discutir con los alumnos. Como la construccion del conocimiento es vista
como una co- y reconstruccion social a través de la interaccion semiotica mediada de
los individuos, construccién que ocurre “a flor de piel” en un sentido que aclararemos
més adelante, el papel del investigador y del profesor no se ve relegado al del obser-
vador neutro que habla tan poco como puede para no influir a los alumnos?.

Nuestra metodologia parte del disefio de secuencias de ensefianza para alurn-
nos de 8°, 9° y 10° grado (14, 15 y 16 afios de edad, usualmente). En lugar de tomar
estudiantes en cada uno de esos grados, estamos interesados en un estudio longitu-
dina] en el que seguiremos cuatro clases de 8° grado por tres afios. Asi, en este primer
afio los estudiantes se encuentran cursando el 8° grado; el proximo afio, trabajare-
mos con esos mismos estudiantes cuando estén en 9° grado y luego, un afio mas
tarde, cuando estén en 10° grado. En el disefio de esas secuencias intervienen los
profesores, el investigador y los asistentes de investigacion. En la segunda fase se pro-
cede a la implementacion de las lecciones, las cuales son filmadas. En la tercera fase,
las video-grabaciones son discutidas, transcritas y analizadas. El analisis de las
transcripciones es llevado a cabo a través de un analisis de discurso interpretativo ins-
pirado de los trabajos de Fairclough 1995, Moerman 1988 y Coulthard 1977. La
interpretacion de resultados da cabida a una retroalimentacion que sirve para el disefio
de las proximas unidades o secuencias de ensefianza.

9 Ellector interesado en criticas corrientes contra el objetivismo cientifico podré consultar los textos clésicos de Feyerabend,
por ejemplo, “Contra el método” 1979 o “Adiés a la razén” 1989, o bien el libro de Latour y Woolgar 1979.
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Las lecciones que hemos disefiado estdn basadas en diferentes sistemas
semidticos (por ejemplo, material concreto, graficas, formulas, etc. en las que los
problemas que hemos escogido encuentran una formulacién precisa). En cada uno de
estos sistemas semioticos, los problemas y tareas son tratados a través del sistema
semidtico dado o, eventualmente, otro elaborado por los propios alumnos, y esque-
mas discursivos generados por alumnos y profesores que originan procedimientos
de uso de signos.

Uno de nuestros objetivos es el de proveer descripciones que muestren
el encajamiento de los modos de significacién empleados por los estudiantes en
términos de los sistemas semitticos y los formatos discursivos con los correspon-
dientes procedimientos de uso de signos. Que ciertos encajamientos puedan repetirse
en diferentes contextos y situaciones, puede ser cierto, pero no es ese nuestro pro-
blema. No estamos buscando una realidad escondida detras del discurso sino la
realidad que el discurso construye. De esa cuenta nuestra metodologia no reposa

~ sobre la verificacidn experimental de hipdtesis con la ayuda de tests estadisticos
que asegurarian que el comportamiento de los estudiantes ante tal o tal pregunta
sigue una curva normal de media y4; y no g Al contrario, nuestra aproximacion es
interpretativa.

En la préxima seccion daremos un ejemplo relativo al uso y produccion
que hacen los alumnos de signos en actividades centradas en la generalizacién de
patrones geométrico-numéricos. Se trata del andlisis de un episodio tomado de los
discusiones que tuvieron lugar en uno de los cuatro grupos de 8° grado, durante una
de las lecciones de introduccion a los conceptos de patrones y sucesiones que se
ubican al interior del programa de algebra. El andlisis del episodio ilustra ciertos
temas generales que nos interesan en nuestro programa de investigacion, como:

(a) el aspecto asimétrico del discurso y la relacién conocimiento/poder que éste
induce y mantiene;

(b) el pensamiento como proceso extra-cerebral,

(o) los mecanismos de objetivacion mediada y

(d) los esquemas discursivos dentro de la cultura del aula.

El propésito de ofrecer el siguiente andlisis no es el de derivar resultados
definitivos. Se trata de ilustrar cdmo los temas sefialados emergen en el curso de la
actividad discursiva, sensual y mental de los alumnos cuando éstos se lanzan a partici-
par en una actividad cuyo propdsito es brindar un espacio de construccién del len-
guaje y pensamiento algebraico en alumnos sin experiencia algebraica previa.

3. Un ejemplo en 8° grado

Es conveniente mencionar que el curriculum de matematicas de Ontario estd divi-
dido en cinco dominios: (1) numeracion y sentido del niimero, (2) probabilidades
y andlisis de datos, (3) geometria y sentido del espacio, (4) modelizacion y 4lgebra y
(5) medida. Para asegurarse que los profesores no se detengan solamente en aquellas
partes del curriculum que les interesa, el consejo escolar al que pertenece la escuela
de la que proviene el episodio que discutiremos, ha adoptado la politica de una ense-
fianza ciclica, lo que significa que cada mes los cinco dominios deben ser ensefiados,
retoméandose cada dominio en el punto en el que se dej6 el mes anterior.
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Nuestro episodio se sitia en el segundo mes de clases. Los alumnos habian
sido introducidos a los conceptos basicos de patrones y sucesiones el primer mes.
Durante ese mes, habiamos notado que los estudiantes tenian problemas para cons-
truir formulas utilizando una sola letra. En efecto, siguiendo una tendencia que
ha sido ya mencionada en otras investigaciones (ver, por ejemplo, Laborde et al.
1996), los alumnos tendian a utilizar tantas letras como variables habia en el pro-
blema, sin tomar en cuenta las eventuales relaciones funcionales entre éstas.

El siguiente problema es el primero de una lista de cinco, cuyo objetivo era
el de aseguramos, desde el punto de vista del aprendizaje, que el problema del “miil-
tiple uso de letras” habia sido superado.

El enunciado del problema dado a los alumnos es el siguiente:

Observa el siguiente patron:

000 0000 00000
O OO 000

Fig. 1 Fig. 2 Fig. 3

a) (Cuantos circulos hay
*  en la parte superior de la figura n° 6?
*  en la parte inferior de la figura n° 6?
* entotal en la figura n° 6?

b) (Cuantos circulos hay
*  en la parte superior de la figuran® 11?
*  en la parte inferior de la figuran® 11?

€) * en total en la figura n® 117
b) ;Cuéntos circulos hay en la parte superior de la figura n° “n” ?
e) ¢;Cuéntos circulos en total hay en la figuran® “n” ?

jExplicar la respuesta!
Dialogo:

Tres alumnos participaron en el didlogo. Para efectos de la transcripcion, los hemos
identificado como alumno 1, alumno 2 y alumno 3. Conviene indicar que nuestros tres
alumnos estaban ubicados de tal forma que el alumno 3 estaba frente a los otros dos.
El alumno 3 muestra en general un buen rendimiento en matematicas. Dicho alumno
fue “recuperado” por la profesora de una clase de alumnos con no mucha esperanza
en cuanto a rendimiento académico se refiere. En general no habla mucho y él mismo
se define como una persona que le gusta pensar mds que hablar. El alumno 2 le gusta
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el trabajo en grupo; su personalidad es mds extrovertida que los otros miembros
de su grupo y, como el episodio lo mostrara, suele tomar en mano la organizacion y
el trabajo del grupo. El alumno 1, a diferencia de sus dos colegas, no muestra
mucho interés en las matematicas. El prefiere seguir lo que los otros dicen. Intermi-
tentemente en este episodio dicho alumno muestra una tendencia inusual a participar.

Tiempo linea alumno

0:00 (1) alumno 2

0:05 (2). Alumno 1:

0:06 (3) Alumno 2:
0:17 (4) Alumno 1:
0:21 (5) Alumno 2:

0: 27 (6) Alumno 1:

0:38. (7) Alumno 2:

0:46 (8) Alumno 1:
0:48 (9) Alumno 2:
0:50 (10) Alumno 1:
0:52 (11) Alumno 2:

0:59 (12) Alumno 1:

1:01 (13) Alumno 2:

didlogo / observacion

(lee el problema) Observa el patron siguiente. O.K. Es
(muestra las figuras con su ldpiz) siempre menos ...
(refiriéndose a que hay menos circulos en la fila de abajo
que en la de arriba)

(interrumpiendo al alumno 2 y mostrando las figuras
con su lapiz dice) Mas uno en cada uno (haciendo
referencia al circulo que se anade la fila superior de
cada figura).

No, es mas dos. Mira (muestra las figuras con su ldpiz)
uno mas dos es tres, dos mas dos es cuatro, tres mas dos
es cinco ...

O. k. Hazlo tu.

(leyendo en voz alta la pregunta): ;Cuantos circulos
hay en la parte inferior de la figura 6? Es mas ...
(interrumpiendo) Es més ... Es mas dos cada vez. (£
alumno hace notar que cada figura tiene, en total, dos
circulos mads que el anterior).

(El alumno 2 es inaudible pero parece intentar resolver
el problema)

Euh...No... O.K. Empecemos. (El alumno 2 no entiende
el razonamiento del alumno 1 y decide leer la pregunta
de nuevo). ;Cuantos circulos hay en la parte inferior de
lafigura 6? ...(pausa) Habria .....ummmm..... 6 circulos.
(interrumpiendo) Mas dos.

(De qué estas hablando?

6 circulos (y gira el papel hacia él)

(Interrumpiendo y mostrando con su lapiz las figuras
sobre el papel) Si, jpero mira! Figura 1, un circulo, figura
2, dos circulos, figura 3, tres circulos ... figura 6, seis
circulos.

(No convencido, pone su ldpiz sobre la figura 1, 2 y 3
y cuenta los circulos con su ldpiz, repitiendo la
explicacion del alumno 2) uno, dos, tres, jhey!
(descubriendo el patron en la parte inferior de las
figuras).

(continua su explicacion) ;El nimero de la parte de abajo!
(enfatizando con un tono de voz que sugiere que lo que
estda mostrando es trivial).
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1:03 (14) Alumno 1: (interrumpiendo);Ah! {El nimero de la parte de abajo!
O.K. tienes razon.

1:04 (15) Alumno 2: (hablando al mismo tiempo que el alumno 1 y pasando
ahora a responder la ultima parte de la pregunta a) ...En
la fila de abajo del 6 habria més dos, lo que haria 8
circulos. En total en la figura 6 tendrias ...Uhh, veamos,
8més 6 ...(y sarcdsticamente afiade) {No sé cuénto hace!
... (escribe la respuesta en el papel) 14.

. (pausa)

Comentarios

» Conocimiento, discurso y poder

En este pasaje vemos a los alumnos 1 y 2 discutir sobre patrones. Al inicio, los dos
hablan de cosas diferentes (lineas 1-3): mientras que el alumno 2 estd centrado en
encontrar una relacion entre la fila superior e inferior de una misma figura (lectura ;
vertical intra-figural), el alumno 1 centra su atencion en la busqueda de una rela-
cion entre las filas superiores de las figuras (lectura horizontal inter-figural), como
lo requiere la primera parte de la pregunta a.

Como lo muestra la transcripcion anterior, los alumnos no logran explicarse
ni entenderse mutuamente. Sin haber aclarado el punto en discordia, pasan a la se-
gunda parte de la pregunta, luego que el alumno 1 cede parcialmente su posicion al
decir “O.K. hazlo ta” (linea 4).

En este momento el alumno | no sélo cede sino adopta una nueva estrategia
de investigacion (linea 6). En efecto, dicho alumno abandona la investigacion de las
filas superiores de las figuras y se centra en las figuras completas (es decir, fila supe-
rior e inferior, guardando, sin embargo, la lectura horizontal inter-figural) y llega
a proponer el mismo resultado al que habia llegado el otro alumno en su analisis
intra-figural de filas superior/inferior en una misma figura, esto es, la regla: “es mas
dos cada vez”. Sin embargo, el estudiante 2 estd ya tratando de responder otra
pregunta (linea 5), de suerte que la regla que anuncia el alumno 1 en la linea 6 es re-
chazada (a pesar de que dicha regla coincide con la que el mismo alumno 2 habia pro-
ducido en su investigacién inicial, investigacién que queda implicita todo el tiempo!9).

Es posible que la solucién proporcionada por el estudiante 2 (la regla: “es
més dos”, linea 3) haya inducido intencionalmente en el alumno 1 una lectura de
los patrones que acepta como solucién la solucion anterior del alumno 2. Es posi-
ble que sea eso lo que haya llevado al alumno 1 a abandonar la lectura por filas que
mostro al inicio y a interesarse solamente en la estructura numérica del patrén y
“ver” cada figura como una entidad numérica global (aproximacién al problema que
contrasta con la del alumno 2, que “ve” cada figura como una entidad geométrica
compuesta de dos filas).

10 En/a linea 3, el alumno 2 ha dicho “es mds dos”; en la linea 6 el alumno 1 dice “es mas dos cada vez”.
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En todo caso, es importante notar que la discordancia entre los resultados
(es decir, las reglas propuestas) no logra resolverse a través de una busqueda de
comprension de los objetivos de dichas investigaciones. Si, como hemos dicho
anteriormente, los alumnos no solamente no se entienden ni buscan entenderse, es
cierto también que se niegan mutuamente la posibilidad de estar en lo cierto (por
ejemplo, el alumno 2 dice claramente “No”, en la linea 3; y si en la linea 11 dice “Si”
a la explicacion del otro, el “si” no puede ser tomado como una aceptacién del razo-
namiento que le es propuesto sino como pivote en su estrategia discursiva para con-
vencer al otro). En otros términos, las voces no logran articularse y se pierden en
una polifonia sin reconciliacién. La unica forma que encuentran para salir del doble
embrollo (el primero ocurre en las lineas 1 a 3 y el otro en las lineas que van de 5 a
principios de 7) es empezando de nuevo desde la lectura de la pregunta misma (li-
nea 7). Pero cuando el alumno 1 insiste de nuevo en que es “mdas dos”, su solucién es
rechazada. El tono en que la pregunta “;De qué estds hablando?” es hecha (linea 9)
vuelve dificilmente dicha instancia discursiva una pregunta. En efecto, el tono insi-
nia otra cosa (como “deja de decir tonterias y presta atencion”).

Las palabras tienen un patrén que crea, induce y mantiene las instituciones
sociales de poder y jerarquia en cuyas avenidas el conocimiento transita en una
forma y no en otra. En este caso, la estructura de poder es tal que el alumno 1 es rele-
gado a un papel en el que debe conformarse con las explicaciones de los otros. Este
punto es hecho ain mas claro, mas adelante, cuando los alumnos estdn tratando de
resolver la siguiente pregunta (pregunta b). En este caso, el alumno 3 interviene por
primera vez y menciona exactamente la misma regla que el estudiante dio en las linea
6y 8, esto es: “mas dos”. Esta vez, sin embargo, la recepcion de la misma frase (de
la misma utterance), es diametralmente opuesta. Estas son las lineas:

1:30 (16) Alumno 2: (leyendo la pregunta en voz alta) ;Cuantos circulos
hay en ... (la lectura se prosigue mentalmente) ....11
circulos. Arriba (refiriéndose a la figura)...

1:37 (17) Alumno 3: mas dos

1:38 (18) Alumno 2: ;Qué?

El alumno 2 reconoce el talento del alumno 3. Su actitud hacia él es la opues-
ta a la que él tiene hacia el alumno 1. Ahora la pregunta “;Qué? De la linea 18 es
realmente una pregunta, esto es, una expresion del lenguaje que requiere una explica-
cidn de parte de la persona a la que la pregunta es dirigida.

Las estructuras de poder en las que transita el conocimiento dependen, por
supuesto, de la cultura y, en particular, de la cultura de la sala de clase. Esta ultima
hereda ciertos moldes de la cultura general de la cual forma parte. La cultura de
la sala de clase crea las condiciones de emergencia y funcionamiento de esquemas
discursivos diferentes.

En el extracto anterior vemos c6mo ciertos esquemas de conflicto que provie-
nen de estrategias de investigacion diferentes quedan sin solucion, mientras que otros
se resuelven segun el papel que los alumnos adoptan y la idea que se han hecho de lo
que es la respuesta a un problema de matematicas. Los conflictos no logran llevar
a impases, gracias a esquemas diversos como el de empezar de nuevo la tarea (lo que
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da la impresion de un regreso a un punto de partida con un balance en la negociacién
igual a cero, o de dar provisionalmente la razon al otro por medio de férmulas discur-
sivas como “si, pero...”.

El papel que los esquemas discursivos desempefian en el plano cognitivo
puede ya verse en el extracto anterior a nivel de la forma en que las estrategias de
investigacion se van conformando y negociando; sin embargo, esto quedard més claro
cuando nos discutamos elementos relativos a los procesos de objetivacién media-
da. Pero para poder explicar esto, necesitamos aclarar previamente algunos aspectos
adicionales acerca de la concepcidn que estamos empleando respecto al conocimiento.
Digamos, para cerrar esta parte. de nuestra discusion, que no estamos adjudicando al
dialogo una naturaleza exclusiva de combate. De hecho, en otros grupos, el didlogo
adquiere un tono epistemoldgico completamente opuesto, en el que los alumnos son
llevados tranquilamente por el discurso del alumno o alumna que logra realizar mejor
o mas rapido las tareas presentadas. En ese caso, la relacion poder-conocimiento
transita por diferentes estructuras!!.

» El pensamiento afuera del organismo

Regresemos una vez mas a las lineas anteriores para poner en evidencia otro fend-
meno interesante. En la linea 11, el alumno 2 coloca su lapiz sobre la fila inferior de
las figuras. El lapiz (un artefacto cultural) se convierte en una herramienta de pensa-
miento para centrar la atencidn y efectuar un examen minucioso (dirfamos un “scan-
ning”) del patrén geométrico dado. El lapiz se convierte, junto con los signos-figuras,
en uno de los agentes mediadores de las acciones-pensamientos. Observemos, sin
embargo, que el lapiz y los signos-figuras no agotan el conjunto de agentes media-
dores en este episodio. Tenemos palabras también. Con la ayuda de palabras (“figura
1, un circulo, figura 2, dos circulos, figura 3, tres circulos ... Figura 6, seis circulos...”)
el alumno descompone las figuras. Como lo sugeria ya la cita de Baxandall dada
previamente, los nombres (“figura 1, un circulo”, “figura 2, dos circulos”, etc.)
se convierten en un indicador selectivo de atencién, una herramienta (en el sentido
de Vygotsky) para desensamblar la realidad e investigarla.

Queremos sugerir que, en esta precisa ocasion, el pensamiento no esta den-
tro de la mente o debajo del cuero cabelludo, sino que el pensamiento estd externa-
mente distribuido en el dialogo, en los signos-figuras sobre el papel y en el lapiz.

Por supuesto, esta idea es contraria a la idea tradicional que afirma que que
el funcionamiento mental es algo que ocurre privadamente dentro de la cabeza. Pero
como el antropélogo Geertz ha notado:

La idea corrientemente aceptada segin la cual el funcionamiento mental es
un proceso intracerebral que puede ser s6lo secundariamente asistido o
amplificado por los varios dispositivos artificiales que dicho proceso ha
permitido al hombre crear, resulta estar completamente equivocada. Al
contrario, siendo imposible una definicién adaptativa, completamente
especifica de los procesos neuronales en términos de pardmetros intrinsecos,
el cerebro humano es completamente dependiente de recursos culturales

11 Nuestro recurso al término de estructuras discursivas no debe ser entendido en el sentido del estructuralismo relacional
clisico, sino como arquitecturas que surgen de procesos discursivos locales y contextuales.




B . EL APRENDIZAJE DEL USO DE SIONOS EN ALQEBRA... B Pig. 43 W

para su propia Operacion; y €sos recursos no son, en consecuencia, [obje-
tos] afiadidos a la actividad mental sino constituyentes de ésta. (1973, p. 76)

Precisamente, otro antropologo —Gregory Bateson— se pronunciaba igual-
mente contra la idea del pensamiento como algo interno. Bateson decia que no hay
fronteras en el pensamiento. Lo que piensa es el sistema total que es el hombre mas
la naturaleza. Y su ejemplo mds conocido es el del hombre ciego y su bastén:

Supongamos que soy un hombre ciego que voy con un bastdn. Voy tap,
tap, tap. ;Donde empiezo? ;Estd mi sistema mental acotado por el mango del
baston ? ;Estd acotado por mi piel? ;Empieza a la mitad del baston? ;Empieza
en la punta del bastén? (...) Si lo que Ud. estd tratando de explicar es el una pie-
za dada de comportamiento, como el movimiento del hombre ciego, entonces, para
ese propdsito, Ud. necesitara la calle, el baston, el hombre (Bateson 1973, p. 434)

» Procesos de objetivaci6n mediada

Prosiguiendo con nuestros comentarios, detengdmonos ahora en la linea 12.

Vemos aqui al estudiante 1 haciendo eco al estudiante 2. En efecto, en la
linea 12, el alumno 1 toma su lapiz y examina con la ayuda del artefacto ‘lapiz’, como
lo hizo su compafiero en el momento anterior, el patrén dado. Con el lapiz y con las
palabras el alumno 1 abre a la percepcion las figuras en dos filas, superior e inferior.
La expresion “jHey!” aparece como testimonio de la comprension que comienza
a alcanzar el alumno 1 y que, a través de este proceso de mimesis, es objetivada en
la linea 14, donde el alumno hace suyas las mismas palabras pronunciadas por
su compafiero en la linea 13. Como este ultimo, el alumno 1 dice: *“{El niimero de
la parte de abajo!”

Los procesos de imitacion constituyen uno de los recursos mas poderosos
con que disponen los alumnos en la co-construccidon del conocimiento. El ejemplo
anterior lo muestra claramente. Desafortunadamente, en nuestra sociedad en general
y en el terreno de la educacion en particular, la imitacién ha sido peyorativamente
considerada como un procedimiento de poca profundidad. Como vemos en el ejem-
plo anterior, es el alumno 1 el que, en un proceso de objetivacion mediada del
conocimiento, repite las palabras del alumno 2. Dicha objetivacion le permite luego
abordar las siguientes preguntas con una mejor comprension del patron. Como ve-
remos mas adelante (linea 30), en el momento crucial del episodio (crucial desde
el punto de vista del desencadenamiento que permite encontrar la formula mate-
mética de la pregunta “c” planteada en este problema) no es el alumno 1 sino el alumno
2 el que objetiva seglin el esquema de mimesis del que estamos hablando, haciendo
suya, en forma interrogativa, la soluciéon que propone el alumno 3. Quizis Baldwin
tenia razon cuando decia que

a través de la imitacion el nifio adquiere las riquezas almacenadas de los
movimientos sociales de la historia; a través de la imitacién aprende a usar
las herramientas de la cultura, el lenguaje, la escritura, habilidades ma-
nuales de manera que a través del uso independiente de esas herramientas
se puede convertir en un individuo mas fructifero y competente; final-
mente, es imitando en el curso de variados y esforzados intentos que [el nifio]
logra convertirse en original e inventivo. (Baldwin 1911, p. 21)
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» Interpretando “el nimero cualquiera”

Detengamonos ahora en el didlogo que origind la busqueda de la solucién a las pre-
guntas ¢ y d. Uno de los objetivos de la leccion era, como lo hemos sefialado previa-
mente, el de introducir a los alumnos a la construccién de un nuevo objeto matemdtico
que usualmente se caracteriza a través de un proceso de generalizacién y que encontra-
mos en nuestro programa de estudios bajo el nombre de “término general de una
sucesion”.

Como los propios alumnos mostraran en el didlogo que sigue, €l problema
fundamental con este concepto’ de “término general” es que no es en si un elemento de
la sucesion. De hecho, en un trabajo previo sobre la generalizacién en algebra hici-
mos notar que dicho concepto no es expresable en el sistema semi6tico en el que se
expresa la propia sucesion (Radford 1996). Para plantear la pregunta misma acerca
del término general se requiere “salir” del primer sistema semi6tico.

;Cémo, entonces, en este caso en particular, la construccién del nuevo objeto
es posible? ;Cuadles son los recursos semidtico-discursivos que se ponen en marcha
en el proceso de construccion del objeto?

Para intentar aportar algunos elementos de respuesta, veamos la parte si-
guiente del dialogo.

1:41 (21) Alumno 2: Wow! (refiriéndose a la pregunta anterior) Esa era
facil. (Lee ahora la otra pregunta) ;Cuéntos circulos
hay en la parte superior de la figura ...? (el alumno viene
de toparse con la expresién “... la figura n”) {Qué?
(enviando el papel con un gesto hacia los otros dos
alumnos). O.K. iEsto que lo haga otro!

1:59 (22) Alumno 1: (Lee la pregunta) ;Cuantos circulos ...?

2:01 (23) Profesor : (acercdndose a la mesa de trabajo de los alumnos:)
¢(Estén despiertos esta mafiana?

2:03 (24) Alumnos: Si!

2:05 (25) Alumno 1: ;Qué significa esto? (refiriéndose a la pregunta del
problema)

2:07 (26) Alumno 2: No sé (y golpea la hoja con su lapiz)

2:13 (27) Alumno 1: ;Cual es la figura n?

(inaudible)

2:22 (28) Alumno 1: Shut up (dirigiéndose al alumno 2) ’'m going to kill you
(expresiones idiomdticas que dejamos sin traducir)
¢No es qué letra en el alfabeto?

2:33 (29) Alumno 2: (dirigiéndose al alumno 1) pregintale al profesor

Comentarios:

En un lapso de menos de un minuto el panorama se ha ensombrecido. Mientras que
la pregunta b fue respondida ripidamente por el alumno 2 (menos de 20 segundos)
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sin ninguna objecion por parte de los otros, la pregunta c les resulta ininteligible. El
fracaso de un plan de accion en el curso de la resolucién de un problema y su impacto
en el aspecto emocional del individuo (visible aqui en el cambio emocional que acusa
en particular el alumno 2) ha sido estudiado, entre otros, por McLeod 1989, de manera
que no nos detendremos en ello en estos comentarios. No obstante, sefialemos, antes
de continuar que, al abandonar, como lo estamos haciendo aqui, las perspectivas
que postulan que la Razén (con maylscula) es ajena a las emociones, o que éstas
s6lo pueden ser dafiinas al calculo frio, el papel de las emociones se convierte en un
problema digno de todo interés. Tikhomirov y Vinogradov (1970), en una serie de experi-
mentos han encontrado que la heuristica en la que se inserta la bisqueda de una so-
lucién es en cierta forma monitoreda por las propias emociones y que la solucién
“intelectual” a un problema suele ser precedida por lo que estos autores llamaron
una “solucién emotiva” (p. 210). Mientras que el alumno 2 queda bloqueado ante
el problema, el alumno 1 se lanza el la busqueda de otro plan:

2:48 (30) Alumno 1: (contando las letras del alfabeto que ha escrito sobre
el escritorio) Catorce. Entonces, (reformulando la
pregunta en términos del nuevo plan) ;cuantos circulos
en total tendrd ...

2:53 (31) Alumno 2: (interrumpiendo) No, no en total (haciendo ver que no
es la pregunta d sino c la que se estd discutiendo)

2:54 (32) Alumno 1: (retomando la palabra) ;Cuantos circulos tendra la fila
superior de la figura 14. N es 14.

3:00 (33) Alumno 2: ;No! jNoes 14!

3:01 (34) Alumno 1: ;Si! {Sies!

(en ese preciso momento de casualidad el profesor se
aproxima al grupo)

3:02 (35) Alumno 3: ;Quéesn?

3:04 (36) Alumno 2: (dirigiéndose al profesor) ;Qué es n? No lo sabemos. ..

3:08 (37) Profesor : (girando la hoja hacia él, lee en voz alta) ;Cuantos
circulos hay en la parte superior de la figura niimero n?

3:13 (38) Alumno 3: (repitiendo su pregunta) ;Qué es n?

3:15 (39) Alumno 1: N es 14 pues es la catorceava letra del alfabeto jno es
cierto?

3:20 (40) Alumno 2: (adoptando el plan del alumno I que habia rechazado
anteriormente, cuenta las letras escritas por éste) uno,
dos, tres, cuatro, cinco, seis, siete, ocho, nuevo, diez, once,
doce, trece, catorce. -

3:28 (41) Profesor:  (mientras que el alumno 3 examina de nuevo la pregunta,
viendo que el profesor no proporciona una respuesta)
n es un numero cualquiera.

3:32 (42) Alumno 2: O.K.

3:33 (43) Alumno 1: ;Qué esn?

3:35 (44) Profesor : Un nimero cualquiera (mientras tanto el alumno 3
regresa a la pregunta a)
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3: 39 (45) Alumno 1: No entiendo

3:41 (46) Profesor:  ;No entiendes?

3:42 (47) Alumno 1: No.

3:43 (48) Alumno 3: (inaudible; tiene la hoja del problemay empieza a hablar
al profesor cuando éste le hace una pregunta)

3:44 (49) Profesor:  ;Entiendes qué es n?

3:45 (50) Alumno 3: (Para cuil? (refiriéndose a las figuras) ;éste, éste o éste?
(v muestra las figuras con el ldpiz)

3:46 (51) Profesor: No importa cul.

3:50 (52) Alumno 3: O.K. (inaudible) El término multiplicado por... (muestra
las figuras sobre la hoja)... estos tres aqui (indicando
la parte inferior de la figura 3)... Ud. tiene dos mds aqui
(refiriéndose a la parte superior de la figura 3) (silencio)

-4:10 (53) Profesor:  (dirigiéndose al alumno 2) ;Y t4? ;Tienes una idea de
queé esn?

4:12 (54) Alumno 1: (interrumpiendo) 14.

4:13 (55) Profesor: Puede ser 14 ... ,

4:14 (56) Alumno 2: (interrumpiendo) ;No importa qué nimero?

4:15 (57) Profesor  (continuando la frase anterior) ... puede ser 18, puede
ser 25... _

4:18 (58) Alumno 1: jAh! ;Puede ser cualquier nimero?

4:19 (59) Alumno 2: (interrumpiendo) El nimero que decidamos

4:20 (60) Alumno 1: O.K. entonces (tomando la hoja) O .k, n puede ser euhh. ..

4:26 (61) Alumno 2: Doce

4:27 (62) Alumno 1: Si

4:28 (63) Profesor:  Pero... si. ;Qué ibas a escribir?

4:31 (64) Alumno 1: 12

4:32 (65) Alumno 2: 12

Comentarios:

El extracto anterior muestra como el profesor lanza la construccion del objeto en
una diréccién que es interpretada por los alumnos en un forma inesperada. En la parte
que sigue del didlogo veremos la accion practicamente desesperada que el profesor
despliega con el fin de recuperar el sentido que quiere dar a la frase “un nimero cual-
quiera”. Por el momento veamos cdmo ese sentido indeseado se “filtra” en el didlogo.
La primera ocurrencia de la frase es en la linea 41. En la linea 37 el profesor
se ha limitado a responder con la pregunta misma, lo que evidentemente no aclara
en nada a los alumnos. Ante la insistencia de éstos, y probablemente viendo que estos
partian en una direccién equivocada (n igual a 14, dado que n ocupa la posicion 14 en
el alfabeto), en la linea 41 la respuesta (“n es un nimero cualquiera”) pretende ahora
aportar mas informacion. La continuacién del didlogo muestra que los alumnos entien-
den dicha expresion como “un nimero cualquiera” en el sentido del sistema semi6tico
de la aritmética, es decir, como un nimero arbitrariamente escogido, pero concreto.
Por ejemplo, el alumno 3 pregunta a qué figura se estd haciendo referencia (ver linea
50), mientras que los otros dos alumnos deciden que el nimero cualquiera sera 12.
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» La misién de rescate del significado perdido
Veamos ahora la accién de recuperacion del significado que lanza el profesor.

4:33 (66) Profesor Y si Uds. dejan para decir un niimero cualquiera? ; Como
podriamos encontrar... cémo podriamos encontrar el
numero de circulos de un término cualquiera? (hacien-
do un gesto dindmico con la mano, como si tocara uno
a uno los término de la sucesion, casi creando el objeto

. con las manos alli mismo donde las palabras ya no le
alcanzan para hablar...).

(silencio)

4:51 (67) Alumno 2: ;Figuran? No hay figura n.

4:54 (68) Alumno 1: (dirigiéndose al alumno 2) ;Acaba de explicar que n es
lo que th quieras!

4:57 (69) Alumno 2: (interrumpiendo al alumno 1) ;Qué es esto?

5:01 (70) Alumno 1: O.K. Umm... siete (escribe sobre la hoja, luego duda)

5:10 (71) Alumno 2: No arriba. Son siete circulos (toma la hoja y mira)

5:13 (72) Alumno 1: ;Si! Y abajo es cinco circulos

5:21 (73) Alumno 2: (escribe la respuesta y lee la siguiente pregunta) ;Cuantos

circulos en total ...? (inaudible)... 12 circulos (escribe la respuesta).
(el alumno 1 toma de nuevo la hoja)

5:42 (74) Profesor : Entonces, euh... (mira la hoja) jespera, espera! Pero para
un numero cualquiera. . . esto Uds. lo han hecho para siete
circulos, pero si siete ... para no importa cual ...

5:52 (75) Alumno 2: (indica la hoja con su ldpiz) Afiades 2 al nimero de abajo
...Testas.. ah no, afiades 2 al nimero de arriba. Si es siete,
el numero que ...

Comentario:

El embrollo se resuelve no sobre un ejemplo concreto sino sobre la toma de concien-
cia de una acci6n concreta realizada previamente. Y queremos insistir en que se trata
de una toma de conciencia, pues la accién ha aparecido en otras ocasiones con
anterioridad, excepto que en este caso la accién aparece como elemento de respuesta
dentro del contexto de la discusion del “niimero cualquiera”. En este momento, los
alumnos alcanzan a formular la accién no como una accidn concreta dentro de la arit-
mética (que daria como resultado un nmero concreto, es decir, un nimero particular)
sino una accion potencial en el metacodigo del lenguaje natural.

Como se ve, el nuevo objeto se construye con palabras: “Aiiades 2 al nimero
de abajo...”. Lo que llamamos generalidad queda aqui atrapada en la expresién “el
nimero de abajo” —expresion que guarda toda la sensualidad de las figuras en
el espacio— y la operacion de afiadir (“Afiades 2”) a la que se somete ese nimero

e
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impronunciable dentro de la propia aritmética. La formulacion condicional que utiliza
¢l alumno muestra claramente dos cosas: primero, que estamos en presencia de
dos niveles conceptuales diferentes (uno general y el otro particular) y, segundo,
como los niveles quedan conectados entre ellos.

Notemos que no nos parece acertado atribuir solamente al cambio, por
parte del profesor, de la frase “un nimero cualquiera” por la frase “no importa cual
[nimero]” la razén que mueve al alumno 2 a concebir la accién potencialmente.
Habria que incluir en la explicacion el hecho que el profesor no ha aceptado las
respuestas anteriores. El rechazo (a veces cortés, a veces condescendiente, pero
siempre claro) del profesor mueve a los alumnos a la bisqueda de una nueva signifi-
cacion de la respuesta que exige el problema.

Queda todavia el trabajo de la construccion de la formula:

6:01 (76) O.K. (Podrias poner eso en una férmula ...
6:04 (77) Alumno 3: Uhh...
6:05 (78) Profesor: .... (completando la frase anterior) utilizando n?

6:06 (79) Alumno 3: Uhh... es el término por dos mas dos.

6:10 (80) Alumno 2: ;El término por dos mas dos?

6: 12 (81) Alumno 3: (mostrando con su ldpiz una de las figuras sobre el papel)
Uhhh... 2 por6...2por3es 6, mas 2 ...

6:21 (82) Profesor:  ;Puedes repetir? (mostrando las figuras sobre la hoja)

6:23 (83) Alumno 3: Si. El término por dos mas dos (e/ alumno 2 escribe la
explicaciéon sobre el papel mientras que el profesor
mira lo que el alumno escribe)

6:28 (84) Profesor:  Escribanlo, ;eh?

6:30 (85) Alumno 2: (diciendo lo que escribe) El término por dos mas dos

6:37 (86) Alumno 1 (leyendo la respuesta) O.K. El término por dos mds
dos

6:41 (87) Profesor:  ;Entiendes? (dirigiéndose al alumno 1)

6:42 (88) Alumno 1: Si, si, entiendo

6:42 (89) Alumno 2: (respondiendo al mismo tiempo) Si.

7:38 (107) Profesor: (sefalando la hoja con el dedo) y si Uds. quisieran
utilizar la letra n en la férmula?

7:42 (108) Alumno 2: (acercando la hoja hacia él) n por dos mas dos (el
alumno escribe la formula en la hoja).

Comentario:

La palabra “término” es, desde el punto de vista de la teoria matematica, mal em-
pleado por los alumnos en este problema. En efecto, como ya lo habra notado el
lector, hay una confusién entre “término” y “rango”. Sin embargo, el significado
es claro. Quizas conviene mas notar que, independientemente de la legitimidad
matematica de la palabra “término”, dicha palabra viene a ser una herramienta que per-
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mite un refinamiento en la construccion del objeto. El uso de palabras aparece como
el uso de herramientas en el aprendiz. Primero torpemente (con relacién al especia-
lista), luego con paulatina maestria. El aprendizaje del uso de signos parece obedecer al
mismo destino.

4, Sintesis y observaciones finales

En este articulo hemos presentado brevemente el marco tedrico socio-cultural sobre
el cual-reposa nuestro programa de investigacion, cuyo propésito es la comprensién
del uso de signos que hacen los alumnos en dlgebra y la forma en que dichos signos
son dotados de significados. Una de las facetas distintivas del marco teérico reside
en una diferente conceptualizacién de signos (y de la cognicion en general) de la
que se encuentra generalmente en marcos constructivistas o socioconstructivistas.

En nuestra perspectiva, los procesos cognitivos no ocurren dentro de la
mente. Los procesos cognitivos son vistos como procesos que ocurren en el plano so-
cial. Las “ideas” (y el pensamiento en general) se conciben como contracciones semié-
ticas de acciones llevadas a cabo en el exterior del individuo. Siguiendo a Vygotsky,
concebimos las ideas como acciones interiorizadas a través de signos y otros artefac-
tos culturales. Otro forma de decir esto es que las ideas son vistas como la interioriza-
cidon de acciones mediadas. El episodio de sala de clase que hemos discutido y analizado
aqui ilustra bien, creemos, este punto.

En efecto, el concepto de término general aparece como una accidén potencial
desplegada previamente en el plano social y que se interioriza en y a través de signos
(en particular, en nuestro ejemplo, palabras y signos matematicos). Dicha accion po-
tencial que encierra la forma de una generalizacién es la expresion particular de las
acciones concretas que encuentra cabida dentro de la actividad mediatizada (no
solo por el lenguaje sino también por el artefacto cultural “lapiz”) de los alumnos
durante las reflexiones de éstos en torno a un problema planteado dentro de un sis-
tema semiético particular. En términos de la distincidn semiética entre signo y signi-
ficante que mencionamos en la sub-seccién 1.1, la componente ‘significante’ (signified)
relacionada al término general del patrén guarda la conexion genética de la activi-
dad externa y los artefactos que la mediatizan. Por otro lado, las reflexiones y uso de
signos (esto es la comprensién y produccién de los signos) quedan inmersos en esque-
mas o formatos discursivos con sus avenidas propias de poder y conocimiento que
prevalecen en la sala de clase, de acuerdo con la cultura de ésta.

Tal y como lo hemos visto, la accion potencial que hace posible lo que suele
llamarse la generalizacién encuentra expresion en la semidtica de las acciones con-
cretas y el modo de pensamiento que éstas producen (ver Diagrama). Contrario a la
idea tradicional, la generalizacién no es la evacuacion del contexto, sino otra expre-
sidn contextual de las acciones anteriores, las que explican la accion potencial (por
ejemplo, simplemente dandole sentido) al mismo tiempo que ésta Gltima, aun sin estar
alli, las explica ya en su naturaleza concreta. Y es que la accion potencial esta ya alli
sin estar alli, haciendo posible que el sexto, séptimo u otro término cualquiera sea estu-
diado de la misma forma que los anteriores. Lo concreto y lo abstracto revisten una
dimensién temporal que no es lineal sino dialéctica, en el que ambos se anticipan
mutuamente, dentro de los limites que traza la racionalidad de los individuos y los sis-
temas semilticos que éstos van creando.
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acciones sobre casos concretos
(5+7=12,etc.)

Y

el niimero de abajo
(conversion potencial de 5 en “n™)

Y

Afiades 2 al nimero de abajo Verbalizacion de
(conversién de 7 en “n +2”) las acciones

Y

El término por dos mas dos
(célculo total: “n2 +27)

L

n2+2

Diagrama representando, en forma de superposicion,
el estructura del esquema de generalizacion.

Este episodio no desentrafia la complejidad de los sistemas semibticos pre-
sentes, pero sugiere cdmo estos se van entremezclando en el curso del didlogo, desde
la particion de la figura en dos filas (superior € inferior) que permite el ldpiz, visto
aqui como artefacto cultural y herramienta sicologica de investigacion del problema,
y que viene a funcionar un poco como los palos en los experimentos de Kéhler, has-
ta la produccion de la formula “n2+2” que escriben al final los alumnos (férmula
que esta ya cerca de la expresion matematica deseada: 2n + 2) y que aparece como
instancia de internalizacién de las acciones que componen la actividad del problema,
algunas de las cuales remonta probablemente a los primeros afios de escolarizacion
de nuestros alumnos. Notemos a este respecto que, como sugirié Leontiev, tomamos
interiorizacién como un proceso constructivo en el que el plano de interiorizacion re-
sulta ser formado (Leontiev 1981) y no como un puente o un canal que liga dos planos
formados previamente, uno interno y otro externo, como podria verse desde una
perspectiva idealista. Y afiadimos que la internalizacion permanece esencialmente
un proceso exterior en la medida en que, como Voloshinov nos permite concebirlo,
el plano interno es un plano en la interseccion del exterior e interior del individuo
bioldgico, esto es, un plano en el que su actividad discursiva interna (o mental)
queda anclada en su actividad externa semidtica-discursiva.

Dentro de esta perspectiva, hemos sugerido que el pensamiento no es aca-
rreado o vestido por signos. Al contrario, el pensamiento —conviene insistir— ocurre y
existe solamente en y a través de signos.
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Dedicatoria

Quisiera, para terminar, dedicar este articulo a un amigo cuyas penetrantes discu-
siones fueron siempre un manantial de inspiracion para mi. Desde la calle del General
Zimmer, durante las caminatas de fin de semana, en las heladas tardes de invierno
o en las calurosas noches de verano, se podia ver claramente que su ventana era la
Gnica iluminada en ese austero edificio del IREM de Strasbourg en donde ambos
cursabamos nuestros estudios de doctorado. Y es que Jestis Alarcén, o Papini, como lo
llamabamos, nunca paraba de trabajar. Papini se habia instalado en su oficina en don-
de pasaba mds tiempo que el mismo conserje que vivia en el edificio. Recuerdo que
més de una vez Raymon Duval interrumpié nuestra cita de principios de tarde para
ir a ver si Papini se habia recordado de ir a comer. La ultima vez que vi al “Maestro”
-como lo solia llamar nuestro profesor Georges Glaeser- fue en Morelia, México, en
1997, durante la 11a Reunién Latinoamericana de Educacién Matemética. Luego
de encontrar un lugar tranquilo donde nos refugiamos para comer y discutir, Papini
empez6 a comentar un articulo que yo habia publicado dos afios antes. No era sola-
mente la fineza y la profundidad de sus comentarios lo que me impresiond (pues
aquellos que tuvimos la suerte de conocerlo estabamos acostumbrados a ello) sino
constatar que recordaba el articulo mejor que yo mismo. Al ida siguiente el Maes-
tro me honr6 con su presencia en la conferencia que yo debia dar. La conferencia
representaba, para mi, un giro respecto a la escuela de pensamiento en que ambos
habiamos sido formados a principios de los afios 80 y yo estaba impaciente por escu-
char su opinién. En la tarde, luego de buscarlo en vano, supe que habia tenido que
volverse al Distrito Federal de emergencia, por problemas de salud. Que este articulo
sea un modesto homenaje a su memoria.
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Resumen: E trabajo involucra reacciones y dificultades de los profesores de secundaria ante
actividades innovadoras de geometria tridimensional, que exigen la visualizacion de los efectos
que producen ciertos giros sobre objetos solidos, bajo diversos angulos, con el fin de ser repre-
sentados en papel isométrico.

Abstract: The paper concems reactions and difficulties met by tea,chers of middle school in-
volved in innovative activities of 3D Geometry, which requiere the ability to visualize the effects
of some shiftings of solids or to evoke the vision of objects from particular points of view for their
representation on isomelric paper.

Introduccion

El presente trabajo se basa en el andlisis del tema: geometria del proyecto inglés para la ensefianza
de las mateméticas a alumnos de 11 a 16 afios "NMP Mathematics for Secondary-School" que
realizamos en ocasion de la actividad escolar ministerial para profesores-investigadores, que tuvo
lugar en Viareggio en noviembre de 1995 y febrero de 1996.

El andlisis del proyecto habia sacado a la luz, mds alla de las diferencias metodologicas
de su dmbito, una profunda divergencia con respecto a nuestra nocion del concepto de geometria.
En particular, se habia hecho evidente el gran espacio que se destina al estudio de los cuerpos
solidos, mismo que se aborda desde la primera clase mediante actividades de diverso tipo. La
propuesta mencionada se realiz6 mediante fichas de trabajo, que resultaron atractivas e inusuales
para la ensefianza tradicional y, en nuestra opinion, muy utiles para la superacion de la imagen
comun de la geometria solida, limitada al calculo de areas y volumenes (se reproducen amplias
selecciones de dichas propuestas en Pressi 1996 y Cagnolati 1997).

Para promover que los profesores que siguen las actividades de nuestro grupo conoz-
can tales propuestas, se ha organizado un seminario de estudio 2 en el que, tras una presentacion
grosso modo de la tradicion de la geometria en dicho proyecto, se abordd el analisis puntual de la
propuesta de actividades de geometria solida, independientemente de las cuestiones de medida.

! Trabajo realizado en el marco del MURST 40% y del CNR (contrato n. 96.0019 1.CTO 1)

2 Los participantes fueron: Loredana Gherpelli, Giovanna Grasso, Deanna mantonvani, Paola Negro, Deanna Pellacani, Maria
Clete Spadoni, Raffaella Suffritti, Anna Venturini, Giancarlo Navarra y Tino Capone. Todos son profesores de secundaria menos
Tino Capone.
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Tal propuesta involucra, mas alla de la construccion efectiva de objetos:

1) Observacion y descripcion de sélidos

2) Descomposicion y recomposicion de sélidos, representacion y clasificacion de
desarrollos relacionados

3) Visualizacion y representacion de sélidos desde diferentes perspectivas

4) Secciones de solidos -incluso de contormo curvo- segin planos no necesariamente
verticales u horizontales.

Cuadro 1
Répresentacion de sélidos en posicion diferente a la inicial

Ada construye dos solidos i .:.

Ivo estormuda * .

_ ylostira J

-

-
e

4 D E

Dibuja como quedaron después del estornudo de Ivo

Leo piensa que éste €s un camion.
Eva cree que es un perro.

Leo lo derriba de una patada.
Dibuja como aparece tendido
sobre ese costado.

Independientemente del interés de los participantes del seminario, el estudio de estas
propuestas didacticas suscitd cierta confusion entre ellos, sea por la dificultad de prever
la introduccion de alguna de dichas propuestas en la programacion, o debido a la hipotética di-
ficultad de los alumnos para realizar la tarea, incluso en el nivel escolar para el cual fueron
concebidas.

A fin de evaluar mejor la factibilidad y utilidad de tales propuestas -que tienen a menudo
un caracter operativo y carecen de adecuado soporte?- se ha procedido a su efectiva ejecucion.
Ello ha puesto en evidencia una notable dificultad en su elaboracién por parte de los participantes,

3 Por ejemplo, es frecuente el uso del papel isométrico reportado en el apéndice, tan adecuada para representar objetos sélidos,
dado que facilita la representacion de la largura, el paralelismo, la perpendicularidad, etc.
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ademas de que implica una toma de conciencia mas apropiada acerca de las finalidades, dificultades
y potencialidades de cada problema.

En el presente trabajo nos referimos a los resultados que recogimos a través de la expe-
riencia emanada de ciertos problemas, enfrentada por alumnos que ingresaban a secundaria.
Estos involucraban la representacion de sélidos en papel isométrico, bajo ciertas condiciones,
lo que exige la habilidad de visualizar la configuracién del sélido en nueve posiciones distintas
y desde diferentes angulos, asi como de realizar su correcta representacion.

Presentaremos los problemas en cuestion, describiendo sus objetivos y dificultades
a priori. Después examinaremos las producciones de los profesores, analizando los errores y
las dificultades halladas -en ocasiones imprevistas e inimaginables-, y concluiremos con al-
gunas consideraciones surgidas a partir de las discusiones acerca de la oportunidad, la modali-
dad y los tiempos de introduccidn de éstas y otras actividades de geometria sélida al proyecto.
Se tienen en cuenta las respuestas y reacciones de los alumnos durante la primera experiencia y,
de un modo mas general, todo lo que haga posible mejorar el desempefio de los profesores en
las actividades.

Los problemas planteados

Los problemas objeto del presente estudio son reportados en los cuadros 1 al 6 donde estan
organizados segun el tipo de actividad. En el primer cuadro se presentan dos problemas en los
que se pide representar algunos s6lidos en una posicion distinta a la inicial, obtenida por la caida
del objeto en cierta direccidn.

Los problemas exigen del ejecutante la capacidad de visualizar la configuracién de los
objetos durante la caida y fijar en la mente el efecto sobre ellos.

En el primer problema -preparatorio respecto del segundo- los cinco objetos por ser
representados (en la figura: A, B, C, D, E) presentan dificultades crecientes, en particular la del
solido D es la m4 dificil por la presencia de una “escalerilla”, y la del solido E, por la variedad
en el grosor de la base respecto de un sélido anterior.

En el segundo cuadro se reportan dos problemas que involucran la representacion de
objetos reflejados respecto de un espejo vertical. En el primero se pide la representacion de la
imagen especular de la letra J tridimensional con base en un ejemplo en el que se representa una
F y su imagen especular. El segundo problema, propuesto por G. Navarra, solicita la representa-
ci6n de determinado objeto a partir de la representacion de su imagen especular. Las dificultades
para resolverlos son multiples. En ambos existe la dificultad de visualizar los objetos por ser
representados y en particular el segundo presenta la dificultad de imaginar la parte posterior del
objeto reflejado que, en la representacion subsecuente, viene a quedar en primer plano.

Otras dificultades se deben a la necesidad de definir los criterios de representacion
respecto a las caras situadas en planos paralelos y, en particular, a los obstaculos que presenta
la realizacion de las imdgenes correspondientes a los puntos de la representacion del objeto,
cada uno sefialando puntos situados en planos diferentes del objeto original. El segundo proble-
ma involucra la ulterior dificultad de colocar la figurita de Alicia. '

En el tercer cuadro se presentan dos problemas que apuntan a la conceptualizacidn
del sistema de representacion. En el pide se pide completar la representacion de algin sélido en
el cual falta una linea que representa un tramo de la superficie extena. En el segundo se pide
que se introduzcan en una figura dada lineas que constituyen el contomo de la representacion
de uno o mas sdlidos. La particularidad de éste Gltimo radica en las dos Gltimas figuras que
pueden dar lugar a diversas representaciones. Ello exige la habilidad de imaginar los posibles
solidos que embonen en ese contorno dado.
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Cuadro 2

Representacion de la imagen de sélidos en un espejo vertical

1. Se tiene aqui un espejo que muestra la imagen reflejada de la letra “F”. Dibuja la imagen
reflejada de la letra “J” en el otro espejo.

o @ & &« & ‘% 3 fy
LI I L

¥ s s v x via
PO I S A L

T v s K % % % b % a o W o

PRI I T A )

2. He aqui a Alicia “dentro” - [+ - - 1 o ;'.. :
del espejo. Dibuja a Alicia | K2 &7 E L
y a la torre situados fuera ie

del espejo. '

Cuadro 3

Consideracion de sélidos y terminacion de su representacion

1. En cada uno de los croquis se omiti6 una linea o trazo. Copia los dibujos y traza el seg-
mento faltante.

*

RESENANER A

.

nos solidos. Copia los dibujos y traza las lineas faltantes. ¥ por cada uno de éstos.

. Iu
=

En el cuadro 4 se proponen tres problemas relacionados con la reconstruccion de las
diversas representaciones de un objeto, a partir de la representacion de su sombra en el plano
de base, seglin la posicién en que estd apoyado. El primer problema guiado es preparatorio
para los otros dos, que son mas dificiles dada la irregularidad de los objetos. El reto que entra-

fla consiste principalmente en la visualizacion de la configuracion del objeto en el espacio, dado
el cambio de posicidn.

2. Se presentan las lineas externas de los dibujos de algu-
p xternas de los dibujos de alg C*”*Mw

<
s .
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Cuadro 4

Reconstruccion de la representacion de sélidos a partir de su base
(actividad de pase propuesta por los alumnos que ingresan a secundaria)

1. El solido se apoya en esta base Es levantado y colocado sobre la base
Asi se ve ahora

2. Dibuja el sé6lido como se ve sobre Dibuja esta s6ido como se ve sobe esta
esta base base

El cuadro 5 presenta un problema que exige la reconstruccion y la representacion
mental de de un sdlido bastante complejo bajo cierta perspectiva, con base en la representa-
cion de otras tres de sus perspectivas. La principal dificultad radica en la visualizacion del obje-
to desde la perspectiva solicitada con base en la informacion brindada.

Cuadro §

Reconstruccion mental y representacion de la vision
de un objeto desde una perspectiva dada

He aqui una perspectiva de una planta eléctrica. Dibijala vista desde el sur.

...y<:>.
. .g_ .




M ACERCA DE LAS DIFICULTADES QUE TIENEN LOS PROFESORES. .. B Pag. 59 m

En el cuadro 6 se reporta un problema en el que se pide concebir y representar objetos
imposibles a partir de dos ejemplos dados. Ello, mas alla de gran creatividad, requiere la com-
prension de las reglas de representacion en la carta isométrica y la oportuna violacion a tales
reglas a fin de hacer una representacion inadecuada en la que se haga evidente el conflicto entre
su coherencia local y su coherencia global.

Cuadro 6

Te invito a construir objetos imposibles

Eva le pide a Leo que construya
estos solidos. Leo dice que es facil.

Dibuja otras figuras imposibles que Eva
podria pedirle a leo que hiciera.

Las producciones de los profesores.

Ilustramos aqui las producciones y los comportamientos de los profesores en tomo a diversas
pruebas.

Antes que nada hay que subrayar que, no obstante las recomendaciones que se les hi-
cieron en el sentido de registrar la secuencia de soluciones tentativas, las producciones pre-
sentadas -al menos inicialmente- no son las inmediatas sino algunas son el resultado de largo
trabajo de reflexion y ajuste de tentativas fallidas o del fatigante esfuerzo por superar dificultades
iniciales. En términos generales se percibe en los profesores renuencia a reconocer tales difi-
cultades y mostrar sus soluciones tentativas (algunos incluso desde el inicio se niegan a en-
tregar sus elaboraciones y prometen hacerlo mas adelante). S6lo después de algunas sesiones
de trabajo, durante el intercambio de reflexiones tocante a estas actividades, los profesores
conflezan con relativa espontaneidad sus intentos fallidos y el largo tiempo dedicado a resolver
los problemas.

De los resportes de los profesores acerca de la experiencia y las pruebas consideradas
-algunos reportados en el cuadro 7- se extraen las siguientes dificultades generales:

- integrar en un todo las visiones parciales de un objeto que debe de representarse
en una posicion diferente a la inicial, dada la prevalencia de sus partes visibles sobre
las ocultas en dicha representacion.

- hacer una observacion global y fijar en la mente el objeto en la posicion o angulo so-
licitado en la representacion.

- visualizar un objeto desde uno de los cuatro puntos cardinales, a partir de lo que seria
su representacion desde los otros tres;

- controlar la correccion de las propias producciones y conceptualizar los criterior de
representacion (las reglas operativas no son explicitas sino que van siendo descubier-
tas paulatinamente a través de la actividad).
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El descubrimiento de sus dificultades, lleva a los profesores a proponer como actividad
propedéutica para los alumnos -en caso de que se realicen tales actividades en clase- la construccién
real de sélidos, la observacién efectiva de sus posiciones desde distintas perspectivas al caer en
diferentes dtrecciones, asi como el uso anticipado de la carta isométrica para representarlos.

Abordamos ahora los detalles del trabajo desarrollado, al analizar las respuestas, pro-
ducciones y reacciones de los profesores en relacion a cada una de las pruebas.

En lo concerniente al primer problema que se reporta en el cuadro 1, los profesores tra-
bajan con mucha seguridad. Apenas algunos enfrentan ciertas dificultades con el s6lido D por-
que en la representacion del solido caido hay unos puntos (los vértices de los peldafios de la
escalerilla) que sefialan los dos, puntos que se encuentran en planos distintos y, ademas, porque
ciertos segmentos paralelos (las aristas de los peldafios) caen sobre la misma recta en la
representacion.

Cuadro 7

Observaciones de algunos profesores después de la realizacion de las pruebas

RS: La representacion de los s6lidos me parecié muy sencilla de reproducir cuando era
clara la superficie de apoyo: lo primero que hice fue trazar la base, después tracé la altu-
ras relativas de cada vértice y los uni respetando los niveles. Se me hizo mas dificil repro-
ducir los solidos reflejados ya que al principio no calculé correctamente su distancia respecto
al plano de isometria. De hecho me parecid a la larga que es necesario partir desde el
vértice mas bajo para calcular la distancia. Mas adelante representé el sélido partiendo de
este vértice y representando en primer lugar la superficie de apoyo, respetando la simetria
y trazando la altura. Al representar los sdlidos a partir de una una base dada, la dificultad
radic6 en imaginar los solidos y las diversas sobreposiciones de los cubos. Cuando el s6lido
no era complicado, era posible realizar el ejercicio en poco tiempo. Fue mas dificil represen-
tar la planta de energia desde la perspectiva de un punto cardinal. De hecho se debia ima-
ginar el punto de observacion y lo que se podia ver desde ese punto.

GG: Fue divertido realizar los ejercicios que eran para los chicos. Los adultos tienen in-
corporados modelos estereotipados muy diferentes de los propuestos en estos ejercicios.
Abordé algunos de los mas sencillos con cierta tranquilidad, con un poco de imaginacion
y con un sentido practico en las construcciones geométricas. Mas, al complicarse la fi-
gura que se tenia que evocar desde una perspectiva diferente, no bastaba la imaginacion.
Tampoco se trataba de tener practica para evocar e imaginar un objeto visto desde otra
perspectiva y visualizar la cara oculta. También resultaba dificil tomar una parte de la
figura como referencia. Después de unos ¢jercicios las cosas mejoraron y pude abordar
los subsecuentes ejercicios con mas soltura.

DM: Esta el problema de desentrafiar las reglas de representacion que no se expresan me-
diante cddigos fijos sino se buscan a través de modelos interiores que no pueden ser
expresados verbal ni numéricamente. En ocasiones, tales modelos interiores no se encuen-
tran expeditamente por lo que resulta dificil tener una intuicién adecuada. Personalmente
reconozco mi dificultad para orientarme; de hecho, mi mayor desafio fue el hacer la repre-
sentacion espacial del objeto, seglin los puntos cardinales; dificultad que no encuentro tra-
tandose de figuras planas. A veces, cuando no se tiene la intuicién adecuada basta pasar
a otro tema (como cuando no se recuerda un nombre) y al volver sobre los pasos viene la
intuicidn.
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MS: En lo concerniente a la visién espacial puedo hacer la distincion entre una fase anali-
tica y una sintética. En la analitica resulta dificil controlar las relaciones espaciales entre
los elementos de la figura y las propiedades mesurables de dichos elementos. Es preciso,
por lo demés, ubicar en la representacion un punto de partida a partir del cual se manejen
las relaciones espaciales, como analogia de la situacion de partida. Sin embargo es pre-
ciso tener en cuenta que aun teniendo presentes los conceptos de la transformacion (cuya
figura tenemos en mente), se pierde el hilo de la secuencia operativa si la atencién disminuye.
Se puede reconocer una fase sintética ( cuya figura tenemos en mente), con todo, la persis-
tencia de la imagen mental se pierde durante la fase operativa de la actividad.

Los participantes también revelan cierta dificultad en la representacion de E, por la
mayor elevacion de la base respecto del resto del solido. Estas dificultades se relacionan con
la falta de familiaridad en el uso del papel isométrico, al grado de que para unos la misma repre-
senta mayor dificultad que el papel blanco (idea que es totalmente erradicada al avanzar la
actividad). En cambio, el segundo problema se presenta dificil de inmediato: algunos profeso-
res declaran su absoluta incapacidad para visualizar la posicion del perro ya caido; otros se que-
jan de no tener sino una vision fragmentada o "pedazos aislados". Otros directamente se bloquean
ante la instruccion.

La estrategia general al abordar la representacidn es el ensayo y error. Tras el uso ini-
cial de papel blanco se vuelcan hacia el papel isométrico al reconocer las ventajas que ofrece al
facilitar la conservacion de las longitudes y las lineas paralelas. En la siguiente sesion, los profe-
sores entregan sus trabajos de representacion que generalmente resultan correctos, aunque hay
en ellos claras evidencias de reelaboracion y correccion. El trabajo de una de ellas, reportado en
el cuadro 8, proporciona de alguna manera ejemplos de las tentativas en que incurri¢ y de como
intentd primero trazar el contorno del perro en el plano horizontal para después representar
la justa dimension de su anchura. (Dicha estrategia sera la que comunmente adopten mas tarde
los alumnos que realizan la prueba).

Cuadro 8

Tentativas de solucion por parte de una profesora para el problema 2 del cuadro 1
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Durante la discusion grupal sobre sus trabajos y las dificultades hayadas, la no con-
servacion de la anchura se reconoce como un error recurrente (la mayoria la consideran inicial-
mente como un cuadrito, otros incluso tres). Todos concuerdan en la dificultad para producir
una visualizacion global de la imagen que se va a reproducir y, sobre todo, de mantenerla cons-
tante. Esto los lleva a abandonar la estrategia de recorrer la imagen mental global a fin de
representarla, a favor de una estrategia “local” en la que se va desarrollando la representacion
mediante la visualizacion solo de la parte analizada. Entre los profesores, solo dos de ellos se
proponen idear una estrategia racional enfocando la atencidn en las propiedades de ciertos
aspectos de la figura (por ejemplo, el paralelismo, la perpendicularidad, la distancia, etc.) y en
la manera como se pueden traducir tales relaciones en la representacion, a fin de continuar tra-
zandola correctamente. ;

Los problemas reportados en el cuadro 2, relacionados a la reproduccidn de las ima-
genes a través de un espejo vertical, resultan particularmente dificiles, sobre todo el primero, no
tanto por la configuracion del sélido sino por su colocacion respecto al espejo. Como lo muestran
los protocolos del cuadro 9, el procedimiento aun es el ensayo y error, en que prevalece la idea
inicial de reconstruir la imagen global de la figura, sin controlar la equidistancia real de puntos
clave respecto del espejo y de algunos de los planos a los que pertenecen. Se logra resolver el
problema cuando se reflexiona sobre la existencia de un punto inico, en la "F que se va a reprodu-
cir, que representa dos puntos distintos: uno perteneciente al plano de base y que dista del espejo
un cuadrito, y otro que pertenece al plano superior y equidista del espejo dos cuadritos.

Cuadro 9

Producciones de los profesores en relacion a la imagen especular de la “J”

La realizacion de cinco tentativas por parte de una profesora

La realizacion de tres tentativas por pafte de otra profesora

i

.,

También en este caso son bien sucedidos los profesores que utilizan la estrategia de
representar primero la imagen de puntos que pertenccen al plano de base y después la de los que
pertenecen al plano paralelo, a un cuadrito de altura. Entre las producciones, hay una que destaca
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pues reproduce en el espejo una imagen “enderezada” de la “J”, vertical asi como horizontal (Ver
la figura abajo). Ello asombra a todos, incluso por la conviccion de la profesora de haberlo
hecho bien. Aqui, el error -inicialmente velado- se torna claro al encontrar la misma imagen
entre las producciones de los alumnos. Tras un analisis més minucioso, se percibe que en este
caso se esta tratando la figura como si fuese plana, y su correspondiente es elaborado respecto a
la simetria plana, con su eje en el trazo del espejo sobre el plano de base. Efectivamente, al
realizar el simétrico de cada punto de la “J” -destacado en el plano isométrico- de acuerdo a las
reglas y uniendo los puntos, se obtiene la misma “J” enderezada. El error radica, pues, en una
concepcidn profundamente equivocada: la asimilacién a una simetria axial plana, de una si-
metria en el espacio respecto a un plano vertical.

El segundo problema del cuadro 2, que como ya se dijo fue ideado por G. Navarra, re-
sulta mas facil ya sea por la experiencia adquirida, o por la menor complejidad de la imagen,
independientemente de la complejidad del objeto y de la porcion oculta que se desee representar.
La unica dificultad -imprevista por otro lado- resulta ser la colocacion de la figurita de Alicia:
una profesora afirma que “Alicia esta fuera del espejo” y por eso no la representa. Otros errores
se refieren al desfasamiento del objeto respecto a la imagen (no se respetan las alineaciones

Cuadro 10

Producciones incorrectas de los profesores de la prueba “Alicia y el castillo”
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entre puntos correspondientes) y la altura equivocada del solido. En el cuadro 10 aparecen
consideraciones que dan cuenta de ello. Es de subrayar que nadie considera el hecho de que
el solido pueda presentarse por atras con diversas configuraciones, ocultas en la representa-
cion dada.

De los problemas del cuadro 3, el mas interesante desde el punto de vista de la produc-
cion es el segundo. Su solucion exige completar con las lineas faltantes la representacién del
s6lido del cual se proporciona el contorno, y es preciso que en los dos ultimos casos pueda tra-
tarse de mas de un sdlido. La dificultad del ejercicio radica en tener que imaginar uno o mas
solidos, incluso en una postura no convencional, de manera que su representacién se apegue
al contorno dado. No todos los profesores responden; algunos afirman no lograr ver ningln so6-
lido que se corresponda con la Gltima figura; otros declaran ver uno solo.

En el cuadro 11 se reportan algunas producciones de profesores, seguidas de algunas
producciones -mas originales y complejas- de los alumnos de primer grado de secundaria. En
relacion a los problemas del cuadro 4, podemos simplemente decir que resultaron faciles y de
rapida solucion. Se caracterizaron principalmente por ofrecer a los alumnos la oportunidad
de constatar que distintos s6lidos pueden proyectar la misma sombra en el plano.

Cuadro 11

Producciones de profesores en relacién al problema 2 del cuadro 3

En cada recuadro se muestran las producciones de un profesor de secundaria

<
\\'
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Los problemas del cuadro 5y 6 son definitivamente los mas dificiles. No todos lo-
gran hacer el cinco y algunos lo consideran fuera del alcance de alumnos de 20 de secundaria
por la referencia explicita a los puntos cardinales que, a decir de ellos, no son dominados por
los alumnos de esa edad; asimismo por la dificultad ulterior para coordinar entre ellos, tres dis-
tintas representaciones con el fin de brindar una solucion. Para estudiar mejor la situacion, un
profesor stente la necesidad de recurrir a una representacion mas, utilizando la planta colocada
a su vez como referencia de los puntos cardinales. Las pocas producciones que hubo son repor-
tadas en el cuadro 12.

Cuadro 12

En cada cuadro se reportan las producciones de un profesor de secundaria

El problema del cuadro 6 sélo fue realizado por dos profesores particularmente habiles
en visualizacion mental y patrones de criterios de representacion en el plano isométrico; otros dos
profesores se basan en eso y uno en particular produce con bastante empeno diversas tentativas
infructuosas. Dichas producciones se reportan en el cuadro 14.

Comentarios finales

A lo largo del seminario la actitud de los profesores se fue modificando. Tras haber quedado
inicialmente perplejos ante la posibilidad de inserir tales actividades en su programacion, el haber
gjecutado ellos mismos las pruebas y haber efectuado una confrontacion oportuna y analitica de
las dificultades que presentan y de sus posibilidades, los profesores adquirieron una nueva
conciencia que los ha llevado a proponer algunas de estas actividades en clase (precisamente las
del cuadro 1-4), si bien, lo hicieron de manera ingenua y no rigurosamente asimilada a su
programacion. Han administrado las pruebas tanto en primero como en segundo y tercero de
secundaria.

En términos generales, las dificultades que mostraron los profesores son las mismas que
presentaron los alumnos. Con todo, mas alld de los resultados obtenidos por los alumnos, cabe
resaltar que:
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- mostraron mayor flexibilidad los alumnos que los profesores y, en particular, dieron
mejor respuesta a los problemas de indagacion

- los alumnos mostraron mucho agrado y facilidad para involucrarse con este tipo de
actividades

- los alumnos mostraron individuacion y apreciacion de la validez de las actividades
(al respecto véase el cuadro 13)

Cuadro 13

Tentativas para representar "objetos, imposibles"

En cada cuadro se muestran las producciones de un profesor de secundaria

Nt

é

B )
%,

En los profesores, sin embargo, surgié la clara necesidad de seguir ponderando las cosas,
con visos a perfeccionar un programa trienal en el cual insertar las pro-puestas analizadas, pero
tomando en cuenta las particularidades de nuestros programas y objetivos de ensefianza. Algunos
profesores consideraron mas adecuadas dentro del ambito de la educacion técnica algunas
interesantes propuestas, como por ejemplo las que se dedican al estudio de la representacion de
un objeto en el plano horizontal y vertical desde los cuatro puntos cardinales.

Cuadro 14

Observaciones emitidas por los alumnos de tercero de secundaria respecto a la finalidad de
las pruebas (clase de L. Gherpelli)

Respuestas de los alumnos a la pregunta del profesor:
¢ Cudles, en su opinion, son los objetivos de la actividad desarrollada?
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Ferrari: Tener un aspecto de los solidos en todas las posiciones e inclinaciones, usando la
imaginacién. Objetivo: Tener una mente mas libre, capaz de mover un objeto y reproducirlo
usando la imaginacion.

Cappellani: Ensefiarle a los chicos como se construyen todos los solidos, como se
representan

Montorsi: Tener la capacidad de imaginar
Gobatola: Usar la imaginacion para que ésta se desarrolle

Leonelli: Ver como nos la arreglamos para dibujar los sélidos sobre un nuevo tipo de papet
punteado

Rubicando: Hacer que los chicos entiendan cdmo se construyen, de qué forma son las
cosas que vemos; ensefiarle a los chicos a construir sélidos

Campana: Hacemos razonar acerca de las diversas modificaciones de la figura, desde el
angulo en que las vemos

Monelli: La actividad nos ayuda a entender de qué modo logramos poner de cabeza las
imagenes y logramos construir

Caselli: La actividad nos ensefia a imaginar figuras mas no sélo como las vemos; nos
ensefia a desarrollar la imaginacion, incluso en la vida practica

Matta: Hacer pensar a los alumnos y a poner de cabeza figuras en su mente. Por tanto es un
ejercicio que sirve para hacer razonar

Poggioli: Lograr entender el modo en que un chico puede imaginar una figura de cabeza

Cavarretta: Lograr ver algunos solidos de manera diferente y poder construir solidos con
unas cuantas lineas

Flori: Tener un gran espiritu imaginativo y aprender a ver las figuras bajo un aspecto
diferente del habitual y en distintos angulos

Socelle: Reconocer el método de trabajo y las habilidades involucradas

Los diferentes puntos de vista del profesor al respecto clarifican y profundizan el asunto acerca de
qué temas y qué modalidades deben constituir hoy el fundamento para la ensefianza de la geometria
a nivel secundaria (y no sélo ese nivel).

Mas alla de todo lo anterior, esta experiencia revela la importancia que tiene formar
profesores en el nivel operativo, cosa que generalmente no se logra con el solo estudio tedrico de
las inovaciones educativas ( y mucho menos a través de cursos de actualizacion). Ademads, ponen
en claro la cuestion de la tipologia de estudios relacionados a la formacion de profesores. Esta
experiencia nos muestra un camino por recorrer en el marco de la escuela especializada para
profesores. No obstante, si tomamos en cuenta la tendencia actual a tomar como créditos los
cursos universitarios de tipo didactico, pareceria razonable el dudar si realmente es posible
emprender en ese ambito estudios que sigan tal dptica de ampliacién y profundidad.

Véanse las opiniones de los estudiantes en ¢l cuadro 14.
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Apéndice
El papel para diagrama isométrico utilizado en la representacion de los solidos
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Resumen E! objetivo de este articulo es proporcionar a los maestros de secundaria
elementos que faciliten la transicion de los alumnos de la aritmética al dlgebra.
Representaciones geométricas de relaciones numéricas son utilizadas para ayudar
a los alumnos a aprender a hacer razonamientos matematicos de tipo general uti-
lizando primero numeros particulares. Estas actividades tienen también la finalidad
de ayudar a los alumnos a familiarizarse con el uso de simbolos para variables
y dar representaciones pictoricas de los términos que aparecen en algunas ecua-
ciones algebraicas.

Abstract The purpose of this article is to give teachers in the middle grades means
to facilitate the transition of the students from arithmetic to algebra. Geometric
representations of number relations are presented to help students to learn to do
mathematical reasoning of general nature using particular numbers first. These
activities also have the purpose to help students become familiar with the use of sym-
bols for variables, and give pictorial representations of the terms that appear in
some algebraic equations.

Introduccion

La transicion de la aritmética al algebra puede ser dificil para muchos alumnos
por miultiples razones. Las diferencias y semejanzas entre el pensamiento aritmético
y el algebraico son complejas y deben ser abordadas desde varios puntos de vista. En
este articulo describimos uno de tales enfoques, el uso de representaciones geome-
tricas para facilitar la transicion.

Las representaciones geomeétricas proporcionan un contexto en el cual los
alumnos pueden desarrollar su pensamiento algebraico en los siguientes aspectos que
son importantes para la transicion y que la investigacion ha mostrado como problema-
ticos (ver por ejemplo Kieran, 1990; Kieran y Chalouh, 1993; Lodholz, 1990; Wagner y
Parker, 1993):

v

» aprender a extraer relaciones matemadticas a partir de situaciones
y problemas, y a expresar tales relaciones usando simbolos algebraicos;
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* hacer explicitos los procedimientos que usan para resolver problemas
aritméticos;

*  considerar cadenas de niimeros y operaciones como objetos mateméticos,
y no s6lo como procesos para obtener una respuesta;

+ estar conscientes del método matematico que se simboliza por medio de
nameros y letras; '

»  poner atencidn al método o proceso y no sélo a la respuesta;

*  hacer conjeturas y predicciones, y sacar conclusiones

En este articulo daremos algunos ejemplos que pueden ayudar a los alumnos a
lidiar en especial con dos fuentes de dificultades. La primera es que en dlgebra los
alumnos necesitan desarrollar la habilidad de razonar sobre afirmaciones que se
hacen acerca de todos los numeros o acerca de nimeros en un conjunto especifico,
mas que sobre afirmaciones acerca de numeros particulares. La segunda es que
los alumnos necesitan desarrollar la habilidad para tratar con simbolos para variables
y no solo con simbolos para nimeros. Los maestros en el nivel medio pueden ayu-
dar a los alumnos a desarrollar pensamiento de naturaleza general en matematicas
ain cuando usen numeros ordinarios para ilustrar el razonamiento. La clave es que
en la cadena de razonamientos no se utilicen propiedades particulares del nimero es-
pecifico utilizado, sino solo propiedades que son comunes a toda la clase de niimeros
para los cuales la afirmacién es cierta.

Verbalizar los pasos, asi como usar dibujos y otras representaciones concre-
tas pueden ayudar a los alumnos a seguir la cadena de razonamientos. Con ayuda de
las figuras los alumnos pueden verificar que no se utilizaron propiedades especiales
del niimero escogido. Otra ventaja es que los dibujos y los nimeros particulares usa-
dos ayudaran a los estudiantes a darle sentido a los diferentes términos que aparecen
en la férmula algebraica usada para describir la situacion general.

Ejemplo 1. Cuadrados consecutivos.

Al trabajar con los cuadrados de numeros naturales, un alumno observa los siguientes
resultados:

32+3+4=4
42 +4+5=5
52+ 5+ 6 =6

El alumno se pregunta si el patrén serd valido para otros nimeros. El prue-
ba algunos pocos de los siguientes niimeros, algunos mas al azar, y luego algunos ni-
meros més grandes tales como 100% + 100 + 101 = 101>

Esto nos da alguna evidencia empirica de que el resultado es cierto en general.
La evidencia empirica es un elemento importante para convencernos. Sin embargo,
también debemos guiar a los alumnos para que utilicen razonamiento matematico,
para que vean que el patron es valido para todos los nimeros naturales. Una represen-
tacién geométrica de esta situacion puede ayudar a los alumnos a entender por qué
el resultado es cierto. Al cuadrado de 4 se afiaden dos rectdngulos de 4rea 4 y 5 res-
pectivamente para formar el cuadrado de 5.
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Figural 42 +4 + 5 = 52

El dibujo, aunque hecho para un caso particular, 4, no utiliza ninguna pro-
piedad particular de este nimero. El mismo principio de sumar dos rectangulos de
ancho 1 al cuadrado de un nimero para formar el siguiente cuadrado puede ser
usado siempre, de modo que el patrén puede ser generalizado. Podemos expresar
el resultado mediante el siguiente enunciado: el cuadrado de un nimero natural,
mads el namero, mas el siguiente niimero es igual al cuadrado del siguiente nimero.
El enunciado puede més tarde ser traducido como n2 + n + (n + 1) = (n + 1)

ntl

Figura2 n2+n+(m+1)=(n+1)>2

La situacion de cuadrados consecutivos puede ser abordada de otras formas.
Una es considerando las diferencias de cuadrados consecutivos y notar que la diferencia
es siempre un numero non, o sea de la forma 2n + 1 (ver fig. 3). Otra s partiendo de la
suma de numeros impares 1+ 3 + 5+ 7 + ...+ (2n - 1) = n? (ver figura 4).

Figura3 (n+1)2-n?=2xn+1
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ca

Figarad 1 +3 +5+7 + 9 + 11 = 62

Ejemplo 2. Nimeros triangulares.

Los alumnos trabajan con el siguiente patrén. Se les pide predecir cuantos cuadrados
tendra el décimo término.

Figura 5 Numeros triangulares

Los alumnos pueden contar el niimero de cuadrados en los primeros términos.
Si se fijan en los «pisos» de los «edificios», los alumnos se pueden dar cuenta que la
respuesta estd dada por la suma de los primeros nimeros naturales consecutivos

1+2+3+4+5+6+7+8+9+ 10

Para numeros grandes, los alumnos pueden querer encontrar un procedi-
miento mas eficiente para hacer tales sumas. Para esto, los alumnos pueden tomar
dos copias para formar un rectangulo.

4+1
Figura 6 Unrectangulode4 x 5
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Los lados del rectangulo son cuatro por cinco, o en general, el nimero del
término por el siguiente nimero. Los alumnos pueden ver que el niimero de cua-
drados que se requieren sumar serd la mitad del area del rectangulo. Asique 1 +2 +

4 x5 . . o . ,
3+4= . El mismo razonamiento se puede utilizar también para otros nime-

ros. Asi, para obtener la suma de los numeros hasta el diez, uno necesita la mitad de
10 x 11

un rectangulo de 10 por 11. Estoes, 1 + 2 + ... +10 = . Aunque lo hemos
hecho con casos particulares, el razonamiento es de naturaleza general. La suma de los
nimeros enteros hasta un nimero n es igual a la mitad del area de un rectangulo de n por
(n + 1)..Més tarde los alumnos pueden enunciar que para cualquier nimero n, vale la
nXxmn+1

igualdad1+2+..+ n 5

Ejemplo 3. Un resultado numérico notable.

El maestro pide a los alumnos que tomen un niimero impar cualquiera, lo eleven al
cuadrado, le resten uno, y luego dividan el resultado entre 8. Los alumnos se sorpren-
deran de ver que en todos los casos la division no arroj6 residuo. Si todos los alum-
nos utilizaron un nimero distinto, esto dard evidencia empirica para sospechar que el
resultado es cierto para cualquier nimero impar. Los alumnos pueden probar dife-
rentes nimeros impares de manera sistematica, y organizar los datos.

Tabla 1 Cuadrados de niimeros impares, menos uno

Numero elevado al menos dividido
impar cuadrado uno entre ocho
1 1 0 0
3 8 1
5 25 24 3
7 49 48 6
9 81 80 10
11 121 120 15

Algunos estudiantes reconoceran los ntimeros triangulares en la ultima co-
lumna. Basandose en esta observacion pueden predecir cudl serd el siguiente resultado.
También podemos representar la situacion mediante el dibujo de un cuadra-

do (cuyo lado es un niimero impar), al que le falta un cuadrado unitario.

Figura7. 72 -1
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Si cortamos la tira de arriba y la pegamos a un lado, obtendremos un rec-
tangulo. Los alumnos deben notar que ambos lados del rectiangulo tienen una lon-
gitud que es un numero par, y que el lado mayor es dos unidades mas largo que el
lado menor. Esto sucede no sélo con el caso particular, 7, ilustrado aqui, sino que siem-
pre podemos formar un rectdngulo con estas caracteristicas a partir del cuadrado
de un nimero impar menos un cuadrado unitario. En términos algebraicos, (2n + 1)?
-1 =2nx2n + 2).

L] ¥ L) L L 1

1 ' ! 1 1 1

1 ' 1 ) ! 1
F=~=F~-r--r=~r=-=r~~r--r--

' i 1 1 ' '

1 1 1 1 1 1
F==F~-r-=p==r-=p--r=-r--

1 1 1 1 ' '

6 1 1 1 ' i 1
F~=-fF~--r--r=--r==-r=-=-r--r--

' 1 ' ' 1 1

1 I 1 1 1 1
p==pk~-=p==p==r-~-r--r=-r--

t 1 ' ' ' '

' 1 1 ' ' 1
F~=fF=-=r-=-r=--r-=-r=-r--r--

1 1 i

' ' 1

8
Figura8.72 - 1 = 6 x 8

Como ambos lados del rectingulo son divisibles entre 2, éste puede ser divi-
dido en cuatro rectangulos iguales, cuyos lados son nimeros enteros. Los alumnos
notaran que los rectangulos pequefios tienen la propiedad de que un lado es una uni-
dad mayor que el otro lado, o sea son de la forma n x (n + 1). Podemos recordar del
ejemplo anterior que tales rectangulos se pueden descomponer en dos nameros trian-
gulares, de modo que

4><nx(n+1)=8-n—i—(ul—)~

2

3 x4

Figura9. 4x (3 x 4) = 8 >
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De esta manera una figura equivalente en drea al cuadrado de un numero
impar menos uno, ha sido dividida en ocho niimeros triangulares. Por tanto, el resul-
tado de elevar un niimero impar al cuadrado y restarle uno es siempre divisible entre
ocho. La figura 10 sugiere otra forma de ver este resultado.

Figura 10.

Después de hacer las actividades descritas arriba, los alumnos podran darle
sentido concreto a los simbolos que aparecen en una demostracion algebraica del
hecho de que el cuadrado de un niimero impar menos uno siempre es divisible entre
8. Un niimero impar puede ser expresado como 2n + 1, donde » es un nimero entero.
Al elevarlo al cuadrado obtenemos (2n + 1)2=(2n + 1) x 2n + 1) =4n + 4n + 1,

restando uno tenemos 4n” + 4n. Esto puede ser escrito como 4 x n x (n + 1)
, . . nn +1
[cuatro rectangulos]. También puede ser escrito como 8 —(—2——)
. n(n + 1 ,
triangulares]. Otra forma de damos cuenta que —(—————)es un nimero entero €s no-
tando que si tenemos dos niimeros consecutivos, uno de ellos tiene que ser un niimero
par, de modo que el producto n x (n + 1) es siempre par.

[ocho niimeros

Ejemplo 4. Suma de nameros enteros consecutivos.

El nimero de pequefios cuadrados en las formas de la figura 11 estd dado por los ni-
meros consecutivos 9, 10, 11, 12. El total de cuadraditos es por tanto 9 + 10 + 11 + 12.
Si descomponemos el primer cuadrado en columnas y afiadimos una de estas colum-
nas a las otras formas, obtenemos una representacion de los nimeros consecutivos 13,
14, 15 (fig. 12). Como el numero total de cuadraditos no cambi6 tenemos la igualdad
9+ 10+ 11 + 12 = 13 + 14 + 15.

Figura1l. 9 + 10 + 11 + 12
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Figura12. 13 + 14 + 15

Los alumnos pueden tratar con otros ejemplos y ver que éste es un caso par-
ticular de una serie de igualdades de sumas de nimeros consecutivos. Ellos pueden
anotar las igualdades en una tabla.

Tabla 2 Sumas de nimeros consecutivos

1+2=3
4+5+6=7+38
9+10+ 11 +12=13+14 +'15
16 + 17 + 18+ 19+ 20 =21 +22+23 + 24

Los alumnos pueden dibujar las figuras que corresponden a las dos primeras
igualdades. Pueden también escribir la igualdad numérica que corresponde a los nu-
meros que siguen. Pueden describir verbalmente la relacién sugerida por estas igual-
dades. En general, en la parte izquierda tenemos (n + 1) términos, y empezando con
el cuadrado de un namero, n?, sumamos los siguientes 7 nimeros enteros consecuti-
vos. El {iltimo término que se suma ser4 por tanto nZ + n. La suma de estos términos
es igual a la suma de los siguientes n nimeros enteros consecutivos, empezando con
n? + n+ 1, y terminando con n? + 2n. Los alumnos deben notar que este tltimo tér-
- mino es lo mismo que (n + 1)2 - 1. Los alumnos pueden recordar que el término n?
se ha descompuesto en n sumandos de tamafio n. De modo que podemos reescri-
bir n% como n+ n + ... + n, y tomar una n para cada uno de los otros términos de la
parte izquierda. Esto nos dard los términos de la parte derecha. Usando simbolos
algebraicos,

R+ + D)+ +2D+ .+ +n)=mE+n+ 1) +@2+n+2)+..+(n*+2n)
Ejemplo 5. Sumas de nimeros enteros consecutivos y suma de cubos.

El nimero de pequefios cubos en las formas de la columna izquierda de la figura
13 es respectivamente 10, 11, 12, 13, 14, 15, y 16. Los pequefios cubos de color en
las primeras tres rebanadas se reacomodan sobre las rebanadas que estan detras. Las
de enfrente se reducen a tres rebanadas iguales, con caras en forma de cuadrado,
y con 9 cubos cada una. Las de atrds son aumentadas para formar rebanadas iguales
con 16 pequefios cubos, de modo que ahora se tienen cuatro rebanadas de ese tamaiio.
Las de enfrente se juntan para formar un cubo de 3 x 3 x 3. Las de atrds forman un
cubo de 4 x 4 x 4, Como el nimero total de pequefios cubos no ha cambiado, tene-
mos la igualdad 10 + 11 + 12 + 13 + 14 + 15 + 16 = 33 + 43, Los alumnos pueden
ver que éste es un caso particular de una serie de igualdades entre sumas de nimeros
consecutivos y sumas de dos cubos consecutivos (ver tabla 3).



B LAS REPRESENTACIONES GEOMETRICAS COMO UN MEDIO PARA CERRAR... B Pag.77 W

Tabla 3 Sumas de niimeros consecutivos y sumas de cubos consecutivos

2+3+4=1+2
5+6+7+8+9=2%+33
10+ 11+ 12+ 13+ 14 + 15 + 16 = 33+43
17+ 18 + 19 + 20 + 21 + 22 + 23 + 24 + 25 = 43 + 53

Los alumnos pueden construir con cubos pequefios (o dibujar) las formas
que corresponden a las primeras dos ecuaciones. Pueden escribir las siguientes igual-
dades de la serie. Pueden describir verbalmente la relacién sugerida por estos ejem-
plos. En general, empezamos con el cuadrado de un niimero més uno, n + 1, y se-
guimos con los siguientes 2n nimeros consecutivos hasta (n + 1)2. Del lado derecho
tenemos la suma de dos cubos consecutivos, n* + (n + 1)3. La igualdad queda des-
crita mediante simbolos algebraicos como (n2 + 1)+ (n2 +2) +..+ (n+ 1)2= n3 +
(n + 1)3. Siguiendo la idea sugerida por la figura 13 podemos reescribir el lado iz-
quierda como

(MP+ D)+ (2 + 2+ + (2 +n)+[(n+ D?-nl+ . +[(n+ 1D2-1]+(n+ 1A

Vemos que la cantidad que los primeros » términos tienen como exceso de n?
es precisamente lo que les falta a los siguientes n términos para ser (n + 1)%. Tene-
mos ahora n rebanadas con n? cubos cada una, y (n + 1) rebanadas con (n + 1)
cubos cada una. Consecuentemente la suma esiguala nxn?+(m+1)x(n+1)2 = nd
+(n+1)>%

AN

Figural3 10+ 11+12+13+14+15+16=33+43
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Conclusion.

En los ejemplos mostrados, algunos nimeros particulares fueron utilizados para
ilustrar enunciados generales. Aunque el razonamiento para ver por qué el enunciado
es verdadero fue hecho con niimeros particulares, sin embargo, el mismo razona-
miento puede ser hecho en general. El uso de variables implica un razonamiento de tipo
general, sin embargo, muchos estudiantes no estan preparados para dar un salto que
conlleva simultdneamente el uso de razonamientos matematicos de tipo general y €l
uso de variables. Para facilitar el proceso pueden hacer primero el razonamiento con
numeros particulares. Los alumnos pueden desarrollar sus habilidades para razonar
en términos generales antes de utilizar variables. Al mismo tiempo, utilizando las
representaciones geométricas de las relaciones numéricas, los alumnos tendrin
experiencias concretas que daran sentido a los términos algebraicos que serdn usados
més tarde.
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Resumen: Este trabajo intenta analizar si la representacion que el alumno tiene de
la matematica influye en su rendimiento académico. Se establece el perfil, en lo re-
ferente a su representacion de la matematica, del grupo de estudiantes de la asig-
natura Matemadtica del Ciclo Basico Comun (primer ario de la Universidad de
Buenos Aires). Se estudia si existen diferencias significativas en la representacion
que tienen de la matematica los alumnos que cursan por primera vez la asignatura
respecto de los recursantes, quienes la han intentado cursar anteriormente sin éxito.
Se observo que los alumnos recursantes poseen un representacion mads negativa
de la matematica y que una valoracion positiva esta ligada a un rendimiento acade-
mico mayor .

Abstract: This work tries to analize if student’s representation of Mathematics has
an influence on his academic performance. The profile concerning the representation
of Mathematics of the group of students taking the subject “Mathematics” at the Gen-
eral Basic Cycle of the University of Buenos Aires is described. It is studied if there
are significant differences between the representation of Mathematics that sudents
taking the subject for the first time have and that of those who have unsuccessfully
tried to take it before. It was noticed that students who must take the subject more
than once have a negative representation of Mathematics and that a positive
appreciation is connected to a better academic performance.

Introduccion

Este trabajo se realizo en el marco del proyecto de investigacién que dirigimos apro-

bado por la Secretaria de Ciencia y Técnica de la Universidad de Buenos Aires.!
Como profesoras del Area de Matemética del Ciclo Bésico Comin, nos preo-

cupa observar que nuestros alumnos enfrenten con serias dificultades los estudios

I Proyecto de Investigacién CB014: dpropiacion de conceptos y capacidades operativas en Matemética. Articulacion Escuela
Media - C.B.C.. Proyecto alternativo Matemdtica/C.B.C. UBACYT - Programacién cientifica 1995/97 ~ Directores: Dodera
M. G., Badano C.I..
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de matematica de este ciclo, que es el primer afio de la Universidad de Buenos Aires.
Estadisticas de los ultimos afios muestran que del total de alumnos que comienza a
cursar alguna asignatura del area, aproximadamente el 40 % abandona antes de com-
pletar el curso, el 25 % desaprueba y sélo el 35 % aprueba.

Creemos que entre los factores que inciden en tornar mas dificil la transicion
entre el nivel medio y el universitario se encuentran: (a) una valoracion en general
poco positiva por parte del estudiante sobre la importancia y utilidad de las matemad-
ticas y (b) un grado de dificultad generalmente elevado que otorga el alumno al es-
tudio de matematica.

Nos hemos preguntado: jlos alumnos que no tienen una buena opinién de
la matematica obtendrdn peores notas que los que tienen una opinién favorable?.
En otras palabras nos preguntamos si la representacion que el alumno tiene de la
matemadtica influye en su rendimiento académico.

No es fécil definir “rendimiento académico”, sin embargo existe consenso
para afirmar que es un concepto multidimensional (Rodriguez Espinar; 1986) debi-
do a la complejidad de la accién educativa. En la mayoria de las investigaciones se
focaliza el rendimiento académico sobre criterios basados en calificaciones, pruebas
objetivas o notas (Alvaro Page ;1990) o bien con el tiempo utilizado para finalizar la
carrera, abandono de la misma o cambios de estudio (Latiesa;1992). Segun Roces
(1996) estos enfoques se corresponden al concepto de rendimiento en sentido estric-
to, medido a partir de las calificaciones del alumno, y al de rendimiento en sentido
amplio, medido a través del éxito, retraso o abandono de los estudios.

La psicologia toma de la filosofia el término “representacion” para designar
aquello que forma el contenido concreto de un acto de pensamiento, y en especial la
reproduccion de una percepcioén o sensacion anterior. Por lo tanto la representacion
aparece ligada por un lado a la percepcion y por el otro a la memoria. Se distingue de
la sensacién porque no requiere de un estimulo para presentarse a la conciencia.
Las representaciones actian durante el proceso de percepcidn y puede decirse que in-
fluyen en él.

Si bien este término fue utilizado por Freud (1915), recién fue analizado
a nivel social y grupal por Moscovici (1992). Este autor y quienes continuaron su
linea tedrica, Jodelet (1985) y Kaés (1986) aseguran que las representaciones se
construyen a partir de todas las informaciones que el sujeto tiene del objeto a ser
representado. Estas informaciones provienen tanto de los sentidos, como de la expe-
riencia previa con el objeto, como también de la experiencia con otros sujetos y
grupos en funcion del objeto en cuestion. La representacion lleva al individuo o grupo
a actuar sobre la realidad de manera tal que ésta se ajuste a ella. Se torna asi en un
instrumento del sujeto o del grupo, ocupando un lugar de intermediaria entre éste y
la realidad.

Descripcion de la experiencia

Para realizar este trabajo tomamos como hipdtesis que una adecuada representacion
de la matematica favorece su aprendizaje, propicia en el alumno el desarrollo de una
adecuada estructura cognoscitiva incidiendo positivamente en su rendimiento académico.
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El andlisis de la incidencia de la representacion matematica en la estructura
cognitiva que posee el alumno al ingresar a la universidad fue objeto de un trabajo
anterior (Badano C.I., Dodera M.G.; 1998).

En este trabajo centramos nuestra atencion en el grupo de alumnos que cur-
san la asignatura Matematica del Ciclo Basico Comin (C.B.C.) de la Universidad
de Buenos Aires. Estos alumnos estaban inscriptos en carreras de las Facultades de
Arquitectura y Urbanismo, Agronomia y Veterinaria, Farmacia y Bioquimica, Medi-
cina ¢ Ciencias Econdmicas.

El objetivo del presente trabajo es:

» establecer el perfil del grupo en lo referente a su representacion de la

matematica.
* estudiar la incidencia de la representacién que el alumno tiene de la
matematica en su rendimiento académico en la asignatura del C.B.C..

» estudiar si existen diferencias en la representacion que tienen de la matema-
tica los alumnos que cursan por primera vez la asignatura respecto de los
que la han intentado cursar anteriormente sin éxito.

Con este fin se tomo al inicio del ciclo lectivo una encuesta a 1087 alumnos de
la asignatura Matemética del C.B.C..

La encuesta incluye un cuestionario actitudinal, que permite armar la
representacion que el alumno tiene de la matematica, y un formulario de datos perso-
nales para posibilitar el seguimiento de los participantes.

Las preguntas del cuestionario son las mismas que las utilizadas para estu-
diar la incidencia de la representacion matematica en la estructura cognitiva del
alumno al ingresar a la universidad. Estas se agruparon en dos bloques, uno relacio-
nado con las materias de matematica estudiadas en la Escuela Media, y el otro con la
asignatura Matematica del C.B.C..

En el primero se solicit6 al alumno su opinién acerca de la importancia, la
utilidad y la dificultad que le asigna a las materias de matematica de la Escuela Media.
Se presentaron tres proposiciones que debia valorar positiva o negativamente, o en
escalas de mayor o menor aceptacion. Los indicadores utilizados para medir la valora-
cion o la aceptacion fueron: “muy”, “medianamente” 6 “nada”.

Respecto a la asignatura del C.B.C. se solicitd al alumno su valoracion acerca
de la importancia/utilidad que supone tiene para su carrera la asignatura Matematica
que comienza a cursar, Los indicadores utilizados fueron: “muy”, “medianamente”,
“poco” 6 “nada”.

Variables

Cada una de las proposiciones fue considerada como una variable del cuestionario
actitudinal. Las de tres alternativas de respuesta fueron codificadas en una escala
ordinal del 0 al 3; la de cuatro alternativas, en una escala del 0 al 4. Se asigné puntaje
mayor a las respuestas del alumno que reflejan una valoracién mds positiva 6 una
mayor aceptacion. El codigo 0 corresponde a la pregunta no contestada.
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Para medir la representacion que el alumno tiene de la matematica se intro-
dujo la variable REPRESENTACION MATEMATICA. Se la definié como la suma
de las variables que recogen las opiniones de los alumnos tanto de las materias de
matematica de la Escuela Media como de la asignatura Mateméatica del C.B.C. Esta
variable tiene un recorrido de 0 a 13.

Para medir el rendimiento académico del alumno en la asignatura Matema-
tica del Ciclo Basico Comun se definieron las variables: CALIFICACION FINAL
C.B.C,, como la nota final que el alumno obtuvo en la asignatura Matemética (con un
recorrido de 0 a 10) y CONDICION,; que agrupa a los alumnos encuestados en tres
categorias: Desertor (compuesta por los alumnos ausentes a la Gltima evaluacién
parcial), Insuficiente (caracterizada por valores menores que cuatro en la variable
CALIFICACION FINAL C.B.C.) y Aprobado (caracterizada por valores de CALI-
FICACION FINAL C.B.C. mayores o iguales que cuatro).

Analisis de resultados

Con el software Statistics 4.1. se realizaron los siguientes estudios:

1.- Andlisis descriptivo de las variables del cuestionario actitudinal.

2.- Tabulacion cruzada entre las variables que describen la condicién final
del alumno en la asignatura del C.B.C. y la representacion que tiene de
la matemadtica.

3.- Estadisticos descriptivos de la variable CALIFICACION FINAL C.B.C.
segun la representacion matematica del alumno.

4.- Estudio de la posible asociacidon entre las variables que miden la
representacion matematica y el rendimiento académico del estudiante.

5.- Estudio de la existencia de diferencias significativas entre las calificacio-
nes finales promedio en la asignatura del C.B.C. de acuerdo a la repre-
sentaciéon matematica.

El primero permite perfilar al alumno del C.B.C. en lo referente a su repre-
sentacion de la matemadtica. Los altimos permiten estudiar la incidencia de la
representacion en el rendimiento académico del estudiante.

Debido a que la representacion aparece ligada a la experiencia previa con el
objeto a ser representado, se decidid analizar las diferencias entre las respuestas
dadas por los alumnos que cursan por primera vez la asignatura (NO RECURSAN-
TES) y por los que ya la han cursado anteriormente sin poder aprobarla (RECUR-
SANTES). Supusimos que la representacion de la matematica de los alumnos recursantes
se veria influenciada por su fracaso anterior.

En la TABLA 1.1 y 1.2 se transcriben las preguntas del cuestionario actitudi-
nal relacionadas con la representacion que el alumno tiene de la matematica y se con-
signan para cada una de ellas la distribucién de frecuencias de las respuestas dadas.
Los porcentajes se dan para la totalidad de alumnos encuestados (TOTAL) y para los
grupos de alumnos NO RECURSANTES y de alumnos RECURSANTES.
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TOTAL
NO RECURSANTES
RECURSANTES

TOTAL
NO RECURSANTES
RECURSANTES

TOTAL 22.9% 47.5% 14.9% 14.7% 1087
NO RECURSANTES 25.7% 46.0% 16.6% 11.7% 580
RECURSANTES 19.7% 49.1% 13.0% 18.1% 507

TABLA1.1: Distribucién de frecuencias de las opiniones respecto a las materias de matematica de la Escuela
Media del total de alumnos cncuestados y de los alumnos recursantes y no recursantes.

Los porcentajes de la TABLA 1.1 muestran que, en general, las materias
de matematica del colegio secundario son catalogadas muy importante 6 mediana-
mente importante pues el porcentaje de alumnos que asi las considera oscila entre el
63% y el 80%, alcanzando el valor mas alto en el grupo de alumnos no recursantes.
Existe una marcada diferencia en el porcentaje de alumnos recursantes y no recursantes
que las consideran muy importante: el 26.0% en el grupo de RECURSANTES y el
45.7% en el grupo de NO RECURSANTES.

En general se considera a las materias de matematica del secundarlo como
muy utiles 6 medianamente utiles, siendo la distribucién de frecuencias similar a la
registrada en la pregunta sobre la importancia.

Casi el 50% de los alumnos encuestados opinaron que las asignaturas de
matematica del secundario les resultaron medianamente dificil y menos de la cuarta
parte de la poblacion las catalogaron como fdciles.

El porcentaje de NO CONTESTA oscila entre 10% y 20% en cada uno de los
items y registra los valores mas altos en el grupo de alumnos recursantes.
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TOTAL 34.6% ~ 14.1% 33.4% 17.9% 1087
NO RECURSANTES 46.4% 12.6% 32.1% 9.0% 580
RECURSANTES 21.1% 15.8% 34.9% 28.2% 507

TABLA12: Distribucién de frecuencias de las opiniones respecto a la asignatura Matematica del Ciclo Bésico
Comn del total de alumnos encuestados y de los alumnos recursantes y no recursantes.

A diferencia de los items referidos a las materias de matematica de la Escuela
Media, todos los alumnos encuestados expresaron su opinién acerca de la asignatura
Matematica del C.B.C..

El1 50% del total de alumnos considera que esta asignatura del C.B.C. es una
materia poco importante/util o nada importante/util para su carrera. Este resultado esta
ligado al hecho de que en general las carreras en las cudles estan inscriptos incluyen
pocas asignaturas de matematica en su curricula.

Los alumnos no recursantes tienen una valoraciéon mas positiva acerca de la
importancia/utilidad de la asignatura que los alumnos recursantes; esto se refleja en el
porcentaje de alumnos que la catalogan como nada importante/util (9.0% en el grupo
de alumnos no recursantes y 28.2% en el grupo de recursantes). La experiencia pre-
via de haber cursado sin éxito la asignatura Matemdtica del C.B.C. pareceria influir
negativamente en la representacion que el alumno recursante tiene de la misma. En
cambio, como la encuesta fue tomada al inicio del ciclo lectivo las opiniones vertidas
por los alumnos no recursantes resultan ser hipotéticas y fundamentadas en la base
imaginaria que poseen al inicio del curso.

En base al conjunto de opiniones recabadas sobre las materias de matema-
tica de la Escuela Media y acerca de la asignatura Matematica del C.B.C. se armo la
representacion que el alumno tiene de la matematica.

En la TABLA II se consignan el promedio (PROM) y el desvio estidndar
(SD) de la variable REPRESENTACION MATEMATICA para el total de los alumnos
encuestados y para los grupos de alumnos recursantes y no recursantes.

TOTAL 8.2924 2.7397 0all
NO RECURSANTES 9.0397 2.6146 0al3
RECURSANTES 7.5049 2.6963 " 0al3

TABLA II: Media (PROM) y desvio estandar (SD) de la variable REPRE-
SENTACION MATEMATICA para el total de alumnos y para alumnos recursantes
y no recursantes.
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Los valores medios de la variable REPRESENTACION MATEMATICA de
cada grupo (9.0397 en el grupo de no recursantes y 7.5049 en el grupo de recursantes)
evidencian que los alumnos recursantes tienen una valoracion mas negativa de la ma-
tematica que los no recursantes

Se aplico el test c? para estudiar la posible asociacion entre la condicién de
ser recursante o no y la representacién matematica. El valor de probabilidad p = 0.0000
(intervalo de confianza del 95%) indica que estas variables no son independientes.

Para estudiar la incidencia de la representacion de la matematica en el ren-
dimiento académico del alumno en la asignatura Matematica del C.B.C. se categoriz6 a
la poblacién de acuerdo a los valores de la variable REPRESENTACION MATE-
MATICA. Se consideraron tres grupos de forma tal que cada uno abarque aproxi-
madamente la tercera parte de los encuestados. El primer grupo que denominamos
grupo de representacion matemadtica baja esta integrado por los 362 alumnos que
obtuvieron los puntajes més bajos en la variable REPRESENTACION MATEMA-
TICA (valores que resultaron ser menores 6 iguales que 7). En este grupo el 66.3%
son recursantes. El segundo grupo, llamado de representacion matemdtica media,
quedd formado por los alumnos con puntajes 8, 9 y 10 en la variable, de los cudles
el 50.8% son recursantes y el 49.2% no recursantes. El grupo llamado de represen-
tacion matemdtica alta corresponde a valores mayores 6 iguales que 11 y estd confor-
mado por 362 alumnos, de los cudles el 77.2% son no recursantes.

Se efectud una tabulacién cruzada para estudiar en las clases de representa-
cion matematica baja, media y alta la distribucion de frecuencias de la variable
CONDICION (que agrupa a los alumnos en aprobados, insuficientes y desertores).
En la TABLA III se consignan los resultados para la poblacion total y para los gru-
pos RECURSANTES y NO RECURSANTES.

APROBADOS 287% | 30.6% {45.7% |23.4% | 41.5% | 49.0% | 28.2% | 19.9% | 34.4%

INSUFICIENTES | 22.5% | 23.3% {27.0% [19.9% | 15.8% | 29.6% ] 26.9% | 31.7% | 18.0%
DESERTORES 48.8% | 46.1% [27.3% (56.7% | 42.7% | 21.4% | 45.0% | 48.4% | 47.5%
100% | 100% | 100% |100% | 100% | 100% [ 100% | 100% | 100%

TABLA III: Tabulacion cruzada entre la variable CONDICION vy las clases de representacion matematica
baja, media y alta, en la poblacion total y en los grupos de alumnos recursantes y no recursantes.

Alrededor del 50% de los integrantes del grupo de representacion matematica
baja abandona la asignatura. Del 50% restante, la mitad no logra aprobarla. Este
comportamiento, que se observa tanto en la poblacion total como en los grupos de alum-
nos recursantes y no recursantes, indica que el 75% de los estudiantes que obtuvieron
los menores puntajes de representacion fracasa en su intento de cursar la asignatura.

En el grupo de representacion matematica alta el fracaso es del orden del
50%. En el conjunto de los alumnos recursantes de este grupo, que sdlo representa el
22.8% de los alumnos con representacion matematica alta, la desercion por si sola al-
canza este nivel.
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El valor de probabilidad p = 0.0000 arrojado por el test c2 indica que existe
asociacion entre la condicion final en la asignatura y la representacién matematica
categorizada en baja, media, alta.

Enla TABLAIV se consignan para los grupos de representacion baja, media'y
alta: el promedio (PROM) y el desvio esténdar (SD) de las calificaciones finales en la
asignatura Matematica del C.B.C.. Estos estadisticos se dan para la totalidad de alum-
nos encuestados y para los grupos de alumnos recursantes y no recursantes.

BAJA 3.0660 2.7603 3.0771 2.9286 3.0582 2.6438
MEDIA 3.3776 2.9735 4.1968 3.3426 2.5765 2.3010
ALTA 4.2880 3.0889 4.4184 3.0887 3.8475 3.0741

TABLA IV: Media (PROM) y desvio estandar (SD) de la variable CALIFICACION C.B.C. en los grupos de
representacion matematica alta, media y baja para ¢l total de alumnos y para recursantes y no
recursantes

El rendimiento académico del alumno en la asignatura Matematica es ma-
yor cuanto mas alta es la representacion que tiene de la matematica. Este compor-
tamiento se observa en la poblacion total de alumnos y en el grupo de no recursantes
y se pone de manifiesto en los promedios de las calificaciones de los encuestados en
la asignatura del C.B.C..

El rendimiento académico de los alumnos recursantes es inferior al de los
no recursantes; la calificacion final promedio de este grupo es inferior a la del grupo
de alumnos que cursan por primera vez la asignatura.

En todas las categorias de representacion se registran desviaciones altas en
el promedio de calificaciones que gstaria ligado a que la representacion que el alum-
no tiene de la matematica es s6lo uno de los miltiples factores que inciden en su ren-
dimiento académico. '

El test 42 arroja valores de probabilidad p = 0.0000 tanto para la poblacién
total como para los grupos de alumnos recursantes y no recursantes. En los tres
grupos existe asociacion entre la condicion final en la asignatura y la representa-
cién matematica categorizada en baja, media, alta.

Se aplicd el test “t para dos muestras” a los grupos de representacion mate-
matica baja y alta, definidos para la poblacion total, con el fin de estudiar si existen
diferencias significativas en las calificaciones obtenidas en la asignatura Matema-
tica por los alumnos de ambos grupos. Se tom6 como hipdtesis nula que las calificacio-
nes promedio de ambos grupos son iguales, como hipdtesis alternativa que la calificacion
promedio del grupo de representacion matemadtica baja es inferior a la del grupo de
representacion matemdtica alta y un intervalo de confianza del 95%. El valor de pro-
babilidad p = 0.0000 arrojado por el test permite inferir que existen diferencias
significativas en las calificaciones obtenidas en la asignatura Matematica por los alumnos
de ambos grupos.



B Un ESTUDIO DE LA INFLUENCIA DE LA REPRESENTACION DE LA... B Pig. 87 m

Por lltimo, para conocer como influye en estos resultados el elevado porcen-
taje de “NO CONTESTA ” registrados en la TABLA .1 se reiteraron los mismos estu-
dios considerando solo las encuestas en las que se respondieron a todos los items del
cuestionario actitudinal. La muestra reducida quedé conformada por 794 alumnos.

Los valores medios registrados para la variable REPRESENTACION
MATEMATICA fueron: 9.4610 (SD 2.0354) para el total de alumnos de la muestra
reducida; 10.022 (SD 1.9415) para el grupo de alumnos no recursantes y 8.7450 (SD
1.9300) para el grupo de alumnos recursantes de esta muestra. Es 16gico que al descar-
tarse las encuestas con codigo 0 en algiin item los valores medios de la variable resulten
mayores que los consignados para la poblacion total en TABLA II. Sin embargo los
promedios obtenidos guardan la misma relaciéon que la observada para la pobla-
cion total.

Los estudios de asociacion efectuados con el test c? arrojan iguales resulta-
dos que para la poblacién total (p = 0.0000 en todos los casos).

La aplicacion del “t para dos muestras” a los nuevos grupos de representacion
matematica baja y alta (conformados cada uno por la tercera parte de la poblacion
reducida) evidencian diferencias significativas entre los valores medios de califica-
ci6n de ambos grupos.

Estos resulatados muestran que, independientemente que el “NO CONTESTA”
se interprete como falta de atributo, valoracion negativa 6 falta de informacion, las
conclusiones alcanzadas son las mismas.

Consideraciones finales

* Una valoracion positiva de la matematica esta ligada a un rendimiento
académico mayor.
Esto se evidencia en las diferencias registradas en las calificaciones finales
obtenidas en la asignatura del C.B.C. por los alumnos encuestados que
conforman los grupos de representacion alta y baja y en los valores de
probabilidad que arroja el test “t para dos muestras’.

* Una alta representacion matematica podria influir en la disminucion de la
cantidad de alumnos que no logran cursar con éxito la asignatura.
Esto se revela en las diferencias registradas en el porcentaje de alumnos
desertores, insuficientes y aprobados en los grupos de representacion
matematica baja y alta; en la asociacion que existe entre la condicion final
del alumno en la asignatura y la representacion que tiene de la matematica; y
en la existencia de diferencias significativas en las calificaciones de los
alumnos de los grupos de representacion matematica baja y alta que arroja el
test “t para dos muestras’ .

» Un fracaso anterior en el estudio de la asignatura Matemadtica incide
negativamente en la valoracion que el alumno tiene de la matematica.
Esto se pone de manifiesto en las diferencias observadas en los promedios
de la variable que mide la representaciéon matematica en los grupos de alum-
nos recursantes y no recursantes y en la asociacion que existe entre la re-
presentacion matematica y la condicion de ser recursante.



B Pig. 88 B Eoucacionmateminica M Vol. 11 No. 3+ Diciembre1999 M ©GEI R

Estas observaciones nos inducen a pensar que la representacion que el alum-
no tiene de la matemadtica es uno de los factores que influye en su rendimiento académico
en el drea de Matemadtica del primer afio de la universidad.
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Resumen: En este articulo presentamos un acercamiento elemental a la divergen-
cia a infinito de la serie armonica Z:Zl % asi como a su comportamiento asintotico,
el cual esta relacionado con la funcion logaritmo natural y la famosa constante
g de Euler. La representacion grdfica de las sumas parciales de la serie, la cual
obtuvimos con Mathematica, no solamente es un elemento revelador del comporta-
miento asintotico, sine que puede jugar un papel importante en la adquisicion de

este conocimiento.

Summary: In this paper we examine the divergent behavior to infinity of the har-
monic series Z'::l% as well as its asymptotic behavior which is related to the
natural logarithm function and the well-known Euler’s constant. The graphic re-
presentation of the partial sums of the series, obtained with the aid of Mathematica,
not only reveals fundamental features of the asymptotic behavior, but it might play
an important resource in the acquisition of that knowledge.

Introduccion

Hoy en dia las computadoras personales son una excelente herramienta para incursionar
en las matematicas. Mucho de lo que antes no nos atreviamos a hacer, por ejemplo,
tediosos calculos y graficas inimaginables, ahora es completamente posible.

Podriamos decir que las computadoras personales estdn modificando los
procesos de aprendizaje y el mismo quehacer matematico. Por una parte, durante el
aprendizaje de las matematicas, la graficacion de funciones y realizacion de laborio-
sos célculos, en ocasiones convertidas en intenciones frustradas, pueden ser determi-
nantes para la mejor comprension y aprehension de conceptos y resultados. Por otra
parte, en el quehacer matematico las graficas o resultados numéricos pueden ser
reveladores de situaciones o fendmenos interesantes. En el presente articulo la gra-
fica de las sumas parciales de la serie armonica, la cual obtuvimos con Mathematica,
juega este papel dual: nos permite descubrir el comportamiento asintotico de la serie
armoénica y ayuda al aprendizaje del resultado matematico correspondiente. Si bien
la grafica no muestra el resultado de manera estricta, y mucho menos una demostra-
cién, si comunica el significado del comportamiento asintdtico de la serie.
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Es usual que los libros de texto universitarios atiendan principalmente la
divergencia a infinito de esta serie, probablemente porque la prueba se reduce a una
agrupacion adecuada de sus términos y el comportamiento asintotico requiere un
poco mas de teoria sobre sucesiones. Por esta razén, ademas de ilustrar graficamente
el comportamiento asintdtico, presentamos una prueba analitica, misma que ha sido
inspirada en las propiedades graficas. La divergencia a infinito se obtiene como coro-
lario inmediato de este comportamiento.

Divergencia de la serie arménica )~ 1. Es conocido el hecho de que la
serie armonica diverge a infinito. La prueba que comunmente se encuentra en los
libros de texto, se basa en la siguiente agrupacién de sus términos

< 1 _]:. l.*.l _1.+l+_1_+}. l+_]'_+ +_1_
Yeai=lHz/t 3t sttt rlotot Tt

Precisemos como se construye esta agrupacién. Cada expresion entre paréntesis
es de la forma

cr= 1 1 4 1
kT QT T T g 2R T ok T

1 1 1

= + 4 e 4+ =

2T +1 242 2

paraf > 1.
Por ejemplo, para k = 1 obtenemos el término % Para k = 2obtenemos
,_1{ + %, etc. ,

La expresion anterior define la sucesion cy, ¢, c3, ... El primer término

de la serie que es igual a 1 no estd incluido en esta sucesion, para incluirlo defi-
namos ¢y = 1.0bservemos que para k > 1,la formula para c, tiene 2k ~ ! sumados, de

1 ’
los cuales el menor es % » asi que

ck22k'121 =% k> 1).

Pero también es cierto que , por lo tanto tenemos

el _& 1,1 1
2, = S+ 4. =
n=i h’ kgock_ 2 2 2’
+1 veces
es decir . m o+ 1
>
kgock_ 2
Por lo tanto
lim ¥ ;> lim M52 =
m—)wkzl m
De donde

Esto prueba que la serie armonica diverge a infinito.
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Representaciéon grifica. Una conjetura. La divergencia a infinito de una suce-
sién creciente puede darse con diferentes “velocidades”, por ejemplo x,, = log m
tiende a infinito mas lentamente que y,, = " y la divergencia de esta tltima todavia
es mas lenta que la sucesion z™ = e™. Esto lo deducimos de la comparacion de las
funciones x(f) = log t, y(f) = t* y z(t) = €',pero las graficas correspondientes dan
cuenta de ello.

Para tener una idea sobre como tiende a infinito la serie armonica, grafi-

., . LA | .. s .
quemos la sucesién de sumas parciales s,, = Y, —. La siguiente grafica la obtuvimos
n

n=1

con Marthematica haciendo m = 1,..,100.

20 40 60 80 100

Si bien se trata de un conjunto discreto de puntos, éstos “describen” una curva
muy parecida a la familiar grafica de y = log x, ;no le parece?

Graficando en el mismo sistema de ejes cartesianos la funcién y = log x,
obtenemos

20 40 60 80 100

Segtn la figura, podriamos conjeturar que los puntos de la sucesion se en-
cuentran sobre una traslacion de la grafica de y = log x. En la siguiente seccién anali-
zamos esta situacion.
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Comportamiento asintotico. Constante g de Euler. La grafica anterior sugiere que
estudiemos la diferencia

1 1
sp—logn=1 3 +...+ ;—logn,
Dado que log n podemos representarlo por
i
_ 1
logn J . —';a'u,
con el propdsito de combinar este término con la sumatoria

Y

2 n
expresemos cada sumando como una integral definida apropiada. Esto lo hacemos
en la siguiente proposicion, en donde denotamos por la parte entera de x, esto es, €l
mayor entero que no excede a x. Por ejemplo, y .

Proposicion. Para todo entero n > 2, tenemos

",
(I)L_1 = 1,

n
(2)1+%+...+ —rl;—longn=1+jl %—fdx

DEMOSTRACION:
PRUEBA DE 1): Dado que [x] = n—1 para tenemos

n n n - 1
f [—xg] dx =J —5—dx
n— n—1

1 X

Por lo tanto
n
J [)—czl dx = l
n-1 X n

Esto prueba el inciso 1).

PRUEBA DE 2): Del inciso 1) se sigue

2 n n
1 1 X X
el + = — =]+ + ... —_
1+2+... - longn=1 f] L21x dx +f | Lilx dx flﬂ
n n
X 1
= + — _—
1 flurdx jlxdx'

1 1 "Ix] - x
I+ >+ + - =1+ dx.
3 p longn=1 fl[—]—;_r

Es decir.
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Esto prueba el inciso (2) y por lo tanto la proposicion.
Dado que para todo entero positivo n se cumple

e e 3

1 2 17 1 e 1 n’

tenemos fn
IX!—X

X

dx<1

J1

' para toda , por lo tanto, se sigue de los teoremas sobre integrales impro-
pias (Apostol 1967, pag. 418) que la integral

J = Ix] - x
1
es convergente.

La existencia de la integral impropia (1) implica a su vez la existencia del

lim[l+%—+---+-’1;—logn}=l+fl - x g @)
X

n—yoo

dx (1)

limite

Otra prueba de este hecho también aparece en Apostol (1967, pags. 404-
405), Rivera (1993, pags. 50-52) y a nivel de problema es planteado en Spivak (1980,
pag. 430)

El limite del miembro izquierdo de (2) es conocido como la CONSTANTE
yDE EULER vy, segin la relacion anterior, podemos expresarla como

A continuacién presentamos los primeros 24 decimales de ¥, los cuales
obtuvimos con Mathematica:

y=0.5772156649015328660606512...

Es notable que a la fecha ain no se sabe si g es racional o irracional. La relacion

, 1 1
+ -+ 4+ = =
13-+ Lot -0
la describimos diciendo que la serie arménica Y, % tiende asintéticamente a ¥ + log n.
k21 ’

. . . " ”» n l :

En lenguaje menos preciso, decimos que “a la larga” X 7 ©S aproxima-
damente y escribimos . 1
E 7= y+ log n,
k=1 k

Por ejemplo, si deseamos calcular la suma para n = 1000, esto es %, 1)% %,

podemos usar como aproximacion

¥+ 1og1000 = y+ 3logl0 = 0.577 + 3(2.3) = 7.487.
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El valor que se obtiene con Mathematica para la suma es 7.48547, asi que
el valor que hemos obtenido es bastante aproximado a este ultimo.

Tenemos efltonces que para n “grande”, los puntos correspondientes a la
sucesion sn = Y, + , se encuentran aproximadamente sobre la grafica de la funcién
fx) =y + log x. Est];(i se obtiene trasladando hacia arriba la gréfica de log x una can-
tidad ¥, como lo habiamos conjeturado a partir de las graficas que obtuvimos con
Mathematica.

En la siguiente figura presentamos conjuntamente la gréfica de la sucesion y
la de la funcion , donde se muestra el comportamiento asintotico de la serie. Observe-
mos que en nuestra escala, para n = 40 los puntos de la serie se encuentran practica-
mente sobre la curva.

5 ................................
al
3
2
20 40 60 80 100
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Resumen. Los autores consideramos fundamental el incorporar las herramientas in-
Jormaticas al proceso de formacion de profesores de Matematicas. Hacemos una re-
flexion sobre como utilizarlas, y acerca del lugar que deben de ocupar. Este enfoque
tedrico lo concretamos en dos ejemplos del uso que podemos hacer de estas herra-
mientas dentro de la ense anza/aprendizaje de las Matematicas.

Abstract. The authors we consider fundamental to incorporate it the data processing
tools into process of teachers training of Mathematics. We make a reflection on how
to use them, and about of the place that they should of occupying. This theoretical
approach we fulfill it in two examples of the use that be able to do of these tools
within the teaching and learning of the Mathematics.

Introduccion

Los autores de este articulo queremos manifestar la importancia de introducir en los
programas de formacion de profesores (en Matematicas y en Didactica de las Mate-
maticas) la utilizacion del ordenador. No s6lo consideramos necesario introducirlo como
un material didéctico, sino que consideramos que para una verdadera integracion es
necesario utilizarlo para “hacer” matematicas y para dar significado a las reglas y he-
chos mateméticos. Los profesores no soélo deben conocer la materia (en este caso las
matematicas), también deben conocer como ensefiarla, aspecto que incluye el cono-
cimiento sobre como trasladar las nociones matematicas a formas comprensibles para
los alumnos (Conocimiento Didactico del Contenido, Marcelo 1995; Blanco 1996), siendo
los Sistemas de Célculo Simbdlico (SCS en adelante) y los programas de simulacion
geométrica un buen vehiculo para ello. Son coadyuvantes en la labor del profesor de
matematicas, tanto en el trabajo de planificaciéon como en actuacion en el aula.

Podemos introducir en esta situacion de formacion lo que denominaremos
contexto pedagdgico que podemos describir como sigue “los estudiantes para profesor
no sélo deben saber utilizar los conceptos matematicos en situaciones de la vida coti-
diana (contextos significativos para sus alumnos), sino que los propios conceptos
matemaéticos forman parte de su vida cotidiana (contexto significativo para el profesor).
En este contexto tiene sentido el estudio per se de los conceptos matematicos.
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Utilizaremos dos ejemplos para mostrar las ideas que presentamos en este
articulo. El software que utilizamos es un SCC como Derive y un programa de simulacion
para geometria, Cabri II. El primero de ellos es una herramienta para las matematicas
cuya finalidad no es educativa que integra elementos de tres tipos:

—  Elementos de calculo: numérico, matricial, y funcional.

— Elementos de representacion grafica: tanto en dos como en tres dimen-
siones; el propio sistema detecta el tipo de grafico a utilizar.

- Elementos de programacion, siendo poco versatil y limitado a aspectos
funcionales fundamentalmente.

El segundo de ellos es un programa expresamente disefiado para el aprendizaje
de la Geometria. Permite realizar “construcciones” geométricas que van mas alld de los
meros dibujos realizados con lapiz y papel. En las construcciones se conservan invariantes
las propiedades al manipular los objetos que aparecen en las mismas. Intentamos sacar
el maximo rendimiento de cada uno de ellos en los aspectos que pueden beneficiar el
aprendizaje matematico dentro del contexto pedagdgico, sin insistir en las posibilidades
de tipo procedimental que presentan los SCS:

suministrar ejemplos,
dar significado a conceptos definidos simbdlicamente,

generar y aceptar/rechazar conjeturas (respondiendo a preguntas del tipo
“;qué ocurre si...”),

producen un rapido feedback en la interaccioén alumno-medio-contenido,
manejar simultaneamente distintas representaciones, y
establecer conexiones.

Esta combinacion de software no es extrafia en proyectos para utilizar el or-
denador en la ensefianza de las matematicas (Artigue y Lagrange, 1997; Schumann,
1997 y Bowers, 1997).

Un primer paso: Bases tedricas

Todos los ligados de alguna forma a la ensefianza/aprendizaje de las matematicas
(profesores, investigadores, en definitiva educadores matematicos) somos conscien-
tes de las dificultades que encierra. Pueden alegarse muchas causas, pero en una esta-
mos casi todos de acuerdo, la naturaleza de algunos conceptos matematicos, su grado
de abstraccion, y los procesos inherentes a la formacién/construccion de los mismos;
por ejemplo, el concepto de funcidn, con sus diferentes representaciones (verbal, gra-
fica, algebraica o tabla de valores), los conceptos asociados (idea de variable, covariacion,
dominio...), su doble vertiente proceso-objeto (Dubinsky, 1991) u operacional-estructural
(Sfard, 1991).

Si tenemos en cuenta que los conceptos matematicos se forman a partir de la
experiencia con ejemplos y contra ejemplos del mismo y que de esta manera los
estudiantes forman la imagen del concepto (concept image), que abarca la estructura
cognitiva completa que estd asociada con el concepto, que incluye todas las represen-
taciones mentales y propiedades y procesos asociados (Tall, 1992). El concepto imagen
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es el que es evocado para resolver problemas (Tall y Vinner, 1981). Dentro del programa
de formacién de profesores (y en todo ambito de la ensefianza de las Matematicas) de-
bemos ayudar a construir una amplia imagen del concepto y a este fin contribuyen las
herramientas informaticas suministrando ejemplos y contra ejemplos no prototipicos,
elementos basicos para la intruccion de las matematicas. La seleccion de ejemplos es
un arte en la ensefianza de las matematicas (Leinhardt, Zaslavsky y Stein, 1990).

Skemp (1971) sefialé que los conceptos matematicos no son conceptos prima-
rios en el sentido de que provengan directamente del entorno, sino que son conceptos
de orden superior, es decir los propios ejemplos del concepto ya son dificiles de com-
prender. Es necesario por lo tanto utilizar varios ejemplos y contra ejemplos para abstraer
de los mismos los elementos comunes. Podemos denominar abstraccion de la invarian-
za a este proceso. Es un proceso clave para la formacion de las nociones matematicas.

Ahora bien si los conceptos y nociones matemdticas necesitan ejemplos para
su comprension ;como suministrar los mismos a los estudiantes?. Una primera respuesta
puede venir a través de los materiales, que en sentido amplio incluyen los programas
de software; ademas estos materiales deben formar parte de los contenidos de forma-
cion de profesores (Fennema y Franke, 1992).

Pensamos que la utilizacion de SCS, tales como Derive, Maple, Mathematica,
nos permiten que la instruccién se centre en la comprension de los conceptos y pro-
cedimientos, dejendo en un segundo plano el aspecto instrumental/procedimental de
los algoritmos. Parte fundamental de este cambio es el papel desempeiiado por las dife-
rentes representaciones de los conceptos. Con los SCS pueden utilizarse representacio-
nes distintas de la algebraica, tales como las representaciones graficas, pudiendose
establecer conexiones entre ellas no imaginadas hace una década. Los SCS nos permiten
utilizar representaciones graficas que con los métodos algebraicos eran inalcanzables
(por tiempo, dificultades...).

Dugdale (1993) considera que la mas espectacular y extensa influencia sobre
el trabajo de los alumnos con funciones y graficas ha sido la reciente proliferacion de
programas de ordenador con herramientas graficas, tales herramientas han facilitado
el moverse desde centrarse en el calculo y representacion de valores concretos a cen-
trarse en la grafica de la funcion. El disefio de tareas debe buscar la complementaridad
entre los distintos modos de representacion, huyendo de la compartimentacion de las
distintas representaciones.

No s6lo los SCS estan permitiendo esta atencion a la comprension y al esta-
blecimiento de conexiones y traslaciones entre distintos sistemas de representacion,
programas de simulacion geométrica, tales como Cabri-Géométre II, juegan un papel
muy importante en el terreno de los conceptos geométricos y en la posibilidad de es-
tablecer conexiones entre la geometria y el dlgebra. Estos programas se basan el dina-
mismo de las figuras y en la conservacion de las propiedades y relaciones.

En este sentido Schwartz (1994) considera que la geometria puede ser enseiia-
day aprendida en entornos informaticos. Pone como ejemplo el caso de las tres medianas
de cualquier tridngulo que se cortan en un punto. La dificultad que nos encontramos
es que no es posible dibujar cualquier tridngulo, sino un tridngulo concreto. El software
geométrico puede solventar este problema, ya que permite desplazar cualquier vértice
del triangulo y conservar las relaciones. El programa permite de este modo dibujar “cual-
quier” tridngulo.

Subyace el principio de variabiliad matemética: los conceptos mateméticos
que encierren mds de una variable deben ser estudiados mediante experiencias que
supongan ¢l manejo del mayor ntimero de variables (Dienes, 1970).



B Pag. 98 M Epucacion matemitica M Vol. 11 No. 3 - Diciembre 1999 B © GEI W

La utilizaciéon de forma regular del ordenador en las clases de matematicas
trae consigo un cambio en las tareas a realizar por los alumnos en todos los niveles,
incorporar el ordenador para plantearse cuestiones distintas y las cuestiones tradicio-
nales se pueden contemplar desde otro punto de vista. La inclusidn de nuevas tecnologias
conlleva un cambio en el curriculum. Un intento de reformulacion puede encontrarse
en Addenda Series (NCTM; 1995): Algebra in a technological world, donde se plan-
tea organizar el dlgebra escolar entorno al concepto de funci6n, familias de funciones y
modelizacién matematica.

Con un SCS los alumnos pueden explorar la grafica de una funcién como si
dispusiesen de un microscopio para examinar las propiedades locales; pero también
pueden estudiar el comportamiento global como si del gran angular de una cdmara
fotografica se tratase. Pueden con un software como Cabri, plantearse situaciones
geométricas y formular conjeturas impensables sin él. Ademas puede ayudar a los alum-
nos a compensar las dificultades que encuentren en el aspecto procedimental, permi-
tiéndoles continuar el aprendizaje (Artigue, 1997).

En nuestra opinion, Dubinsky (1996) plantea uno de los més importantes
motivos para usar el ordenador en los procesos de ensefianza y aprendizaje de las
matemdticas: dar existencia a los conceptos matematicos y a sus representaciones de
forma que sean manejables y ttiles. El ejemplo propuesto para Derive, muestra cémo
considerar una funcién como un objeto susceptible para ser manipulado.

A pesar del entusiasmo que podemos reflejar al escribir este articulo y al ha-
cer innovaciones curriculares en el programa de formacién de profesores, somos cons-
cientes de que usar el ordenador en el aula de matematicas puede causar algunos
problemas y desajustes entre lo que pretendemos y lo que ocurre.

Un primer problema es que los alumnos se centren mas en el instrumento (or-
denador y software) que en el propio contenido. Este problema puede aparecer siempre
que se presenta algin tipo de innovacidn para la relacion con el contenido matematico.
Otro problema que se puede plantear son las propias limitaciones del software en rela-
cion al contenido matematico. En este sentido es el propio contenido matematico el
que puede paliar las deficiencias de los programas asi como el perfeccionamiento de
los mismos. La investigacion y el debate dentro de la comunidad cientifica planteara
soluciones a estos y otros problemas que se plantean. El esfuerzo que requiere pensa-
mos que merece la pena.Ya que es preciso que se planteen estas cuestiones y dar
pasos hacia adelante. Sélo a través del planteamiento de problemas y la bisqueda de
soluciones es posible la construccidén del conocimiento.

Segundo paso: Ejemplos concretos

En este apartado vamos a considerar dos ejemplos de como puede emplearse para la com-
prension matematica el software al que nos hemos referido anteriormente. Los dos pro-
gramas han sido utilizados en cursos de matematicas a nivel universitario con estudiantes
para profesor de Educacién Primaria, en cursos de formacion inicial y permanente de
profesores de Enseflanza Secundaria, y tienen plena cabida en la Ensefianza Secundaria.

Ejemplo 1. Estudio grafico de la conducta de una funcién (no definida en 0 y con una
discontinuidad no evitable), conducta local en un entorno de cero y conducta en el infinito
(comportamiento asintotico, se le da significado grafico a la nocion de rama infinita, que
en lenguaje algebraico viene determinada por un limite). Esta tarea es impensable sin
utilizar un SCS.
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Para esta tarea hemos utilizado tres ventanas, la primera algebraica para in-
troducir la funcion sen(1/x) y las otras dos graficas de tipo 2D. Para poder hacer este
analisis hemos utilizado diferentes escalas en las ventanas segln el objetivo perseguido.

Para definir las ventanas 2 y 3, hemos utilizado el siguiente arbol de coman-
dos: ventaNa, Seccionar, Verticalmente, en la columna /8. De esta forma obtenemos
una ventana algebraica, que pasamos a ella con ventaNa, siguieNte que definimos grafica
de 2D con ventaNa, Definir, 2D-plot. Dentro de la ventana 2, seccionamos de nuevo,
pero horizontalmente, en la fila 12, obteniendo asi la tercera.

Para representar la funcion en las ventanas 2 y 3, utilizamos el comando rePre-
sentar. El cambio de escalas se realiza con el comando eScala, introduciendo el factor
de escala en cada eje. En la ventana 2, parael eje x es 5, y el eje y es 1. En la ventana
3 el factor puede “leerse” en la figura, ya que es la ventana activa. También es posible
utilizar el comando Zoom. Si s6lo hubiesemos utilizado la representacion de la venta-
na 2 o de la ventana 3, la grafica de la funcién no seria correcta. De forma inocente
utilizar una Ginica ventana puede servir para “ilustrar” la ilusion de esta forma de repre-
sentar funciones.

Segun el trabajo de Leinhardt, Zaslavsky y Stein (1990) esta tarea se clasifica
como tarea de interpretacion con escalas.

Ejemplo 2: Vamos a resolver el siguiente problema:

Consideremos todos los tridngulos de base constante 8 cm. y con perimetro 20 cm.,,
(cudl tiene mayor drea?
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El programa de simulacion geométrica Cabri 11 permite el analisis y resolucion
de este problema.

Fase 1.

Comenzamos construyendo un segmento mediante el comando Segmento. Con Eti-
queta, denominemos A y B sus extremos. Midiéndolo con el comando Distancia y
longitud nos dard un valor, €l cual al mover un punto del segmento con el Puntero
podremos adecuar a 8 cm. Con el comando Comentarios podremos identificar Longi-
tud AB este valor. .

A continuacidn, con el comando Tridngulo, tomando los vértices A y B del
segmento construido como vértices del mismo, construiremos el tridngulo con otro punto
C, cuyo perimetro mediremos de forma automdtica mediante el comando Distancia
y longitud que al acercar el cursor nos preguntara si lo queremos medir.

Tomando de nuevo el Puntero, al ir moviendo el vértice C, conseguiremos ob-
tener el perimetro (20 cm.) deseado.

Ahora, mediante el comando Area, podemos medir el 4rea del tridngulo.
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FIGURA 1

Tenemos asi construido un primer caso particular del tipo de tridngulo indica-
do en el problema. (Figura 1).

Fase 2.

Si “movemos” el punto C de manera que no se modifique el perimetro del tridngulo,
vemos como el area si va siendo diferente.
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Cabri II permite mediante el comando Tabulacion, crear una tabla en la que ir
anotando los valores que corresponden a las areas de los distintos tridngulos particulares
que cumplen las restricciones del problema.

Al tener un determinado tridngulo que tenga por base 8 cm. y perimetro 20 cm.,
marcaremos con Punto el correspondiente punto, que iremos etiquetando como C1, C2,
C3, C4, ... e iremos tabulando. (Figura 2).
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FIGURA 2

Fase 3.

Los puntos C1, C2, C3 ... que hemos ido construyendo en la pantalla, ;definen algin
tipo de conica?

Para responder a esta pregunta, Cabri II dispone de un comando denominado
Conica que con cinco puntos determina el tipo de conica que los contiene.

En este caso, determinan una elipse, como lugar geométrico de los puntos del
plano cuya suma de distancias a los puntos A y B es constante e igual a 12 cm.

La correspondiente elipse permite ver la solucién del problema. El tridngulo de
mayor érea es el isdsceles cuyo tercer vértice esté situado sobre le elipse en el semieje

menor. (Figura 3)
Asi pues el 4rea maxima es :

@mﬁ = 4*2./5cm? = 17.84 cm?
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este trabajo. Los errores que se puedan encontrar son responsabilidad de los autores.
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Resumen. E! presente trabajo trata sobre el modo en que conviene ponderar los itemes
en la elaboracion de la calificacion para un mejor aprovechamiento de la informacion
obtenida con una prueba de rendimiento. Se explica la metodologia después de intro-
ducir algunos conceptos elementales y se ilustra con un ejemplo de aplicacion a datos
reales. La metodologia que se propone se fundamenta en uno de los modelos de la
Teoria de Respuesta al Item (TRI), que constituye un enfoque psicométrico mas moder-
no que la Teoria Clasica de Tests (TCT). El propdsito de este trabajo es explotar las
ventajas de una y otra y usar la relacion entre ellas para obtener una buena pondera-
cion de los itemes de una prueba. La metodologia consiste en utilizar los pesos optimos
que provee la TRI y calcularlos aproximadamente usando coeficientes definidos en el
marco de la TCT.

Abstract. This paper describes the most convenient method for item weighing to be
applied when a score system is devised, in order to attain a better use of the information
collected with a performance test. The methodology is explained after introducing
some basic concepts and an example of application to actual data is provided. The
methodology advanced is based on one of the Item response Theory (IRT) models, which
is a more up-to-date psychometric approach than the Classical Tests Theory (CTT).
The objective of this work is to take advantage of the best aspects of both theories and
to use their relationship so as to reach a good weighing of test items. The methodo-
logy consists in using the optimum weights provided by the IRT and to calculate them
using coefficients defined within the frame of the CTT.

Introduccion

Una etapa importante en el proceso de ensefianza - aprendizaje es la evaluacion del
rendimiento. Sin duda el “buen criterio” del profesor es insustituible en la eleccidn de

! La investigacion que se presenta en este articulo fue realizada con subsidios de la Universidad de Buenos Aires (UBACYT
TP02), del Consejo Nacional de Investigaciones Cientificas y Técnicas (CONICET PIP4423) y de la Agencia Nacional
de Promocién Cientifica y Tecnolégica (PICT04-04704).
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los contenidos por evaluar, en el modo de formulacion de las preguntas y en la ma-
nera de asignar una calificacion en funcién de las respuestas de los alumnos; pero algu-
nas técnicas que proporciona la psicometria pueden mejorar considerablemente la
calidad del proceso de evaluacion. Ha de tenerse conciencia de que dicha evaluacion
es el resultado de una “medicién” cuya calidad depende no s6lo de la bondad del
instrumento —la prueba— sino también del aprovechamiento de la informacion obteni-
da de la misma a la hora de asignar las calificaciones.

La construccion de buenos instrumentos de medicién requiere de dos etapas:
la elaboracion propiamente dicha, cuyos criterios de disefio pueden hallarse en Ebel
(1977), Mehrens y Lehmann (1982), y el analisis posterior de la misma a partir de los
resultados observados una vez que fue administrada a un conjunto de sujetos. El anali-
sis de la prueba se lleva a cabo con auxilio de la estadistica y el mas sencillo, accesible
aun para legos en la materia, consiste en examinar algunos indices basicos que provee
la Teoria Clasica de Tests (TCT). Esta se desarrollé sobre la base del modelo lineal
de puntuaciones de Spearman (1904) y ha alcanzado gran difusién. Al respecto pueden
consultarse Cortada de Kohan (1968), Muiiiz (1992) y Santisteban Requena (1990).

Una vez que la prueba es administrada, el profesor debe decidir qué califica-
ci6n asignar a cada alumno segun su desempefio. Un criterio usual y simple es clasificar
cada respuesta como correcta o incorrecta y obtener la calificacion como el nimero
de respuestas correctas transformada en la escala vigente de calificaciones; por ejemplo,
si la prueba consiste de veinte ejercicios y la escala de calificaciones es de 0 a 10, al
alumno que tiene 14 respuestas correctas se lo califica con 7. Este criterio otorga a cada
ejercicio o item el mismo peso: todos valen igual. Pero si las preguntas tienen distin-
tos grados de dificultad el profesor puede considerar razonable asignarles puntajes
diferentes y darles mds “peso” en el puntaje total a unos itemes que a otros. Los profeso-
res suelen asignar estos pesos con un criterio que depende fundamentalmente de su
experiencia, por cierto valiosa, pero no totalmente objetiva.

El presente trabajo trata sobre el modo en que conviene valorar cada ejercicio
para un mejor aprovechamiento de la informacion obtenida con la prueba. Se explica
la metodologia después de introducir algunos conceptos elementales y se ilustra con
un ejemplo de aplicacién a datos reales. La metodologia que se propone se funda-
menta en uno de los modelos de la Teoria de Respuesta al ftem (TRI). Esta teoria
constituye un enfoque psicométrico mas moderno que la TCT. Sobre la base de tra-
bajos pioneros, fue desarrollada por separado por Bimbaum (1968) y Rasch (1960).
No es el proposito de este trabajo ahondar en la comparacién de ambas teorias sino
explotar las ventajas de una y de otra, mas aun, la relacion entre ellas, para obtener
una conveniente valoracién de cada ejercicio de una prueba. Si bien la TRI es desde
el punto de vista teorico superior a la TCT y posibilita interesantes aplicaciones que
detalla Lord (1980), en contrapartida requiere de un trabajo computacional mayor
que hace imprescindible el uso de softwares especificos —fuera del alcance de la ma-
yoria de los profesores— y de un gran niimero de sujetos a los cuales administrar la
prueba. Sin embargo, bajo ciertas condiciones que seran sefialadas oportunamente,
ambas teorias pueden relacio-narse y asi aproximar ciertos resultados de la TR, difi-
ciles de obtener, mediante la TCT. La metodologia consistira, por tanto, en utilizar los
pesos optimos que provee la TRI y calcularlos aproximadamente usando coeficien-
tes definidos en el marco de la TCT.
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Modelos psicométricos

Modelo Lineal de Puntuaciones. Introducido por Spearman (1904), es la base de la
Teoria Clasica de Tests. Su formulacidn es:

X=V+e¢
donde

X es el puntaje observado de un individuo, elegido al azar de una poblacién,
al administrarle un test.

V es el puntaje verdadero que le corresponderia a dicho individuo en el test si
la medicion se realizara sin error.

€ es el error de medicion.

Fijado el sujeto, su puntaje verdadero es un valor fijo pero tanto el puntaje
observado como el error de medicion varian aleatoriamente.

Definicion

Se dice que dos conjuntos de puntuaciones X y X' son medidas paralelas si se cum-
ple que

X=V+egy X=V+¢ con V=V y Var(e = Var(e')

Supuestos

E(e/V) =0
Var(e/V) = Var(e)
Cov(g, €') = 0 para toda medida paralela X'

Donde E(/), Var(/) y Cov son la esperanza condicional, varianza condicional y cova-
rianza matematicas respectivamente.

Inferencias acerca de las puntuaciones verdaderas

Si a los supuestos generales del modelo lineal se agrega el de la distribucion normal
bivariada de sus componentes X y V, pueden inferirse las puntuaciones verdaderas
a partir de las observadas mediante la siguiente ecuacion de regresion lineal:

Ov

V = E(V/X) = Pxv g,

(X - px) + wy (1]

A : ., .
donde V es el puntaje inferido mediante 1a ecuacion de regresion, es la correlacion li-
neal entre los puntajes observados y los verdaderos, Ly, Ly, Px Y Py SON SUS COITESpon-
dientes medias y desviaciones estandar.
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Indices caracteristicos de los itemes que componen un test

Son pardmetros caracteristicos de los itemes que se utilizan en la etapa de construccion
del test llamada “analisis de itemes”. Sobre la base de estos resiimenes se seleccionan
los mejores itemes para integrar un test a partir de pruebas piloto.

Indice de dificultad del item i (p)

Es la frecuencia relativa de respuesta correcta al item i. La interpretacion es obvia, ya
que estima la proporcidn de sujetos en la poblacién que es capaz de contestar correc-
tamente al item. Ebel (1977) y Hurtado de Mendoza (1982) recomiendan llamarlo in-
dice de facilidad.

Coeficientes biserial puntual (r;x), QEX y biserial (r;x)

El coeficiente biserial puntual 7;yes el coeficiente de correlacion de Pearson? entre el
item i (dicotdmico) y el puntaje total en la prueba que lo contiene. Cuanto mds alta es
la correlacién mejor representa el item a la prueba. Sin embargo, esta correlacién se ve
favorecida por la presencia del item en la prueba; para corregir esta influencia y tener
una medida mas real de su representatividad se calcula el indice QEX (Question Eva-
luation Index) que es el coeficiente de correlacion Biserial Puntual entre el item y los
puntajes totales de la prueba excluyendo al item.

El coeficiente biserial es la correlacion de Pearson entre un item que no es
dicotomico por naturaleza sino una dicotomizacion de una variable continua con dis-
tribucidon normal. Se relaciona con el biserial puntual mediante la siguiente expresion:

rix = rix Api(l = pi)ly
donde y es la ordenada correspondiente al valor de la puntuacion tipica en la curva
normal que deja por debajo un 4rea iguala 1 — p;.
Una manera sencilla de calcularlo es mediante la formula

X—a—X—X i/
rig = (a2 P 2]

donde:

X, es el promedio de la cantidad de respuestas correctas de los individuos
que contestaron bien al item.

*  Xes el promedio de la cantidad de respuestas correctas de los sujetos.

» p;es el indice de dificultad definido por la TCT: el nimero de sujetos
que respondieron correctamente al item dividido el total de sujetos.

» En la tabla del apéndice se encuentra el valor de p/y conociendo p. y es
la ordenada correspondiente a la abscisa z en una distribucion normal
estandar que deja debajo de si un drea iguala 1l - p;.

2 E] coeficiente de corrleacion de Pearson es una medida entre ~1 y | para cuantificar el grado de relacién lineal entre
dos variables.
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» S, es el desvio estandar de la cantidad de respuestas correctas, cuya for-

mula es
X2 — nX?
som R (3]
donde:

- X es la cantidad de respuestas correctas del individuo i.
- Xesel promedio de la cantidad de respuestas correctas de los sujetos.

El coeficiente biserial varia entre —1 y 1. Cuanto mas alta es la correlacion
mejor representa el item a la prueba.

Indice de discriminacion (ID;)

Es de esperar que un item bien construido sea contestado correctamente con mayor
frecuencia por los sujetos de puntajes superiores que por los de puntajes inferiores. Por
ello se define

ID; = (S-I)T

donde S e I son el niimero de sujetos que contestan correctamente el item 1 corres-
pondientes a los grupos de sujetos con puntajes superiores e inferiores respectiva-
mente y T es la cantidad de sujetos de cada grupo. Este indice varia entre -1 y 1. Un
item se acepta cuando el indice de discriminacién es positivo y es mejor cuanto mas
cercano a uno. Existen distintos indices de discriminacién segin la regla empleada
para determinar la cantidad T. D’Agostino & Cureton (1975) demostraron que el
21,5% maximiza el indice de discriminacion.

*  Modelo Logistico deTres Parametros. Es uno de los modelos de la Teoria
de Respuesta al Item. Su formulacién es:

l1-¢
PLO) = ¢ + T DaEm

donde

O es el rasgo latente que se desea medir con el item i, por ejemplo, el nivel de
conocimientos alcanzados por un estudiante en un determinado tema. El origen y uni-
dad de la escala de g son arbitrarios; es decir, estdn indeterminados.

P,(0): funcion caracteristica o de respuesta al item i. Es la probabilidad de
contestar correctamente el item i para un nivel dado de 6. Su gréfica se denomina
curva caracteristica del item.

b; : indice de dificultad del item i. Coincide con el valor 6 necesario para
tener probabilidad 0,5+ cy/2 de contestar correctamente el item 1.

a;: indice de discriminacion del item i. Es proporcional a la pendiente de la
recta tangente en el punto de inflexién de la curva caracteristica del item, salvo el
factor I-c;.
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¢;. indice por azar del item i. Es la probabilidad de contestar correctamente
el item 1 cuando el nivel de habilidad 8 tiende a — . (Valor asintético de P(0)).

D: es un factor de escala. Para D =1,7, las curvas logisticas de los modelos
de uno y dos pardmetros difieren de las correspondientes al modelos de de ojiva nor-
mal?® en menos de 0,01 para todos los valores de 6.

™ v T Y
3 -1 1 3
o]

FIGURA 1. Curva caracteristica de un item de
parametrosa = 1,25b = 0,5 ¢ = 0,25

Cuando ¢; = 0 se tiene el modelo de dos parametros. En este caso el indice de
dificultad b; corresponde al nivel de O necesario para tener una probabilidad de 0,5
de contestar correctamente el item y g; resulta proporcional a la pendiente de la recta
tangente en el punto de inflexion.

Si ademas todos los indices de discriminacion coinciden, pueden considerarse
iguales a 1, con lo que resulta el modelo de un pardmetro o modelo de Rasch (1960).

Por rasgo latente se entiende una variable que por su caracter abstracto no es
directamente observable; por ejemplo, algun tipo de capacidad como la habilidad
matematica, la comprensién verbal, la inteligencia general o, como en la presente
aplicacion, el nivel de conocimientos (rendimiento) alcanzado por un estudiante. Un
item serd maés dificil que otro si se requiere de un mayor nivel de habilidad o conoci-
miento para tener la misma probabilidad de responderlo correctamente; de alli que
b exprese el indice de dificultad del item, ya que puede interpretarse como el nivel
de rendimiento requerido para tener 0,5 de probabilidad de respuesta correcta en los
modelos de uno o dos parametros y 0,5 + ¢/2 en el modelo de tres pardmetros.

Cuanto mayor sea a, mds variara la probabilidad de respuesta correcta por uni-
dad de cambio en el nivel de rendimiento 6, lo que le da sentido a su interpretacion
como indice de discriminacion.

Finalmente, ¢ refleja la probabilidad de contestar correctamente por
azar; por cuanto a niveles nulos de rendimiento (—o<) corresponde alguna probabili-
dad ¢ > 0 de respuesta correcta.

3 Modelo de Ojiva Normal de Tres Pardmetros:
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Supuestos
Independencia local

Significa que la probabilidad de una determinada respuesta correcta al item para
un valor dado de 6 coincide con la probabilidad de dicha respuesta al item para el
mismo valor de 6y de respuesta a cualquier subconjunto de itemes iy, iy, ..., i
En lenguaje matematico,

SiU; =u,i=1,2,...,n,es la variable Bernoulli asociada a la respuesta
al item i, entonces P(U;=u/6) = P(U;= u;/6, u;, .. ) (i#1y, ..., if) 0, equivalentemente,
P(U; =wyy, ..., Uy = uikiB) = P(U;, = u;/6). .. P(Uk Uy 0) (1 #ipsij#k)

Unidimensionalidad

La probabilidad de contestar correctamente a un item depende s6lo de un factor, que
es el rasgo latente. Por tanto, dicha probabilidad queda determinada para cada sujeto
por su nivel del rasgo latente, nivel que se desea estimar por el proceso de medicion.

Lo contrario de la unidimensionalidad es el “sesgo” de un item; esto es, que
de dos sujetos con €l mismo nivel del rasgo latente, uno tenga mas probabilidad de re-
sponder correctamente que otro debido a que hay otro factor implicado.

Lord (1980) afirma que la unidimensionalidad no es un supuesto adicional
a la independencia local, sino que ésta tltima se deriva necesariamente de aquélla.

Funciones de Informaciéon

La TRI permite obtener las funciones de informacion de los puntajes en una prueba y
de cada item. La funcién de informacion del item i es

I(6) =P’%(6) / P{6)Qi(6)

donde P’;(0) es la derivada de la funcién caracteristica P;(6) y Q;(0) es 1-P;(6).

La funcion de informacién del puntaje total en la prueba es la suma de las
funciones de informacién de los itemes que la componen: P2 (6)/ Py(6)Q;(6).

Ellas indican para qué niveles de rendimiento q de los sujetos, el puntaje asig-
nado constituye una medicion mas precisa. Por ejemplo; si la funcion de informacion
del puntaje en una prueba tuviera la forma de la figura 2, indicaria que medird con
mayor precision a los sujetos de rendimiento medio.

\

FIGURA 2. Funcién de informacién de un item
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Aplicaciones de la Teoria de Respuesta al item

En los modelos de la Teoria de Respuesta al ftem se caracteriza a cada item en fun-
cién de sus parametros propios independientemente de como se distribuya el rasgo
latente en la poblacion de sujetos que los contestan y de cudles sean las caracteristicas
del resto de los itemes que componen el test mientras sean unidimensionales; es decir,
mientras midan todos al mismo rasgo en una sola dimensién. Del mismo modo, la me-
dida g caracteristica de cada sujeto no depende de los parametros de los itemes ni
de las medidas de los otros sujetos de la poblacion. Es precisamente esta independen-
cia entre.el instrumento de medicién y los sujetos de la misma lo que hace a la dife-
rencia esencial entre los enfoques de la TCT y de la TRI y constituye su principal ventaja
ya que, si se satisfacen los supuestos, se sigue que:

Fijada una escala para 6, salvo fluctuaciones de muestreo, se obtiene la
misma estimacion del rendimiento de un sujeto cuando es medido por
diferentes subconjuntos de itemes, ain cuando éstos difirieran por ejem-
plo, en sus indices de dificultad. En la TCT, en cambio, la medida del
sujeto es el puntaje verdadero V en un determinado test, la cual serd mas
alta si el test es facil que si es dificil.

La estimacion del rendimiento de un sujeto depende sdlo de sus respues-
tas a los itemes y no de las caracteristicas del nivel de rendimiento en la
poblacion de respondentes, como ocurre en la TCT cuando se infieren
los puntajes verdaderos mediante la expresion [1], que depende de la
media y desvio estandar de los puntajes verdaderos en la poblacion.

A su vez, los parametros de los itemes tampoco dependen de los ren-
dimientos de los sujetos que los responden como ocurre en la TCT
donde, por ejemplo, el indice de dificultad —proporcion de respuestas
correctas al item— variaria entre dos poblaciones de estudiantes que, en
promedio, difirieran en su desempeiio.

Este enfoque permite, pues, interesantes aplicaciones que detalla Lord (1980);

entre ellas:

Elaboracion de bancos de itemes. Un banco de itemes es un conjunto de
itemes calibrados; esto es, itemes cuyos parametros ya han sido esti-
mados. Disponer de un banco de itemes permite seleccionar subcon-
juntos de itemes para elaborar tests con caracteristicas prefijadas (p.e;.
tests para obtener estimaciones mas precisas de la habilidad en determi-
nados rangos de la escala) y elaborar tests adaptativos o “a la medida de
los sujetos”, eligiendo para cada sujeto los itemes que arrojarin medicio-
nes mas precisas de su rasgo. Estas aplicaciones se basan en las funciones
de informacion de los itemes y del test.

Estudio del Funcionamiento Diferencial del ftem. El sesgo de los tests
es un problema clasico y se refiere a la posibilidad de que ciertos sujetos
se vean desfavorecidos con respectos a otros al ser medidos en una
determinada habilidad, no por razon de su capacidad sino de su pertenen-
cia a cierta poblacion, por ejemplo, por su sexo, edad, raza, etc. La
formulacion de los modelos de la TRI mediante la funcién caracteristi-
ca permite dar una definicién precisa del sesgo: un item es sesgado (o
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tiene un funcionamiento diferencial) si su funcién caracteristica no es
la misma entre poblaciones; y se proponen diversos métodos estadisti-
cos para abordar este estudio. Eliminando los itemes con DIF es posible
satisfacer la invarianza pretendida por la TRI.

Condiciones de aplicabilidad de 1a metodologia

* Las pruebas deben consistir de itemes dicotomicos: cada respuesta es
clasificada como satisfactoria o no satisfactoria. En el contexto de las
pruebas de rendimiento escolar, los itemes son las cuestiones que el alum-
no debe resolver: problemas, ejercicios, preguntas, etc. Las preguntas
pueden ser de respuesta abierta o, si se trata de pruebas de eleccion mul-
tiple, deberan elegirse por lo menos cuatro opciones a fin de que la pro-
babilidad de responder bien por azar sea pequefia para no sobreestimar
el nivel, especialmente de aquellos sujetos de menores rendimientos. En
otras palabras, se requiere que los datos se adecuen al modelo de dos
parametros.

» Los itemes deben ser en lo posible independientes unos de otros: la pro-
babilidad que tienen los individuos de un determinado nivel de rendi-
miento de contestar bien un item no aumenta ni disminuye si responden
bien a otro item. Por ello deben ser evitados aquellos itemes cuyas respues-
tas puedan ser deducidas del conocimiento de otros itemes o que tengan
similar estrategia especifica de resolucion.

»  Elnivel de conocimiento alcanzado por los sujetos se distribuye normal-
mente. Esto requiere que la mayoria de los alumnos haya alcanzado un
rendimiento préximo al rendimiento medio y una minoria rendimien-
tos excesivamente altos o bajos.

»  Unidimensionalidad: la performance en el item debe depender sélo del
rasgo que se desea medir; en el presente caso el rendimiento, y no de otros
factores. Es decir; si dos sujetos tienen el mismo nivel de rendimiento,
deben tener la misma probabilidad de contestar bien el item; aun cuan-
do pertenezcan a poblaciones muy diferentes. Por ejemplo: Suponga-
mos que para medir la comprension lectora se construye un item basado
en un relato de una escena que transcurre en el campo. Posiblemente un
nifio de la ciudad tenga menor probabilidad de contestarlo correcta-
mente que un nifio del campo, aun cuando ambos tengan la misma capaci-
dad de comprension lectora. Esto ocurriria porque el éxito en la resolucién
no depende soélo de la capacidad de comprension lectora que se desea
medir sino de otro factor: la familiaridad con el ambiente en el que trans-
curre la escena. Este tipo de situaciones suelen darse en variables de
dificil acceso a la observacion directa como son los distintos tipos de
habilidades: razonamiento 16gico, comprension lectora, capacidad para
discriminar relaciones, etc. En las pruebas de rendimiento no es tan pro-
blematico lograr la unidimensionalidad porque el nivel de conocimien-
tos alcanzado es una variable que puede observarse directamente: la
cantidad de conocimientos alcanzados.
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Pesos 6ptimos de los itemes en el puntaje total

El concepto de funcion de informacién proporciona un criterio para definir qué se en-
tiende por “pesos Optimos™: serdn Optimos aquéllos que la maximicen; en otras pa-
labras, seran optimos los pesos que arrojen mediciones lo més precisas posibles.

Lord (1980) demuestra, en una de las aplicaciones de los modelos de la TRI,
que los pesos optimos de los itemes, bajo las condiciones antes mencionadas, los
constituyen los coeficientes de discriminacién de la TRI. El puntaje de cada alumno
resultara, pues, de sumar los indices de discriminacion de los itemes que ha contes-
tado correctamente.

Cuando dichos indices no pueden ser calculados, ya por carecerse del soft-
ware especifico, ya porque la muestra es pequefia, dichos indices pueden aproximarse
mediante la siguiente expresion:

Iy

4]

a.= R
Nl

donde r es el coeficiente biserial del item i.
Procedimiento para el cialculo

Las formulas que anteceden estan basadas en el cdlculo de promedios y desvios estandar
que actualmente se llevan a cabo con calculadoras de bolsillo o con softwares estadisticos
de facil manipulacién. Con todo, ejemplificaremos su calculo manual sobre las
calificaciones de 34 alumnos obtenidas en una prueba de eleccion multiple de 14 itemes.

Conviene presentar los resultados de la evaluacion en una matriz de unos y
ceros, donde los unos significan que los itemes fueron bien respondidos y cero lo contrario.
Cada fila de 1a matriz es el patrén de respuestas de un sujeto. El primer sujeto contesto
correctamente las preguntas 1, 2, 3, 5, 6, 8, 9, 13 y 14, es decir, tiene 9 respuestas
correctas.

Itemes Total de respuestas

1 23 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 correctas por sujeto
Sujeto 1 111 01 1 01 1 0 O 0 11 9
Sujeto 2 61111111140 01 01 10
Sujeto 3 111011 10 01 01 01 9
Sujeto 4 1 11111 1011 1 111 13
Sujeto 5 111 01 1 1 011 01 00O 9
Sujeto 6 6001 1111010 0111 9
Sujeto 7 111110 0O0T1T1O0O0T1T1290 9
Sujeto 8 0 1r1 10110110111 10
Sujeto 9 1 16 1 00 00 00 01 00 4
Sujeto 10 001 001 1.0 00 0011 5
Sujeto 11 1 00 1110101 00 01 7
Sujeto 12 1110111101 1 111 12
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Sujeto 13 1 01 0 01 1T 1 11 0 0 01 8
Sujeto 14 1 0610 01 1 0 01 0 011 7
Sujeto 15 1 01 01110 11 01 01 9
Sujeto 16 110 001 1 0 00 01 01 6
Sujeto 17 111 11110 11 0101 11
Sujeto 18 11101100 00 OO0 O01 6
Sujeto 19 11111100 11 0101 10
Sujeto 20 1110010000 1 011 7
Sujeto 21 110101 10 11 0 0011 8
Sujeto22 0 0 1 0 1 0 0 0 1 1 0 O O 1 5
Sujeto 23 111011 11 01 1111 12
Sujeto 24 1 601100 0011 0111 8
Sujeto 25 1111110 010 O O O0°1 8
Sujeto26 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 1 1 0O 1 5
Sujeto 27 1 11 111 00 11 0111 11
Sujeto 28 1 11111 1011 0111 12
Sujeto 29 010 01 0 00 0 0 1 0 00O 3
Sujeto 30 000 110T1TT1TUO0OT1O0O0O01 6
Sujeto 31 0101010110 0111 8
Sujeto 32 1 00 011 10 01 0 010 6
Sujeto 33 1 10 001 00 01 11 01 7
Sujeto 34 1 01 0101 0 1O0 O0T1O01 7
Cantidad de aciertos

al item. 252224 17 23 26 198 1921 7 21 1529

Indice p; .735 .647 .706 .500 .676 .765 .559 .235 .559 .618 .206 .618 . 441 .853

Cilculo del promedio de la cantidad de respuestas correctas: X

Se suman todos los valores de la columna del total de respuestas correctas por sujeto y
se lo divide por el nimero de sujetos.

SX;=9+10+9+13+9+9+9+...+6+7+7=276

X=276/34=28.118

Cilculo del desvio estandar de la cantidad de respuestas correctas: S,

Se suman los cuadrados de los valores de la columna del total de respuestas correctas
y se reemplaza en la féormula [3].

ZX=92+102+92+ 132+ 92+, +62+ 72 + 72 =2438
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=2.409

g - \/2438 ~ 34 x 8.118°
X 34

Se ejemplificara el célculo del peso 6ptimo aproximado para el primer item.

Los individuos que contestaron bien el item 1 tienen un 1 en la primera
columna: son los sujetos 1, 3,4,5,7,9,11,12, 13, 14, 15,16, 17, 18, 19, 20, 21, 23, 24,
25,217, 28,32,33 y 34,

Promediando la cantidad de respuestas correctas de este grupo se obtiene

X,=(9+9+13+...+7+7)/25=215/25 = 8.600
La proporcion de respuestas correctas para el item 1 es
p;=25/34=0.7353=0.74

Segun la tabla del apéndice resulta que p/y = 2.281
Reemplazando estas cantidades en la formula [2] se obtiene el coeficiente de
correlacion biserial para el item 1.

_ (8.600 - 8.118) x 2.281
"ix = 2.400

Sustituyendo en la férmula [4] se obtiene el indice de discriminacidn aproxi-
mado de la TRI para el item 1, el que constituira su peso.

Operando de la misma manera se obtienen los pesos para los otros itemes.
Estos son:

ftem Peso
1 0.512
2 0.592
3 1.165
4 0.356
5 0.420
6 1.055
7 0.514
8 0.294
9 0.775
10 0.741
11 0.094
12 0.878
13 0.578
14 0.576
Peso total 8.558

El puntaje de un sujeto es la suma de los pesos de los itemes que contestd
correctamente. Asi, como el sujeto 1 contesto correctamente los itemes 1,2, 3,5, 6, 8, 9,
13 y 14, le corresponde un puntaje igual a

0.512+0.592+1.165 +0.420+ 1.055 + 0.294 + 0.775+ 0.578 + 0.576 = 5.971
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Observemos que el sujeto 5 también tiene 9 respuestas correctas y sin embar-
go el puntaje que le corresponde (6.656) es diferente ya que su patron de respuestas lo es.

Transformacion a la escala de calificaciones

Una vez asignados los puntajes es preciso transformarlos a la escala usual de califi-
caciones. Para ello Cano de Becerra (1971) propone diferentes e interesantes criterios
que toman en cuenta el desempefio general del grupo. Aqui ejemplificaremos con el
criterio mas sencillo que consiste en hacer corresponder el méximo puntaje posible
-suma de todos los pesos- con la mayor nota en la escala de calificaciones y el minimo
puntaje -cero- con el minimo de la escala.

Por ejemplo, si la escala de calificaciones va de cero a diez el problema se
resuelve aplicando la sencilla regla de tres simple, se hace corresponder el peso total
8.558 con el diez. La constante de proporcionalidad es 10 / 8.558 = 1.168. Cada
calificacion se obtiene multiplicando el puntaje de cada sujeto por esta constante.
Luego podréan redondearse a la precision deseada.

Para el sujeto 1 la calificacion sera
5.971 x 1.168 = 6.975
y para el sujetoS5, 6.656 x 1.168 =7.778

Resultados

Se muestran en la siguiente tabla. Para cada sujeto se registra:

»  Enla primera columna su puntaje bruto, esto es, la cantidad de respuestas
correctas (cada item vale lo mismo).

« En la segunda columna, el puntaje bruto expresado en la escala de
calificaciones de 0 a 10.

» Enlatercera columna, el puntaje pesado; es decir, la suma de los pesos de
los itemes que cada sujeto contestd correctamente.

* En la cuarta columna, el puntaje pesado expresado en la escala de
calificaciones de 0 a 10.

SUJETO PUNTAIJE PUNTAJE BRUTO  PUNTAJE PUNTAIJE PESADO
BRUTO ESCALADODEOAI10 PESADO ESCALADODE 0A 10

1 9 6.429 5.971 6.975
2 10 7.143 6.631 7.747
3 9 6.429 6.458 7.546
4 13 9.286 8.264 9.655
5 9 6.429 6.657 1.778
6 9 6.429 6.322 7.387
7 9 6.429 6.023 7.037
8 10 7.143 7.237 8.455
9 4 2.857 2.341 ‘ 2.735
10 5 3.571 3.891 4.546




M VALORACION DE LOS EJERCICIOS EN LAS PRUEBAS DE...

B Pag. 117 =

11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34

b—
NN ANCO N W RN —= A0 00NN JON =\ \O o0 N

5.000
8.571
5.714
5.000
6.429
4.286
7.857
4.286
7.143
5.000
5.714
3.571
8.571
5.714
5714
3.571
7.857
8.571
2.143
4.286
5.714
4.286
5.000
5.000

3.958
7.426
5.637
5.146
6.641
4.131
7.591
4323
7.076
4.576
5.126
3.680
7.426
5.587
5.455
2327
7.655
8.170
1.107
2.905
5.109
3.823
4.452
4.844

4.624
8.677
6.585
6.012
1.759
4.826
8.869
5.051
8.267
5.347
5.989
4.299
8.677
6.528
6.374
2.719
8.944
9.545
1.293
3.394
5.969
4.467
5.202
5.659

A manera ilustrativa se muestra a continuaciéon cémo resultaron ordenados
algunos de los sujetos seglin sus puntajes cuando éstos corresponden a pesos igualesy a
pesos diferentes respectivamente.

Pesos Iguales

Lugar en el ranking

Pesos diferentes
Lugar en el ranking

L T LN S I S I

N AN bW =

Sujetos

4

12,23, 28
17,

27

2,8,19

1,3,5,6,7,15

Sujetos

4
28
27
17

12,

8
19

23
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8

9

10
11
12
13
14

—_— e AN W N = W

Si se ordenaran los sujetos con respecto a su calificacion considerando
pesos iguales resultarian varios grupos de sujetos “indistinguibles” como, por ejem-
plo, los sujetos 12, 23 y 28 en la segunda posicion, 17 y 27 en la tercera, 2,8 y 19 en
la cuarta, 1, 3, 5, 6, 7 y 15 en la quinta posicion, etc. La ponderacion de los itemes,
en cambio, permiti6 no sélo discriminar entre dichos sujetos sino también una correc-
cion en el ranking. Asi, el sujeto 27 pasé a estar por delante de los sujetos 12 y 23.

Discusion

Esta metodologia ofrece una manera objetiva de asignar los pesos a los itemes de
modo que el puntaje total rescata no sélo la cantidad de respuestas correctas sino su
calidad; en otras palabras, no sélo tiene en cuenta cuantas sino cuales. Esto permite
discriminar mejor a los sujetos en funcion de su patron de respuestas y obtener medicio-
nes mas precisas.

Puesto que el procedimiento demanda un trabajo computacional mayor que
la manera usual de asignar calificaciones, es razonable plantearse hasta qué punto la
ganancia en precision justifica tal esfuerzo. No puede darse una respuesta en términos
absolutos. En primer lugar dependera del objetivo de la evaluacién. Si es muy impor-
tante el aspecto competitivo -por ejemplo, una evaluacion para otorgar becas a los me-
jores- deberd extremarse la precision con el fin de discriminar y jerarquizar de la manera
mds justa posible a los individuos de mejores rendimientos. En segundo lugar, depen-
dera de las caracteristicas propias de los itemes; si todos ellos tienen una similar po-
tencia discriminatoria, la calificacion asignada por pesos optimos no diferira mucho
de la que considera los pesos iguales. Finalmente, como la ganancia en precision que
aporta esta metodologia, se pierde en parte por efecto del redondeo, no debe usarse
una escala de calificaciones restringida a pocos valores enteros. Se recomienda el uso
de una escala de 0 a 1000.

Por otra parte, el docente puede ir elaborando su propio banco de itemes;
esto es, ir acopiando la experiencia que obtiene de las sucesivas administraciones de
los mismos. Si los grupos a los que se fue administrando la prueba guardan una cierta
homogeneidad, como podria ser el caso de sucesivas promociones de un determinado
curso y si los itemes estan bien construidos y son suficientemente representativos del
contenido, €stos suelen tener un comportamiento similar entre los diferentes grupos en
lo que hace a su poder de discriminacion, por lo que no serd necesario calcular los
pesos cada vez, sino que podran utilizarse los ya calculados. Es prudente, sin embar-
go, revisarlos cada tanto a fin de constatar que siguen vigentes o bien reactualizarlos.

El trabajo computacional se evita completamente si el docente aprende a tra-
bajar (lo que seria muy deseable dada la importancia actual de la informética) con
algin software estadistico sencillo, como por ejemplo el Statistix. El trabajo se reduce,
entonces, a sdlo cargar los datos y a efectuar algunas transformaciones sencillas.
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Vol. 11 No. 3 Diciembre : Henri Lebesgue (Paris)

Henri-Léon Lebesgue: matematico francés nacido en Beauvais
el 28 junio de 1875 y muerto en Paris el 26 de julio de 1941. Su
generalizacion de la integral de Riemann revoluciond el
campo de la integracion por lo que se le considera fundador
del andlisis moderno. Lebesgue se emperio en dar a conocer
sus reflexiones sobre la matematica, sobre sus métodos de
investigacion y sobre las condiciones de su ensefianza. En
sus escritos figuran numerosos pasajes que hubieran po-
dido servir para la obra que él reclamaba “una filosofia de
las matematicas escrita por un matematico”. N.T.

Introduccion

Agradezco al Profesor H. Fehr el que haya aceptado en su Revista articulos de natu-
raleza mas elemental que aquéllos que ordinariamente aparecen en ella, y que no tienen
otro motivo para reclamar esta hospitalidad que el hecho de referirse a cuestiones de
ensefianza matemdtica. Le debo ademas una mayor gratitud porque los articulos son
demasiado largos para un contenido cientifico tan limitado; se trata mas de opinio-
nes que de hechos, de ahi la necesidad de evitar malos entendidos y de argumentar
ampliamente en favor de estas opiniones. He aqui como me vino la idea de escribir
estos articulos.

Desde 1910 me ocupo de la preparacion de futuros profesores de ensefianza
secundaria en dos escuelas normales superiores, una masculina y la otra femenina.
Uno de los ejercicios de esta preparacion consiste en lecciones relacionadas con los
programas de estudio de las clases de la ensefianza secundaria. He tenido asf la oca-
sion de reflexionar sobre estos programas, de ver cuéles son las dificultades que mas
a menudo hacen titubear a los jovenes profesores, de asombrarme por la frecuencia
de ciertas cualidades y de ciertos errores; también he podido examinar manuales y,
a través de ellos asi como a través de los reportes de los jueces, he podido advertir las
tendencias actuales del cuerpo docente. Como, por otra parte, soy capaz de juzgar los

VL’ Enseignement Mathématique, afio 31, 1932, pp 173-181
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resultados de la ensefianza puesto que, desde hace treinta afios, aplico los exdmenes
para el bachillerato o para el ingreso a las escuelas, no es de sorprender que me haya
surgido la idea de escribir articulos de naturaleza pedagogica, atreviéndome a em-
plear este calificativo que suele hacer huir a los matematicos.

En las paginas que van a aparecer en L 'Enseignement mathématique me ocu-
paré de la medida de las magnitudes. No hay tema mds fundamental: la medida de
las magnitudes es el punto de partida de todas las aplicaciones de las mateméticas y,
como las matematicas aplicadas preceden, evidentemente, a las matematicas puras,
a la logica matematica, es usual que uno se imagine que la medida de las areas y de los
volimenes estd en el origen de la geometria; por otra parte, esta medida da lugar al
namero, es decir, al objeto mismo del analisis. Asi, se habla de la medida de las mag-
nitudes en los tres niveles de ensefianza: primaria, secundaria y superior; la compa-
racion de lo que se hace en los tres niveles de ensefianza proporciona un ejemplo de
esfuerzo de comprension de conjunto, de coordinacién que parecerian poder servir
mas eficazmente a la formacion de los futuros profesores que el trabajo que actual-
mente se exige de ellos: el refinamiento verbal de lecciones aisladas.

En los articulos que siguen se vera que me he esforzado por tratar las cues-
tiones de la manera mas simple y més concreta posible, sin sacrificar por ello el rigor
logico. Este ideal podrd parecer algo arcaico en una época en que las condiciones
arbitrarias y eruditas juegan un papel capital hasta en las ciencias experimentales;
pero aquéllos a quienes se deben estas consideraciones han podido moverse en la
abstraccion y realizar una obra util, precisamente porque tenian un sentido particu-
larmente agudo de la realidad. Es éste el sentido que hace falta esforzarse en desper-
tar en los jovenes; después, pero solamente después, el pasaje a lo abstracto puede
ser favorable; cuando bajo lo abstracto se sigue viendo lo concreto y, en lo general,
todos los casos verdaderamente utiles.

En dos articulos, de alguna manera preliminares, me ocuparé de los nume-
ros enteros y de los nimeros en general, indispensables para las medidas de magni-
tudes. Para abordar a continuacién mi tema propiamente dicho, me ocuparé de las
areas, de los volimenes y de las magnitudes en general?

I- Comparacion de colecciones; niimeros enteros

1. Un nifio pequefio, invitado a tomar un dulce y a darles también a sus dos
hermanas, asegurard primero su parte, después llevara un dulce a una de sus
hermanas y regresara a buscar otro para la otra. Mas grande, este nifio evitara
las idas y venidas y tomard los tres dulces diciendo: para mi, para Luisa y
para Renata.

Uno se imagina de buena gana, y las constataciones hechas en ciertas pobla-
ciones primitivas parecen confirmar esta hipétesis, que los hombres, cuando
quieren comparar dos colecciones llegan, por un mecanismo analogo, a
contar; es decir a comparar las dos colecciones con un mismo tipo de coleccion,

2 Se incluye aqui slo el primera articulo que menciona Lebesgue (Sobre los ntimeros enteros) N. T.
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la coleccidn de palabras de una cierta frase. Estas palabras se llaman numeros.
Para contar o enumerar, uno asocia mentalmente un objeto diferente de la
coleccién considerada a cada una de las palabras sucesivas de la frase (o se-
rie) de numeros; €l Gltimo niimero pronunciado es el nimero de la coleccidn.

Ese numero es considerado como el resultado de la operacion experimental
de enumerar porque en él estd el informe completo de tal operacion. Un
resultado experimental sirve para eximir de otras experiencias: las reglas de las
cuatro operaciones nos eximen de las operaciones de enumeracion para cier-
tas colecciones que se pueden formar a partir de colecciones ya numeradas.
Con motivo de estas reglas uno puede constatar diversos hechos enunciados
habitualmente como teoremas, pero cuyas pretendidas demostraciones son
en realidad verificaciones experimentales —por ejemplo, el teorema: un pro-
ducto es independiente del orden de sus factores— los cuales derivan todos de
esta constatacion general: el nimero asociado a una coleccién no depende del
orden el en cual se arreglen los objetos de la coleccidn al contarlos.

2. Quizas no sea inutil subrayar en qué difiere la exposicion que acabo de resu-
mir de la que uno encuentra en los tratados de aritmética> . Abro el libro de
Tannery* . ciertamente veo ahi descrita la operacién de enumeracién de una
coleccidn, leo las demostraciones que se reducen a descripciones de experien-
cias, sin embargo, bien parece que el nimero experimental solo es ahi una
utilizacion, una aplicaciéon de una entidad metafisica de la cual nos da
una suerte de definicién en la segunda parte del libro: “La idea de nimero
entero resulta, por abstraccion, de la idea de una coleccion de objetos dis-
tintos; ella es independiente de la naturaleza de los objetos...” A menudo se
dice “independiente de la naturaleza y del orden de esos objetos”.

Se presenta asi el nimero como un ser misterioso, pero con frecuencia,
se apresuran a agregar que no hay nada mas claro ni mas simple. “Se ha discu-
tido mucho y se discutird mucho mds todavia”, escribe P. Boutroux en el §
2 de los Principios del andlisis matematico, “sobre el origen y el significado
logico de la nocién de nimero. Afortunadamente esta nociéon es de aquéllas
que no requieren definiciones ni comentarios. Desde la €poca lejana en la que
la humanidad aprendié a contar, el niumero se volvid uno de los datos
fundamentales sobre los que trabaja nuestro pensamiento, dato tan inme-
diato, tan claro a la inteligencia, que, al quererlo analizar, sélo lograremos obs-
curecerlo. Es por ello que la aritmética ha podido edificarse sobre definiciones
verbales e incompletas, y eso no ha impedido que se le considere siempre la
ciencia perfecta por excelencia”.

3 Dejo de lado el hecho de que en estas presentaciones el nimero aparece de entrada con su significado cardinal en tanto
1] q p gn

que yo parto del nimero ordinal; sélo s¢ vuelve cardinal en el momento en el que uno afirma que el resultado obtenido

es independiente del orden en el que se han contado los objetos. N. A.

4 Seguramente Lebesgue se refiere aqui a Jules Tannery, hermano de Paul Tannery, nacido el 24 de marzo de 1848 en
Mantes-sur-Seine, Francia y muerto el 11 de diciembre de 1910 en Paris, quien escribi6 algunos libros excelentes que
tuvieron gran impacto entre los jOvenes matematicos. N. T.
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Que la aritmética se haya podido edificar se explica mucho mas claramente,
en mi opinidn, porque disponemos de una definicion completa de niimero: la
descripcion de la operacion que se realiza y no, como dice P. Boutroux, por-
que el nimero sea inexplicable. A la definicion experimental los hombres
han querido agregar una mistica y una metafisica. La ensefianza no se ocu-
pa de la mistica; se mantiene neutra ante ella, dejando que cada uno se sienta
libre de considera que el ntiimero 13, por ejemplo, le es favorable o nefasto;
pero la ensefianza, por tradicion, por respeto, o por temor de ser calificada
como elemental, se vale de la metafisica. S6lo que no la utiliza; y esto es por-

" que importa poco para €l logro de la aritmética que las nociones metafisicas
sean obscuras. Constatado esto, saludo en voz baja a la metafisica, pero como
exigiria tiempo libre y lo que tenemos es trabajo, me mantengo neutro ante
ella y considero a la aritmética como una ciencia experimental a mismo titulo
que las otras.

3. Pero, ;en qué se transforma ahora la “‘certeza matemadtica”, que ha atraido
siempre la atencion de los filosofos, si sélo hay “matematicas aplicadas™?
Pierde su rango y no es mas que la menos precaria de nuestras certezas; la
aritmética, a la que los hombres, en sus aspiraciones hacia lo absoluto, ha-
bian hecho “la ciencia perfecta por excelencia”, es s6lo la menos imperfecta de
nuestras ciencias. Es la ciencia humanamente perfecta, que practicamente no
nos engafia jamas ;de donde le viene esta superioridad?

Para comenzar, ;como es que nos equivocamos tan frecuentemente cuando
creemos aplicar un resultado experimental? Sucede que las fronteras de tales
resultados nunca son bien conocidas; cuando decimos: una barra de vidrio,
frotada, atrae pequefios pedazos de papel, esto supone que se han cumpli-
do condiciones sobreentendidas y poco conocidas. Tendria que poderse
precisar qué es lo que uno llama vidrio, papel, lo que uno llama frotar, pre-
cisar los tiempos, las distancias, las masas, asi como las condiciones at-
mosféricas, etc.

La aritmética solo utiliza un pequefio nimero de experiencias, cada una de
las cuales ha sido repetida un nimero prodigioso de veces por cada hom-
bre, desde que hay hombres. Asi, sabemos, sin dudar, en qué casos se aplica
la aritmética y en qué casos no se aplica. En estos ultimos, la idea de aplicar la
aritmética nunca se nos ocurre, s6lo pensamos en aplicar la aritmética cuan-
do se aplica, si bien nos olvidamos de que hay casos en los que no se aplica:
dos y dos son cuatro, afirmamos. “En un vaso vierto dos liquidos, en otro, dos
liquidos. Vierto todo en una jarra, jcontendra la jarra cuatro liquidos? Esa
es mala fe, dirdn ustedes, esa no es una pregunta aritmética-

En una jaula meto dos animales, después dos mas, ;cudntos animales con-
tiene la jaula? Su mala fe, dirdn ustedes es mas patente ahora; eso depende
de la especie de los animales, algunos de ellos podria devorar a los otros; ha-
bria que saber si €l conteo debe realizarse inmediatamente o dentro de un
afio, cuando los animales podrian estar muertos o haber tenido crias. En suma,
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se habla de colecciones de las que uno no sabe si son inmutables, si cada ob-
jeto guarda su individualidad, si no hay objetos que aparecen y desaparecen

(Hay que decir que se deben cumplir ciertas condiciones para que se aplique
la aritmética? En cuanto a la regla que me acaban de dar para reconocer si
se aplica la aritmética, es ciertamente excelente desde el punto de vista prac-
tico, experimental, pero no tiene ningin valor logico. Es el reconocimiento
de que la aritmética se aplica cuando se aplica, y es por eso que no se puede
demostrar que dos y son cuatro, lo que es, no obstante, la verdad por excelen-
cia, porque jamads nos equivocamos al utilizarla”

En las presentaciones puramente logicas, donde la aritmética se ocupa de
simbolos vacios de todo significado, es sélo gracias a un axioma que dos y
dos son cuatro. No voy a hablar aqui de ese tipo de presentaciones, pero bien
puedo decir que, si bien su importancia matematica es considerable, si
bien hemos aprendido mucho de este tipo de presentaciones, me parecen
destinadas a un fracaso absoluto si se les quiere considerar como aclarado-
ras de la nocidn de numero, sin aludir a la experiencia. En estos juegos 16gicos
hace falta, en efecto, manipular colecciones de simbolos, reales o pensados,
poco importa, entonces intervienen todos nuestros conocimientos adquiri-
dos gracias a la experiencia relativos a colecciones, es decir, a nimeros.

4. La filosofia ha pesado de tal forma sobre la ensefianza que, para evitar malos
entendidos, senti necesario dar estas explicaciones que me han apartado de
mi tema Unicamente pedagdgico: regreso a €l haciendo resaltar que la reco-
mendacion habitual: “no hay que confundir el niimero y el simbolo que lo
representa”’ no tiene para nosotros ningun sentido. Desde ese momento, des-
pués de haber explicado lo que es contar, convendra dar la serie de numeros,
es decir, exponer la numeracién decimal’ . Poco importa que haya otras ma-
neras de nombrar los nimeros, eso no nos debe turbar mas que el hecho de
que las palabras son diferentes en inglés y en francés, lo que no tiene mayor
importancia porque siempre se puede traducir de una lengua a la otra, aunque
en este caso la correspondencia no esté enteramente determinada. De un sis-
tema de numeracion a otro, por el contrario, la correspondencia es de una
precision perfecta; no hay entonces ningun inconveniente para utilizar cual-
quier sistema de numeracion. Poco importa que, quizas, los hombres hu-
bieran adoptado el sistema de numeracion de base 11 si hubiesen tenido once
dedos; tenemos la oportunidad unica de tener a nuestra disposicion una
lengua universal, la numeracion decimal escrita, utilicémosla.

En suma, pido que se emplee en las clases avanzadas de ensefianza secun-
daria los mismos procedimientos que en las clases basicas y en la ensefianza
primaria; procedimientos de los que actualmente se tiende a renegar, se tien-

5 Lo que puede hacerse sin emplear los teoremas sobre los niimeros. Que se observe bien por otra parte, que todos los
pueblos o poblaciones que tienen la idea de nimero utilizan una numeracién decimal més o menos rudimentaria. N. A.
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de a menospreciar. Entre otras ventajas, esto permitirian a los alumnos com-
prender bien que el inico proposito del estudio de la aritmética que se hace al
final de la ensefianza secundaria, es el de elucidar completamente, hasta lle-
gar a la formulacion neta, hasta la comprensién consciente, lo que hasta en-
tonces, s6lo habia sido sentido inconscientemente, sin analizar. Actualmente,
solo lo comprenden las mentes mas dotadas, verdaderos anormales que no
tienen necesidad ni de soporte ni de guia y de quienes no tiene que ocuparse
la ensefianza; para los otros, esta revision de la aritmética es una cosa nueva,
enteramente nueva, que se aprende para los examenes y que muchas veces
s6lo tiene una vaga relacion con los célculos efectivos.

5. ¢ Qué puede oponerse al tipo de presentacion propuesto aqui? Ante todo, nues-
tros habitos metafisicos: “;No es una blasfemia llamar simbolo al nimero
que antes era la esencia misma de las cosas?” he aqui el temor que se actua-
liza bajo las formas mas variadas. Por ejemplo, se dira: se puede ciertamente
emplear indiferentemente la palabra inglesa chair [silla] o la palabra fran-
cesa chaise [silla] porque se aplican al mismo objeto, ;cual es lo analogo al
objeto silla en el empleo de los simbolos 101 de la numeracién binaria y el
5 de la notacién decimal? Como no hay una silla escondida detras del 5,
se podria ciertamente salir del atolladero por medio de una pirueta verbal
y hablar de la entidad metafisica 5 que reemplazara a la realidad fisica silla;
esto es, en suma, renunciar a dar una respuesta.

Para responder, hace falta hacer notar que, de lengua a lengua, la traduccién
s0lo se hace palabra por palabra en el caso de los sustantivos con un signifi-
cado concreto, en los otros casos, la traduccion se hace frase por frase. No es
entonces la palabra nimero lo que hay que explicar, sino la frase en donde
figura el niimero. Por ejemplo: dos colecciones tienen el mismo nimero; dos
colecciones no tienen el mismo numero. Ahora bien, eso es precisamente lo
que se ha explicado desde el principio describiendo la operacién de enumera-
ci6n de una coleccion; despojando asi de todo pretexto a los temores metafisicos.

Al mismo tiempo, la descripcién de las enumeraciones ha mostrado que la
eleccion de la serie de los numeros (palabras o simbolos) tenia una impor-
tancia tedrica accesoria; no es mas que la eleccion de una lengua entre todas
aquéllas que existen o que uno se puede imaginar. Pero uno no puede expre-
sarse sin escoger una.

En la ensefianza secundaria, donde uno de los propoésitos, si no el proposito
principal, es la legitimacion de las reglas del calculo, propongo elegir, desde
el principio, la numeracion decimal. En una ensefianza superior, donde uno
no se ocupa mas de los calculos efectivos, ésta seria una mala eleccion porque
ahora el estudio de la aritmética se hace con vistas a generalizaciones di-
versas de las operaciones, y no sélo de la numeracion decimal que no ha podido
jamés ser imitada. Uno se contentard entonces con numeraciones momen-
taneas como las que se utilizan cuando se dice, por ejemplo, sean a, b, c tres
numeros, d el producto de a por el cociente de & porc, ...
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Si utilizo constantemente la numeracion decimal en la ensefianza secun-
daria, es por razones pedagdgicas simples: para una economia de tiempo y
porque el nimero, escrito de acuerdo a la numeracidén decimal, es un objeto
concreto sobre el cual los jovenes cerebros razonan mas facilmente. No pre-
tendo, en absoluto, exagerar la importancia de esta numeracién®. Y, diri-
giéndome a estos alumnos salidos de la ensefianza secundaria, adoptaria
de buena gana, sin tener sentimientos encontrados, alguna presentacion mas
abstracta: Los nitmeros son simbolos entre los que se ha establecido dos mo-
dos de composicioén: la adicion y la multiplicacién...

6. Me disculpo por insistir tan largamente en los niimeros enteros, pero es para
mi la ocasion de explicar mi actitud frente a la metafisica —que me esfuerzo en
alejar de la ensefianza en la débil medida permitida por nuestro lenguaje y
nuestros hébitos de pensamiento, dejando, por otra parte, a cada uno la liber-
tad de afiadir metafisica y mistica a la ensefianza recibida~ y explicar el em-
pleo constante que haré de la numeracion decimal.

Este empleo constante me parece tan natural, tan pedagdgicamente indicado,
que quizds tendria que buscarse el porqué no se utiliza siempre la numeracion
decimal. Es ante todo porque los griegos, nuestros modelos, no la utilizaban.
No podian hacerlo a causa de la metafisica y sobretodo porque sélo tenian
una numeracion imperfecta; vecina de nuestra numeracion decimal, pero muy
limitada. Tan limitada que Arquimedes debi6 prolongarla considerablemen-
te por medio de los calculos de ese extraordinario Arenario, donde se ve bien
que la ausencia de una numeracién concebida como indefinida impedia
comprender el alcance exacto de la nocién de namero.

La notacidén decimal no es una herencia griega; este hecho ha bastado para
que todo lo que tenga huellas de esta notacion sea superpuesto a la ensefian-
za griega y no incorporado a ella. Nuestra ensefianza no utiliza todavia plena-
mente este hecho historico, el mads importante quizds de la historia de las
ciencias: la invencion de la numeracion decimal.

Traduccion y notas: Guillermina Waldegg

6 Se podra, por ejemplo, referirse al § IV de la nota final de la 2* edicién de mis Lecciones sobre la integracion.

7 Sobre este enunciado, haré notar que si es una blasfemia disminuir el nimero del rango de entidad al rango de simbolo,
es una blasfemia que todos los matemdticos profieren. Uno no podria entonces reprochérselo especialmente a la presen-
tacion que preconizo.
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Nota del Comité Editorial: A partir de este nimero, la seccién de problemas estard a cargo
de Marcela Gonzalez Pelaez, Iiiaqui de Olaizola Arizmendi y Javier Alfaro Pastor, quienes DE
participan en la organizacion de los certamenes de la olimpiada matematica. PROBLEMAS

En los nimeros subsiguientes se dara la solucion a los problemas del nimero anterior indi-
cando sugerencias, soluciones y estrategias. El comité editorial agradece la contribucién de
Santiago Valiente que hasta este nimero se hizo cargo de esta seccidn y da la bienvenida a
los nuevos colaboradores.

Educacion Matematica
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1999 pp. 127-129

Solucion a los problemas del
numero anterior

Problema 1.

Se eligen dos niimeros enteros entre 1 y 100 inclusive tales que su diferencia es 7 y
su producto es multiplo de 5.

¢De cuantas maneras se puede hacer esta eleccion?

Solucién:
Los nimeros que cumplen con la primera condicion son de la forma:
a,a+7 con 1<a<093
Como el producto debe ser muiltiplo de 5, entonces

a=5Skconl £k<18
0 a+7=5%a=5%-7 con 2<k?2

Entre 1 y 93 hay 18 multiplos de 5, porhlo que hay 18 parejas de la forma

Como 8 < a + 7 < 100, entre 8 y 100 hay 19 multiplos de 5, esto es, hay
otras 19 parejas de la forma

Sk—-17,5% con 2< k<20

Como estas parejas son todas distintas, hay 37 maneras de elegir los dos niimeros.

Problema 2

En un paralelogramo ABCD, BD es la diagonal mayor. Al hacer coincidir B con
D mediante un doblez se forma un pentigono regular. Calcular las medidas de los
angulos que forman la diagonal BD con cada uno de los lados del paralelogramo
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Solucion:

Doblar es lo mismo que hacer una simetria de eje PQ que es la mediatriz de BD
Después de doblar, la figura obtenida es:

Como el pentagono APQC’ D es regular, todos sus angulos miden 108°.

Como el triangulo ZC’ Q es is6sceles, ZLC’'DQ = 36°

Analogamente en el triangulo APD, ZADP = 36° y como C’ DA = 108°,
ZQODP = 36°.

Como las diagonales del pentdgono son iguales, el tridngulo ODP también
es isosceles y como DM es perpendicular a QP, MD es la bisectriz del ZQDP asi es
que LMDQ = 18°.

Los angulos de la diagonal con los lados son £MDQ = 18° y LMDA = 54°
(36° + 18°).

Problema 3

En cada escalon de una escalera de 10 peldafios hay una rana.

Cada una de ellas puede, de un salto colocarse en otro escaldn, pero cuando
lo hace, al mismo tiempo, otra rana saltara la misma cantidad de escalones en senti-
do opuesto: una sube y otra baja.

(Conseguirén las ranas colocarse todas juntas en un mismo escalon?

Solucién: No, pues en la posicion inicial, 1a suma de las distancias de todas
las ranas al suelo es:

1+2+3+...+9+ 10 =55

“Cuando dos ranas saltan (una para arriba, otra para abajo) la suma de di-
chas distancias no cambia. Si en algun momento consiguieran colocarse en un
mismo escalon, por ejemplo el k-ésimo, la suma de las distancias seria 10k, que nun-
ca puede ser 55
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Problemas Propuestos

V OLIMPIADA DE MAYO DE 1999
Segundo Nivel

Problema 1.

Un numero natural de tres cifras se llama tricubico si es igual a la suma de
los cubos de sus digitos. Hallar todas las parejas de niimeros consecutivos tales que am-
bos sean tricubicos.
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Esta obra, breve por lo que es capaz de decir en poco espacio, amplia en el descubri-
miento de nuevos hallazgos, y soberbia porque rompe con muchas ideas que se¢ venian
arrastrando como pesados fardos en las concepciones relativas a la resolucion de
problemas por los infantes, se nos presenta en seis capitulos:

Por qué es interesante la resolucion infantil de problemas.

Una perspectiva histérica sobre resolucion infantil de problemas: inferencia y
el desarrollo de la 1gica.

Herramientas conceptuales para resolver problemas: destrezas inherentes e
informacion.

Resolver un problema y descubrir nuevas estrategias.

El contexto social de la resolucion infantil de problemas.

Conclusiones

En la obra se aborda el proceso de resoluciéon de problemas y como es que éste se
desarrolla en la infancia.

En el capitulo primero, la tesis central es que, cuando el nifio realiza uno de
sus tipicos juegos, las estrategias y actividades que desarrolla con este proposito, en
cierta forma esta implicada la resolucion de algln tipo de problema y, ademds, en esa
actividad de resolucion estd presente un cierto disfrute. La autora toma como defini-
cion de resolucion de problema que jes lo que se hace cuando se tiene una meta y no
se sabe cOmo alcanzarla, de manera que podriamos haber esperado que fuera una
experiencia bastante frustrante y negativa. Averiguar como resolver un problema nue-
vo también es una tarea intelectual estimulante, que empuja a los nifios a valorar
sus propios esfuerzos, a descubrir nuevos conceptos y a inventar estrategias nuevas...!.

Cuando se realiza un analisis acerca de estas actividades los investigado-
res recurren a hacer inferencias acerca de cémo actilan los procesos en la mente del
infante cuando éste esta resolviendo un problema, y ciertas maneras de interpretar
lo que esta realizando, ademas de construir teorias a partir de sus errores, aciertos
y lo que ellos nos dicen de lo que hacen. Esto ha permitido una mejor comprension acer-
ca de las destrezas que desarrollan.

Una primera idea que la autora aporta es que estudios recientes hacen ver
que en la resolucion exitosa de problemas no depende tanto de qué tan listos sean los
nifios ni el uso que hagan de la l6gica. Una segunda idea expresa que la experiencia
de los nifios y la retroalimentacion que se les dé son determinantes en sus busquedas
hacia nuevas formas de resolucion de problemas. Y una tercera idea se inscribe en
que su habilidad en esta actividad es un proceso social relacionado con sus sentimien-
tos en donde la confianza es determinante.
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En el capitulo II la autora da una referencia histérica acerca de la resolu-
cién infantil de problemas. Se categoriza que la comprension del desarrollo de las
destrezas cognitivas llevan a la comprension del como resuelven los nifios los proble-
mas. Se examinan las hipétesis que los especialista han venido considerando acerca
del desarrollo en la resolucién de problemas, a fin de comprender mejor lo que en la
actualidad se concibe. Sobre esto, las ideas que campean acerca de las destrezas cogni-
tivas son muy abarcativas y: 1) permiten que la comprension sobre la resolucion
de problemas parezca sencilla, 2) hacen que el trabajo de ensefiar a los infantes pa-
rezca mas sencillo, y 3) hacen ver que usar las mismas detrezas en cualquier situacion
puede tenér cierto sentido relacionado con su disefio. Con esto como principio la au-
tora establece que las inferencias, al ser elementos fundamentales en toda actividad
cognitiva, es deseable conocer como las utilizan los nifios pues aportarian ideas sus-
tantivas acerca de su inteligencia.

En relacion con la teoria psicogenética la autora refiere que: jPiaget estudio
el razonamiento de los nifios desde el nacimiento hasta la adolescencia. Creia que
la causa esencial de los cambios que observamos en la resolucion de problemas de los
nifios a lo largo de su desarrollo era el crecimiento gradual de destrezas 1ogicas, desde
su ausencia total en el nacimiento hasta la logica compleja del adulto, a través de una
sucesion de estadios...!.

Sin embargo, los nuevos estudios han venido demostrando que la teoria
de Piaget es incorrecta, pues los nifios muy pequefios son capaces de elaborar infe-
rencias complejas en ciertos contextos y, el supuesto es que ilas tareas de Piaget no
son las mejores medidas de la capacidad de los nifios para extraer inferencias...
(pues)... evitd deliberadamente utilizar situaciones familiares al disefiar sus tareas
experimentalesi. Esto es, recientes investigaciones demuestran que los infantes de
poca edad realizan inferencias apropiadamente, cosa que no se lograba con las tareas
de Piaget, si los problemas que se les presentaban estaban definidos en situaciones
concretas, comunes y conocidas y no de forma abstracta y descontextualizada. Con
este concepto se llega a que j...la destreza logica no es el factor principal que subyace
al éxito o fracaso del nifio en la resolucién de problemas...!, y en igual forma, los es-
tudios muestran que son otros factores mas importantes, fuera de la logica, los que
son utilizados por los adultos en la resolucion de problemas. Ademds, es contundente al
afirmar: ;...Pero en las situaciones familiares, la validez logica esta en conflicto a
veces con la precision objetiva. En estas situaciones, tanto los nifios pequefios como
los adultos tienden a abandonar la logica y basar sus respuestas en lo que saben que
es cierto. Los individuos mayores pueden resistir mejor esta tendencia en las situa-
ciones adecuadas y pueden reconocer mejor cuindo es apropiado hacerlo. La logica
es s6lo una de las estrategias de las que dispone quien resuelve problemas, y no es
necesariamente el planteamiento preferido.

Seleccionar por el éxito. Es comin que los infantes tengan mas de una estra-
tegia para resolver un problema y su tarea consiste en usar aquella que le va rindiendo
mayores beneficios.

Aprender del éxito. Los nifios dejan de lado las estrategias que no les han
llevado al éxito, pero descubierta una que lo logra, son capaces de alterarla y mejo-
rarla, sin que ello sea resultado aparente de una respuesta a la retroalimentacién.

Cambiar entre estrategias similares. Cuando el nifio ha tenido éxito con una
estrategia y reconoce en un nuevo problema la posibilidad de su uso, realiza cambios
a la estrategia original para aplicarla a las nuevas condiciones.
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Descubrir algo diferente. A veces el nifio se ve forzado a recurrir a nuevas es-
trategias, desechando aquella inicial, sin reconocer los elementos implicitos que le
sirvan de apoyo para la resolucion del nuevo problema.

Cambio guiado por estrategias. Las nuevas estrategias que aportan los nifios
en la resolucion de problemas pueden observarse por la estrategia concreta que utili-
zan, asi como los descubrimientos que ellos hacen en este proceso de aplicacion.

Se concluye en el capitulo que aunque nifios y adolescentes itengan los mis-
mos procesos dindmicos para resolver problemas!, no llegan a descubrimientos dife-
rentes en una tarea concreta ni tienen la misma capacidad para resolverla, pues los
diferentes conocimientos y experiencias llevan a aplicar estrategias diversas y jtic-
ticas diferentes significan distintos descubrimientos y diversas posibilidades de éxito!.
Sin embargo, esos procesos dindmicos son los mismos:

seleccion por el éxito

reflexion sobre y explicacion de lo que sé6lo estaba implicito en las estrategias
anteriores

los que generan nuevas estrategias por medio de la interaccion entre las metas
y la retroalimentacion

Resefia de Santiago Valiente
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Es conocido y entendible que los maestros de espafiol y los de matematicas, aun cuan-
do utilizan el mismo idioma de comunicacion, lo usan con distinta intencidén y sus
expresiones, en muchos casos, siendo idénticas tienen significados distintos.

El propésito de esta obra, breve en extremo, producida en un minimo espacio
discursivo, pretende alcanzar tres objetivos fundamentales: 1. Establecer las diferen-
cias significativas entre el lenguaje matematico y el lenguaje cotidiano, 2. Introducir a
los alumnos en las competencias entre el lenguaje formal matematico y el lenguaje
comun de que disponen, a fin de que sirvan como apoyo en el quehacer docente, y
3. Ofrecer sugerencias del maestro de matematicas al de espariol para establecer lineas
de colaboracion.

La obrita, de 20 paginas, de facil y apremiante lectura, se desarrolla en cuatro
capitulos: 1. Ejemplos y problemas, 2. Caracteristicas del lenguaje matematico, 3.
Lenguaje matematico y comunicacion en clase, y 4. Sugerencias para los maestros
de espaiiol. Hablemos algo de cada capitulo.

1. Ejemplos y problemas.

En el lenguaje que se emplea en la ensefianza de las matematicas se presentan di-
versas dificultades y problemas. El autor muestra varios de ellos a partir de cuatro
ejemplos. Con ellos, se intenta destacar que los alumnos: a) usan sin mucho cuidado tér-
minos del lenguaje comtin como términos técnicos especializados; b) aplican expre-
siones inclusivas, reduciéndolas a exclusivas; ¢) carecen de percepcion en reducciones
analogicas debido a tratamientos previos de clasificacion propiciados por el maestro;
d) establecen falsas generalizaciones cuando se dan imprecisiones en las definiciones.

2. Caracteristicas del lenguaje matematico.

En el capitulo anterior se habld de dificultades cuando los alumnos trabajan con la
' representacion de hechos e ideas matematicas, cosa que también se da entre los auto-
res y los maestros. Como el lenguaje matematico se ha especializado mucho, funda-
mentalmente en este siglo, no puede ser aplicado estrictamente en las clases para la
comunicacién entre maestros con alumnos y entre los alumnos. Ello es debido a los
principios del lenguaje matematico, pero esta situacion puede salvarse cuando se
establecen situaciones matematicas apropiadas.
Atender las caracteristicas del lenguaje matematico y sus diferencias con el
lenguaje comun ayudaria una mejor comunicacién en el aula.
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En tales consideraciones, el autor presenta varias ideas:

a)

b)

d)

Las figuras geométricas, como representaciones geométricas, perma-
necen inmutables al aplicarles transformaciones como la rotacién y la
traslacion; por esto, al usarse términos como jarriba! y ja la derecha! que
usan los alumnos para describir y que son de orientacion general fisica,
no concuerdan con la descripcion matematica de espacio, pero les ayu-
dan como acercamientos al concepto matematico en tanto producen y
acumulan mas experiencia intelectual.

La mayoria de los conceptos matematicos no pertenecen a las formas
reales 0 se apoyan en relaciones entre objetos o conjuntos que se definen
formalmente. Los teoremas se demuestran en matematicas por relaciones
l6gicas y en el proceso escolar se hace uso de las imagenes-ejemplos
para ir construyendo los conceptos matemadticos, modalidad ésta de la
que no debe abusarse para no dejar anclado al alumno en este recurso.

En el lenguaje matematico, la no ambigiiedad es necesaria; esto implica
que: jel significado de cada término o simbolo particular estd perfecta-
mente definido en lo que respecta a su objetivo y a su extension; cada
término o simbolo tiene un significado tnico; cada significado particular
de los conceptos mencionados en el texto corresponde a un solo término o
simbolo!. '

En relacidn con los términos y simbolos matematicos no siempre la
lista de ellos se usa para un Unico objeto o concepto y, ocasionalmente
se utilizan términos que provienen del lenguaje cotidiano a los puede dar-
seles 0 no un significado distinto del semdntico, y, adquirir un sentido de
amplitud o de restriccidén en relacién con el lenguaje comun.

El lenguaje matematico no esta supeditado al contexto en que se desa-
rrolla: esto es, el lenguaje matematico y su interpretacion es indepen-
diente de la referencia a un ambito concreto, ademas de tomar en cuenta
que el lenguaje matematico no es autosuficiente nunca.

También viene en caracteristica del lenguaje matematico el hecho de
que un texto matematico permite llegar a una consecuencia logica y, de-
rivado de ésta, al uso de un simbolismo minimo, adecuado y conveniente.

3. Lenguaje matematico y comunicacién en clase.

Existe un buen nimero de consideraciones para no seguir en estricto las reglas del len-
guaje matematico. Entre ellas cuentan:

a)

Las referidas al nivel de manejo de suidioma de comunicacion y relacionado
estrechamente con su desarrollo cognitivo e intereses personales.

b) Como lo ideal es que los alumnos vayan superandose en cada nivel de su

educacidn, el uso del lenguaje matematico debe compaginarse a este
proposito a fin de que pueda comunicar correctamente sus ideas, usando
adecuadamente el lenguaje matematico que es posible que utilice.
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c) Otra consideracion se refiere a la tendencia metodologica en la que se esté
pensando a fin de propiciar saltos cognitivos de calidad en los alumnos.

d) También es de considerar el enfoque que se adopte como guia pedago-
gicaa lo largo de todo el desarrollo curricular, en el que predomine la apli-
cacion-practica por sobre la tedrica.

Aun con estas consideraciones, siempre que se pueda deben estar presentes
los principios del lenguaje matematico a los que se ha hecho referencia.

4. Sugerencias para los maestros de espaiiol.

A partir de las conclusiones de las investigaciones conducidas por el autor acerca
del uso del lenguaje en las clases de matematicas, establece una serie de sugerencias di-
rigidas a los maestros de espafiol para que en sus clases se analicen diferentes textos y
publicaciones para poner en evidencia los variados tipos de expresion, incluyendo
los de matematicas, para:

a) videnciar las relaciones concreto/abstracto, verbalismo/formalismo y
particular/general, entre otras.

b) establecer por comparacion la claridad que se da en textos matematicos
en relacion con lo polisémico y metaforico en textos literarios.

c) evidenciar la objetividad y coherencia que se persigue en un texto mate-
matico contra la subjetividad y la interpretacion que vienen implicitas
en los textos literarios. :

d) trabajar con las diferencias y semejanzas en la descripcion de un articulo
periodistico y la que se aplica en una construccién geométrica.

e) elmanejo de la densidad y redundancia entre textos matematicos y literarios.

f) las actividades de reflexion acerca del analisis del texto en lo matematico
y en lo literario.

El autor termina haciendo hincapié en la necesidad de establecer en el aula
la relacion entre las palabras (o signos) y el sentido, pues el estilo literario permite
aplicar palabras diferentes para un mismo sentido, pero que es impropia para la mate-
matica y considerar que:j...el sentido de una palabra difiere considerablemente de
acuerdo a las situaciones de comunicacién y al contexto...!. Sin embrago, la colabora-
cion laboral entre el maestro de matematicas y el de literatura es esencial para descubrir

' formas interesantes para el sentido correcto de los textos en uno y otro mbitos,

Reseiia de Santiago Valiente Barderas
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Esta obra, breve por lo que es capaz de decir en poco espacio, amplia en el descubri-
miento de nuevos hallazgos, y soberbia porque rompe con muchas ideas que se venian
arrastrando como pesados fardos en las concepciones relativas a la resolucion de
problemas por los infantes, se nos presenta en seis capitulos:

Por qué es interesante la resolucion infantil de problemas.

Una perspectiva historica sobre resolucion infantil de problemas: inferencia y
el desarrollo de la logica.

Herramientas conceptuales para resolver problemas: destrezas inherentes e
informacion.

Resolver un problema y descubrir nuevas estrategias.

El contexto social de la resolucidn infantil de problemas.

Conclusiones

En la obra se aborda el proceso de resolucion de problemas y cémo es que éste se
desarrolla en la infancia.

En el capitulo primero, la tesis central es que, cuando el nifio realiza uno de
sus tipicos juegos, las estrategias y actividades que desarrolla con este proposito, en
cierta forma estd implicada la resolucion de algan tipo de problema y, ademas, en esa
actividad de resolucion estd presente un cierto disfrute. La autora toma como defini-
cion de resolucion de problema que jes lo que se hace cuando se tiene una meta y no
se sabe como alcanzarla, de manera que podriamos haber esperado que fuera una
experiencia bastante frustrante y negativa. Averiguar como resolver un problema nue-
vo también es una tarea intelectual estimulante, que empuja a los nifios a valorar

Cuando se realiza un andlisis acerca de estas actividades los investigado-
res recurren a hacer inferencias acerca de cémo actian los procesos en la mente del
infante cuando éste estd resolviendo un problema, y ciertas maneras de interpretar
lo que esta realizando, ademas de construir teorias a partir de sus errores, aciertos
y lo que ellos nos dicen de lo que hacen. Esto ha permitido una mejor comprension acer-
ca de las destrezas que desarrollan.

Una primera idea que la autora aporta es que estudios recientes hacen ver
que en la resolucion exitosa de problemas no depende tanto de qué tan listos sean los
nifios ni el uso que hagan de la 16gica. Una segunda idea expresa que la experiencia
de los nifios y la retroalimentacion que se les dé son determinantes en sus busquedas
hacia nuevas formas de resolucion de problemas. Y una tercera idea se inscribe en
que su habilidad en esta actividad es un proceso social relacionado con sus sentimien-
tos en donde la confianza es determinante.
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En el capitulo II la autora da una referencia histérica acerca de la resolu-
cion infantil de problemas. Se categoriza que la comprension del desarrollo de las
destrezas cognitivas llevan a la comprension del como resuelven los nifios los proble-
mas. Se examinan las hipétesis que los especialista han venido considerando acerca
del desarrollo en la resolucion de problemas, a fin de comprender mejor lo que en la
actualidad se concibe. Sobre esto, las ideas que campean acerca de las destrezas cogni-
tivas son muy abarcativas y: 1) permiten que la comprension sobre la resolucion
de problemas parezca sencilla, 2) hacen que el trabajo de ensefiar a los infantes pa-
rezca mds sencillo, y 3) hacen ver que usar las mismas detrezas en cualquier situacién
puede tenér cierto sentido relacionado con su disefio. Con esto como principio la au-
tora establece que las inferencias, al ser elementos fundamentales en toda actividad
cognitiva, es deseable conocer como las utilizan los nifios pues aportarian ideas sus-
tantivas acerca de su inteligencia.

En relacion con la teoria psicogenética la autora refiere que: jPiaget estudio
el razonamiento de los nifios desde el nacimiento hasta la adolescencia. Creia que
la causa esencial de los cambios que observamos en la resolucion de problemas de los
nifios a lo largo de su desarrollo era el crecimiento gradual de destrezas l6gicas, desde
su ausencia total en el nacimiento hasta la 16gica compleja del adulto, a través de una
sucesion de estadios...!.

Sin embargo, los nuevos estudios han venido demostrando que la teoria
de Piaget es incorrecta, pues los nifios muy pequefios son capaces de elaborar infe-
rencias complejas en ciertos contextos y, el supuesto es que ilas tareas de Piaget no
son las mejores medidas de la capacidad de los nifios para extraer inferencias...
(pues)... evitd deliberadamente utilizar situaciones familiares al disefiar sus tareas
experimentalesi. Esto es, recientes investigaciones demuestran que los infantes de
poca edad realizan inferencias apropiadamente, cosa que no se lograba con las tareas
de Piaget, si los problemas que se les presentaban estaban definidos en situaciones
concretas, comures y conocidas y no de forma abstracta y descontextualizada. Con
este concepto se llega a que j...la destreza logica no es el factor principal que subyace
al éxito o fracaso del nifio en la resolucién de problemas...!, y en igual forma, los es-
tudios muestran que son otros factores mas importantes, fuera de la logica, los que
son utilizados por los adultos en la resolucion de problemas. Ademas, es contundente al
afirmar: j...Pero en las situaciones familiares, la validez légica estd en conflicto a
veces con la precision objetiva. En estas situaciones, tanto los nifios pequefios como
los adultos tienden a abandonar la logica y basar sus respuestas en lo que saben que
es cierto. Los individuos mayores pueden resistir mejor esta tendencia en las situa-
ciones adecuadas y pueden reconocer mejor cuando es apropiado hacerlo. La légica
es sOlo una de las estrategias de las que dispone quien resuelve problemas, y no es
necesariamente el planteamiento preferido.

Seleccionar por el éxito. Es comin que los infantes tengan mas de una estra-
tegia para resolver un problema y su tarea consiste en usar aquella que le va rindiendo
mayores beneficios.

Aprender del éxito. Los nifios dejan de lado las estrategias que no les han
llevado al éxito, pero descubierta una que lo logra, son capaces de alterarla y mejo-
rarla, sin que ello sea resultado aparente de una respuesta a la retroalimentacion.

Cambiar entre estrategias similares. Cuando el nifio ha tenido éxito con una
estrategia y reconoce en un nuevo problema la posibilidad de su uso, realiza cambios
a la estrategia original para aplicarla a las nuevas condiciones.
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Descubrir algo diferente. A veces el nifio se ve forzado a recurrir a nuevas es-
trategias, desechando aquella inicial, sin reconocer los elementos implicitos que le
sirvan de apoyo para la resolucién del nuevo problema.

Cambio guiado por estrategias. Las nuevas estrategias que aportan los nifios
en la resolucién de problemas pueden observarse por la estrategia concreta que utili-
zan, asi como los descubrimientos que ellos hacen en este proceso de aplicacion.

Se concluye en el capitulo que aunque nifios y adolescentes itengan los mis-
mos procesos dindmicos para resolver problemas!, no llegan a descubrimientos dife-
rentes en una tarea concreta ni tienen la misma capacidad para resolverla, pues los
diferentes conocimientos y experiencias llevan a aplicar estrategias diversas y jtic-
ticas diferentes significan distintos descubrimientos y diversas posibilidades de éxito!.
Sin embargo, esos procesos dindmicos son los mismos:

seleccion por el éxito

reflexion sobre y explicacion de 1o que solo estaba implicito en las estrategias
anteriores

los que generan nuevas estrategias por medio de la interaccion entre las metas
y la retroalimentacion

Resefia de Santiago Valiente
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Politica Editorial

La revista Educacion Matemdtica es una publicacion cuatrimestral dedicada a difundir
articulos de investigacion sobre temas de educacion matematica (v.g. procesos de
enseflanza y de aprendizaje de las matematicas, curriculum, evaluacion, formacién de
profesores) en los distintos niveles escolares y dentro de un espectro amplio de corrientes,
acercamientos, metodologias y escuelas de pensamiento. Considera para su publicacion
materiales originales, escritos en espafiol, que den cuenta de resultados de investigaciones
realizadas, preferentemente, en los paises o comunidades hispanohablantes.

Son también susceptibles de ser publicados en Educacion Matemadtica articulos
referentes a analisis de experiencias didécticas; aplicaciones didacticas de los resulta-
dos de la investigacion; analisis criticos de materiales, recursos y tecnologias; estudios
sobre nuevas presentaciones o acercamientos de ensefianza a temas especificos, o ensayos
sobre la disciplina o sobre las metodologias de investigacién; siempre y cuando den
cuenta explicita de los referentes tedricos y empiricos que los fundamentan.

Los articulos de matemadticas, fisica, historia, filosofia, epistemologia, lingiiistica,
psicologia y otras disciplinas afines podrdn ser considerados para su publicacién
en Educacion Matematica s6lo si su contenido se relaciona de manera significativa
y explicita con la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas, ofreciendo a los lec-
tores nuevas perspectivas de apreciacion de las problematicas de este campo.

La revista Educacion Matematica recibe, adicionalmente, un nimero limitado de
contribuciones en las siguientes secciones fijas:

1. Problemas y soluciones

Problemas interesantes dirigidos a profesores o alumnos de mateméticas, asi como

soluciones ingeniosas y comentarios a problemas publicados en la revista o en otras

publicaciones similares
2. Notas de clase

Propuestas originales de presentacion de un tema, acercamientos novedosos que

hayan sido probados en clase, lecciones, practicas, ejercicios y, en general, cualquier

producto de la experiencia en el aula que el profesor considere valioso compartir

con sus colegas, siempre y cuando se incluya el soporte bibliografico correspondiente

3. Resenas

a) De libros y otras publicaciones
Ensayos bibliograficos sobre materiales de interés para la comunidad de
educadores de las matematicas, descripciones breves y analiticas de libros y
materiales relacionados con la matemdtica y su ensefianza o notas sobre
novedades editoriales

b) De tesis de posgrados

Restmenes breves de las investigaciones que dieron lugar a la obtencién de
un grado de maestria o doctorado en educacion matematica

c) De congresos, conferencias y reuniones

Notas breves sobre actividades académicas organizadas por las comunidades
de educadores de la matematicas en cualquier parte del mundo
4. Notas y noticias

Programas de actividades académicas futuras y otras notas de interés para la comunidad
5. Foro del lector

Cartas dirigidas al Comité Editorial que sean de interés para la comunidad
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Para algunos temas especiales que requieran mayor espacio, €l Comité Editorial
considerara la publicacion de numeros monograficos adicionales

En casos excepcionales, el Comité Editorial podra aceptar para su publica-

cion la traduccién al espaiiol de articulos inéditos escritos originalmente en otro idioma.
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Guia para los arbitros

Todos los manuscritos se someten a un proceso de revision por pares, anonimo en las
dos direcciones: el arbitro no recibe el nombre del autor y el autor no conoce los nom-
bres de los revisores. Cada articulo es enviado a tres arbitros cuya especialidad y
trayectoria profesional garantice la calidad de los trabajos aceptados. Los comentarios
y observaciones de los revisores se transcriben y envian al autor a fin de que éste los
tome en cuenta para nuevas versiones. Se espera de los arbitros una revision detallada
y constructiva que ayude al autor a mejorar su manuscrito.

Para la revision, los arbitros deberdn tomar en cuenta los siguientes criterios

generales:
»  Siel articulo es, inequivocamente, un estudio en educacién matematica
+  Si constituye una contribucion original al campo
*  Si los referentes tedricos y empiricos son explicitos y apropiados
*  Sies accesible e interesante para un lector internacional
»  Sihace un analisis bien fundamentado y esta coherentemente argumentado

» Si presenta un recuento apropiado de los trabajos previos pertinentes
al tema

* Sila presentacion es adecuada.
Como resultado de la evaluacion, un manuscrito puede:
»  Aceptarse para su publicacion en su forma original
*  Aceptarse para su publicacion haciendo modificaciones menores
»  Revisarse después de que se le hagan modificaciones mayores

*  Rechazarse
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Guia para el autor

Los articulos enviados a la revista Educacion Matematica deben ser trabajos origi-
nales que no hayan sido publicados anteriormente. No se revisara ningin manus-
crito que no cumpla las especificaciones siguientes:

Los manuscritos deberan ser enviados en original y tres copias, con un resumen
de 150 palabras como méximo y las notas, tablas, figuras y referencias correspondientes;
mecanografiados a doble espacio, por un solo lado de 1a hoja y con mérgenes amplios.
El nombre, institucién y domicilio completo del autor (incluyendo codigo postal, telé-
fono, fax y direccion electronica) deberan aparecer claramente escritos s6lo en el original.
Las copias deben contener el titulo del trabajo pero ninguna referencia al autor, para
facilitar el proceso de revisiéon anénima. Las paginas del manuscrito deben ser nume-
radas de manera consecutiva; se sugiere, en la medida de lo posible, evitar las notas
a pie de pagina y sustituirlas por notas al final del articulo. Las referencias dentro del
texto deben sefialarse indicando, entre paréntesis, el autor, afio de la publicacién y pa-
gina o paginas (Freudenthal 1991, 51-53). Al final del articulo se debe incluir la fi-
cha bibliografica completa de todas las referencias citadas en el texto de acuerdo al
siguiente modelo:

Bishop, A.J. (1988): Mathematical Enculturation. A Cultural
Perspective on Mathematics Education. Londres: Kluwer
Academic Publishers.

Brousseau, G. (1983): «Les obstacles épistémologiques et les
problémes en mathématiques» en Recherches en didactique
des mathématiques, 4 (2) 167-198.

Kaput, J. (1991): «Notations and Representations as Mediators of
Constructive Processes» en von Glasersfeld (ed.): Constructi-
vism and mathematical Education, 53-74. Dordretch: Kluwer
Academic Publishers.

Cuando el articulo haya sido aceptado para su publicacion, el autor debera
enviar la version definitiva completa en impresion y disquete, incluyendo el resumen en
espafiol y en inglés o francés con una extension maxima de 150 palabras cada uno, y los
datos completos del autor; en caso de discrepancia entre la impresion y el disquete, se
tomarad como base la version impresa. Es responsabilidad del autor el contenido y la
mecanografia del articulo. El Comité Editorial se reserva el derecho de modificar el
titulo del articulo cuando lo considere conveniente, previa notificacion al autor.

Solo serd posible procesar los manuscritos capturados en procesadores
MS-Word o Word-Perfect (en cualquiera de sus versiones). Las figuras, graficas e
ilustraciones que asi lo ameriten, deberan enviarse en hojas separadas, trazadas con
tinta negra.

El autor recibira gratuitamente cinco ejemplares del nimero de la revista que
contenga su articulo. Cualquier publicacion posterior del material requerira la auto-
rizacion por escrito del Comité Editorial.



Otros textos de Grupo Editorial Iberoamérica

Matematicas en Contexto (pimer, segundoy tercer curso)
Guillermina Waldegg / Roberto Villasefior / Victor Garcia

Esta serie cubte los contenidos de matematicas en secundaria con el enfoque de solucién

de problemas y siguiendo el modeJo constructivista. Cada libro esta organizado en
lecciones que tienen una secuencia como la que sigue: situacién problema, estrategia de
solucién, aplicaciones, ejercicios y lecturas complementarias.

Contamos con una guia para el maestro y material complementario.

GEOMETRIA ANALITICA (con software)
Fernando Hitt/ Hugo Mejia Cortés / Eugenio Filloy

Ellibro esta dinigido a estudiantes y profesores de matematicas del nivel medio superior.
Los contenidos que trata han surgido de los planes y programas de estudio de la
geometria analitica plana y del espacio correspondientes a ese nivel.

Los requisitos para abordarlos condernen al algebra y a la trigonometria plana elementales.
Eleje del libro es la resolucién de problemas como parte esencial en el desarrollo de las
habilidades matematicas. La estrecha relacién entre grificas y expresiones algebraicas
caracteristicas de la geometria analitica, se aprovecha esta obra para promover en el
estudiante la adquisicion de habilidades en los procesos de modulacién matematica en
la resolucion de problemas. Se diseid un soffware de apoyo al profesor y al estudiante,
con la finalidad de que el alumno pueda construir conocimiento matematico de los
contenidos que se tratan en el aula. Los soffwares Rectas y Cua-drat-X son un firme
apoyo para ayudar al estudiante en ese aspecto, ademas de proporcionarle medios de
auto evaluaciéon y pomocién del desarrollo de habiidades matematicas. Se incluye
material de autoevaluacion para facilitar al profesor la preparacion de ejercicios y examenes.
También se incluyen ejercicios para la calculadora grafica.

El Gedmetra Version para Windows
Nick Jackiw ‘

El mejor software para aprender y enseflar geometria a nivel mundial ahora en
Espafiol, muy versatil que puede ser usado desde la primaria hasta licenciatura y
proyectos de investigacion.

EL GEOMETRA es una poderosa herramienta para la exploracién de la
geometria. Con EL GEOMETRA usted puede construir una asombrosa
variedad de figuras.

GEOMETRIA
ANALITICA

INFORMES Y PEDIDOS EN: Nebraska 199, Col. Napoles Tel: 523 09 94 Fax: 5431173




Otros textos de Grupo Editorial Iberoamérica

Historia e historias de matematicas
Mariano Perero

Libro interesante y ameno que muestta una novedosa perspectiva de las matematicas.
Presenta a los personajes que existen detras de las formulas, por qué y como las
inventaron, en qué momento de la historia y en respuesta a qué necesidades intelectuales y
econdmicas aparecieron. Nos muestra a los hombres y mujeres que dedicaron su vida a
esta disciplina como personajes reales, con angusias, alegtias y problemas propios, a través
de historias y anécdotas que haran mas activo, interesante e instructivo el conocimiento del
mundo de las matemiticas. Ademas, esta escrito en forma claray amena.

Aprendiendo algebra con hojas electronicas

de calculo (Cuaderno para el alumno) 2a ed
(Complemento del libro para el profesor Ensefiando élgebra con hojas electrénicas de calculo)
Teresa Rojano+Sonia Ursini

Este cuaderno de actividades para los estudiantes permitird usar una computadora y el
programa Excel como un instrumento para crear ambientes que propicien en los alumnos
de secundaria y bachillerato el desarrollo y construccién de nociones y conceptos algebraicos
que les sean utiles para comprender su entorno y resolver problemas de la vida cotidiana.
Esta obra es el resultado de investigaciones y expertencias con alumnos de educacion basica,
media y media superior (10 a 18 afios de edad). Todas las actividades se presentan a través de
hojas de trabajo en las que se plantea un problema, y estan pensadas para desatrollarse con
todo un grupo de estudiantes durante las horas normales de clase.

Ensefando algebra con hojas electronicas

de calculo (Libro para el profesor)
(Complemento del cuaderno para el alumno Aprendiendo dlgebra con hojas electrénicas de céiculo)
Teresa Rojano+Sonia Ursini

Este libro contiene la metodologia necesaria para que el maestro utilice la computadora y el
programa Excel para propiciar en el alumno la construccion de conceptos algebraicos.
Proporciona las bases para que el profesor coordine las actividades, promueva la discusién y
la cooperacién entre los alumnos, aliente a la reflexion, aclare dudas, recuerde alguna piezade
informacién, haga sugerencias e involucre al alumno en el problema inicialmente planteado,
ayudindolo a construir los conceptos. El texto inicia con un acercarmiento a la hoja electrénica
de célculo. Cada capitulo contiene una introduccién con problemas comentados, actividades
parala hoja de calculo y hojas de trabajo del cuaderno del alumno con observaciones. Cada
seccion cuenta con ejemplos, anotaciones acerca de la hoja de célculo, notas para el salon de
clases, notas didacticas, notas técnicas y observaciones.

HISTORIA E HISTORIAS
DE MATEMATICAS

Mariana Perern

APRENDIENDO

Algebra )

LENL
Hujas Electronicas
de Cileulo
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Otros textos de Grupo Editorial Iberoamérica

Didactica e Historia de la Geometria Euclldlana
Eugenio Filloy Yaglie

Libro que resefia los inicios de la geometria desde los babilonios, egipcios,
la geometria pitagorica, la geometria de Platon y de Aristoteles, los
elementos y método axiomatico de Euclides, hasta los desarrollos
axiomaticos de Bolyai-Lobachevski.
Aspectos sobresalientes
« Se combina el desarrollo histérico con problemas y aplicaciones
clasicas, asi como desarrolio de axiomas y teoremas.

Apectos Teéricos del Algebra Educativa
Eugenio Filloy Yaglie

El dlgebra educativa quedo en el centro de la investigacion a partir de
mediados de los ochenta. Por su caricter abstracto y porque las habilidades
sinticticas requieren de un buen grado de competencia, este campo tequirid
de nuevos acercamientos: la presencia de conceptos provenientes de la
semiotica y andlisis cercanos a la historia de las ideas algebraicas.

Este volumen contiene los materales, relacionados con el tema en cuestion,
empleados por el autor en sus cursos de doctorado dictados en las
universidades de Valencia y Granada en 1997. En los primeros siete
capitulos se hace una introduccion al tema, mientras que en los cuatro
restantes se da una idea de los estudios de corte empirico y
epistemologicos realizados durante la presente década.

INFORMES Y PEDIDOS EN: Nebraska 199, Col. Napoles Tel: 523 0994 Fax:5431173




SERIE LA CALCULADORA EN EL SALON DE CLASE

Sentido numérico e iniciacion al algebra
Tenoch Cedillo Avalos

Texto dirigido a estudiantes de escuelas secundarias. El propésito de este texto es apoyar la
ensefianza de la artimética desde una perspectiva didictiva con el apoyo de la calculadora,
introducir al estudio de los niimeros y sus operaciones como un lenguaje que permira plantear
y resolver problemas e introducir el uso del cédigo algebraico.

-

Familias de funciones:
expresiones algebraicas y sus graficas
Valentin Cruz Oliva

Texto disefiado para desarrollar habilidades y conceptos a través de una constante
interaccion entre las representaciones grafica y algebraica de familias de funciones.
Utilizando la calculadora grifica cubre los temas de funciones que se ven en escuelas
secundarias. Propone actividades con hojas de trabajo de acuerdo con las sigutentes
familias de funciones.

Desarrollo de abilidades algebraicas
Tenoch E. Cedillo Avalos

El propésito de este texto es poner a disposicion de profesores e investigadores un
libro que presenta un modelo didactico para el uso de la calculadora en la clase de
matematicas, tambien ofrece un trabajo que ha sido conformado a lo largo de un
estudio de seis afios con cerca de 20 000 estudiantes y 200 profesores ubicados en
distintas partes del pais.

Nubes de puntos y modelacion algebraica
Tenoch E. Cedillo Avalos

Es un libro que puede ser de utilidad para investigadores en educacion matematica y
para profesotes. Los investigadores y estudiantes de posgrado en educacion matematica,
encontraran en este material una serie de reflexiones y un modelo didactico sobre una
problemitica educativa de actualidad en el ambito de la investigacién nacional e
internacional: el potencial de la calculadora como una herramienta que media el aprendizaje
de nociones y el desarrollo de habilidades basicas en el estudio del algebra escolar.

INFORMES Y PEDIDOS EN: Nebraska 199, Col. Napoles Tel: 523 09 94 Fax: 543 11 73
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VISUALIZANDO LA FUNCION
CON LA PC

FERNANDO HITT ESPINOSA / ARTURO TORRES OROZCd

Libro novedoso que presenta un nuevo
acercamiento didactico para comprender

el concepto de funcién.

Discute las dificultades due tienen los
alumnos para asimilar y visualizar el concepto

de funcidn. ‘ © VISUALIZANDO
Hace notar la falta de relacién entre la g LA FUNCION

definicién (concepto) y la imagen (concepto).

CON LA PC

0 b gyt

Se utiliza el programa de cémputo CALCULA

del Dr. José Lius Abreu y la M. en C. Marta Oliver¢,
como un laboratorio en el cual se pueden realizar
experimentos con las funciones y sus graficas.

VISUALIZANDO LAS CONICAS
CON LA PC

FERNANDO HITT ESPINOSA / EUGENIO FILLOY

Este novedoso libro que puede considerarse como
un laboratorio donde el alumno tendra un nuevo
S , acercamiento didactico al estudio de la geometria
VISUALIZANDO analitica.

LAS CONICAS £ autor analiza las dificuitades que tiene los
alumnos para asimilar los conceptos acerca de las
conicas.

Se utiliza el programa de cémputo CONICAS

del Dr. Jose Luis Abreu y la M. en C. Marta Olivero,
como un taller donde el alumno puede axperimentar
con las gréficas de parabolas, hipérbolas y elipses.

SA4CY
Grupo Editorial Iberoamérica
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