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En la vida de las sociedades, la prosperidad de los pueblos depende de la de todos
sus vecinos; los Estados, asi mismo, tienen un interés vital en que el orden reine no
solamente en el interior de cada uno de ellos, sino que exista también en las relaciones
mutuas. No es diferente en la vida de las ciencias. Prueba de ello es el vivo interés que
los representantes mas notables del pensamiento matematico han mostrado siempre por
la estructura y las leyes de otras ciencias, distintas de la propia; sobretodo, no han ce-
sado de estudiar las matematicas (y por el mas grande bien de estas Gltimas) en sus
relaciones con los vastos dominios de la fisica y de la teoria del conocimiento que les
es mas cercana. Me parece que la naturaleza de estas relaciones y su profunda fecun-
didad estaran expresadas claramente si designo bajo el nombre de método axiomatico
el método general de investigacion que las caracteriza y que en las matematicas modernas
toma una importancia cada vez mas grande.

Si agrupamos los hechos de un dominio cientifico determinado, méas o menos
extenso, pronto notaremos que estos hechos son susceptibles de ser ordenados. El
orden se efectia constantemente a la manera de un edificio de conceptos de tal
forma que un concepto, y s6lo uno, corresponde a cada uno de los objetos del do-
minio cientifico y que, al interior de este Gltimo, un estado de hechos es equivalente
a una relacion logica entre conceptos. El edificio de los conceptos no es otra cosas que
la teoria del dominio cientifico considerado.

Es asi que los hechos geométricos se ordenan en una geometria, los hechos
aritméticos en una teoria de niimeros, los hechos estaticos, mecanicos, electrodinamicos
en teorias de la estatica, de la mecdanica, de la electrodindmica, y los hechos de la
fisica de los gases se agrupan en una teoria de los gases. Lo mismo en lo que se refiere
a los dominios cientificos de la termodindmica, de la éptica geométrica, de la teoria
de las radiaciones, de la conduccion del calor, o del calculo de probabilidades y de la
teoria de conjuntos. El mismo comentario se impone, finalmente, ya sea que se trate
de matematicas puras (teoria de superficies, teoria de ecuaciones de Galois, teoria de
numeros primos) o de ciencias sin relacion directa con las matematicas puras como la
teoria monetaria o ciertos capitulos de la psicofisica.

Si ahora consideramos de mas cerca una teoria determinada, constatamos
invariablemente que el edificio de los conceptos en el dominio cientifico debe tener
como base un numero restringido de proposiciones excepcionales que se basten a si
mismas para construir todo el edificio de acuerdo a los principios ldgicos.

En geometria, por ejemplo, es suficiente invocar Gnicamente la proposicion
que concierne la linealidad de la ecuacioén del plano y la transformacién ortogonal de

! Axiomatisches Denken. conferencia dictada en la reunién anual de la Sociedad Matemética Suiza, que tuvo lugar en
Zurich el 11 de septiembre de 1917. Traduccion al francés de A. Reymond, profesor de la Universidad de Neuchétel. Repro-
ducido en L’ Enseignement Mathématique, afio 20, 1918, pp 122-136.

B 128




B PENSAMIENTO AXIOMATICO B Pag. 129 m

las coordenadas puntuales para construir enseguida, y Unicamente por medio del ané-
lisis, una ciencia tan vasta como la geometria euclidiana del espacio. De la misma
forma la teoria de nimeros se edifica enteramente de acuerdo con las reglas y las
leyes del calculo que son validas para los nimeros enteros. Juegan un papel andlogo
en la estatica, el principio del paralelogramo de fuerzas; en la mecanica, las ecuaciones
diferenciales de Lagrange sobre el movimiento, y en la electrodindmica, las ecuacio-
nes de Maxwell, a condicidn de agregar a estas tltimas un postulado relativo a la rigidez
y a la carga del electron. Anélogamente, la termodinamica puede construirse entera-
mente sobre el concepto de la funcién de energia y sobre las definiciones de tempe-
ratura y de presion tomadas como variables (entropia y volumen). De la misma
forma, encontramos en el centro de la teoria de radiacion, 1a ley de Kirchoff que regula
las relaciones entre la emisién y la absorcién; en el calculo de probabilidades, la ley
de los errores de Gauss; en la teorfa de los gases, el principio de la entropia concebido
como el logaritmo negativo de la probabilidad de un estado dado; en la teoria de las
superficies, la representacion de un elemento curvilineo por una forma cuadrética
diferencial; en la teoria de ecuaciones, el teorema de existencia de las raices; en la teoria
de niimeros primos, ¢l principio relativo a la realidad y a la frecuencia de los ceros en
la funcién riemanniana {(t).

Todos estos principios fundamentales pueden, desde un primer punto de
vista, ser pensados como axiomas de dominios cientificos especiales cuya extension
progresiva termina después de una manera puramente l6gica en el interior del edificio
conceptual ya elaborado. Este punto de vista se afirma con toda claridad, sobretodo,
en las matemaéticas puras y, a los trabajos que ahi se inspiran, debemos el desarrollo pro-
digioso de la geometria, de la aritmética, de la teoria de funciones y de todo el analisis.

Siendo éste, y para los casos de los que hemos hablado, el problema de los
fundamentos de un dominio cientifico especial, aparentemente se ha encontrado una
solucién; pero ésta s6lo puede ser provisoria. De hecho, en cada dominio se sentia la
necesidad de fundamentar hasta las proposiciones especificas mas elevadas, aunque
fuesen consideradas como axiomas fundamentales. De esta manera la gente se esfor-
zaba por probar, ya fuera la linealidad de la ecuacién del plano y la ortogonalidad de
la transformacidn que expresa un movimiento, ya fuera las leyes del célculo aritmético,
o el paralelogramo de fuerzas y aln las ecuaciones de movimiento de Lagrange y la
ley de Kirchoff sobre emision y absorcion, o bien el principio de la entropia y la pro-
posicién relativa a la existencia de las raices de una ecuacion.

Pero el examen critico de estas “pruebas” hizo que se reconociera que no
son tales; en realidad, sdlo hacen posible el regreso a ciertas proposiciones més fun-
damentales todavia que, en si mismas, aparecen como nuevos axiomas, en el lugar
de las leyes por demostrar. De esta manera han nacido los axiomas, llamados asi a
titulo justo hoy en dia, de la geometria, de la aritmética, de la estadistica, de la mecanica,
de la teoria de radiaciones o de la termodinidmica. Estos axiomas forman un estrato
subyacente mas profundo en oposicion al estrato axiomatico superficial, caracterizado
por los principios fundamentales planteados primeramente y que hemos enunciado para
cada dominio cientifico especial. El procedimiento del método axiomatico, tal como
lo hemos descrito, viene entonces a plantear mas profundamente los cimientos que
sostienen cada uno de los dominios cientificos especiales, trabajo andlogo al que es
necesario para reedificar un edificio sin comprometer su seguridad.

Para que una teorfa cientifica representada por un edificio de conceptos res-
ponda a sus objetivos, se requiere ante todo de dos exigencias: la primera concieme a
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la dependencia y al mismo tiempo, a la independencia de las proposiciones de esta teo-
ria; la segunda, la ausencia de contradiccion de la que deben participar las proposi-
clones tomadas en su conjunto.

Ocupémonos de entrada de la dependencia y la independencia de los axiomas.

El ejemplo clasico del que uno echa mano para probar la independencia de
un axioma lo proporciona la geometria en el postulado de las paralelas que Euclides,
remarquémosle, clasificaba ya como axioma. Por aquel entonces, Euclides hacia a un
lade-la cuestion de saber sl esta proposicion no estaba en si misma condicionada por
los otro®axiomas. Asi, el método de investigacion preconizado por Euclides se per-
petud como tipico de toda investigacion axiomética y, después de este gran sabio, la
geometria se volvid el ejemplo modelo de la ciencia axiomatica.

La mecénica clasica nos ofrece otro ejemplo de investigacidn relativo a la in-
dependencia de los axiomas. Como hemos hecho notar, las ecuaciones de Lagrange
sobre el movimiento podrian ser consideradas provisionalmente como los axiomas de
la mecanica, porque son completamente suficientes para fundar las férmulas generales
relativas a fuerzas cualesquiera y cualesquiera condiciones que las acompafien. Pero
una investigacion mas profunda muestra que es inttil para la edificacion de la mecanica,
postular a la vez fuerzas y condiciones cualesquiera, y que entonces puede disminuirse
el sistema de los postulados. Esta constatacién conduce, por un lado, al sistema de axio-
mas postulado por Boltzmann, que sélo supone las fuerzas, especialmente centrales
es verdad, pero que no exige ninguna condicion adicional. Por otra parte, al sistema de
axiomas definido por Hertz, que rechaza las fuerzas para apelar a las condiciones, y
mas especificamente, a las relaciones rigidas. Estos dos sistemas constituyen asi un
estrato mas profundo en la axiomatizacion progresiva de la mecanica.

Si consideramos ahora en la teoria de ecuaciones de Galois la existencia de
las raices de una ecuacién como un axioma fundamental, éste ya no es mas un axioma
dependiente; puesto que, en tanto que es una proposicion existencial, puede ser deri-
vada de los axiomas de la aritmética como lo demostrd por primera vez Gauss.

Sucede lo mismo si en la teoria de nimeros primos consideramos como
axiomatica la proposicion relativa a la realidad de los ceros de la funcién riemanniana
z(t): para ahondar mds el estrato de los axiomas puramente aritméticos, seria necesaria
la prueba de esta afirmaciéon de realidad, porque esta prueba es la Unica que garanti-
zaria la certeza de consecuencias importantes que, a partir de su postulacion, hemos
podido establecer.

Es necesario sefialar, con un interés muy particular para un proceso axioma-
tico, la cuestion relativa a la independencia de los principios de un dominio cientifico
en relacion al axioma de continuidad.

En la teoria de nlimeros reales, se muestra, por ejemplo, que el axioma lla-
mado de Arquimedes sobre la medida es independiente de todos los otros axiomas arit-
méticos. Esta constatacion es, como se sabe, de una importancia capital para la geometria;
pero también para la fisica tiene, aparentemente, un interés principal porque nos con-
duce al resultado siguiente: por una parte podemos, yuxtaponiendo longitudes terres-
tres, calcular las dimensiones y las distancias de los cuerpos en el espacio, es decir,
medir magnitudes celestes a través de una medida terrestre; por otra parte, las medidas
métricas permiten expresar las distancias hasta en el interior de los dtomos. Estos
hechos no son, de ninguna manera, una consecuencia logica de los principios relativos
a la congruencia de triangulos y a la configuraciéon geométrica, sino Unicamente el
resultado de una investigacién empirica. En el mundo fisico, la validez del axioma arqui-
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mediano tiene entonces, segun indican los sentido, la necesidad de tener una com-
probacién experimental directa casi como la de la proposicién relativa a la suma de los
dngulos de un triangulo en el sentido conocido.

De manera general, podria formular el axioma de continuidad en fisica
como sigue: “Cuando se asigna de antemano un grado cualquiera de precisién a la va-
lidez de una férmula fisica, existen pequefios dominios al interior de los cuales las
hipétesis hechas para establecer dicha féormula pueden variar libremente sin que el
alejamiento de esta Gltima sobrepase el grado de precision prescrito”. Este axioma
sdlo expresa, en el fondo, lo que hay de inmediato en la naturaleza de la experiencia;
siempre ha sido implicitamente supuesto por los fisicos, sin haber sido hasta ahora
formulado de una manera particular.

Si, por ejemplo, del axioma relativo a la imposibilidad de un “perpetuum
mobile” de segunda especie se deriva, de acuerdo con Planck, el segundo principio de
la termodinamica, se estd usando este axioma de continuidad.

Este Gltimo es igualmente indispensable para fundamentar la estdtica utili-
zando el axioma del paralelogramo de fuerzas, o al menos eligiendo ciertos otros axio-
mas que se le acercan. Es lo que Hamel ha mostrado de una manera muy interesante
por medio del empleo del principio relativo a la posibilidad de que el continuo sea
bien ordenado.

Se puede igualmente desplazar en profundidad los axiomas de la mecénica
clasica si, en virtud del axioma de continuidad, uno se representa el movimiento con-
tinuo como descompuesto en impulsos de movimientos rectilineos y uniformes que
se suceden uno al otro con rapidez; hace falta entonces utilizar como un axioma meca-
nico esencial el principio del trabajo madximo de Bertrand de acuerdo al cual, después
de cada choque, el movimiento que en realidad se produce es siempre aquél por el
cual la energia cinética del sistema es un maximo entre todos los movimientos com-
patibles con el principio de conservacidn de la energia.

En cuanto a los més recientes intentos de fundamentar la fisica, y especial-
mente la electrodindmica, éstos descansan completamente en las teorias del continuo
y, en consecuencia, implican en gran medida la idea de continuidad; sin embargo, no
los examinaré aqui, porque las investigaciones no tienen todavia el grado suficiente
de perfeccion.

Pasemos ahora al examen del segundo problema que mencionamos arriba, a
saber, la cuestidn relativa a la ausencia de contradiccion de los axiomas. Esta cuestion
es de primordial importancia, porque la presencia de una contradiccion en una teoria
comprometeria toda su estabilidad.

Ahora bien puede suceder que la nocién de no-contradiccion interna se con-
cilie muy dificilmente con teorias aceptadas desde hace mucho tiempo y que han es-
tablecido sus propias pruebas. Recuerdo, por ejemplo, en la teoria cinética de los gases
la dificultad relativa a la reversibilidad periodica.

A menudo también sucede que la no-contradiccion interna de una teoria es
considerada como algo natural, mientras que en realidad serfan necesarios profundos
desarrollos matematicos para probarla.

Para ilustrar este hecho, consideremos el problema siguientes tomado de la
teorfa de la conduccién del calor: la distribucion de la temperatura en el interior de un
cuerpo homogéneo cuya superficie se mantiene a una temperatura determinada que
varia de acuerdo a las regiones. Dado esto, el postulado relativo al mantenimiento del
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equilibrio de temperaturas no encierra de hecho ninguna contradiccion interna. Pero
en teoria es necesario probar que el problema bien conocido de los valores limite de
la funcidn de potencial siempre es resoluble, porque soélo la solucion de este problema
mostraria que una distribucion de la temperatura que satistace la ecuacién de la con-
ducciédn calorifica es, en principio, posible.

Pero sobretodo en fisica no basta probar que los principios de una teoria son
acordes entre si; es necesario también demostrar que éstos no contradicen los princi-
pios de un dominio cientifico vecino.

Por ejemplo y como lo he hecho ver recientemente, el axioma de la teoria de
la radiacion comporta, ademads de la ley fundamental de Kirchoff sobre la emisién y la
absorcion, una proposicidn especial sobre la reflexion y la refraccion de los rayos
luminosos aislados que puede ser enunciada en estos términos: sean dos rayos de luz
natural de la misma energia, que caen cada uno de un lado de la superficie que separa
dos medios en direcciones tales que, el primero, después de su pasaje y el segundo,
después de su reflexion, siguen la misma direccién. En estas circunstancias, el rayo
resultante de la unién es de nuevo un rayo de luz natural de la misma energia. Esta
proposicién, como uno lo constata de hecho, no sélo no esta en contradiccion con la
Optica; sino que puede ser derivada como una consecuencia de la teoria electromag-
nética de la luz.

Como se sabe, los resultados de la teoria cinética de los gases estan en per-
fecto acuerdo con la termodindmica.

De la misma manera, la inercia electromagnética y la gravitacion de Einstein
son compatibles con los conceptos correspondientes de la teoria cldsica, en tanto que
estos tltimos son considerados casos limite de los conceptos mds generales que estin
en la base de las nuevas teorias.

Por el contrario, la teoria moderna de los quanta y el conocimiento progresivo
de la estructura interna de los atomos han construido leyes que contradicen directa-
mente la electrodindmica edificada hasta ahora sobre las ecuaciones de Maxwell. Es
por eso que en el momento actual la electrodindmica, como todos lo reconocen, tiene
la necesidad imperiosa de una nueva base y de una transformacién radical.

Como se ve por todo lo anterior, la refutacion de las contradicciones que sur-
gen debe siempre efectuarse mediante un cambio en la eleccion de los axiomas; la di-
ficultad consiste entonces en descubrir una seleccion tal que todas las leyes fisicas
constatadas se deriven légicamente de los axiomas elegidos.

Es muy diferente cuando las contradicciones surgen al interior de las ciencias
tedricas puras. Como ejemplo clasico de tal evento se puede citar la teoria de conjuntos
y la paradoja del conjunto de todos los conjuntos cuyo origen se sitla ya en Cantor.
Esta paradoja es tan grave que, a causa de ella, algunos matematicos ilustres, como
Kronecker y Poincaré, han rechazado el derecho de existencia de toda la teoria de con-
juntos que es, no obstante, una de las ramas mas ricas y mds vigorosas de las matematicas.

" El método axiomatico viene, felizmente, a remediar este precario estado de
cosas. Con la puesta al dia de los axiomas apropiados, Zermelo, por un lado, restringi6
la arbitrariedad de las definiciones concernientes a los conjuntos y, por el otro, limito
con precision los enunciados admisibles, refiriéndolos a los elementos de los conjuntos.
De esta manera, logrd desarrollar la teoria de conjuntos removiendo las contradiccio-
nes verbales pero conservando, a pesar de las restricciones impuestas, la misma exten-
sidon y la misma capacidad de aplicacion.
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En todos los casos revisados hasta aqui, se trata de contradicciones que ha-
bian surgido en el curso del desarrollo de una teoria y cuya remocién necesitaba la
refundacion del sistema de axiomas. Pero no basta evitar las contradicciones que pue-
dan presentarse, s1 uno no quiere comprometer la reputacion de las matematicas como
el modelo de ciencia rigurosa. Por su esencia ain el método axiomatico tiene exigencias
més extensas; debe, en particular, probar que en cada caso y sobre la base del sistema
de axiomas propuesto, las contradicciones son absolutamente imposibles en el inte-
rior de un dominio cientifico.

Conforme con esta exigencia, he demostrado en los Fundamentos de la
geometria la no-contradiccidon de los axiomas propuestos haciendo ver que toda
contradiccidn que se deriva légicamente de axiomas geométricos debia necesariamente
manifestarse también en la aritmética del conjunto de los niimeros reales.

Para las teorias fisicas, de manera no menos evidente basta referir el problema
de la no-contradiccion interna a la no-contradiccion de los axiomas aritméticos. Es
asi que he demostrado la no-contradiccion de los axiomas indispensables para la teoria
de radiaciones construyendo para ella un sistema de axiomas compuesto de elemen-
tos analiticamente independientes, lo que supone la no-contradiccidn del analisis.

Se puede y se debe, llegado el caso, proceder de manera analoga en la edifica-
cién de una teoria matematica. Consideremos, por ejemplo, como axiomas la propo-
sicion que, en el desarrollo de la teoria de grupos de Galois, se refiere a la existencia
de las raices y el principio que, en la teoria de numeros primos, define la realidad de los
ceros de funcién riemanniana {(t); hace falta entonces, en cada uno de estos casos,
probar la no-contradiccién del sistema de axiomas considerado y, para ello, demos-
trar por medio del andlisis la proposicion relativa a la existencia de las raices, y el prin-
cipio riemanniano concerniente a la funcion {(t), porque sélo de esta manera se asegura
la conclusién de esta teoria.

Asimismo, el problema de la no-contradicciéon de un sistema de axiomas
para los mumeros reales se puede referir a un problema que contempla los niimeros
enteros. Es mérito de Weierstrass y de Dedekind el haberlo mostrado en su teoria de
los nimeros irracionales.

El axioma de los numeros enteros y las bases de la teoria de conjuntos
constituyen, sin embargo, casos Unicos de excepcién. El camino que conduciria a un
dominio cientifico més especifico que el suyo pareceria inaccesible, porque fuera de
la 16gica no existe ninguna disciplina a la cual apelar como Gltimo recurso.

No obstante, como el deber de establecer la no-contradiccion es ineluctable,
es necesario, me parece, axiomatizar la logica y probar que tanto la teoria de niimeros
como la de conjuntos son sélo partes de la logica.

Esta via fue preparada desde hace tiempo, sobretodo por las profundas
investigaciones de Frege; pero fue finalmente abierta con éxito por Russell, logico
profundo y matematico penetrante. En la terminacion de la tarea grandiosa que este
ultimo ha emprendido para axiomatizar la logica se podria, con todo derecho, ver la
coronacion de la obra misma de axiomatizacion.

Este logro, sin embargo, requiere todavia de un trabajo nuevo y multiple. En
efecto, una reflexién mas profunda muestra pronto que el problema de la no-contradic-
cion en los conjuntos y en los numeros enteros no se limita a ellos mismos, sino que
se relaciona con un vasto dominio de preguntas dificiles que competen a la teoria del
conocimiento aunque tengan un caracter netamente matematico. Para caracterizar bre-
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vemente este conjunto de preguntas, me limitaré a una simple enumeracién. Un pro-
blema matemdtico, jsupone siempre una solucion? Pregunta capital a la que se rela-
ciona subsidiariamente la sigutente: el resultado de una investigacion matematica
ces siempre controlable? En el mismo orden de ideas, ;qué se entiende por criterio de
simplicidad de las pruebas matematicas? ;Codmo definir en la matemadtica y en la logica
la relacion entre contenido y forma? Finalmente, ;en qué consiste la determinacion de
un problema matematico por medio de un niimero finito de operaciones?

La axiomatizacion de la loégica s6lo podra satisfacernos enteramente cuan-
do todas las preguntas de esta naturaleza sean resueltas y su relacion aclarada.

La ultima, sobretodo, que se refiere a la determinacién por medio de un nu-
mero finito de operaciones es la mas conocida y la que més frecuentemente se discute
porque esté dirigida al punto més elevado del pensamiento matematico.

Quisiera aumentar el interés que uno le atribuye refiriéndome a algunos
problemas mateméticos especiales en los que tiene ciertamente un papel.

Como se sabe, la teoria de invariantes algebraicos contiene un teorema fun-
damental de acuerdo al cual existe siempre un numero finito de invariantes racionales,
gracias a los cuales todos los otros invariantes semejantes pueden ser representados
de una manera completamente racional. La primera demostracién general de este
hecho ha sido dada por mi; y satisface plenamente, me parece, nuestra necesidad de
simplicidad y claridad; es imposible, sin embargo, transformarla de manera que sea
posible, a través de ella, asignar limites al numero, que, no obstante, es finito, de inva-
riantes que componen todo el sistema o establecer realmente estos ltimos. Se han ne-
cesitado reflexiones y principios novedosos para constatar que la determinacién del
sistema total de invariantes exige Unicamente operaciones cuyo numero €s finito y se
encuentra confinado entre limites que pueden ser asignados con antelacion.

La teoria de superficies nos ofrece otro ejemplo de este hecho. En efecto, la
geometria de superficies de cuarto orden plantea una pregunta fundamental, a saber:
(de cuantas hojas a lo més, separadas entre si, puede estar compuesta una superficie
de esta especie?

Para responder a esta pregunta la primera tarea que se impone es probar que
el nimero de estas hojas debe ser finito. Parece facil dar la prueba haciendo entrar en
accién la teoria de funciones como sigue. Se supone la existencia de una infinidad
de hojas y se elige un punto y uno solo en el interior de cada porcién del espacio aco-
tado por una hoja. Pero el lugar donde se condensan estos puntos que, por su eleccion
son una infinidad, seria un punto de una singularidad tal que haria falta sustituirlo por
una superficie algebraica. .

La via indicada por la teoria de funciones no permite entonces, de ninguna
manera, asignar una cota superior al nimero de hojas de la superficie. Es por eso que
es mejor recurrir a consideraciones basadas en el nimero de puntos de interseccidn;
estos Gltimos nos ensefian finalmente que el nimero de regiones buscadas no puede
ser superior a 12.

Aunque este segundo meétodo sea tan diferente del primero, no podemos,
sin embargo, ni reducirlo ni transformarlo al punto de decidir si existe realmente una
superficie del 40. orden con 12 hojas.

Pero, puesto que una forma cudrticd de 40 orden posee 35 coeficientes homo-
géneos, podemos representar intuitivamente una superficie determinada de 40 orden
por un punto situado en un espacio de 34 dimensiones. El discriminante de la forma
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cuartica de 4o orden es, por los coeficientes que posee, de grado 108; igualado a cero,
representa en el espacio de 34 dimensiones una superficie del 1080 orden. Como, por
otra parte, los coeficientes del discriminante son nimeros enteros determinados, el ca-
racter topologico de la superficie del discriminante se deja fijar con precision de
acuerdo a las leyes que nos son familiares en el espacio de dos o tres dimensiones.
De esta manera podemos informarnos exactamente de la naturaleza y significaciéon
de las regiones particulares que la superficie del discriminante define en el espacio de
34 dimensiones. Representadas ahora por los puntos de cada region asi definida, las
superficies de 40 orden, con toda seguridad, poseen todas el mismo nimero de hojas.
Dado esto, es posible por medio de una enumeracién finita, aunque fatigante y de
largo aliento, confirmar si existe o no una superficie de 40 orden con un ndmero
de hojas = 12.

Las consideraciones geométricas que acabamos de desarrollar constituyen
la tercera via para responder a la pregunta planteada. Estas consideraciones permiten
hacerlo en un nimero finito de operaciones. En principio, entonces, nuestro problema
se ha agotado por mucho: ha quedado referido a un problema de orden casi analogo a
la tarea de descubrir la cifra de rango (1019)!0 que se obtiene desarrollando = en
forma de fraccién decimal. Este problema, decididamente, puede ser resuelto aunque
la solucidén permanezca desconocida.

A fin de cuentas, vale mas utilizar las investigaciones profundas y dificiles
que Rohn ha realizado por medio del 4lgebra y la geometria. Estos estudios?, en efecto,
nos hacen ver que una superficie de 40 orden no puede contener 11 hojas: en realidad
sélo pueden existir 10. Este cuarto método es entonces el inico que aporta una solu-
cién completa al problema planteado.

Estos desarrollos especiales indican cdmo se pueden aplicar al mismo pro-
blema métodos diversos de demostracidn, y permiten estudiar més de cerca, como
hace falta, la naturaleza en si de la demostracién matemadtica, si se quieren aclarar
preguntas andlogas a la de la determinacion de un problema por el nimero muy grande,
pero finito, de operaciones.

Todos los problemas esenciales que acabo de caracterizar, entre los que el
relativo al namero de las operaciones sélo es el tltimo tratado y mencionado, me parece
un campo importante cuyo descubrimiento es muy reciente. Para conquistar este
campo debemos, ésta es mi conviccidn, considerarlo como el objeto de una investiga-
cién, independientemente del concepto de la demostracion especificamente matematica;
exactamente como el astronomo debe tomar en consideracion el movimiento de la esta-
cion en donde se encuentra, y el fisico, la teoria de los aparatos que emplea, o aln el
filosofo, que estéd obligado a criticar la razén en si.

La realizacién de este programa constituye una tarea que, por €l momento,
esta lejos de concluirse.

Para terminar, quisiera resumir en algunas palabras mi concepcién general
sobre la naturaleza del método axiomatico.

Seglin yo, todo lo que puede ser objeto de pensamiento cientifico es decidida-
mente partidario, tan pronto como la forma estd madura para una teoria, del método
axiomatico y, por esa via, indirectamente de las matematicas. A medida que penetra-
mos en los estratos siempre mas profundos de los axiomas en el sentido indicado ante-

2 Una exposicion resumida fue hecha por F. Klein en sus “Conferencias sobre las matematicas” Paris, Hermann, p. 29
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riormente, mas nos aproplamos de la naturaleza del pensamiento cientifico, desde pun-
tos de vista siempre mas profundos; mas, también, nos hacemos conscientes de la uni-
cad de nuestro saber. En el edificio de las ciencias, concebido por medio del método
axiomatico, las matematicas parecen estar llamadas a tener un papel directriz.

Traduccién: Guillermina Waldegg






