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RESUMEN: Presentamos en este trabajo un criterio de divisibilidad que, a diferencia de 
los usuales, es aplicable de manera general para averiguar la divisibilidad de un entero 
entre cualquier primo diferente de 2 y 5. La aplicación de este criterio es muy simple, lo 
cual lo hace atractivo para su enseñanza en el nivel medio. Para su demostración no se 
requiere de la utilización de conocimientos y conceptos avanzados. 

ABSTRACT: In this work we presenta divisibility criterium. Unlike the usual criteria, 
this can be applied in a general way to check divisibility of a number by any prime 
different of 2 and 5. Practica/ ap/ication of this criterium is quite simple; this makes it 
suitable far its teaching in medium-level school. Moreover, its proof does no/ require 

higher concepts. 
/ 

l. Introducción 

En las diferentes ramas de las matemáticas existen resultados importantes que aglutinan y 
sirven de sustento a otros resultados de la misma rama o de otras. Tenemos, por citar 
algunos, el Teorema Fundamental del Cálculo que pone en evidencia la relación existente 
entre el problema del cálculo de áreas y el trazo de tangentes a curvas; es decir, entre el 
Cálculo Integral y el Cálculo Diferencial; el Teorema Fundamental del Álgebra, el cual indica 
que todo polinomio con coeficientes complejos puede ser expresado como producto de 
factores lineales, y a un nivel más elemental existe el llamado Teorema Fundamental de la 
Aritmética, el cual asegura que cualquier número entero se puede escribir de manera única, 
como producto de números primos. 

De hecho, el estudio de los números primos se inicia muy temprano en la educación 
matemática escolarizada. A lo largo de ella se trabaja con este concepto a diferentes grados 
de profundidad, dependiendo del nivel de estudios y de la carrera, y directa o indirectamente 
se estudia el concepto de divisibilidad y el Teorema Fundamental de la Aritmética, cuyo 
aprendizaje y maduración contribuye al entendimiento de otros contenidos cuya estructura 
es más general y compleja. 

En el contexto de la Teoría de la Aritmética y del concepto de divisibilidad, se 
aprende desde la educación elemental -o al menos sería deseable que se hiciera- a averiguar 
cuáles son los factores primos de un número entero, para ello se dan algunas reglas o 
"criterios" los cuales se manejan de manera mecánica como "recetas", sin preocuparse de 
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el cual es primo y se escribe aparte; se tachan todos los múltiplos de 3, incluyéndolo a él. El 
procedimiento continúa de esta manera hasta llegar al primo que es menor o igual que N. 
Por ejemplo si N = 100, el procedimiento nos da la lista de primos menores o iguales que 100: 

2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89 y 97. 

3. Definiciones 

A continuación enlistamos las definiciones básicas pertinentes al tema de divisibilidad en 
los enteros. Entenderemos que cuando se hable de números, se trata de enteros, a menos 
que explícitamente se diga otra cosa. 

l. Se dice que el número a es divisible por el número b, si existe un número e tal que 
a = be. En este caso también se acostumbra decir que "b divide a a", "a es 
dividido por b", o que "a es múltiplo de b". Esto se denota por b I a. 

2. El número entero positivo a > 1 es primo, si sus únicos divisores son 1 y él 
mismo. Un entero que tiene otros divisores positivos, además de 1 y él mismo, se 
denomina compuesto. 

4. Dos resultados básicos 

Las siguientes propiedades se enuncian sin demostración, éstas se pueden consultar en la 
mayoría de los libros de álgebra superior o de teoría de números. 

Proposición l. Sean los enteros a, by e. ela y elb, si y sólo si el (ma+nb), para cualesquiera 
enteros m y n. 

Proposición 2. Sea p un número primo, si plab y a no es divisible entre p, entonces bes 
divisible entre p. 

5. Criterios de divisibilidad 

Un criterio de divisibilidad sirve para determinar si un número dado N es divisible entre otro 
número. Veamos primeramente cómo se obtienen los criterios de divisibilidad entre 2 y 
entre 5, los cuales, como ya mencionamos, quedan excluidos de la proposición general. 
Esto también nos servirá para introducir la notación que aún nos hace falta. 

En nuestra notación decimal, al escribir que 

con a. {0,1,2, ... ,9}, i = O, 1, ... , n; en realidad estamos abreviando el hecho de que 
" 

N=a,IO"+a,., 10•· 1 + ..... +a, IO'+a,IO+a, 

en particular, a, es la cifra de las unidades de N. 





1 
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N = a0 + 10 a1+ J02 a 2 + ..... + 10 11-l a,_ 1 + JOn a, 

= a
0 
+ JO(a

1
+ JO a,+ ..... + JOn-2 a,_ 1 + JOn-1 a) 

consideremos la diferencia 

D¡= N-JJ(a
1
+10a2 + ..... +Jon-1 a,_ 1 + Jon-1 a) 

a
0

-·a
1

-JO(a,+JOa3+ ..... +JOn-3 a,_ 1 +J0"-2a.) 

Despejando N: (A) 

Por la proposición 1, 11 divide a N si y sólo si 11 divide a D l. 

Ahora llamemos D2 a 

D2 = D¡ +JJ(a,+JOa,+ ..... +JOn-3 a,,_ 1 + J0•-2a,) 

= a, - a
1
+ a

1
+JO(a,+JOa4+ ..... +JOn-4 a,. 1 +JOn-3a,) 

Sustituyendo en (A), tenemos que 

N= D
2 

- l l(a
2 
+ l0a

3 
+ ..... + 1Q'•-2a,) + l l(a,+ 10a

2 
+ ..... + lO'··•a,) (B) 

entonces, 11 divide a N si y sólo si 11 divide a D,. 

Definamos D, como 

D
3 
=D, - IJ(a

3
+ JO a,+ ..... + JO"·' a,,_ 1 + JO "· 3 a,) 

=a -a + a - a -JO/a+ 10a5 + + I0"-5 a +I0"-4 a) o 1 2 3 !' 4 ..... 11-/ /1 

Sustituyendo en (B) tenemos que 

N= D, + l l(a ,+ ... + w•-'a,, )-1 l(a, + ... + 10''-'a ,,)+ l l(a,+ ... + 10''-'a,,) (C) 

entonces, 11 divide a N si y sólo si 11 divide a D3• 

De esta manera, llegaremos a 

D,, = D,_/ 1 J(a,,) 

= a, - a 
1 
+ a, - a

3 
+ a

4
- ..... + (-1)"-1 a,,_

1 
+ (-1)' a, 

y sustituyendo en la expresión anterior, equivalente a (C), 

N=D -ll(a )+ll(a ,+JOa )- ..... +ll(a,+ .... +lO"·'a ). 
,r 11 n- 11 11 
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Así pues k = 2. Dicho de otra manera, k es lo que resulta al quitarle la cifra de las 

unidades al producto pq = 21; esto es lo que nos dice (2). 
Ahora, 

M1 = 95361-1 = 9536 
10 

o sea que M 1 se obtiene de N quitándole la cifra de las unidades; este es el significado de 
(3 ). Finalmente, ( 4) nos dice que 

N1 = M1 • ka
0 
= 9536 - (2)(1) = 9534 

y la afirmación del teorema es que 95361 es divisible entre 3 si y sólo si 9534 lo es. 
Nótese que hemos reducido el problema a uno más simple, pero quizá todavía no 

alcanzamos a percibir directamente por división, "a pie", que 9534 sea divisible entre 3. 
Aplicando el teorema a éste número, tendremos que: 

3 divide a 9534 si y sólo si 3 divide a 953 - (2) ( 4) = 945 

Nuevas aplicaciones del teorema nos dicen que 

3 divide a 945 si y sólo si 3 divide a 94 - (2) (5) = 84 

y esto, si y sólo si 3 divide a 8 - (2) ( 4) = O. 

Como O es divisible entre 3, se concluye que 3 divide a 95361. 
Antes de dar otro ejemplo, cabe hacer las siguientes observaciones: 

l. Para cada primo p, diferente de 2 y 5, se puede encontrar el entero positivo q 
del teorema. );:sto es claro, ya que tales primos terminan en l, 3, 7 ó 9. Los 
correspondientes valores de q deben terminar en 1, 7, 3 ó 9. 

2. Como ya se vió, q no está determinado de manera única. En el ejemplo ante­
rior, también hubieran servido 17, 27, 37 y en general cualquier entero termi­
nado en 7. Sin embargo, el elegir un q más grande nos hubiera complicado los 
cálculos. Se recomienda entonces elegir q lo más pequeño posible .. 

3. Todo el proceso, una vez determinado k, se puede escribir de una manera 
abreviada y sistemática. En nuestro ejemplo, los cálculos se pueden arreglar de 
la siguiente manera: 

N=95361, p=3 

q =7, pq =21, por lo tanto k=2 
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Esto es, 

1 ON1 = N - pqao (5) 

Supongamos que p divide a N, entonces p divide a todo el lado derecho de (5) y 
de acuerdo con la proposición 1, debe dividir al lado izquierdo (1 O N¡); y como no divide a 
1 O, la proposición 2 nos dice que debe dividir a N

1
• 

Recíprocamente, supongamos quep divide a NI' escribimos (5) como 

N = 10N1 + pqao (6) 

y observemos que, en este caso, p divide al. lado derecho de (6), nuevamente debido a la 
proposición 1, entonces p divide a N. 

Por lo tanto, se tiene demostrado que p divide a N si y sólo si divide a N
1
, que es 

lo que afirma el teorema. Como puede observarse, la demostración es completamente 
elemental. 

Con el fin de que resulte atractivo para su enseñanza en el nivel medio, podemos 
escribir el criterio de divisibilidad de la manera siguiente: 

"Para averiguar la divisibilidad de un número N entre el primo p distinto de 2 y 
5, realícese el siguiente proceso: 

l. Multiplíquese p por el dígito q, escogido de tal manera que la cifra de las uni­
dades de pq sea 1. Sea k el número obtenido al omitir de pq esta última cifra. 

2. Multiplíquese k por la última cifra de N y réstese esto del número que resulta 
deN, al ignorar la última cifra. Llámese N

1 
al resultado de la resta. 

3. Si N
I 

es lo suficientemente pequeño para poder determinar, directamente por 
división, si es divisible entre p, el proceso termina. N será divisible entre psi y 
sólo si N

I 
lo es. En caso de que aún no sea fácil decidir sobre la divisibilidad de 

N
1
, repítase el paso 2, pero ahora con N

1 
en lugar de N, lo que producirá N2• 

Continúese el proceso hasta que alguno de los N, sea lo suficientemente simple 
para decidir directamente su divisibilidad entre p." 

Si bien es cierto que ésta no deja de ser una receta, la diferencia con las relativas a 
otros criterios, es que funciona de manera general para todos los primos diferentes de 2 y 
de 5, y es perfectamente factible de ser enseñada. 

Es importante comentar que al Teorema 1 podemos hacerle una ligera variación, de 
la siguiente manera: dado el número primo p, ahora se busca q de modo que el producto pq 
termine en nueve ( en lugar de 1 ), definiendo a k como la decena siguiente a este producto, 
M

1 
se establece de la misma manera, pero ahora N1 = M1 + kao ; resultando otro teore­

ma que puede ser útil sobre todo cuando la k elegida en el Teorema 1, no es cómoda para 
realizar las operaciones al aplicar el algoritmo. La variación lá hemos encerrado en círculo en 
el siguiente 

Teorema 2. Sea N entero positivo cuya representación es 

cona,e{0,1, ... ,9}; i=O,l, ... ,n; 
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1 9 9 9 3 o 3 ~ 
+ 1 8 5 

1 9 9 9 4 8 ª-
+ 2 9 6 

2 o o 2 4 f 
+ l 4 8 

2 o 1 7 2. 
+ 7 4 

2 o 9 l 
+ 3 7 

2 4 6 

Como 41 divide a 246, entonces se cumple que41 divide a 19993035. 

Ejemplo 4. Veamos si 148264306, es divisible entre 97. 

a) Aplicando el teorema 1: N= 148264306, p=97 

q = 3, pq = (97)(3)=291,porlotanto k=29 

1 4 8 2 6 4 3 O § 

1 7 4 
1482625§ 

1 7 4 
1482451 

2 9 
14821§ 

1 7 4 
1 4 6 4 7 

2 O 3 
1 2 6 1 

2 9 

9 7 

Y como 97 es divisible entre 97, entonces 148264306 es divisible entre 97. 

b) Aplicando el teorema 2: N= 148264306, p=97 

Aquí q = 7, pq = (97)(7)=679,porlotanto k=68 (ahorakporlaúltimacifrasesuma) 






