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RESUMEN: Presentamos en este trabajo un criterio de divisibilidad que, a diferencia de
los usuales, es aplicable de manera general para averiguar la divisibilidad de un entero
enire cualquier primo diferente de 2 y 5. La aplicacion de este criterio es muy simple, lo
cual lo hace atractive para su ensefianza en el nivel medio. Para su demostracion no se
requiere de la utilizacion de conocimientos y conceptos avanzados.

ABSTRACT: In this work we present a divisibility criterium. Unlike the usual criteria,
this can be applied in a general way to check divisibility of a number by any prime
different of 2 and 5. Practical aplication of this criterium is quite simple; this makes it
suitable for its teaching in medium-level school. Moreover, its proof does not require
higher concepts.

1. Introduccion

En las diferentes ramas de las matermndticas existen resultados importantes que aglutinan y
sirven de sustento a otros resultados de la misma rama o de otras. Tenemos, por citar
algunos, el Teorema Fundamental del Célculo que pone en evidencia la relacion existente
entre el problema del célculo de areas y el trazo de tangentes a curvas; es decir, entre el
Célculo Integral y el Calculo Diferencial; el Teorema Fundamental del Algebra, el cual indica
que todo polinomio con coeficientes complejos puede ser expresado como producto de
factores lineales, y a un nivel més elemental existe el {famado Teorema Fundamental de la
Aritmética, el cual asegura que cualquier niimero entero se puede escribir de manera unica,
como producto de nimeros primos.

De hecho, el estudio de los mimeros primos se inicia muy temprano en la educacion
matematica escolarizada. A lo largo de ella se trabaja con este concepto a diferentes grados
de profundidad, dependiendo del nivel de estudios y de la carrera, y directa o indirectamente
se estudia el concepto de divisibilidad y el Teorema Fundamental de la Aritmética, cuyo
aprendizaje y maduracién contribuye al entendimiento de otros contenidos cuya estructura
¢s mas general y compleja.

En el contexto de la Teoria de la Aritmética y del concepto de divisibilidad, se
aprende desde la educacion elemental -o al menos seria deseable que se hiciera- a averiguar
cuales son los factores primos de un nimero entero, para ello se dan algunas reglas o
“criterios” los cuales se manejan de manera mecénica como “recetas”, sin preocuparse de

B 82




B CRITERIO DE DIVISBILIDAD EN LOS ENTERCS... N Pig.83 W

explicar por qué funcionan, lo cual, de hecho, seria imposible e inadecuado de hacer en los
primeros acercamientos. Asi, aprendimos facilmente el criterio del 2 y el criterio del 5; esto
es, reglas para saber cuando un niimero entero es divisible entre 2 6 5. También se introducen
con relativa facilidad los criterios del 3 y quizas del 11; pero los problemas empiezan con los
criterios del 7, del 13, del 17, etc., ya sea porque su presentacion es mas elaborada o bien
porque aparecen enunciados de manera muy artificiosa y, en ocasiones, sin explicacion
l6gica alguna, lo que hace que varios educadores prefieran no presentarlos a sus alumnos.
En efecto, el hecho de que cada criterio represente un conjunto de pasos a seguir, que
aparentemente no tiene nada que ver con los correspondientes a otro criterio, hace dificil el
aprendizaje de estos. Por ejemplo, imaginese el impacto que le causaria a un estudiante el
pedirle que aplique el “criterio” del 3, del 11 y del 79, para averiguar si dividen a otro nimero
dado.

En este trabajo presentamos una proposicion general que sirve para establecer el
criterio de divisibilidad entre cualquier niimero primo, a excepcion del 2 y del 5 los cuales,
por otra parte, no requieren de gran explicacion debido a su sencillez. La caracteristica
principal de este criterio, ademds de su generalidad, s que es muy simple. Es de mencionarse
que tuvimos conocimiento de este criterio, durante una conferencia dictada por la Dra.
Maria Alicia Avifio Diaz en Noviembre de 1994, dentro de las actividades académicas que
regularmente promueve el Departamento de Matematica Educativa de nuestra Universidad;
no se expuso en ese momento el nombre del autor de este criterio, ni tampoco la demostracion
del mismo, la cual no requiere més que de las nociones fundamentales sobre el anillo de los
enteros. Nosotros hemos enunciado de manera general el teorema y hemos realizado la
demostracién. Aclaramos que este resultado se cita en algunos textos pero entre lineas,
medio escondido, aplicado a casos particulares o como partes de un ejercicio; no se plantea
de manera general. (Baldor, 1996, pp.183-184; Vorobiov, 1975).

Por las caracteristicas de este articulo, introducimos la notacién bdsica para
divisibilidad, asi como los resultados necesarios para la comprensién de la demostracion
del teorema. Estos resultados se enuncian sin demostracidn, las cuales se puede consultar
en casi cualquier libro de Algebra Superior; también presentamos algunos de los criterios
comunmente conocidos, con su prueba tradicional. (Perelman, 1975, Niven y Zuckerman,
1969). Enseguida enunciamos el criterio y damos ejemplos de su aplicacion, para finalmente
presentar la demostracién. Esperamos que lo aqui escrito sea de utilidad para los lectores.

2. Antecedentes

Desde la época de oro de los griegos (S. VI - S. II A.C.) a los niimeros primos s¢ les
asignaba un lugar distinguido dentro de las matematicas; determinar si un nimero entero
€s primo o 1o, era una cuestion que ocupaba parte del estudio de cualquier matematico; de
hecho, este problema siguié ocupando las mentes de distinguidos matematicos a lo largo
de la historia del desarrollo matematico; cientificos de la talla de Gauss y Euler fueron
estudiosos del tema. La primera manera sistematica de encontrar nimeros primos es debida
“a Eratostenes (276-194 A.C.), quien usaba lo que ahora se conoce como “la criba de
Eratéstenes”. Bsta consiste en lo siguiente:
Si se requiere encontrar todos fos primos menores o iguales que cierto nimero dado
N, se escriben en una lista todos los nimeros menores o iguales que N, empezando con el
2. El primer nimero en la lista es el 2, el cual es primo; éste se escribe aparte y se tachan
todos los miltiplos de 2, incluyendo a él mismo. De la lista restante el primer nimero es 3,




B Pag. 84 B Epucacion MatemiTica B Vol. 12 No. 3 + Diciembre 2000 M © GE] ®

el cual es primo y se escribe aparte; se tachan todos los miltiplos de 3, incluyéndolo a él. El
procedimiento continda de esta manera hasta llegar al primo que es menor ¢ igual que N.
Por ejemplo si N= 100, el procedimiento nos da la lista de primos menores o iguales que 100:

2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,37,41,43,47, 53,59, 61,67,71,73,79,83,89 y 97.

3. Definiciones

A continuacién enlistamos las definiciones basicas pertinentes al tema de divisibilidad en
los enteros. Entenderemos que cuando se hable de niimeros, se trata de enteros, a menos
que explicitamente se diga otra cosa.

1. Se dice que el mimero a es divisible por el niimero 4, si existe un mimero ¢ tal que
a = bc. En este caso también se acostumbra decir que “4 divide a a”, “a es
dividido por 5™, 0 que “a es multiplo de 4”. Esto se denota por & | a.

2. El nimero entero positivo a > I es primo, si sus unicos divisores son / y €l
mismo. Un entero que tiene otros divisores positivos, ademas de 1 y él mismo, se
denomina compuesto.

4, Dos resultados basicos

Las siguientes propiedades se enuncian sin demostracion, éstas se pueden consultar en la
mayoria de los libros de algebra superior o de teoria de nimeros.

-~

Proposicion 1. Sean los enteros a,byc. cla y ¢|b, siy sélosic| (ma+nb), para cualesquiera

enleros m y n.

Proposicion 2. Sea p un niimero primo, si plab y a no es divisible entre p, entonces b es
divisible entre p.

5. Criterios de divisibilidad

Un criterio de divisibilidad sirve para determinar st un nimero dado N es divisible entre otro
nimero. Veamos primeramente ¢6mo se obtienen los criterios de divisibilidad entre 2 y
entre 5, los cuales, como ya mencionamos, quedan excluidos de la proposicién general.
Esto también nos servira para introducir la notacién que ain nos hace falta.

En nuestra notacion decimal, al escribir que

N= d, Qypee a,a4a
con a,, {0,1,2,..,9},i=0,1,...,n; en realidad estamos abreviando el hecho de que

N=q 10"+a  10"'+... +a, 10°+a, 10+a,

en particular, a_es la cifra de las unidades de N.
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Proposicién 3 (Criterios del 2 y del 5). Para cualquier entero positivo N,

1. N es divisible entre 2 si y sélo si la cifra de las unidades de N es par (0, 2, 4, 6 u 8).
2. Nes divisible entre 5 si y sélo si la cifra de las unidades de N es 0 6 5.

Demostracién. Si

N=a I0¥"+a . 10"+ .. +a, 10°+a,10+a,
entonces

N=107d 107" d S0 .. +a, I0+a, )+ a,
en el lado derecho 2y 5 dividen a

I0fa 10*! +a  10%%+ .. +a, 1048} porguel0=2%3,

entonces la proposicion 1 nos dice que 2 6 5 dividen a N'siy sélo sidividena a ,lo que nos
demuestra las dos afirmaciones.

Ahora presentamos los criterios de divisibilidad del 3 y del 11 en la versién tradicional,
las cuales tienen la caracteristica de que se enuncian y aplican de manera sencilla.

Proposicion 4 (Criterio del 3). Dado el numero entero positivo N, entonces N es divisible
entre 3 si y solo si la suma de sus cifras es divisible entre 3.

Demostracion. Escribamos ahora N de la manera siguiente:

N = al0n+a, 10"+ ... +a,102+a,l0,a,

a,+ 10a,+10%a, + ... + Jgd g b I0ta,

d,+ 94, +q,¥ 990, +@ ;*.+99:.0a, ¥a. A99..9q % a,

n - I nueves n nueves

Sa,+ 99d, F.ct 98,90, + 98,94, 4 ;yap dytet dy T8,

9(a,+1la,+..+1l.la, +il..la )+ (a+a+a,+..+a, +a,)

como3dividea9(a,+1la, +....+11..la _, +1I.. la )pues9=3x3,laproposicién
I nos dice que 3 dividea N siysolosi 3 dividea(a,+ a,+ a,+...a, _,+a ) lacuales
precisamente }a suma de las cifras de N.

Proposicién 5 (Criterio del 11). Un numero es divisible entre 11 si y solo si la diferencia
entre la suma de sus cifras colocadas en lugares pares y la suma de las cifras colocadas en
lugares impares, es divisible entre 11.

Demostracion. La demostracion consiste en ir formando diferencias de la manera si-
guiente:
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N=a+10a+102a,+ ... +i0w a ,+10"a,

a,-t JO(a,-I—]O a, t ..t jon-2 a. ., + jon-1 a,,)

consideremos la diferencia

Dyj= N-lifa,+10a,+...+10%2 a_,+ 107 1a )
= a,-a,-10(a,+10a,+...+10%3 a_,+10"2a)
DespejandoN:  N=D +Il(a,+10a,+...+10a,  +10"a) A)

Por la proposicion 1, 11 dividea N siy sélosi 11 divideaD1.

Ahora llamemos D2 a

D, +1l{a,+10a,+... +10%3 a, ,+107-2a,)

il

D,

i

a, - a,+a,+10@+10a+..+10m¢ a, ,+10n-3a,)

Sustituyendo en (A), tenemos que
N=D, - 11(a,+10a, +...+10"%a )+ 11(a,+10a, +...+10"'a ) (B)

entonces, 11 dividea N siysolosill divideaD,.
Definamos D; como

D,=D,-lifa+10ax+...+10"a  +10"%a )

=a -a,+a,-a, -10@+i0a+..+10" a,  +10"a )

Sustituyendo en (B) tenemos que

N=D +1la +.+10"a )-11(a,+..+10"%a ) + 11(a+...+10"'a ) (C)

entonces, 11 divide a N'siy solosi 11 dividea D,

De esta manera, llegaremos a
Dn = Dn—.’+ ]](an)
=a,-a,+a,-a+a, ..+t a t(-0)a,
y sustituyendo en la expresion anterior, equivalente a (C),

N=D -11(a)+1l(a,+10a,)- ... +11(a+..+ 10" a ).
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Por lo tanto, 11 divide a N siy sdlo si 11 divide a Dn, lo cual demuestra la
proposicion; es decir:

dado “N= a 10"+a 10"+ ... +a, 10°+q 10+a

11dividea N siysélosilldividea a -a, + a, -a,+a, - ... +{-1ya, +(1)a..

Otro de los criterios mas o menos conocido, es el criterio del 7, el cual aparece en
Aritmética de A. Baldor (1996, p.183). Ahi se presenta como una receta y tiene precisamente
la forma y aplicacion de la proposicion general de este trabajo. El enunciado dice:

"Un ntimero es divisible por 7 cuando separando la primera cifra de la derecha,
multiplicandola por 2, restando este producto de lo que queda a la izquierda y asi suce-
sivamente, da cero o multiplo de 7".

Veamos pues que este criterio del 7, el del 3 y el del 11, son casos particulares del
siguiente teorema.

6. Criterio de divisibilidad entre un primo diferentede2y S
La base del criterio es el siguiente
Teorema 1. Sea N entero positivo cuya representacion es

N=g @ . w8 & &5 eonasil; k.9 i=0; Ly omg

! 2 71

y p un primo diferente de 2y 5. Sea q positivo tal que

10/ (pq - 1) M
Y
= Pa-1 2)
10
Sean ahora
M = N-ag (3)
10
¥
N1 = Mq-Kag @)

Entonces, p| Nsiysdlosi pN, .
Antes de dar la demostracion, conviene aclarar con algunos ejemplos lo que nos
dice el teorema.

Ejemplo 1. Sea N =95361 y p=3. g sera tal que al multipicarlo por p, dé como resultado
un numero cuya cifra de las unidades sea 1; éste es el significado de (1). Para nuestro
ejemplo, g puede ser cualquier nimero terminado en 7, el mas pequetio de ellos es el 7
mismo. Tomaremos ¢ =7. En este caso

gp -1=(7%3)-1=20
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Asi pues k = 2. Dicho de otra manera, k es lo que resulta al quitarle la cifra de las

-unidades al producto pq = 21; esto es lo que nos dice (2).
Ahora,

My = 01T _ggag
10

o0 sea que M se obtiene de N quitindole la cifra de las unidades; este es el significado de
(3). Finalmente, (4) nos dice que

N, =M, - ka,=9536 - (2)(1)=9534

y la afirmacion del teorema es que 95361 es divisible entre 3 siy solo si 9534 lo es.:

Notese que hemos reducido el problema a uno mas simple, pero quiza todavia no
alcanzamos a percibir directamente por division, “a pie”, que 9534 sea divisible entre 3.
Aplicando el teorema a éste nimero, tendremos que:

3 divide a 9534 siy sélo si3 divide a 953 - (2) (4)=945

Nuevas aplicaciones del teorema nos dicen que

3 divide a 945 si y s6lo si 3 divide a 94 - (2) (5) = 84
y esto, siy solosi 3 dividea 8 -(2)(4)=0.

Como 0 es divisible entre 3, se concluye que 3 divide a 95361.
Antes de dar otro ejemplo, cabe hacer las siguientes observaciones:

1. Para cada primo p, diferente de 2 y 5, se puede encontrar el entero positivo g
del teorema. Esto es claro, ya que tales primos terminan en 1, 3, 7 6 9. Los
correspondientes valores de g deben terminaren 1,7,3 6 9.

2. Como ya se vid, g no esta determinado de manera tnica. En el ¢jemplo ante-
rior, también hubieran servido 17, 27, 37 y en general cualquier entero termi-
nado en 7. Sin embargo, el elegir un ¢ mas grande nos hubiera complicado los
calculos. Se recomienda entonces elegir g 1o mas pequefio posible. -

3. Todo el proceso, una vez determinado k, se puede escribir de una manera
abreviada y sistematica. En nuestro ejemplo, Ios caIculos se pueden arreglar de
la siguiente manera: :

N=95361, p=3

g =7, pg =21, porlotanto k=2
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5 5 3 6 1
- 2

9 5 3 4
- - 8

5 4 5
- 1 0

8§ 4
- 8

0

Ejemplo 2. Veamos 1206567 es divisible entre 29.
N=206567,p=29

q=9,pq=(29)(9)=261, porlotanto k=26

2 0 6 5 6 7
- 1 8 2

2 0 4 7 4
- 1 0 4

1 9 4 3
- ) 8

1 1 6

La aplicacion del algoritmo se frena cuando el producto de las unidades del :lti-
mo numero obtenido, por 4, da un nimero mayor que lo que queda a la izquierda. En
este caso: 6 (26) > 11; y entonces se checa directamente por divisidn, “a pie”, si 29 di-
videa 116.

Como 29 divide a 116, concluimos que también divide a 206567 Pasemos ahora si,
a la demostracion del teorema.

Demostracion del teorema. Primeramente observemos que, como hictimos notar ante-

riormente, si p es distinto de 2 y de 5, se puede encontrar un entero positivo ¢ (de hecho

una infinidad), tal que se cumpla (1); esto es, pg tiene como cifra de las unidades al 1.
Entonces, al caicular k de acuerdo con (2), se tiene que

pg =10k+1

Ahora(3) y (4) nos llevan a

_ N-(10k +T)ag
' 10

_N-pqag

10
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Esto es,
10N1 =N-pqag ()

Supongamos que p divide a N, entonces p divide a todo el lado derecho de (5) y
de acuerdo con la proposicién 1, debe dividir al lado izquierdo (10N, ); y como no divide a
10, la proposicién 2 nos dice que debe dividira N,

Reciprocamente, supongamos que p divide a N, escribimos (3) como

N = 10Ny + pgag (6)

y observemos que, en este caso, p divide al lado derecho de (6), nuevamente debido a la
proposicion 1, entonces p divide a N.

Por lo tanto, se tiene demostrado que p divide a N st y sélo si divide a N, que es
lo que afirma el teorema. Como puede observarse, la demostracién es completamente
elemental.

Con el fin de que resulte atractivo para su ensefianza en el nivel medio, podemos
escribir el criterio de divisibilidad de la manera siguiente:

“Para averiguar la divisibilidad de un numero N entre el primo p distinto de 2 y
5, realicese el siguiente proceso:

1. Multipliquese p por el digito g, escogido de tal manera que la cifra de las uni-
dades de pq sea 1. Sea k el nimero obtenido al omitir de pg esta ltima cifra.

2. Multipliquese & por la ltima cifra de Ny réstese esto del niimero que resulta
de N, al ignorar lailtima cifra. Llamese N, al resultado de la resta.

3. SiN, es lo suficientemente pequefio para poder determinar, directamente por
divisién, si es divisible entre p, el proceso termina. N seré divisible entre p si'y
s6lo siN lo es. En caso de que atin no sea facil decidir sobre la divisibilidad de
N, repitase el paso 2, pero ahora con N, en lugar de N, lo que producira N,
Contintiese el proceso hasta que alguno de los N. sea lo suficientemente simple
para decidir directamente su divisibilidad entre p.”

Si bien es cierto que ésta no deja de ser una receta, la diferencia con las relativas a
otros criterios, es que funciona de manera general para todos los primos diferentes de 2 y
de 3, y es perfectamente factible de ser ensefiada.

Es importante comentar que al Teorema 1 podemos hacerle una ligera variacién, de
la siguiente manera: dado el mimero primo p, ahora se busca q de modo que el producto pq
termine en nueve (en lugar de 1), definiendo a k como la decena siguiente a este producto,
M, se establece de la misma manera, pero ahora Ny = My +kag ; resultando otro teore-
ma que puede ser util sobre todo cuando la k elegida en el Teorema 1, no es cémoda para
realizar las operaciones al aplicar el algoritmo. La variacién la hemos encerrado en circulo en

el siguiente

R

Teorema 2. Sea N entero positivo cuya representacion es

N=a a ,...a,aa, conae {0,1,...,9};1=0,1,...,n;
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y p un primo diferente de 2y 5. Sea q positivo tal que

Sean ahora

10 (pq© 1) (1)

pg@1

k=70 @)
N-ag

M —

1570 3)

N1 =M1 ®Kag (4)

Entonces, p\|Nsiysélosi p|N,.

La demostracion se sigue exactamente de la del Teorema 1, con el cambio en los
signos que han sido indicados. Apliquemos los dos teoremas a un mismo niimero, en los

ejemplos siguientes,

Ejemplo 3. Determinar si41 dividea 19993035.

a) Aplicando el teorema 1:

19993035
. 20
1999283
- 12
199916
- 2 4
1 99 67

. 2 8

1 96 8

- 32

1 6 4
16

0

N=19993035, p=4I
Aqui q =1, pq = (41)(1)= 41, porlotanto k=4

y como 41 divide a 0, entonces se cumple que 41 divide a 19993035.

b) Aplicando el teorema 2:

Aqui q=9, pg=369, porlotanto k =

cifra se suma)

N=19993035,
pq+1_ 370
10 10

p=41

=37 (ahorak por la tltima
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Como 41 divide a 246, entonces se cumple que 41 divide a 199930335.

Ejemplod. Veamos si 148264306, es divisible entre 97.
a} Aplicando el teorema 1: N=148264306, p=97
q =3, pq={(97)(3)=291, porlo tanto k=29

Y como 97 es divisible entre 97, entonces 148264306 es divisible entre 97.
b) Aplicando el teorema 2: N=148264306, p=97
Aqui q = 7, pq = (97)(7) =679, por lo tanto k=68 (ahora k por la iiltima cifra se suma)
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ejemplos incluian fariliares ejemplos de ecuaciones y de graficas (éstas en menor canti-
dad). La figura 5 representa estas ideas. De nuevo, las flechas proveen la direccién para
leer los enunciados incluidos. '

Funcién
Ejemplos Ejemplos
si
-+ pasaCL
Ecuacion Grafica
puede ser

Fig. 5. Red de ideas asociadas con dos representaciones funcionales en un alumno de algebra univer-
sitaria.

Antes de pasar a las conclusiones, queremos hacer un breve comentario sobre los
tres participantes en este estudio. Comparados con Zafu, los otros dos alumnos tenfan
mas debilidades en sus concepciones funcionales. Uno de los alumnos, Sparky, empezo el
curso solidamente pero a medida que paso el tiempo las ideas se volvieron circulares, llenas
de contradicciones y sin mucho crecimiento. Hubo una caracteristica comun en los tres
alumnos. Este curso es el dnico requisito matematico para obtener un grado universitario.
En los tres casos, los participantes expresaron su deseo de aprobar el curso y esto se torn6
en el Unico objetivo en tomar esta clase. La parte afectiva domin a la parte cognitiva al
grado de crear un total desinterés en asimilar el contenido del curso. Los alumnos sdlo
querian aprobar los examenes y con ello aprobar el curso. Este factor afectivo influye la
forma en que los alumnos asimilan el contenido de los cursos y no debe ignorarse
especialmente en la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas.

Conclusiones

Este estudio se avoco a investigar la concepcion de dos representaciones de funciones, las
graficas y las ecuaciones, y sus las relaciones. Este enfoque tiene ventajas y desventajas.
Una ventaja es ganar mayor claridad en cémo los alumnos perciben estas ideas. Otra
ventaja es el potencial de este enfoque para evaluar el aprendizaje de los alumnos. Entre las
desventajas se encuentra el ignorar otras representaciones funcionales que les alumnos
desarrollan. En general, los participantes mostraron ideas entre las ecuaciones y las grafi-
cas. Estas ideas variaron en grado entre los alumnos pero fueron débiles, contradictorias
y a veces sin relacion. Los datos también sugieren que factores afectivos (tales como el
curso de algebra universitaria sea un curso terminal) influye fuertemente la manera en que
los alumnos retienen e integran el contenido matematico. Los particpantes en el estudio no
parecian estar motivados en asimilar las ideas discutidas y por ello las debilidades en sus
redes funcionales se produjeron por la motivacién. Mas atin, un curso de diez semanas
proporciona pocas oportunidades para integrar esas ideas. No se puede negar que gana-
mos conocimiento sobre concepcion de la representacion grifica y la representacién






