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Editorial

‘La geometria puede ser emocionante para los matematicos y para cualquiera
que guste de las matematicas. Pero, équé hay sobre la demas gente que debe
aprender matematicas?”. Esta es una pregunta que se plantea Raymond Duval
en sus consideraciones sobre La geometria desde un punto de vista cognitivo.
Citarla tiene sentido porque en este nimero se han conjuntado varios articulos
que tratan temas de geometria y aspectos de su ensenanza y aprendizaje.

La geometria cruza todos los niveles educativos, y su ensefanza y aprendizaje
va de la visualizacion mas simple, pasando por la construccién, la conjeturacion,
la justificaciéon y el vinculo con el algebra, hasta llegar al razonamiento expre-
sado en proposiciones y teoremas propio de la organizacion deductiva del discurso
matematico. Duval plantea que la ensenanza de esta rama de las matematicas
es mas compleja y muy probablemente menos exitosa que la ensenanza de
la aritmética o el dlgebra. Entonces se pregunta: {Por qué ensefiar geometria a
todos los alumnos? y de tal pregunta deriva una mas: écomo debiera ensenarse
la geometria?

Las contribuciones incluidas en este numero aportan respuestas a tales pre-
guntas, en distintas etapas del trayecto formativo de los estudiantes. En primer
término, Berciano y sus colegas destacan el espacio y la forma como un area
fundamental en el desarrollo de la competencia matematica. En tal sentido, destacan
tambien que en geometria un objetivo relevante es: “localizar y describir relaciones
espaciales mediante coordenadas geomeétricas y otros sistemas de representacion”.
Segun los conocedores el tema, el cumplimiento de este objetivo es fundamen-
tal y debe abordarse desde los primeros grados de escolaridad. Berciano y sus
colegas muestran -a partir del andlisis de libros de texto- como efectivamente
las tareas de orientacion espacial, ya desde los primeros anos de escolaridad,
estan relacionadas con el desarrollo de habilidades de analisis del espacio y de
sus representaciones, por lo que resulta fundamental trabajarlas desde edades
tempranas en la escuela.
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Editorial

Otra perspectiva sobre el interés y la complejidad de la geometria como objeto
de ensenanza es introducida por Rotaeche y Montiel al ocuparse del concepto de
angulo, cuya dificultad de comprension es reconocida explicitamente por diversos
investigadores citados en el articulo. Estas autoras, después de haber elaborado
y puesto a prueba una ingenieria didactica con estudiantes de secundaria,
concluyen lo siguiente: “Aun cuando la experiencia didactica fue satisfactoria
para la profesora y los estudiantes, de una evaluacion inicial se concluye que
el concepto de angulo no se ‘aprendid’ en un sentido formal y absoluto, pero se
desarrollaron significados asociados a su naturaleza, por lo cual podemos decir
que los estudiantes ponen en uso la angularidad para interactuar con su medio”.

La geometria analitica también hace presencia en este nimero. Dicen Ciccioli
y Sgreccia que en virtud de que esta rama de las matematicas tiene multiples
aplicaciones en diversas areas de la actividad humana, debe hacer parte de los
curriculos de la formacion de profesores. Una cuestion que se destaca en el
escrito de estas autoras son las referencias a investigadores que hacen notar la
complejidad subyacente a las conversiones entre registros de representacion
implicada en la geometria analitica: el grafico y el algebraico. Esto se debera
constituir en elemento clave en una formacion de profesores de matematicas,
que intente superar ‘la falta de comunicacion entre los distintos registros semio-
ticos” en la ensenanza.

La demostracion es una actividad emblematica de la geometria. La forma en
que un docente busca incentivar la participacion de los estudiantes para producir
demostraciones colectivas se incorpora a este numero con la autoria de Samper
y Plazas. El articulo de estas colegas versa especificamente sobre los mensajes
de un profesor para propiciar que sus alumnos construyan, con significado,
la demostracion de un teorema. Utilizando un enfoque semidtico, sostienen
que la ensenanza-aprendizaje de las matematicas es un proceso progresivo
y cambiante de construccion de significados, y que este proceso puede incluir
también a la demostracion. Segun se expone en el articulo, el profesor con sus
mensajes -orientados a que los estudiantes propusieran un plan, desarrollaran
y proveyeran argumentos para sustentar sus ideas, usaran de manera experta
los elementos tedricos y lograran prever las consecuencias de sus propuestas-
medio semioticamente para que los estudiantes construyeran, con significado, una
demostracion; es decir, para que propusieran un plan, desarrollaran y proveyeran
argumentos para sustentar sus ideas, usaran de manera experta los elementos
teoricos y lograran prever las consecuencias de sus propuestas.
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Editorial

Por ultimo hacemos referencia a Moreno y Elizondo, quienes plantean:

La toma de conciencia sobre las geometrias no-euclidianas fracturé la correspon-
dencia estrecha entre espacio fisico y estructura matematica. Hoy en dia, presenciamos
algo analogo con la instalacion de los medios digitales y dinamicos que escinden
la correspondencia con los objetos estaticos. A partir del modelo digital explorado,
nos enfocamos al estudio de los recursos que ese modelo ofrece y como afecta al
aprendizaje. Siguiendo esa ruta, se muestra una nueva re-descripcion representacional
de las matematicas en el medio digital y como ello modifica su ontologia para dar
cabida a la variacion y al cambio.

Esta postura lleva a confirmar el senalamiento de Duval acerca de que la
posibilidad de efectuar tratamientos sobre los objetos matematicos depende
directamente del sistema de representacion semiotica utilizado. Con tal afirmacion,
Moreno y Elizondo dejan planteado un asunto por demas sugerente y prometedor
para el desarrollo de la geometria, su aprendizaje y su ensenanza. Desarrollo
que muy probablemente veremos en los préximos anos.

El Comité Editorial
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ARTICULOS DE INVESTIGACION DOI: 10.24844/EM2901.01

La Geometria al encuentro del aprendizaje

The Encounter of Geometry with Learning

Luis Moreno-Armella!
Rubén Elizondo Ramirez?

Resumen: Concebir el espacio como aquel que nos rodea y la inflexibilidad de
la geometria euclidiana para ofrecer un analisis del espacio fisico durante mas
de 20 siglos, llevd a una crisis en la concepcion de las matematicas. Con el
tiempo, esto cred una tension entre la cognicion y la légica que se tornd un
desafio de cara a los paradigmas del conocer y del aprendizaje. El analisis
epistémico que planteamos intenta crear una perspectiva que vincule el anali-
sis del conocimiento matematico y su aprendizaje. La toma de conciencia sobre
las geometrias no-euclidianas fracturé la correspondencia estrecha entre espacio
fisico y estructura matematica. Hoy en dia, presenciamos algo analogo con la
instalacion de los medios digitales y dinamicos que escinden la correspondencia
con los objetos estaticos.

A partir del modelo digital explorado, nos enfocamos al estudio de los
recursos que ese modelo ofrece y como afecta al aprendizaje. Siguiendo esa
ruta, se muestra una nueva re-descripcion representacional de las matematicas
en el medio digital y como ello modifica su ontologia para dar cabida a la
variacion y al cambio.

Fecha de recepcion: 26 de junio de 2016. Fecha de aceptacion: 6 de diciembre de 2016.
! Departamento de Matematica Educativa, Cinvestav, México, Imorenoarmella@gmail.com
2 Departamento de Matematica Educativa, Cinvestav, México, elizondocch@gmail.com

EDUCACION MATEMATICA, VOL. 29, NUM. 1, ABRIL DE 2017 9



Luis Moreno-Armella ¢ Rubén Elizondo Ramirez

Palabras clave: epistemologia, modelo, representacion, intuicion, aprendizaje

Abstract: Conceiving of space as the space around us, and the inflexibility of
Euclidean geomelry to analyze physical space for over 20 centuries led to a crisis
in the conception of mathematics. Eventually this created a tension between
cognition and logic. We explain how such developments challenge learning
paradigms and mathematical inquiry for learners today. We introduce this epis-
temological analysis to help us think about the nature of mathematical knowl-
edge and hence learning today. The direct correspondence between physical
space and mathematical structure was broken after the discovery of non-Euclid-
ean geometry. Similarly, this is what is occurring with the implementation of
dynamic mathematical environments that breaks the correspondence with static
mathematical objects.

With our digital model of non-Euclidean geometry we focus on the affor-
dances of new technological environments and the knowing of mathematics
learners. This illustrates a representational re-description of mathematics and
how it can modify our natural ontology to accommodate change and
variation.

Keywords: epistemology, model, representation, intuition, learning.

LA REALIDAD Y LA GEOMETRIA

A partir de experiencias muy basicas, como tensar una cuerda o dibujar una
circunferencia siguiendo el borde de un disco compacto llegamos a entender
que, en efecto, los postulados de la geometria euclidiana son aceptables como
hechos evidentes por si mismos, que son verdaderos pues coinciden plenamente
con nuestro sentido comun, con nuestra comprension intuitiva del mundo que
nos rodea. Si tensamos una cuerda entre nuestras manos, nuestra experiencia
inequivocamente nos dice que hay una unica forma posible para la cuerda.
Cuando observamos dos angulos rectos, no nos cabe duda que son iguales
(congruentes); y si tenemos un segmento, {quién duda (si hay espacio suficiente
en el papel) que lo podemos prolongar? A partir de esas proposiciones empe-
zamos a enhebrar uno tras otro los teoremas de los Elementos. Van emergiendo
resultados que ya no son tan evidentes por si mismos, como es el caso con el
teorema de Pitagoras. Euclides suministro asi una organizacion global a todos
esos teoremas que habian sido cocinados a fuego lento durante un largo tiempo
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La Geometria al encuentro del aprendizaje

por todos los gedémetras que le precedieron. El sistema euclidiano partia de la
intuicion y continuaba por los senderos de la deduccion 16gica, revelando lo que
no se veia a simple vista sino con los ojos de la racionalidad. Esa estructura
hibrida compuesta de intuiciones, experiencias sensibles y procesos deductivos
se erigi¢ en la norma del proceder matematico ininterrumpidamente hasta el
siglo XIX. Como un péndulo, ha oscilado siempre entre dos extremos: de la
intuicion a la deduccién y de alli a la intuicion en un vaivén interminable. Aun
los resultados que parecian sobre el papel alejados de la intuicion, resultaron
de altisimo valor a la hora de aplicarlos a situaciones del espacio fisico. ¢A qué
distancia de la costa se encuentra el barco que divisamos a lo lejos? (Qué altura
tiene esta piramide? ¢A qué distancia se halla la luna? Y en manos de Newton,
la explicacion geométrico-dinamica de las orbitas elipticas que siguen los pla-
netas en su viaje alrededor del sol. Newton habia enriquecido la geometria al
incorporar el movimiento como una de las dimensiones de la descripcion, antes
exclusivamente euclidiana.

No habia en la mente de los griegos (mas cercanos al pensamiento empirico
que al idealismo platénico), ni tampoco en la de sus herederos de la llustracion,
ninguna duda que este método deductivo (no necesariamente aplicado dentro
de un sistema postulacional global como el euclidiano) producia hechos verda-
deros al aplicarse al mundo material. No era necesaria una comprobacion practica
que incluso, en muchos casos, no existia, como por ejemplo al calcular la distancia
de la Tierra a la luna. En este momento nos situamos en un punto decisivo:
reemplazar la verificacion empirica por la deduccion légica que apoyada en los
postulados producen resultados verdaderos. De este modo las matematicas se
tornaron una empresa teorica.

Las matematicas se constituian asi en una especie de mano virtual que podia
introducirse debajo de las apariencias de los fenémenos, para hallar las verda-
deras causas de lo que nuestros ojos revelaban ante nosotros. En cierto modo,
se sequia la tradicion pitagorica de identificar el territorio con el mapa, el modelo
matematico con la estructura del espacio fisico.

LA REALIDAD SE TRANSFORMA
Una conviccién que atraviesa mas de veinte siglos -la tradicion pitagorica- difi-

cilmente se desvanece. Sin embargo, a partir de la obra euclidiana, se fue desa-
rrollando una inquietud nacida del postulado de las paralelas. Los postulados
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Luis Moreno-Armella ¢ Rubén Elizondo Ramirez

debian ser enunciados evidentes por si mismos, sin asomo de duda sobre su
veracidad. El de las paralelas afirmaba que por un punto exterior a una recta,
en el plano determinado por esa recta y el punto, pasa una Unica paralela a la
primera recta. Que pasa una es facil de demostrar a partir de las consecuencias
de los restantes cuatro postulados. El problema era la otra parte del enunciado:
la unicidad de esa paralela. Una paralela a una recta dada es, para Euclides,
una recta que por mas que se prolongue no intersecta a la primera recta. Este
postulado violaba entonces la convencion de ser evidente por si mismo y se
sustentaba sobre una extrapolacion de la experiencia sensible.

Euclides, sin embargo, eligié un enunciado que no hacia referencia al espacio
mas allad de donde alcanzan nuestros sentidos, pero se pagaba el precio de la
complejidad en su redaccion. Veamos lo que dice esta version alternativa del
quinto postulado (Figura 1):

Figura 1. Dadas dos rectas y una transversal a ellas, si la suma de los angulos de un mismo
lado de la transversal (indicados en la figura) es inferior a 180 grados, entonces, al prolongar
las rectas de ese lado (en la figura a la derecha) ellas terminardn por encontrarse.

La racionalidad euclidiana estaba orientada hacia un ideal de simplicidad y
frente al postulado de las paralelas se levantaba un profundo dilema: optar por
lo escueto de un enunciado que hacia explicita la presencia (indeseada) del infinito
0 elegir esta segunda version, que finalmente fue la que eligié Euclides, pagando
el costo de un enunciado alejado de la concision propia de los postulados.
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La Geometria al encuentro del aprendizaje

Sin embargo, desde sus inicios, los gedometras estuvieron inconformes con
un postulado tan largo que carecia de la simplicidad y evidencia incontroverti-
ble de los cuatro restantes. En consecuencia intentaron demostrarlo como si
fuera un teorema mas, a partir de los restantes y claro, de todo aquello que
hubiese sido demostrado previamente.

Todos esos siglos, hasta el siglo XIX, no fue tiempo suficiente para alcanzar
una demostracion. Era natural pues, que en algin momento se llegara a sos-
pechar que aquel aparente fracaso en la busqueda de una demostracion podia
deberse a que tal demostracion no existia.

Ahora bien, es sencillo probar que la unicidad de la paralela es equivalente
al hecho que la suma de los angulos interiores de un triangulo es 180 grados.
Entonces, si no se pudiese demostrar la unicidad de la paralela, la suma de los
angulos de un triangulo podria ser distinta a esos 180 grados. Pero entonces,
los gedmetras se tendrian que enfrentar a dos opciones excluyentes:

a) Sifuese mayor que 180 grados, eso conduciria a la geometria de la esfera,
cosa que resultaba familiar de la navegacion.

b) Si fuese menor que 180 grados, entonces.. {de qué espacio se estaria
hablando?

Cuando tenia lugar la opcion (a), dejaba de existir una paralela por un punto
exterior y el espacio descrito era esencialmente la superficie de una esfera. Salvo
detalles técnicos menores, esta era la situacion si la suma de los angulos inte-
riores de un tridngulo fuese mayor que 180 grados.

El problema, el nudo gordiano, aparecia con la opcion (b). Esta opcion equi-
valia a aceptar que por un punto exterior a una recta la paralela no era unica:
habria por lo menos dos (de hecho, pasaba una infinidad de paralelas). Nadie
conocia un espacio con esa caracteristica. Los gedmetras tenian entre manos,
entonces, un sistema que aceptaba los primeros cuatro postulados de Euclides
y una version extrana del quinto, a saber, que habia mas de una paralela por
un punto exterior a una recta dada. Ese sistema no describia (o0 no parecia
describir) el espacio fisico donde vivian los geémetras.

Si tal sistema fuese coherente, habria que aceptar lo inaceptable: que las
matematicas no necesariamente describian la estructura interna del mundo
fisico. Los geometras estaban razonando a partir de la cultura matematica anclada
en la tradicion pitagodrica. Durante mas de 20 siglos, se habia pensado que la
geometria era un mapa iconico, un espejo perfecto del espacio fisico. El mapa
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Luis Moreno-Armella ¢ Rubén Elizondo Ramirez

se concebia como el territorio desmaterializado y por lo tanto, quien trabajaba
con el mapa, tenia la posibilidad de ir por la via del método deductivo al encuentro
de los resultados geométricos. Modificar esa conviccion, acotarla, iba a implicar
esfuerzos profundos.

El gedmetra ruso N. Lobachevski se atrevié a pensar en una geometria en
donde la suma de los angulos interiores de un triangulo era menor que 180
grados. En su obra Los nuevos principios de la Geometria (1825) escribio (Bonola,
1955, p. 92):

Los sucesivos intentos fallidos por mas de dos mil anos, desde los tiempos de Euclides,
hicieron que despertase en mi la sospecha de que la verdad que se deseaba probar
no estaba contenida en los datos [mismos del problemal, y que para establecerla
serfa necesario recurrir a experimentos, por ejemplo, observaciones astronémicas,
como es el caso para otras leyes de la naturaleza.

Lobachevski pone entonces, en tela de juicio, que se pueda demostrar deduc-
tivamente que la suma de los angulos interiores de un triangulo fuese igual a
180 grados. Al afirmar que se necesitaria una verificacion experimental, nos esta
diciendo que habia comprendido que el sistema formal y su grado de coinci-
dencia con el espacio fisico son cuestiones separadas. Se va haciendo visible la
nueva orientacion que concibe la geometria como un modelo que no se con-
funde con el territorio, a saber, el espacio fisico. Insistiendo en esta linea de
investigacion, diez anos mas tarde (1835) Lobachevski escribe (Efimov, 1980):

Basandome en observaciones astronomicas.. verifiqué que en un triangulo cuyos
lados son casi tan grandes como la distancia de la Tierra al Sol, la suma de los
angulos difiere de dos rectos en menos de 0.0003 segundos. En consecuencia, puede
afirmarse que las proposiciones de la geometria practica han sido rigurosamente
establecidas.

Concluye entonces que la geometria euclidiana (la geometria practica) es un
buen modelo para la regién del espacio considerado. Al concebir esa manera
de explorar la naturaleza del sistema geométrico, Lobachevski estaba decodifi-
cando un mensaje importante: el espacio fisico se comporta como si fuera
euclidiano -siempre y cuando estemos considerando una region del espacio de
dimensiones relativamente pequenas-, pero no es seguro que asi sea cuando
se considerara una region del espacio mas amplia. En otras palabras, un rayo
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de luz de la Tierra a la luna puede considerarse como un segmento de recta
euclidiano, pero no es seguro que un rayo de luz de la Tierra hasta una estrella
que se encuentra a diez anos luz de la Tierra, pueda seguir siendo considerado
como un segmento euclidiano.

Lobachevski desafié al sistema euclidiano con su experimento de medicion
pero el resultado no fue concluyente. Es interesante que él hable de la geometria
euclidiana como prdctica; se puede presentir que tenia clara la diferencia entre
el sistema formal, organizado alrededor de los postulados y la adecuacion del
sistema como modelo del espacio fisico.

El problema que aqui hemos intentado explicar constituye uno de los momen-
tos mas significativos de las matematicas modernas. En efecto, la des-sustanciacion
de los sistemas formales de las matematicas, es decir, la distincion entre sistema
formal y modelo, ha sido de una importancia que no se puede exagerar. Puede
afirmarse sin titubeos que la epistemologia de las matemdticas sufrio, con la
creacion de las geometrias no-euclidianas, un impacto cuya onda expansiva
llega hasta nuestros dias.

Pensar asi, que el sistema formal per se y el sistema formal como modelo
son cosas distintas, implicaba el inicio de la bifurcaciéon entre la verdady lo que
se puede demostrar: el teorema, insiste el geémetra euclidiano, no es evidente
pero ha sido deducido de proposiciones evidentes y por lo tanto expresa un
hecho verdadero sobre el espacio. La verdad no se diluye durante el proceso
deductivo. Sin embargo, responde el nuevo gedmetra, no se trata del proce-
so deductivo. Se trata de los postulados de partida.

Lobachevski estaba en una clara situacién de desventaja frente a un geo-
metra que explorara el sistema euclidiano pues este ultimo tendria la guia
intuitiva, 1a experiencia derivada de vivir en un espacio localmente euclidiano.
Seguramente por ello, esta geometria llamada mas tarde por F. Klein geometria
hiperbdlica, iba a quedar durante algunas décadas como una curiosidad
matematica. No se conocia, por ejemplo, una superficie cuya geometria coin-
cidiera con la hiperbolica. En 1868, el matematico italiano E. Beltrami comprendio
que sobre una superficie de curvatura negativa constante, si se interpretaban
las geodésicas de dicha superficie como lineas rectas, entonces su geometria
intrinseca era justamente la geometria de Lobachevski. Tal revelacion empezo
a despejar el halo de misterio que todavia acompanaba al sistema hiperbdlico.
Esa tension dialéctica entre lo formal y lo concreto respondia a las necesidades
del entendimiento humano.
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Uno de los resultados analiticos obtenidos por Lobachevski vinculaba la
longitud de un segmento con el angulo que formaba una paralela a una recta
dada. Mas precisamente (véase Figura 2):

P

m

Figura 2. Dada la recta m y un punto P fuera de la recta, si por P pasa mas de una paralela
entonces puede verificarse que hay una primera paralela a la derecha.

Dada la recta m y un punto P fuera de la recta, si por P pasa mas de una
paralela entonces puede verificarse que hay una primera paralela a la derecha,
como ilustra la figura, que es paralela por P a la recta m. La distancia d entre P
y m esta relacionada con el angulo o y se satisface la siguiente relacion
fundamental:

tan(o/2) = exp(—d).

Entonces, al aumentar la distancia d, el angulo a disminuye y reciprocamente,
si disminuye d, el angulo aumenta.

Suponer que por un punto externo a una recta pasa mas de una paralela
implica que, dado un tridngulo cuyos angulos son a, B,y v, se tiene que: o + B
+ v < 180°. Ademas su drea es:

area = k(180° —(o+ B + )

donde Kk es una constante positiva. La suma de los angulos internos puede tomar
cualquier valor numérico entre 0 y 180 grados de acuerdo con la formula anterior
que vincula la longitud de los lados de un triangulo con los angulos.
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Esto explica por qué no puede haber figuras semejantes a menos que sean
congruentes: la medida angulary la medida lineal estan vinculadas por la for-
mula que acabamos de presentar.

Investigamos, tomando un modelo re-disenado con GeoGebra, como instru-
mento de mediacion, los niveles de apropiacion de esta geometria en el caso
de estudiantes de primer afno de bachillerato, y de profesores que estudian una
maestria en Matematica Educativa (Cinvestav). Es de notar como a partir del
realismo que induce la geometria dinamica, se puede detonar una trayectoria
de aprendizaje, es decir, de toma de conciencia sobre el significado de las reglas
formales de una estructura matematica y de como movernos a través de ellas.

El trabajo con estudiantes y docentes revela lo que nos parece una joya
cognitiva, a saber, que lo que es coherente desde el punto de vista I6gico, no
necesariamente es aceptable para la intuicion.

Pero no se puede obviar un hecho central y es que nuestra percepcion si
bien tiene un sustrato bioldgico incontestable, se desarrolla dentro del espacio
social y cultural. Nuestros sentidos son sentidos transformados por la cultura.
Todo el sensorio humano adquiere, de acuerdo con las reglas culturales que le
corresponda, habilidades que van mas alla del sustrato bioldgico. Lo que llama-
mos intuicion se transforma de acuerdo con la atmosfera cultural en la que nos
desarrollamos.

Pasemos ahora a la descripcion matematica de un espacio cuya geometria
podremos interpretar como hiperbolica bajo ciertas consideraciones que iremos
haciendo explicitas a medida que transcurra la exposicion. Mds adelante daremos
voz a profesores y estudiantes con quienes discutimos estas ideas en cursos y
talleres en diferentes momentos.

SEMIPLANO DE POINCARE

Imaginemos un plano atravesado por una recta. Tomemos uno de los dos semi-
planos y olvidemos el otro. Si lo pensamos en términos cartesianos, el semiplano
con el que trabajaremos se define como el conjunto de todos los pares (x, y)
para los que y > 0.

Dados dos puntos A y B del semiplano considerado, el h-segmento (la h
indica hiperbolico) que los conecta es, por definicion, el arco de circunferencia
que tiene como centro la interseccion del eje x con la mediatriz del segmento
euclidiano que une A con B (Figura 3).
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Figura 3. Dados dos puntos A y B del semiplano considerado, el h-segmento que los conec-
ta es, por definicion, el arco de circunferencia que tiene como centro la interseccion del eje
x con la mediatriz del segmento euclidiano que une A con B.

Este arco, como ilustra la Figura 3, es parte de la semicircunferencia ortogonal
a la recta frontera (o eje de las abscisas, si se prefiere) que pasa por Ay B. Esa
semicircunferencia, sin los dos puntos de interseccion con el eje x, es una h-recta
completa. Euclidianamente, la longitud de esa semicircunferencia es 'R donde
R es su radio. Pero al interpretarla como recta hiperbdlica, su longitud es infinita
pues conecta dos puntos que se encuentran sobre la recta frontera que es
inalcanzable. En las otras direcciones, alejandose del borde o dirigiéndose a
derecha o izquierda dentro del semiplano, este se extiende indefinidamente.
Sabemos entonces que las h-rectas son las semicircunferencias ortogonales al
eje de las abscisas. Califican también como rectas las semirrectas (euclidianas)
perpendiculares a la recta frontera -son como circunferencias ortogonales al
borde que tienen radio infinito-. Es facil comprobar que con estos acuerdos se
cumplen los primeros cuatro postulados de Euclides, aclarando que los angulos,
por convencion del modelo, se miden de la misma forma que se miden en la
geometria euclidiana. Veamos que NO se cumple el postulado euclidiano de las
paralelas, sino que por un punto exterior a una recta pueden pasar por o menos
dos paralelas. Para ilustrarlo elijamos como h-recta, la h-recta AB. Por el punto
P podemos trazar las paralelas PA y PB; PA es la paralela a la izquierda de AB
y PB es la paralela a la derecha de AB. Entonces por P pasan por lo menos esas
dos paralelas: no se cumple el postulado euclidiano de las paralelas (Figura 4).
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Figura 4. Por el punto P pasan al menos dos paralelas.

Ahora elijamos tres puntos A By C, y construyamos el h-tridngulo que tiene
vértices A, By C como en la Figura 5. Se ve que la suma de los angulos interiores
de este triangulo es menor que 180 grados.

Figura 5. La suma de los angulos interiores de un triangulo hiperbolico es menor que 180
grados.

Si en el triangulo anterior llevamos los tres vértices hasta el borde del semi-
plano, cada angulo medira cero, pues en cada veértice habra un par de rectas
ortogonales al borde que se encuentran en ese vertice: por lo tanto el angulo
que se forma entre ellas es cero (Figura 6).

Como el defecto de este triangulo es maximo () su drea es maxima. Esta es
una propiedad muy diferente de la que tiene el area euclidiana: un triangulo
euclidiano que tuviera sus tres vértices en el infinito tendria area infinita.

La construccion basica que hemos empleado para las h-rectas es la mediatriz
de un segmento euclidiano.
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A B C

Figura 6. Un tridngulo hiperbdlico cuyos angulos internos miden cero grados.

La narrativa que estamos desarrollando corresponde a la interaccion en el
salon de clases con los profesores que participaron durante los talleres en los que
fuimos exponiendo estas ideas. Muchas de las explicaciones que aqui se ofrecen,
responden a preguntas y discusiones colectivas de entonces. Desafortunadamente
nuestro poder narrativo no hace plena justicia a la riqueza de las discusiones y
debates en el salon de clases. Las construcciones que iremos realizando se hacen
a partir de herramientas euclidianas y esos resultados los interpretamos como
hiperbdlicos ¢Qué consecuencias tiene esto? Que ihemos creado un modelo de
geometria hiperbdlica dentro de la geometria euclidiana!

Para los docentes, la idea de que una geometria pudiese estar viviendo en el
seno de otra, resultd casi inexplicable. Si encontraramos una contradiccion en
la geometria hiperbolica entonces, como la hemos construido dentro del mundo
euclidiano, se traduciria en una contradiccion en dicho mundo. La conclusion es
contundente: si el mundo hiperbolico no es consistente (coherente, le hemos llamado
antes) entonces el mundo euclidiano tampoco es consistente. Pongamoslo en
términos positivos: si el mundo euclidiano es consistente, entonces el mundo hiper-
bolico también lo es. A la luz de este resultado podemos apreciar la ironia en las
intenciones de todos aquellos gedmetras que creian poder demostrar que la geo-
metria euclidiana era la Unica posible porque la hiperbdlica era inconsistente.

La intuicion tanto como la organizacion logica son componentes coextensivos
del pensamiento matematico. Durante el trabajo con estudiantes y profesores,
enfatizamos que el papel de las representaciones simbolicas es crucial para el
desarrollo de las ideas matematicas y para encontrar las formas de operarlas.

Después de la discusion de algunos resultados propuestos con el afan de
que todos los participantes fuesen apropiandose de las ideas basicas y desarro-
llando el significado no-euclidiano de las proposiciones, pasamos a la exploracion
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mediante un semiplano al que se le sumaron herramientas previamente cons-
truidas para hacer casi automatico el trazado de una mediatriz y de una circun-
ferencia hiperbdlica por ejemplo. Ese “semiplano con herramientas” constituye
un nuevo mediador semiotico para los docentes y estudiantes participantes con
nosotros en esta aventura educativa. Las posibilidades de manipulacion que se
tienen en un medio digital, GeoGebra en este caso, generan un sentido de
realismo que da significado a los objetos que van emergiendo y también a las
situaciones en las que emergen.

LA VOZ COLECTIVA EN EL SALON DE CLASES

Una discusion por demas interesante se suscité cuando uno de los docentes
inquirio sobre la manera de trazar una h-circunferencia en el semiplano. Habia-
mos realizado sobre un pizarron estatico los calculos conducentes a un resultado
muy sorpresivo: una h-circunferencia coincide con una circunferencia euclidiana,
exceplo que sus centros no coinciden en general. Es decir, vemos en el espacio
hiperbdlico la misma forma circular con la que estamos familiarizados pero su
h-centro esta en otro lugar. El problema consistia en describir una manera de
trazar dicha h-circunferencia. En ese momento habiamos presentado el ‘semiplano
con herramientas” asi que los docentes podian recurrir a las construcciones que
el medio ya trafa incorporadas. Elaborar el modelo digital ha sido crucial en esta
experiencia diddctica. La Figura 7 ilustra el medio dinamico enriquecido:

P PNTIEEANIN

Circunferencia hiperbélica |
Centro de la circunferencia, Punto por el que va a pasar

Figura 7. El medio dinamico enriquecido.
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Vemos que, ademas de las herramientas usuales de GeoGebra, aparecen dos
casillas adicionales. La primera sirve para trazar h-segmentos, h-semirrectas y
h-rectas indicando basicamente un par de puntos. La segunda cuyo uso ilustra-
remos aqui, sirve para medir h-distancias y trazar una h-circunferencia senalando
su centro y un punto por el que pasa dicha h-circunferencia.

En esta imagen abrimos la casilla donde residen las instrucciones para trazar
la h-circunferencia (la ultima a la derecha). El centro es Ay pasa por B. Cuando
ilustramos estas acciones surgio la pregunta: épor qué el centro esta “en otra
posicion” si la vemos como h-circunferencia? Después de un dialogo colectivo
emergio la respuesta: “‘todos los puntos sobre la circunferencia equidistan de A’
y un poco mas adelante: ‘no estamos en un mundo euclidiano en este momento”.
Como la casilla tiene también el “metro hiperbolico’, es decir, el criterio para
medir las distancias hiperbdlicas, los docentes decidieron medir las distancias
desde A (el h-centro) hasta varios puntos sobre la h-circunferencia para verificar
que esas distancias eran iguales a la h-distancia de A hasta B. El resultado, es
la Figura §&:

DistanciaAB = 1.13271
DistanciaAX = 1.13271

DistanciaAY = 1.13271

DistanciaAZ = 1.13271

Figura 8. Varios h-radios de una h-circunferencia.

Intrigados, desplazaban cada uno de los puntos X, Y, Z, a lo largo de la
h-circunferencia y podian ir verificando que esa distancia era constante: siempre
el h-radio de la h-circunferencia.

Es dificil trasladar a esta narrativa el estado casi de conmocion que despiertan
este tipo de experiencias vivas en el salon de clases, aun cuando (o éprecisamente
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por eso?) los participantes activos sean docentes; esto quedo claro cuando se
formuld la siguiente pregunta: ‘Y dénde esta el otro centro?’. Pedimos entonces
replantear la pregunta y finalmente llegamos a este acuerdo: intentar re-construir
con las herramientas (euclidianas) del medio digital, 1a h-circunferencia que se
produce mediante la herramienta h-circunferencia que se acababa de emplear.
La figura de la que se parte es la de una h-circunferencia con h-centro Ay
h-radio AB (Figura 9).

_____________________________________________________

Figura 9. h-circunferencia con h-centro Ay h-radio AB.

Para determinar el punto D, el centro euclidiano de la circunferencia, se
procedi¢ de la siguiente manera: trazamos la tangente por B y la perpendicu-
lar por A al borde del semiplano. El punto de interseccion es D. Ahora, GeoGebra
permite ‘llamar” a la herramienta circunferencia (euclidiana) de centro Ay al
realizar la accién vemos que al fijar B como punto sobre dicha circunferencia,
coincide con la h-circunferencia original. En este punto del debate emergio una
objecion: acabdbamos de describir, a partir de la h-circunferencia dada una
manera de hallar el centro euclidiano, pero écomo ‘sabia” la herramienta adi-
cionada al GeoGebra la manera de trazar la h-circunferencia?

Todas las casillas de GeoGebra suministran vias rdpidas para trazar la media-
triz de un segmento, la bisectriz de un angulo, una elipse, el lugar geométrico
de un punto, etcétera. Cada una de ellas encapsula una construccion euclidia-
na que podemos adelantar, usualmente, con regla y compas. Una vez realizada
la construccion, el medio digital permite sintetizar dicha construccion. Esta manera
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de ver los menus del GeoGebra faculta un acercamiento efectivo al conocimien-
to del medio digital. En el caso de la casilla anadida que lleva a la construccion
de una h-circunferencia, la construccion es un poco mas compleja porque
involucra un tratamiento cuidadoso de la distancia hiperbdlica. Pero eso no esta
al nivel de la interfase que los estudiantes y docentes van a manipular. Al nivel
de la interaccion con el GeoGebra enriquecido, 1a herramienta ya esta lista.
Acordamos, por estas consideraciones, que tomariamos como daday, sin discu-
sion por el momento, la herramienta para trazar h-circunferencias. Terminada
esta discusion emergio mas adelante una conclusion interesante: bajo ese acuerdo,
la reconstruccion del centro euclidiano de la h-circunferencia (que habiamos
presentado previamente) podia tomarse como una demostracion. Insistimos: no
se trata de una demostracion como se entiende en un contexto deductivo, formal.
Se trata de abrir camino a la produccion de una comprensiéon del hecho mate-
matico. A este respecto citemos a René Thom (1973, pp. 159-209):

El verdadero problema que confronta la ensenanza de las matematicas no es el
rigor sino el problema del desarrollo del significado, de la existencia de los objetos
matemdticos (énfasis anadido).

Esta conclusién es muy importante porque permitio, con los estudiantes
(cuyas edades estaban entre los 15y 16 afos) generar una linea argumentativa
tomando las herramientas del GeoGebra original como afirmaciones validadas
en el medio. De este modo llegamos a la idea de demostracion contextual.

Ahora, los docentes plantearon la pregunta reciproca: si tenemos una circun-
ferencia euclidiana, épodemos encontrar su centro como h-circunferencia?

Para responder habia que tomar un acuerdo: tratariamos de responder la
pregunta en el contexto del GeoGebra enriquecido. Tratando de inducir una
solucion, propusimos a los docentes que analizaran el diagrama de la solucion
de la identificacion del h-centro a partir del centro euclidiano para ver si se podia
llegar a dicho diagrama de otra manera. La dificultad mayor que present6 esta
actividad, consistio en el cambio de interpretacion despertado por el vaivén entre
la circunferencia como euclidiana y la circunferencia como hiperbdlica. Pero
habia alli una buena oportunidad de fortalecer ambos marcos conceptuales. Ya
no estabamos en el terreno de cudl geometria era verdadera o representaba
mejor al espacio fisico. Para entonces, estabamos sumergidos en los modelos y
el razonamiento se basaba, mas que en el razonamiento intuitivo, en las reglas
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de operacion del nuevo medio digital. La figura a la que habiamos llegado antes
la reproducimos a continuacion (Figura 10):

Figura 10. h-circunferencia con h-centro A y extremo de su h-radio B.

Esta dada la h-circunferencia con h-centro Ay extremo de su h-radio B. Para
encontrar C, el centro euclidiano, trazamos la tangente euclidiana en B, y la
perpendicular euclidiana al borde por A. El punto de interseccion, C es el centro
euclidiano.

Ahora bien, si tenemos la circunferencia euclidiana con centro Cy extremo
del radio euclidiano B, dcomo podemos construir el h-centro A?

Resultd de alta complejidad asimilar esta pregunta. Tenemos la recta CB y
necesitamos construir el h-radio AB, 0 sea necesitamos A. Pero, euclidianamente
el arco AB es una parte de una circunferencia euclidiana que tiene a la recta
CB como tangente. Para que el arco AB sea una h-recta (debe serlo porque es
un h-radio) la circunferencia tangente a CB debera ser ortogonal al borde y por
lo tanto deberd tener su centro en el borde.

¢Como lograrlo? Respuesta: su centro debe ser el punto de interseccion de
la recta euclidiana perpendicular a CB con el borde. Queda asi (Figura 11):

La recta perpendicular al borde por C es un trazo inmediato. Asi queda deter-
minado Ay ahora una pequena comprobacion: invocando la casilla adicional
para trazar h-circunferencias, trazamos la que tiene centro Ay pasando por By
vemos que coincide con la que ya habiamos trazado como circunferencia
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Figura 11. El centro debe ser el punto de interseccion de la recta euclidiana perpendicular
a CB con el borde.

euclidiana con centro C. Varias horas de trabajo que aqui reproducimos de modo
simplificado. Desde luego, no se trata aqui de una demostracion formal, no es
nuestra intencion. La educacion matematica no se preocupa solamente de las
demostraciones formales. Hay una amplia literatura sobre el tema de la demos-
tracion en los contextos educativos que involucra, aparte de los contenidos mate-
maticos por si mismos, aspectos cognitivos y socioculturales de la mano de la
mediacion instrumental; en nuestro caso, se trata de la mediacion de la geometria
dinamica y mas especificamente, del modelo digital del semiplano de Poincareé.

Vamos a comentar ahora sobre las actividades de los estudiantes con los
que trabajamos. Ellos eran estudiantes de segundo semestre que tomaban el
curso de Geometria y Trigonometria en un Centro de Estudios Cientificos y Tec-
noldgicos (CECyT) del Instituto Politécnico Nacional, en la Ciudad de México. La
aplicacién de estos cuestionarios se llevd a cabo entre el 15 de marzo de 2016
y el 9 de junio de 2016, en las dos ultimas unidades del semestre. Aparte de las
sesiones ordinarias durante las clases, tuvimos sesiones extra con un grupo selec-
cionado, aleatoriamente; el grupo final consistio de 14 estudiantes. Durante el
curso ellos se familiarizaron con los elementos basicos del GeoGebra mediante
la construccion de objetos centrales de la geometria euclidiana como las media-
trices, bisectrices, construccion de triangulos equildteros, incentros, circuncentros
etcétera. Mas adelante, con el grupo especial sobre todo, se brindo6 instruccion
respecto a los elementos mas significativos del semiplano de Poincaré. Veamos
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ahora algunas de las actividades planteadas, comenzando con la construccion
de la h-mediatriz de un h-segmento en el semiplano de Poincaré.
El estudiante entrevistado respondio de esta manera:

 Se traza un segmento hiperbdlico AB en el semiplano de Poincaré.

* Se trazan dos circunferencias con radio AB, una con centro en Ay otra con
centro en B.

* Se marca la interseccion de estas circunferencias generando los puntos O
y N. Se unen estos puntos mediante un segmento hiperbolico y, entonces,
este segmento es la mediatriz hiperbdlica del segmento AB (Figura 12).

©, O, &, N rec =2 @ AR

Figura 12. Construccion de la h-mediatriz.

Para comprobarlo, el estudiante marco el punto en la interseccion del seg-
mento hiperbolico AB con el segmento ON generando el punto C (véase la Figura
13). Usando la herramienta de medicién programada en el semiplano, mide las
distancias de los segmentos AC y CB, y verifica que estas distancias son iguales.
Ademas, mide la distancia del segmento original AB y observa que este segmento
mide el doble que los segmentos AC y CB.
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ZLACN = 90°

Figura 13. El estudiante usa las herramientas de medicion para validar su construccion.

El investigador (uno de nosotros) interviene y le pregunta al estudiante sobre
la definicion de mediatriz. Este responde:

Estudiante: “Es la recta que pasa por el punto medio de un segmento”
Investigador: “¢Es necesario que forme un angulo especial?”
Estudiante: “Si, de 90"

* Investigador: “iEse [dngulo, refiriéndose al dngulo ACN] es de 90°?"

El estudiante mide el angulo y la respuesta arrojada por el sistema de medi-
cion incorporado lo convence inmediatamente de que el angulo en cuestion
efectivamente es un angulo recto. Con ello, concluye que su construccion es
adecuada.

Durante el periodo de familiarizacion con GeoGebra, los estudiantes revisaron
la construccion de la mediatriz euclidiana. Por ello, el estudiante de esta entrevista
recordaba la construccion y la aplicd en el caso hiperbdlico recurriendo al Geo-
Gebra enriquecido. A pesar de tener todas las herramientas para trasladar la
construccion euclidiana al caso hiperbdlico, 1a novedad de esta geometria indujo
al estudiante a comprobar que su construccion era correcta en la nueva geo-
metria. La fase de internalizacion, de apropiacion del nuevo sistema, esta en
marcha pero no alcanza aun la estabilidad deseada.
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Teniendo en cuenta la complejidad del proceso de internalizacion del semi-
plano con su geometria extrana, decidimos mostrar la construcciéon del triangu-
lo equildtero hiperbdlico. Es bien conocido que la construccién de un triangulo
equilatero es la primera proposicion del libro | de los Elementos de Euclides. La
construccion de la mediatriz presentada anteriormente, es esencialmente
equivalente.

Se traza un h-segmento AB (véase la Figura 14). Los tres lados del tridngulo
por construir deben tener la h-longitud de AB. Entonces, trazamos las h-circun-
ferencias con radio ABy centro en Ay en B. Tomamos la interseccion C de estas
h-circunferencias. Esto determina dos h-segmentos AC y BC de igual h-longitud
que AB. Por lo tanto, el triangulo ABC es equilatero. La construccion es idéntica
a la euclidiana.

Figura 14. El triangulo equilatero hiperbolico.

Vale la pena mencionar, y esto se hizo durante el trabajo con los docentes,
que Euclides, ante una posible inquietud por el estado del postulado de las
paralelas, parece evitarlo y no lo utiliza sino hasta la proposicion 29 del libro |.
Esta proposicion nos dice que dadas dos rectas paralelas y una transversal a
ellas, los dngulos alternos internos son iguales. En el caso hiperbolico esto falla
como ilustra la Figura 15.

Las h-rectas p, g son paralelas y los angulos alternos internos formados
mediante la transversal, no son iguales. Este es un lugar donde la geometria
euclidiana y la hiperbdlica toman rutas distintas.
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85.7646°

150.66057°

Figura 15. Los h-angulos opuestos por el vértice no son iguales.

Méas adelante los estudiantes llevaron a cabo diversas construcciones hiper-
bolicas entre las que destaca la del h-cuadrado. Desde luego, no todos los angulos
de un h-cuadrado pueden ser angulos rectos pues eso equivaldria al postulado de
las paralelas. En la geometria euclidiana los angulos de un cuadrilatero siempre
suman 360 grados (pues se pueden descomponer en dos triangulos, por ejemplo).
No es el caso para los h-cuadrilateros y un par de estudiantes produjeron el
siguiente ejemplo (Figura 16):

'. 114.3041°

! 14.0973°
Figura 16. Construccién de un h-cuadrilatero.
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La suma total es 342.3069 grados, algo alejado de los 360 grados. Esta cons-
truccion ya denotaba un progreso en la comprension a partir de las convenciones
pues comenzaban a dominar las reglas del juego hiperbolico. Sorprendidos con
este ejemplo, después de una larga sesion, construyeron la Figura 17:

65.14104°

Figura 17. Cuadrildtero de Lambert construido por un estudiante.

Un cuadrilatero con tres angulos rectos. Esta es una figura clasica de la
historia de la geometria hiperbdlica pues uno de los intentos de demostrar como
teorema el postulado de las paralelas siguié este camino: construir un rectdngulo
con cuatro angulos rectos. Es el famoso cuadrilatero de Lambert, uno de los
precursores de las geometrias no-euclidianas.

En este punto, el investigador cuestiona a uno de los estudiantes (uno de
los dos que produjeron este cuadrilatero) sobre la definicion de cuadrado:

* Investigador: “¢Como defines un cuadrado?”

* Estudiante: “En la geometria euclidiana es una figura de cuatro lados que
tiene todos sus angulos iguales y que sumados dan 360 grados y sus
longitudes también se mantienen iguales. En la geometria hiperbolica es
diferente; si mantiene la longitud de sus lados pero los angulos no son ni
de 90 grados ni suman 360 grados, siempre son variables’ [Recordemos
que los triangulos hiperbolicos pueden tener la suma de sus angulos
internos tan cercana a cero o tan cercana a 180 grados sin alcanzar estos
valores cuando los vértices no estan, en el modelo, sobre el borde]

* Investigador: “Pero, {como son entre si los cuatro angulos?”

* Estudiante: “Son semejantes, son iguales” (¢{?)

* Investigador: “Entonces, teniendo angulos iguales y distancias iguales, (defi-
nirias de alguna nueva forma lo que es un cuadrado de manera general?’
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* Estudiante: “Seria una figura de cuatro lados cuyos lados y cuyos angulos
tienen la misma medida”.

Es decir, estudiante es capaz de proporcionar una definicién mas general
del cuadrado.

Otro objeto que se explord con los estudiantes fue la bisectriz. En geometria
euclidiana es una construccion clasica (proposicién 9 del Libro | de los Ele-
mentos) que se planted durante el trabajo en el salén de clases. Los estudiantes,
imitaron la construccion en el caso hiperbdlico. Dado un angulo, para construir
la bisectriz, primero trazamos una h-circunferencia con centro en el vértice A
de los lados y marcamos los puntos de interseccion con dichos lados B, C (ver
la Figura 18). Entonces, con centro en B trazamos una h-circunferencia de
h-radio BCy, con centro en C, una h-circunferencia con el mismo h-radio.
Tomamos el punto de intersecciéon de estas dos ultimas h-circunferencias y lo
denotamos D. Entonces la h-semirrecta AD es la h-bisectriz del angulo CAB.
En la clase se continu¢ discutiendo esta construccion y varios estudiantes (tal
vez un poco incrédulos, pues la figura no permite una verificacién “al ojo”
como ellos dijeron) decidieron medir los angulos BAD y DAC, para comprobar
que en efecto, AD es la h-bisectriz.

Figura 18. Construccion de la h-bisectriz.

La manera de medir angulos que teniamos hasta este momento era, por
ejemplo, tomar con vértice en A, las tangentes a BAy CA y medir el angulo entre
estas tangentes, como ilustra la Figura 19.
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Figura 19. Verificacion de la construccion de la h-bisectriz.

Recordemos que las primeras 28 proposiciones del Libro | de los Elementos
valen también para la geometria hiperbolica puesto que no usan el postulado
de las paralelas. Es el caso con los problemas de levantar una perpendicular a
una recta dada y bajar una perpendicular a una recta desde un punto exte-
rior dado. En el primer caso, para levantar una perpendicular al h-segmento AB
por un punto cualquiera D, un estudiante recurri6 a la construcciéon previa de la
mediatriz. Traz6 una h-circunferencia con centro D y h-radio DA (ver Figura 20).

Figura 20. Levantar una h-perpendicular.
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De ese modo determiné el punto C de suerte que D es el punto medio de
AC. Ahora, traz6 sendas h-circunferencias con centros Ay C ambas de h-radio AC.
Por los dos puntos de interseccion de estas dos h-circunferencias pasa una unica
h-recta que es perpendicular al h-segmento AB por un punto D. Aqui ya se
vefa una mayor confianza en las construcciones pues eran esencialmente iguales
a las euclidianas. Podriamos aqui hablar de transferencia de contexto del eucli-
diano al hiperbdlico.

Recordando el asombro que habia causado entre los docentes la estrecha
vinculacion entre la geometria euclidiana y la hiperbdlica con respecto a su
interdependencia l6gica -una de ellas es consistente siy sélo si la otra es con-
sistente-, y las dificultades para explicar este hecho crucial, recurrimos ahora a
minimizar los objetos hiperbdlicos para ver que se iban pareciendo cada vez
mas a los euclidianos. Es decir, cuando las dimensiones son muy pequenas, los
objetos hiperbolicos parecen euclidianos. Veamos unos ejemplos. Si tomamos un
h-segmento AB y lo hacemos muy pequeno, se ve entonces como un segmento
euclidiano (Figura 21):

Figura 21. Un h-segmento pequeno parece un segmento euclidiano.

Si tomamos una h-circunferencia con h-centro A y centro euclidiano B, enton-
ces al hacerla pequenisima, los dos centros parecen coincidir (Figura 22).

Esto no es tan solo un fenémeno visual. Es un hecho profundo, estructural,
que tiene que ver con la coexistencia de ambas geometrias y que revela el
porqué de su imbricacion légica de cara a la consistencia de ambos sistemas.
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Figura 22. Si una h-circunferencia es pequena, su h-centro parece coincidir con el centro
euclidiano de la circunferencia euclidiana.

A MODO DE CONCLUSION: COMENTARIOS FINALES

La primera parte de este escrito narra momentos cruciales en el desarrollo de la
geometria. La segunda parte esboza nuestros esfuerzos por transformar esos
contenidos en materia educativa. Para esa transicion elegimos un medio digital
debido a que las representaciones en ese medio gozan de una propiedad excep-
cional: son representaciones ejecutables. Desde luego, el papel no revela la
riqueza inherente al medio dinamico. Sin embargo, las experiencias con maestros
y estudiantes dan cuenta del efecto transformador de concebir el movimiento
como una dimension del objeto geométrico. Nuestra intencion durante la parte
experimental-didactica ha sido, y continta siendo, explorar como puede darse
curso al desarrollo de la intuicién sobre un tema que, en primera instancia,
parecia tan abstruso y, que ahora, teniendo como instrumento de mediacion el
semiplano de Poincaré y la ayuda de construcciones euclidianas, veremos aflorar
una cierta naturalidad para esta nueva geometria. Es un ejercicio que en cierto
momento nos lleva de lo formal a lo intuitivo, camino a contracorriente de lo
que parecia y todavia parece, lo mas natural: ir de lo intuitivo a lo formal.
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El movimiento que adquieren las representaciones revela gradualmente lo
que yace debajo de la apariencia de la representacion: la estructura. En el curso
historico la estructura estaba atrapada en la conviccion de la veracidad de la
geometria, es decir, en la supuesta coincidencia del territorio con su mapa. Des-
pegar la representacion del territorio hizo viable la constitucion de un modelo
como instrumento de mediacion. A partir de alli se explicita el problema para la
educacion, a saber, como disenar una trayectoria de aprendizaje que facilite
la apropiacion, el aprendizaje, de estas ideas. El proceso de apropiacion lo hemos
disenado a partir de un modelo de segunda generacion: el modelo del sistema
postulacional. Para ello hemos recurrido al semiplano de Poincaré instalado en
un medio digital que suministra la dimension del movimiento como revelador
de la estructura, como hemos dicho antes. Ahora se sigue una ruta inversa:
partiendo del modelo dinamico que estimula un cierto realismo en los objetos
hiperbdlicos, y por lo tanto disminuye la distancia cognitiva con ellos, se trata
de inducir un proceso de elaboracion de significados para dichos objetos. La
forma de existencia y la produccion de significados, eje central del aprendizaje,
se filtran a través de la criba digital. El trabajo con docentes y estudiantes del
que hemos esbozado tan sélo unos momentos, para no perder la vision holistica
del presente escrito, esta documentado cuidadosamente en el trabajo doctoral, en
marcha, de uno de los autores (RER). Este trabajo se inscribe en una linea
de investigacion que denominamos epistemologia aplicada, nuestra manera de
ver lo que debe ser la educacion a través de las matemadticas.
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Resumen: En una clase de geomelria plana euclidiana para profesores en
formacion, el profesor busca incentivar la participacion de los estudiantes en la
produccion colectiva de demostraciones. Durante su interaccion con ellos, profiere
distintos tipos de mensajes. En este articulo presentamos una tipologia de
mensajes del profesor, surgida al analizar, desde una perspectiva semiotica, su
discurso al interactuar con los estudiantes. Inicialmente, presentamos la teoria
que sustenta el analisis semidtico de los didlogos; luego detallamos la tipolo-
gia propuesta. A continuacion, describimos el contexto y asuntos metodologicos
del estudio. Como ejemplo del uso de la tipologia, analizamos los mensajes del
profesor durante una situacion real de clase.
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Abstract: In a pre-service Euclidean plane geometry course, the teacher tries to
encourage student participation in the collective production of proofs. During
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his interaction with them, he delivers different types of messages. In this article,
we present a characterization of teacher messages, which arose while analyzing,
from a semiotic perspective, teacher and student interactions within the class.
Initially, we present the theory that underlies the semiotic analysis of the dia-
logues; then we discuss in detail the proposed typology. We then describe the
context and methodology of the study. As an example of the use of the charac-
terization, we analyze the teacher's messages during a real class situation.

Keywords: Semiotic activity, proof, teacher's messages, meaning making.

INTRODUCCION

Durante el proceso colectivo de produccion de una demostracion en un aula uni-
versitaria de geometria plana, para la formacion inicial de profesores, la inter-
pretacion que el profesor hace de las verbalizaciones de los estudiantes lo
impulsa a realizar ciertas acciones tangibles. A partir de ellas, es posible inferir
diferentes intenciones relativas a la construccién de significado de elementos
tedricos’ y procesos involucrados en la actividad que se estad realizando. El
esfuerzo analitico de diferenciar esas intenciones posibilita la identificacion de
los mensajes que el profesor pretende comunicar en su interaccion con los
estudiantes. Esto resulta util para entender la actividad semidtica en el aula.

En el marco de una in\/estigaci(’)n,4 cuyo objetivo era ver como evolucionaban
los significados de los estudiantes relativos a un cierto objeto matematico, se
estudio un episodio que tuvo lugar en una clase de geometria de nivel univer-
sitario. Con el andlisis se pretendia obtener informacion sobre el aprendizaje de
los estudiantes, y asi determinar si se debia modificar la propuesta didactica.
Para dicho analisis se adopt6 la perspectiva semiotica de la ensenanza vy el
aprendizaje propuesta por Saenz-Ludlow y Zellweger (2012), que tiene como
base la idea de signo triadico formulada por Charles S. Peirce. A partir del analisis,
reconocimos que el profesor daba mensajes de diferentes tipos durante el pro-
ceso de apoyo a los estudiantes para la construccion de significado de algun
objeto matematico.

3 El término “elementos tedricos” incluye definiciones, postulados o teoremas del sistema tedrico que se
conforma gradualmente en la clase.

* Investigacion financiada por Colciencias (Instituto Colombiano para el Avance de la Ciencia) y por el
instituto de investigaciones de la Universidad Pedagogica Nacional (Colombia).
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En este articulo caracterizamos tres tipos de mensajes que el profesor da
para favorecer la participacion eficaz de sus estudiantes, y propiciar que cons-
truyan con significado la demostracion de un teorema. Especificamente, los
mensajes buscan: favorecer la construccion de significado respecto al uso de
elementos tedricos; promover la comprension de la estrategia o del plan para
producir la demostracion; y propiciar la previsién o la determinacion de las
consecuencias que puede tener, en el desarrollo de la demostracion, una u otra
accion tedrica. En primera instancia, exponemos, de manera somera, los referentes
tedricos que fundamentan el analisis semidtico de la comunicacién en el aula.
En segundo lugar, presentamos e ilustramos la tipologia emergente de los men-
sajes del profesor, generada a partir del analisis de su interaccién con los estu-
diantes. En tercer lugar, describimos el contexto y la metodologia de la investigacion,
y hacemos un analisis usando las categorias disenadas. Finalmente, se exponen
algunos comentarios.

REFERENTES TEORICOS

La interaccion de profesor y estudiantes se analizé bajo la perspectiva semiotica
propuesta por Saenz-Ludlow y Zellweger (2012), la cual tiene sus raices en el
signo triadico peirceano. Peirce concibe la semiosis como la actividad comuni-
cativa o de pensamiento en la que se crean o se usan ‘signos”. El “signo” de
Peirce, denotado SIGNO por Saenz-Ludlow y Zellweger, consiste en la relacion
triddica que resulta de la integracion inseparable de tres relaciones diadicas
entre un signo-objeto, aquello a lo que se alude ya sea en la comunicacion o
en el pensamiento; un signo-vehiculo, una representacion del objeto (e. g, pala-
bra, gesto, grafica o combinacion de estas); y el signo-interpretante, aquello
producido en la mente de quien percibe e interpreta el signo-vehiculo. Peirce
descompone el signo-objeto en tres objetos: el Objeto Real, en este caso mate-
matico, el objeto-dinamico, y el objeto-inmediato. EI Objeto Real Matemadtico
(ORM) es el objeto que acepta la comunidad de discurso matematico; el obje-
fo-dindmico es una representacion del ORM, generada en la mente del intérprete
cuando recibe un signo vehiculo y lo interpreta. El objeto-inmediato es una
representacion de uno o mas aspectos especificos del ORM que se codifican y
Se expresan en un signo vehiculo.

La siguiente es una descripcién somera de como ocurre la semiosis en torno
a un determinado ORM, en un intercambio verbal. En un acto de interpreta-
cion-inter (interaccion con otros), la persona A (profesor o alumno) genera un
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objeto-inmediato seleccionando de su interpretante algun aspecto especifico del
ORM sobre el que quiere enfocar su comunicacion, lo codifica y lo expresa en
un signo vehiculo dirigido a la persona B (profesor o alumno). En un acto de
interpretacion-intra (interaccién consigo mismo) que tiene lugar en el contexto
de su conocimiento y experiencia, B decodifica el signo vehiculo emitido por A
y genera un interpretante que determina un objeto-dindmico que puede estar
en mayor 0 menor consonancia con el objeto-inmediato de A. En ese momento,
B escoge un aspecto de su signo-objeto recién construido y el proceso se repite,
siendo B el que emite y A el que recibe.

En la actividad semiotica del aula de matematica, dos o mas personas (pro-
fesor-alumno o alumno-alumno) se comunican e interpretan SIGNOS de distintos
sistemas semidticos (linglistico, matematico y grafico, principalmente). EI modelo
que proponen Saenz-Ludlow y Zellweger concibe la ensefanza-aprendizaje de
la matematica como actos semiodticos de interpretacion en el aula, siendo ello
un proceso cambiante y progresivo de construccion de significados. En dicho
proceso, bajo la guia de un profesor, los estudiantes forman sus concepciones
y significados de conceptos matematicos. EI modelo enfatiza que el profesor
debe ser consciente de la naturaleza evolutiva de tanto su proceso de interpre-
tacion como el de los estudiantes, para mantener una practica dinamica y
colaborativa de ensenanza y aprendizaje. Bajo este panorama, la mediacion
semidtica del profesor son las acciones interpretativas y deliberadas que ¢l realiza
con el proposito de lograr la convergencia de los objetos-dindmicos de los estu-
diantes hacia los objetos-inmediatos pretendidos del profesor.

Es importante notar que en el aula, los individuos que mantienen una con-
versacion matematica tienen distintos niveles de conocimiento respecto al ORM.
Asi mismo, sus metas difieren: la del profesor es apoyar el proceso de construccion
de significado de los alumnos; la del estudiante debe ser participar genuinamente
en su proceso de construccion de significado. En cada acto de interpretacion del
profesor, en donde se enlazan las metas de ensenanzay de aprendizaje, él debe
contemplar el ORM desde dos perspectivas: desde la matematica porque evoca
los significados, que posee, de ciertos aspectos del ORM para usarlos como
referencia para acciones especificas; desde la didactica, dado que el objeto
matematico que se esta construyendo emerge de las acciones intencionadas
del profesory de los estudiantes. (Cudles pueden ser los efectos en la mente del
profesor, durante la interaccion en el aula? Respecto a lo matematico: a) reconocer
que la comprension que tiene de un aspecto especifico del ORM puede/debe
mejorar; b) evocar el significado que tiene de algunos aspectos del ORM en
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discusion, o de otros que puedan apoyar el proceso de construccion de ese sig-
nificado. Respecto a lo didactico: a) evocar el significado que posee de ciertos
aspectos del ORM, foco de la conversacion, para usarlos como referencia de
acciones especificas que pueden ayudar a sus estudiantes a lograr mayor com-
patibilidad con el concepto correspondiente que tiene la comunidad de discurso
matematico; b) producir hipdtesis respecto a la construccién de significado de
sus alumnos; ¢) determinar si esta construccion esta desarrolldandose de manera
aceptable; d) decidir como guiar la conversacién con un proposito didactico
especifico. Todas estas acciones estan influidas por las creencias, el conocimiento
y las experiencias previas del profesor. Por todo lo anterior y teniendo en cuenta
que todo surge a partir del conocimiento que tiene el profesor del ORM, los
interpretantes y los objetos dindmicos del profesor son mas de naturaleza didactica
que matematica. Sus acciones de mediacion tienen en cuenta sus interpretaciones
de los objetos dindmicos de los alumnos respecto a aspectos particulares del
ORM que esta en juego. A partir de ello, genera un objeto-dindmico con la inten-
cion de facilitar la evolucion de los objetos-dindmicos de los estudiantes. Deno-
minamos este objeto-dindmico del profesor, emergente y que evoluciona, como
objeto-dindmico-diddctico (Perry, Camargo, Samper, Sdenz-Ludlow y Molina, 2014).

Con el siguiente ejemplo hipotético se pretende ilustrar lo anterior. Supongase
que en una clase se esta trabajando el concepto de triangulo isésceles. Este
seria el ORM. Imaginese que surge el siguiente dialogo entre el profesor y los
estudiantes. Aunque el objeto-inmediato esta presente (implicita o explicitamente)
en el signo vehiculo, tanto el signo-interpretante como el objeto-dindmico se
infieren a partir del objeto-inmediato, porque ellos estan presentes en la mente
de la persona y no se manifiestan directamente. Por eso, es posible que existan
otras interpretaciones diferentes a las aqui expresadas (Tabla 1).

Tabla 1. Ejemplo de analisis semidtico.

Sujeto Signo-vehiculo Analisis
Profesor: ¢Como podemos definir | Objeto-inmediato: La definicion de triangulo is6s-
triangulo isosceles? celes.

Estudiante: | Es un tridngulo que tiene | Signo-interpretante: Podria ser una representacion
dos lados congruentes y | iconica mental de un tridngulo, que visualmente
dos angulos congruentes. | satisfaga la congruencia de dos lados y podria te-
ner un recuerdo de la definicion que estudié en
algun momento.
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Sujeto

Signo-vehiculo

Analisis

Objeto-dinamico: Exigencia de incluir la propiedad
de congruencia de dos lados y de dos angulos en
la definicion.
Objeto-inmediato: Definicion de triangulo isdsceles
en la que se incluye la congruencia de dos lados y
dos angulos.

Profesor:

(Dibuja en el tablero, un
AABC indica con el simbo-
lo grafico de congruencia
dos segmentos y dos angu-
los congruentes: AB = BC
y LA = £B)

A C
¢Es esta una representa-
cion de un tridngulo isos-
celes?

Signo-interpretante: El estudiante no parece haber
analizado la dependencia que existe entre las dos
propiedades que menciona y, por lo tanto, cree ne-
cesario mencionar ambas. Tampoco ha tomado en
cuenta que los angulos congruentes deben ser
opuestos a los lados congruentes.
Objeto-dinamico-diddctico: Necesidad de hacer
notar que los angulos congruentes deben ser
opuestos a los lados congruentes.
Objeto-inmediato: Representacion de un triangulo
con dos lados congruentes y dos angulos con-
gruentes no opuestos a los lados congruentes.

Estudiante:

No. Porque los dangulos
congruentes deben ser el
ZAvyel £C.

Signo-interpretante: Podria ser una representacion
iconica mental de un tridngulo, que visualmente
satisfaga la congruencia de dos lados y de los an-
gulos opuestos a estos.

Objeto-dinamico: Representacion errada de un
tridngulo isosceles porque los dangulos congruen-
tes no se oponen a los lados congruentes.
Objeto-inmediato: Representaciéon de un triangulo
isosceles, el cual tiene los angulos congruentes
opuestos a los lados congruentes.

Luego el profesor solicita a los estudiantes que construyan un tridangulo isosceles con un soft-
ware de geomeltria dindmica, y que escriban un reporte de los pasos de construccion. Después
de examinar los reportes, se dirige a los estudiantes.
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Sujeto Signo-vehiculo Analisis
Profesor: Segun lo que reportan, la | Signo-interpretante: El estudiante no parece haber
mayoria construyd, usan- | analizado la dependencia que existe entre las dos
do circunferencias, un | propiedades que mencionay por lo tanto, ve nece-
triangulo con dos lados | sario mencionar ambas.
congruentes, ambos ra- | Objeto-dindmico-diddctico: Necesidad de hacer
dios de la misma circunfe- | notar la dependencia entre las dos propiedades:
rencia. (Alguno también | lados congruentes implica angulos opuestos con-
construyd  los  angulos | gruentes.
congruentes? Objeto-inmediato. Construccion de un triangulo
con dos lados congruentes.
Estudiante: | No fue necesario porque | Signo-interpretante: La congruencia de los dngulos
asi quedaron. en la representacion del triangulo.
Objeto-dinamico: La congruencia de los angulos
es consecuencia de la congruencia de los lados.
Objeto-inmediato: Representacion de un triangulo
isosceles, en el cual los angulos opuestos a los
lados congruentes son congruentes.

En este ejemplo, en el cual el ORM es el concepto de triangulo isdsceles, el
objeto-inmediato pretendido del profesor es la definicion econdémica de esta
figura geométrica. Parece que sus objetos-dinamicos-didacticos se relacionan
con la necesidad de que los estudiantes noten dos asuntos: (I) si se decide que
la congruencia de dos angulos es una propiedad que debe incluirse en la defi-
nicién de triangulo isdsceles, también se requiere incluir en esta la identificacion
de los angulos que son congruentes, y (Il) la dependencia que existe entre esa
propiedad y la congruencia de dos lados del triangulo permite eliminarla de la
definicion. Ademas, se evidencia la evolucion del objeto-dinamico de triangulo
isdsceles de por lo menos un estudiante cuando él se da cuenta de que es
suficiente construir un tridngulo con dos lados congruentes para que sea is6sceles
porque necesariamente los angulos opuestos a esos lados serdn congruentes.

TIPOLOGIA Y EJEMPLOS

El uso del marco tedrico de Saenz-Ludlow y Zellweger (2012) para realizar el
andlisis de la interaccion en el aula, nos obligd a tener mayor minuciosidad
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cuando estudiamos el signo-vehiculo, tanto del profesor como de los alumnos,
lo que llevd a imaginar posibles interpretantes del profesor que pudieran tener
relacion con el signo-vehiculo que emite inmediatamente. Gracias a esto se logrd
determinar que el profesor traté de comunicar mensajes de diferente tipo, que
incluyen signos-dindmicos-diddcticos. Se identificaron tres tipos de mensajes en
términos de su foco, que pueden ser: el uso experto de elementos tedricos, el
plan para construir la demostracion, o la prevision que se requiere cuando se
sugiere el uso de algun elemento tedrico en la demostracion. Este ultimo foco
tiene que ver con la conveniencia de atender necesidades futuras en el proce-
so de demostracion. Presentamos a continuacion una descripcion de la tipologia
de mensajes del profesor que emergio en este analisis.

1. ENFOCADOS EN EL USO EXPERTO DE ELEMENTOS TEORICOS

Estos mensajes los emite el profesor con el fin de favorecer la construccién de
significado de los elementos tedricos, utilizados como garantias en una demos-
tracion. Algunos componentes que, desde nuestro punto de vista, forman parte
del significado pretendido de los elementos tedricos son: (1) reconocer su estatus
tedrico (Duval, 2007) en un sistema axiomatico; (I) reconocer su estatus operativo
(Duval, 2007) cuando se usan; (lll) identificar su estructura logica; (IV) traducir
su contenido en términos de los objetos involucrados en una situacion especifica;
(V) reconocer cuando tiene sentido usarlos; y (V1) usar el lenguaje geométrico
correcto cuando se refiere a ellos. Como el estatus teorico de postulados, teoremas
y definiciones es distinto, vemos necesario diferenciar lo que entendemos por
saber usar cada uno de ellos, en la produccion de una demostracion.

» Saber usar un postulado o teorema incluye principalmente dos acciones:
(1) reconocer la viabilidad de su uso para la situacion que se tiene entre
manos (resolver un problema, formular una conjetura, producir una demos-
tracion). Es decir, reconocer que la informacion que tiene corresponde al
antecedente del postulado o teorema. (I) Reconocer que su uso permite
obtener lo que se busca porque esta relacionado con el consecuente del
postulado o teorema. Asi identifica que ese postulado o teorema es la
garantia en su argumento.

» Saber usar una definicion consiste en desencapsular o encapsular propie-
dades segun el tipo de informacion que provee la situacion en la que se
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va a usar. (1) Si se tiene el término que designa al objeto, se desencapsulan
las propiedades poniéndolas en juego. (II) Si se tienen las propiedades que
definen al objeto se encapsulan mediante el uso del término correspondiente.

Por ejemplo, el uso experto de la definicion de tridngulo isésceles’ consiste,
por un lado, en manifestar que un determinado par de lados de un triangulo
son congruentes (desencapsular) teniendo como informacién que tal triangulo
es isosceles; por otro lado, consiste en declarar que un triangulo dado es isosceles
(encapsular), teniendo como informacion la congruencia de dos de los lados del
mencionado triangulo. El uso experto del Teorema del Triangulo Isosceles (TTN)°
consiste en reconocer que si los datos incluyen un triangulo isosceles, tiene
sentido usar el teorema si se quiere concluir que el triangulo tiene dos angulos
congruentes. O, si se quiere demostrar la congruencia de dos angulos, basta
determinar si son angulos de un mismo triangulo para tratar de justificar que
es isosceles.

2. ENFOCADOS EN EL PLAN

Por medio de estos mensajes, el profesor busca que los estudiantes propon-
gan y comprendan la estrategia que se debe seguir para producir la demostra-
cion, y cual debe ser su estructura; es decir, que tengan un plan para hacer la
demostracion. Es importante resaltar que este tipo de mensajes surge al comien-
7o de la demostracion o en el desarrollo de la misma, cuando los estudiantes
se estancan y no recuerdan el camino que se trazo al inicio del proceso.
Respecto a la estrategia, los estudiantes tienen que reconocer si lo que van
a demostrar es: igualdad de conjuntos, pertenencia de un elemento a un conjunto,
una propiedad especifica o la existencia de un objeto geométrico especifico.
Ademas deben determinar los nucleos de la demostracion y los elementos teéricos
pilares (definiciones, teoremas, postulados) que apoyan esos ntcleos, determinar
COMO Se van a usary por qué se usan. Denominamos ntcleo de una demos-
tracion a las ideas principales que forjan el camino hacia el consecuente que

5 D. Triangulo isdsceles: Si un triangulo tiene dos lados congruentes, entonces es un triangulo
isosceles. . o

¢ T. Triangulo Isésceles: Dado un AABC con AB congruente con BC entonces los angulos A
y Cson congruentes.
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se busca justificar. Puede haber uno o varios nucleos. Llamamos elementos
pilares de los nucleos a los principales elementos del sistema tedrico que proveen
la justificacion de cada nucleo. La demostracion completa consiste en desglosar
cada nucleo propuesto en pasos especificos.

En cuanto a la estructura de la demostracion, los estudiantes deben determinar
el tipo de demostracion que se va a realizary por qué; es decir, si conviene hacer
una demostracion directa, usar el método de la contrarreciproca, hacer estudio
de casos, o usar el método de reduccion al absurdo. También deben decidir qué
construcciones auxiliares permitiran enriquecer la situacion para que surjan
nuevas figuras geomeétricas o situaciones especiales que ayudaran a construir la
demostracion, porque estas permiten el uso de los elementos teoricos pilares.

Por ejemplo, la demostracion del Teorema del Triangulo Isdsceles exige reco-
nocer que se va a demostrar una propiedad especifica, que el nucleo es la
congruencia de dos triangulos, lo cual requiere como construccion auxiliar una
de las lineas notables del triangulo (altura, mediana o bisectriz de un &ngulo)
para determinar dos tridangulos, y que los pilares tedricos son los criterios de
congruencia de triangulos (Hipotenusa Cateto (HC), Lado, Lado, Lado (LLL), Lado,
Angulo, Lado (LAL), respectivamente) y las definiciones de lineas notables del
triangulo. Esta demostracion es de tipo directo.

3. ENFOCADOS EN PREVISION

Estos mensajes tienen que ver con las posibles consecuencias de una decision,
respecto a asuntos teoricos, en el desarrollo de una demostracién. Pretenden
comunicar que la actividad de justificar no discurre simplemente generando
paso a paso varios argumentos que se encadenan y que juntos componen la
demostracion; es imprescindible, para no perder tiempo en ensayos poco Utiles,
ir analizando el posible efecto posterior de algunas decisiones que se toman en
aquellos pasos en los que se tienen opciones y la autonomia para escoger
alguna de ellas. Ademas, son mensajes que buscan que se desarrolle el plan
establecido para hacer la demostracion, a partir de un analisis de las situaciones
que se presentan teniendo en cuenta las posibilidades que hay y las consecuen-
cias de tomar uno u otro camino. Es decir, es tener en cuenta que la decisiéon
que se tome en algun momento influird en los elementos tedricos que se deben
usar posteriormente.
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Estos mensajes surgen cuando es posible tomar decisiones respecto a los
nucleosy, por lo tanto, a los pilares que se van a usar o al tipo de demostracion
que se va a desarrollar. Un ejemplo esta en las demostraciones en las que se
involucran expresiones algebraicas y se escogen convenientemente valores para
simplificar el manejo algebraico correspondiente. Otro ejemplo son las demos-
traciones en las que existe la opcion de usar cualquiera de dos elementos teoricos,
pero usar uno requiere mas elaboracion que usar el otro. Un tercer ejemplo,
consiste en determinar si conviene hacer una demostracion directa o usar el
método de reduccion al absurdo.

Por ejemplo, para la demostracion del TTl se establecieron como pilares las
definiciones de las lineas notables del triangulo y los criterios de congruencia.
La prevision consiste en decidir qué linea notable usar y prever qué criterio de
congruencia es el adecuado. Asi, si los estudiantes deciden usar la mediana del
triangulo, entonces deberan usar el criterio de congruencia LLL; si escogen usar
la altura, entonces el hecho geométrico que se ha de utilizar sera el criterio HG,
si eligen la bisectriz, el criterio que se ha de usar es LAL La eleccion dependera
del sistema tedrico que se tiene a disposicion en ese momento. Es posible que
no se tenga alguno de esos criterios en el sistema y, por tanto, no se pueda
utilizar la respectiva linea notable.

ASPECTOS METODOLOGICOS DE LA INVESTIGACION

El estudio del que surgieron los elementos que dieron lugar a la tipologia que
presentamos en este articulo forma parte de la investigacion Conjeturas y orga-
nizacion del contenido matemdtico en clase, esta tuvo como escenario el curso
Geometria Plana impartido durante el segundo semestre de 2013. Se analizé la
interaccién entre los miembros de la comunidad de clase (profesor y alumnos),
durante dos sesiones de clase consecutivas en las cuales se enuncia 'y se demues-
tra, ajustado al sistema tedrico que se ha conformado, el Teorema Localizacion
de Puntos (TLP).” Este hecho geométrico permite localizar un punto en un rayo
a una distancia dada del extremo del rayo. En esas sesiones de clase, el Objeto
Real Matematico fue la demostracién del TLP. Enfocamos la atencion en la inte-
raccion en torno a los nucleos y pilares que dan soporte a la demostracion del

—
7 Teorema Localizacion de Puntos: Dados un rayo CT(CT)y un niimero positivo z existe un
Unico punto X tal que X pertenece al CTy la distancia de Ca Xes z
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TLP, en la estrategia principal para su demostracion, y en la prevision de las
decisiones teoricas tomadas en el trascurso de la produccion de la misma.

La seleccion de fragmentos significativos para el analisis se hizo a partir de
la trascripcion completa de dos clases. En el analisis retrospectivo de esa tras-
cripcion se evidencié que en la construccion colectiva de la demostracion de un
teorema, el profesor emite mensajes de los diferentes tipos descritos. Los nucleos y
los pilares de la demostracion determinaron los diferentes fragmentos en los
que se separo la transcripcion, teniendo siempre cuidado de incluir en cada uno
de ellos lo necesario para hacerlos autosuficientes.

CONTEXTUALIZACION

Geometria Plana es un curso del sequndo semestre del programa de formacion
inicial de profesores de matematicas de secundaria,® en la Universidad Pedagé-
gica Nacional. Tiene como fin que los estudiantes aprendan a demostrar y
entender un teorema, al participar en la conformacién de un sistema tedrico de
geometria plana euclidiana, lo cual implica entender los teoremas, concibiendo
teorema como la tripla formada por el enunciado, el sistema teérico que lo
sustenta y la demostracion (Mariotti, Bartolini Bussi, Boero, Ferri, y Garuti, 1997).
Especificamente “entender un teorema’, segiin Molina (2014), es tener un signi-
ficado amplio que incluye comprender: (1) la estructura y el contenido del enun-
ciado, (II) la demostracion, (Ill) su relacién con otros elementos tedricos
(comparacion de enunciados de postulados u otros teoremas y sus respectivas
demostraciones) y (IV) el uso experto del teorema en diversos contextos.
Generalmente, la metodologia de trabajo que usa el profesor en el curso
consiste en proponer un problema geométrico abierto de conjeturacion, para
que a partir de las conjeturas propuestas por los estudiantes, se extraigan los
elementos teoricos que se quieren abordar en esa sesion de clase. Un problema
abierto es una tarea en la cual se hace una pregunta sin revelar o sugerir la
respuesta pretendida (Arsac et al, 1999; Silver, 1995, citados en Baccaglini-Frank
y Mariotti, 2010) y es de conjeturacién cuando se debe expresar la relacion
de dependencia entre dos conjuntos de propiedades como proposicion con-
dicional, que se constituye en la conjetura (Baccaglini-Frank y Mariotti, 2010).

¢ Programa Curricular Licenciatura en Matematicas.
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Los problemas propuestos generalmente requieren del uso de software de
geometria dindmica para representar y explorar la situacion correspondiente,
de tal forma que se pueda llegar a formular una conjetura como solucion al
problema. Estas conjeturas dan lugar a una actividad de verificacion de lo
propuesto y a la modificacion de los enunciados formulados (si se requiere)
para establecer una sola conjetura, ya sea para que ésta se convierta, después
de demostrarla, en un elemento mas del sistema tedrico, o para que en el
proceso de justificarla surja la necesidad de introducir validamente un elemento
al sistema tedrico.

El sistema tedrico que se va conformando es, en esencia, el que propone
Euclides. Sin embargo, en este curso, se introducen dos postulados siguiendo la
propuesta de Birkhoff (1932) de hacer tangibles la regla y el transportador, cues-
tiones que Euclides no considera. Se escogié esta propuesta porque permite el
uso de un software de geometria dinamica como herramienta para construir y
explorar situaciones, con la intencion de descubrir hechos geométricos. Este tipo
de software esta esencialmente regido por los postulados de la geometria eucli-
dianay, por tanto, modelan sustancialmente dicha geometria. Los postulados que
se introducen son: Puntos de Recta- Numero Reales (PPR-NR)’ y Rayos - Ntimero.”
Estos permiten validar de manera formal algunas de las ideas que estan inmersas
en la teoria de Euclides, pero que no se abordan en ella de manera explicita,
como la infinitud de puntos en la recta, existencia del punto medio, entre otros.
Particularmente, en el caso del TLP, el primer postulado juega un papel central
en su demostracion. El TLP permite prescindir del PPR-NR para desarrollar el
resto del sistema axiomatico.

Para poder seguir comprensivamente los trozos de la interaccién entre profesor
y estudiantes, presentamos los elementos claves en el desarrollo de la demos-
tracion (Tabla 2).

9 Postulado Punto de Recta = Numeros Reales: Dada una recta, se puede establecer una
correspondencia entre los puntos de la recta y los niimeros reales tales que: 1) a cada punto de
la recta le corresponde exactamente un nimero real, Il) a cada niimero real le corresponde exactamente
un punto de la recta. EI numero que le corresponde al punto se denomina coordenada del punto.

10 postulado Rayo - niimero: Dada una recta AB'y un punto C tal que C no pertenece a la
recta. Se puede establecer una correspondencia entre todos los rayos con extremo en Ay un punto
en el semiplano determinado por la recta donde estd C con los numeros reales entre 0 y 180 tal
que: () A cada rayo con un punto en ese semiplano le corresponde un Unico nimero entre 0 y
180, (1) a cada numero entre 0y 180 le corresponde un Gnico rayo con un punto en el semiplano,
(1) al rayo AB le corresponde 0y (IV) al rayo opuesto del rayo AB le corresponde el niimero 180.
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Tabla 2. Ntcleos y pilares de la demostracién del TLP.

Teorema Localizacion de Puntos

Nucleos

1. Usar coordenadas | a)
para encontrar el
punto X.

Pilares

Usar el PPR-NR (1.

Consecuencia del uso
del elemento teorico

Asignar coordenada 0 (cero) al ori-
gen del rayo (C) y t> 0 al punto
que lo determina (T).

b)

Usar definicion de distancia
para determinar un ndme-
ro real positivo z relacio-
nado con las coordenadas
escogidas para localizar al
punto X.

Verificar que se cumpla que la dis-
tancia del origen del rayo al punto
localizado sea z

¢) Usar el PPR-NR (II).

Asignar como X al punto que co-
rresponde al nimero obtenido an-
teriormente.

f)

2. Establecer las inte- | a
restancias entre los
puntos que se tie-
nen, de acuerdo a
lo que exige la de-

Usar la tricotomia de ndme-
ros reales para determinar
condiciones del numero z
con respecto a las coorde-
nadas que ya se tienen.

Estudiar las cuatro posibilidades
para z:
c<z<tc<t<zz<c<lot=z

finicion de rayo. )

=

Usar el T Interestancia-or-
den* para analizar las rela-
ciones de orden entre las
coordenadas en el contexto
dado.

Asegurar que el punto X pertenece
al CT. Se descarta z< c< 1. Si c<
z<toc<t<zot=zentonces X
estd entre Cy To Testd entre Cy
X o0 X=TesdecrXe ﬁ)

* T. Interestancia — orden: Dados los puntos A, By C Si B esta entre Ay C entonces ¢ (A) < ¢ (B) < c(C) o
c(A)> c(B) > c (C). c (A) simboliza la coordenada del punto A.

ANALISIS DE UN EPISODIO DE CLASE

A continuacion se presenta un ejemplo real donde se evidenciaron mensajes
de cada tipo, cuando se institucionalizé el enunciado del TLP y se demostrd con
el fin de incorporarlo al sistema tedrico que se estaba conformando. En clases
anteriores, se habia propuesto un problema cuya solucion requeria el uso de un
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software de geometria dinamica. A partir de las soluciones propuestas por los
estudiantes surgio el enunciado. Posiblemente, también emergieron ideas para
la justificacion del teorema (Tabla 3).

Tabla 3. Fragmento 1. Desarrollo del Nucleo 1a.

Emisor Signo vehiculo Tipo de mensaje

1. Profesor: | ¢Qué es lo que necesitamos hacer en esencia | Plan:
para que aparezca X? {Como hacemos para | Nucleos 1y 2y sus pilares.
que aparezca con las condiciones que tenemos
acd? (En el enunciado escrito en el tablero sena-
la las condiciones que forman parte de la tesis.)

2. Laura: Una recta.

3. Profesor: | Una recta. éPara qué necesitas la recta? Plan: Nucleo 1 Pilar a

4. Laura: Para poder dar coordenadas.

Establecen teorica

mente la existencia de la recta.

6. Profesor: | Listo, ya tenemos la recta CT. (Para qué quere- | Plan:
mos la recta? Nucleo 1
Pilar a
Uso experto:
PPR-NR
7. Antonio: Para asignar las coordenadas, con uno de los
puntos en cero
8. Profesor: | Sea la coordenada de C {Cudl quieres que sea | Prevision:
la coordenada de C? Asignar coordenadas con-
venientes  para  facilitar
calculos algebraicos.
9. Antonio: | Cero.
10. | Profesor: | Cero.Ya sabemos que eso nos facilita el asun- | Prevision:
to. ¢Quieres alguna otra coordenada? Decisién hecha facilitara el
proceso algebraico
11. | Antonio: |Lade T
12. | Profesor: | La coordenada de T'Y la coordenada de T, que | Uso experto:
sea {quien? PPR-NR (i)
13. | Laura: L.
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Emisor Signo vehiculo Tipo de mensaje

14. | Profesor. | t. Vale, yo hago lo que ustedes me digan. ¢Al- | Prevision:

guna condicion especial? Deben escoger propiedad
de la coordenada t, para
facilitar el proceso.

15. | Molly: Que tsea mayor a cero.

Por medio de sus preguntas [1], el profesor busca que los estudiantes pro-
pongan un plan, es decir que establezcan los dos nucleos de la demostracion.
A partir de las propuestas de Laura [2,4] y las preguntas del profesor [3,6], queda
establecido el primer nucleo de la demostracion y desarrollado parcialmente,
hasta usar la primera parte del PPR-NR. En lo que ha transcurrido hasta el
momento, parece que lo que interpretan los estudiantes de los mensajes del pro-
fesor concuerda con el objeto-inmediato del profesor, el cual parece ser el uso
experto del PPR-NR para iniciar el desarrollo del primer nucleo. Los objetos
directos de los estudiantes son aspectos del Objeto Real Matematico. Sin embargo,
ese no es siempre el caso en una clase.

A continuacion se evidencia como la propuesta de un estudiante modifica
el desarrollo del primer nucleo y, por ende, como ello trastoca el plan para
la demostracion. El profesor permite que se desarrolle la idea, posiblemente
con la intencion de que los estudiantes se den cuenta del efecto que tiene en
el plan utilizar lo propuesto (Tabla 4).

Tabla 4. Fragmento 2. Propuesta erronea para hallar a X.

Emisor Signo vehiculo Tipo de mensaje

16. | Profesor | Entonces aparecieron coordenadas. ¢Ahora | Plan:
qué hacemos? Insisto con la pregunta, (qué es | Nucleo 1 Pilar b
lo que necesitamos que aparezca?

17. | Molly Un punto.

18. | Profesor | El punto X {Como hacemos para que aparez- | Plan.
ca X? Nucleo 1 Pilar c

19. Ernesto Con el Teorema Punto a un Lado.*
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mos cudl es la coordenada de este punto X
entonces yo no puedo saber cudl es la distan-
cia entre Ca X Este X puede estar en cualquier
lado y no podemos saber si la distancia entre
Cy Xes z Entonces ustedes podrian decir pon-
gamos el X con el Teorema de Punto a un
Lado y pongamosle coordenada z éPuedo ha-
cerlo 0 no? Pues no, por eso no debe usar el
Teorema Punto a un lado.

Emisor Signo vehiculo Tipo de mensaje

20. | Profesor | Queremos que aparezca el punto X. Ernesto | Uso experto:
dice que usemos el Teorema Punto a un Lado. | T. Punto a un lado.
¢A qué lado quieres ponerlo?, éa este lado oa Prevision:
este lado? (Senal en la representacion de la CT,| Determinar la interestancia
un punto a la izquierda de Cy luego un punto | que es conveniente para
a la derecha de T) asegurar la pertenencia al

e |rayo.

21. | Ernesto A este lado (Senala un punto a la derecha de T).

22. | Profesor . Uso experto:
— D. Rayo
Listo lo dejamos a este lado. Aparece aca el
punto X. Plan:
Queremos que ese punto X esté en el rayoy ya | Nucleo 1 Pilar ¢
esta en el rayo. Perfecto. ¢Qué otra condicion
queremos que tenga X?

23. | Ernesto Que la distancia sea igual a z.

24. | Profesor | Que la distancia de Ca Xsea z Con esta cons- | Prevision:
truccién del Teorema Punto a un Lado, épode- | Se tiene una de las condi-
mos garantizar que esta distancia de Ca X'sea | ciones de la tesis, falta ase-
77, ¢o podemos garantizar? Con lo que dice | gurar la otra.
Ernesto de encontrar a X con el (teorema) Pun- | Uso experto:
to a un Lado, épuedo garantizar que la distan- | D. Distancia
ciade Ca Xes 22 ¢Sio no?

25. | Molly Si se puede porque z es mayor que cero.

26. | Antonio No sabemos cudl es la coordenada de X

27. | Profesor | Ese es punto del asunto. Como aun no sabe- | Prevision: ~ Consecuencias

de propuesta en relaciéon a
las dos condiciones solicita-
das en la tesis.

* Teorema Punto a un Lado: Dados dos puntos Ay B, existe un punto Cde la j@)tal que Bestaentre Ay Co
Aesta entre By C.
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El mensaje del profesor en [16,18] motiva la continuacién del desarrollo del
Ntcleo 1 del plan para la demostracion: eso es su objeto-inmediato. El espera
que los estudiantes propongan el uso del PPR-NR (Il) para localizar al punto X
Sin embargo, inicialmente [19,21], el signo-interpretante de Ernesto parece cen-
trarse solo en la posicion del punto X en la recta para que cumpla la pertenencia
al rayo; por ello su objeto-inmediato es asegurarlo tedricamente. Su objeto-dina-
mico es que el uso del Teorema Punto a un Lado valida la creacién del punto
X. Coincide parcialmente con el objeto-inmediato del profesor en cuanto a que
ambos estan buscando la justificacion tedrica de la existencia del punto X pero
Ernesto ignora, en ese momento, que su propuesta no conducira a la otra pro-
piedad que debe satisfacer: la distancia al extremo del rayo debe ser z El profesor
reconoce que la propuesta de Ernesto, de tomar al azar cualquier punto X del
rayo, para cumplir con la interestancia, llevara a tener que forzar en él la pro-
piedad de distancia requerida; esto seria parte de su signo interpretante. Lo que
propone Ernesto es un procedimiento espontaneo que los estudiantes usan
cuando deben demostrar la existencia de objetos geométricos especiales. Se
requiere la intervencion explicita del profesor para que ellos entiendan por qué
no es valido (Samper, Perry, Camargo, Saénz-Ludlow y Molina, 2016). Es por
ello, posiblemente, que el profesor impulsa el desarrollo de la idea de Ernesto
en sus siguientes mensajes [20,22], con los que busca que los estudiantes usen
de manera experta el PPR-NR (II) y la definicién de rayo (objeto-inmediato). Su
objeto-dinamico didactico es que los estudiantes deben reconocer la invalidez
del procedimiento que sugiere Ernesto. Al constatar, por medio de la respues-
ta de Ernesto [21] que por lo menos el signo interpretante de este incluye una
representacion correcta de rayo, y que €l es consciente de la condicion de
distancia que debe tener X el siguiente mensaje del profesor tiene que ver con
prevision. A través de sus preguntas [24], el profesor espera que el signo inter-
pretante de los estudiantes incluya la definicion de distancia y la consecuencia
que acarrea tomar al azar el punto X, pues de manera esquematica en su
intervencion [27] lo expresa.

Creyendo que los estudiantes han reconocido que el camino elegido por
Ernesto no es el adecuado, el profesor se esfuerza por encaminar nuevamente
la demostracion para completar el Nucleo 1, que se habia desarrollado parcial-
mente, y para que propongan el Nucleo 2 (Tabla 5).
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Emisor Signo vehiculo Tipo de mensaje
28. | Profesor: | Ernesto, si ya sabemos que no podemos utili- | Plan:
zar el Teorema Punto a un Lado, entonces | Nucleo 1 Pilarby c.
écémo hacemos para que aparezca X?
29. | Ernesto: | Asignandole un néimero a la coordenada (que
sera de) X.
30. | Profesor. | {Cudl serfa ese numero? Prevision:
Condiciones requeridas para
establecer la interestancia y
asegurar el uso del antece-
dente.
31 | Molly: z
32. | Profesor. | El z Por eso estd dado desde el principio y | Prevision: Importancia de
miren que aca dice que es mayor que cero; es | escoger la coordenada t
decir, coincide con la condicion que puso Mo- | con el mismo signo del nu-
lly donde t es mayor que cero. Eso va arreglan- | mero z.
do las cosas por el camino. Uso experto:
Bueno. Ya tenemos el numero. {Como hace- | PPR-NR (1)
mos para que finalmente aparezca el punto?
¢Como es que escribimos? Con otra afirmacion.
Existe un unico [punto] X. éEn donde esta?
33. | Antonio: | En la recta.
34. | Profesor: | Que pertenece a la recta CT. Uso experto:
PPR-NR (1)
35. | Antonio: | Y la coordenada de X.
36. | Profesor. | Y la coordenada de Xes igual a... Uso experto:
PPR-NR (1)
37. | Antonio: | Esigual a z
38. | Profesor. | Es igual a z Para eso es que nos dan ese z | Prevision:
Listo. Y écudl serfa la garantia en este caso? Relacion del numero z dado
con lo hecho hasta ahora.
Uso experto: Reconocer que
se tiene el antecedente del
PPR-NR (Il) y se esta conclu-
yendo el consecuente de
este.
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Emisor Signo vehiculo Tipo de mensaje

39. | Molly: Postulado Puntos de Recta- Numeros Reales,
dos.

40. | Profesor: | Listo apareci¢ el punto. Pero aca tengo otra | Plan:
dificultad. {Ese punto donde debe estar? Nucleo 2 Pilar b

41. | Molly: En el rayo.

42. | Profesor: | &Y donde aparecio? En la recta. De alguna for- | Plan:
ma tenemos que garantizar que ese punto | Nucleo 2 Pilar b
este en el rayo y no en la recta.

Después de establecer que la distancia de Ca X es z se concentran en demostrar que X efecti-
vamente pertenece al rayo CT, como lo solicita la tesis del TLP.

44. | Profesor: | {Cudles son las posibilidades que tiene X? Te- | Plan:
nemos fijo Ty C Nucleo 2 Pilar a
Uso experto: T. Tres Puntos*®

45, | Juan: Que X esté entre Cy T, que Cesté entre Ty X,
que Testé entre Cy X

46. | Profesor: | Que Cesté entre Ty X Pero.. épor qué hay un | Uso experto:
pero ahi? éPor qué este caso no tiene sentido? | T. Interestancia — orden.

El profesor muestra, en los pasos de la demostracion ya consignados en el tablero, las relaciones
de orden entre las coordenadas establecidas en la primera parte de ésta.

47. | Dina: Porque las coordenadas (se refiere a ty z) son
mayores que cero.

* T. Tres Puntos: Dados los puntos A, B y C de una misma recta, entonces B esta entre Ay C A estd entre By
Co Cestaentre Ay B.

Por medio de su intervencion [28], el profesor quiere que los estudiantes
vuelvan al plan inicial, es decir trabajen con coordenadas. Interpretamos que su
objeto-inmediato es el uso de la segunda parte del PPR-NR, cuestion que Ernesto
[29] y Antonio perciben [35,37], al sugerir que X es el punto que corresponde al
numero real z y que Molly expresa explicitamente [39]. En este caso, sus objetos
dindmicos estan en consonancia con el objeto-inmediato del profesor. En su
mensaje, a través de las intervenciones [32,38], el profesor pretende que, en sus
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interpretantes, los estudiantes relacionen la decision hecha anteriormente [15],
respecto al signo de t con la que estan tomando en ese momento al asignar
como X al punto que corresponde al niimero z. Dado que desde el principio de
la demostracién [8,10,12,14], el profesor ha insinuado a los estudiantes prever
que las decisiones acerca de las coordenadas tendran un efecto perentorio en
algun momento de la demostracion, su expectativa no carece de fundamento.
El sabe que dicha informacion serd esencial para desarrollar el Nucleo 2. Ese
es el objeto-dinamico didactico del profesor. En su signo vehiculo [40], el obje-
to-inmediato del profesor es el Nucleo 2 de la demostracion, cosa que expresa
explicitamente, en su intervencién [42]. El objeto-inmediato en sus preguntas
[44,46] es el uso experto de un teorema que es pilar del Nucleo 2: T. Interestan-
cia-Orden. Los estudiantes interpretan parcialmente su objeto-inmediato, prove-
yendo la tesis del T. Tres Puntos [45] que debe dar lugar a la introduccion del T.
Interestancia-Orden, para justificar asi la imposibilidad de que el punto C esté
entre Ty X [47]. Sin embargo, como se vio, en lo que sigue de la construcciéon
de la demostracion, no fue tan evidente para los estudiantes la relacion entre
las coordenadas de los puntos; aunque fue establecida por ellos mismos, no
parecen haber sido realmente conscientes de las consecuencias futuras respecto
a la pertenencia de X al rayo CT.

COMENTARIOS

Con sus mensajes, el profesor buscoé mediar semidticamente para que los estu-
diantes construyeran, con significado, la demostracion; es decir, para que pro-
pusieran un plan, desarrollaran y proveyeran argumentos para sustentar sus
ideas, usaran de manera experta los elementos tedricos y lograran prever las
consecuencias de sus propuestas. La meta del profesor era que los estudiantes
adquirieran significado del teorema que se estaba estudiando. Para ello, promovio
la construccion social del conocimiento, siendo €l el experto que guiaba el pro-
ceso. No desarrolld la demostracion completamente mientras los estudiantes
escuchaban, como sucede con frecuencia.

Los estudiantes tenfan que interpretar los mensajes del profesor, porque es
asi como evocan lo que saben para formar interpretantes relacionados con el
objeto real matematico que se esta tratando en clase. Fue a través de las inte-
racciones con los estudiantes, la interpretacion de los signos vehiculo de ellos,
y sus mensajes, como el profesor fue impulsando la generacion de ideas y la
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participacion activa. Las respuestas a sus preguntas le permitieron dilucidar si
se acercaban al significado pretendido de los elementos tedricos involucrados en
la demostracion y del proceso de esta. En este caso, el uso experto de los ele-
mentos tedricos, en especial de las definiciones, fue el tipo de mensaje que mas
profirio el profesor. Estos deben apoyar la construccion de significado de cada
uno de los elementos tedricos en juego y el papel del sistema teorico en la demos-
tracion. Los otros dos tipos de mensajes apuntan al proceso mismo de la demostra-
cion. Cobran suma importancia cuando se pretende que los estudiantes lleguen
a construir demostraciones de manera auténoma, lo cual usualmente es uno
de los objetivos en cursos universitarios de matematicas. En este caso, los men-
sajes del profesor tuvieron que ver mas con el plan para la demostracion que
con la prevision que se debe tener.

Segun Ben-Zvi 'y Sfard (2007), aprender matematicas significa asimilar com-
prensivamente los objetos y procesos matematicos involucrados, y modificar y
extender el discurso propio acerca de ellos. Aseguran, ademas, que esto no se
logra sin contar con la interaccion con una persona competente. Acorde con
esto, con sus distintos mensajes, el profesor buscé que: se establecieran los
nucleos y sus respectivos pilares; se siguiera un plan propuesto por los estu-
diantes hasta determinar si era viable y util; se explicitaran las razones para
proponer el uso de un elemento tedrico; utilizaran estos elementos adecuada-
mente; y se dilucidaran las consecuencias de su uso. También, buscd que los
estudiantes entendieran la importancia de la prevision en la construccion de
una demostracion, especificamente, la conexion que existe entre la informacion
dada en la hipotesis del teorema, z > 0 y haber asignado cero y un néimero
positivo como las respectivas coordenadas de los puntos Cy T. Sin embargo, se
requeria que el profesor directa y explicitamente expusiera en qué consiste la
prevision, maxime porque esto era una cuestion nueva para los estudiantes. En
este caso, eso no sucedid.

El andlisis de los mensajes del profesor, nos muestra la importancia tanto de
prever cuidadosamente las preguntas y la informacién que se quiere proveer
(objeto-dinamico-didactico), como de desentranar lo que comunican los estu-
diantes en sus signos vehiculo. Lo primero, porque no se trata de presentar
la demostracion sino de dar pautas para que sean los estudiantes quienes la
generen; lo segundo, porque posiblemente debe modificar su siguiente obje-
to-dinamico-didactico para favorecer la evolucion y convergencia de los objetos
dinamicos de los estudiantes hacia el aspecto del ORM que se esta tratando. En
ocasiones, ello implica dejar que los estudiantes prosigan con el desarrollo de
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una propuesta que el profesor sabe es errénea, para que sean ellos quienes
descubran porque no es adecuada. Hay que resaltar que la mediacién semiotica
que se pretende requiere de mayor esfuerzo del profesor, de mas preparacion,
tiempo y paciencia, pero es asi como se puede asegurar construccion significativa
de conocimiento.
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La estadistica es una disciplina metodoldgica. No existe
por si misma, sino para ofrecer a otros campos de estudio
un conjunto coherente de ideas y herramientas para hacer

frente a los datos. (Cobb y Moore, 1997: 801)

Resumen: Este articulo discute las imagenes de los profesores sobre la estadistica
y su ensefanza. Se partio de sus trayectorias para explicar el origen de las
imagenes sobre la estadistica y como mediante la participacion en un programa
de formacion continua, estas imagenes se fueron transformando. Los partici-
pantes de esta investigacion fueron 10 profesores en servicio que tenian la
responsabilidad de la ensenfanza de la estadistica en la escuela primaria (6-11
anos), secundaria (11-15 anos) o media (15-17 anos) en instituciones publicas
de la ciudad de Medellin, Colombia. Los profesores participaron en un progra-
ma de formacion continua inspirado en la teoria social del aprendizaje, en el
cual disenaron lecciones de estadistica, las llevaron a la practica y reflexionaron
sobre su puesta en escena. Las fuentes de informacion fueron sus discursos en
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el programa de formacion, escritos autobiograficos, escritos reflexivos y entrevistas
semi-estructuradas. Los resultados revelaron que los profesores iniciaron con
unas imagenes estaticas, técnicas e in-transformables de la estadistica, y fueron
construyendo imagenes de la estadistica como herramienta de indagacion
empirica.

Palabras clave: formacion continua de profesores, estadistica escolar, indagacion
empirica, teoria social del aprendizaje, imdgenes sobre la estadistica.

Abstract: This article discusses teachers’ images on statistics and its teaching. It
began with their trajectories to explain the formation of images on statistics and
how through participation in a professional development program these images
were transformed. The participants of this research were 10 in-service teachers
who were responsible for teaching statistics either in elementary (6-11 years),
middle (11-15 years) or high school (15-17 years) in public schools in Medellin,
Colombia. The teachers participated in a professional development program
inspired by the social learning theory in which they designed statistical lessons,
put them into practice and reflected on the implementation. The sources of
information were their discourses in the program, autobiographical writings,
reflective writings and semi-structured interviews. The results revealed that teach-
ers began with static, technical, and un-transformable images of statistics and
they started to construct images of statistics as a tool for empirical inquiry.

Keywords: teacher professional development, school statistics, empirical inquiry,
social theory of learning, images about statistics.

PROBLEMA

En el sistema educativo colombiano, la estadistica no es un area independiente
en el curriculo, sino una rama de las matematicas que, junto con otros cuatro
componentes, contribuye a la formacién del pensamiento matematico. Asi lo
establecen los Estandares Basicos de Competencia (Ministerio de Educacion
Nacional, 2006) y los Lineamientos Curriculares (Ministerio de Educacion Nacio-
nal, 1998), en los cuales la matematica estd compuesta de cinco pensamientos
a saber: numérico, espacial, métrico, aleatorio y variacional. Esta configuracion
del curriculo resulta ser un poco problematica para la formacién de los profe-
sores que tienen bajo su responsabilidad la ensenanza de la estadistica. En
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Colombia los profesores que ensenan estadistica —en la escuela primaria (6-11
anos), secundaria (11-15 anos) y media (15-18 anos)- han sido formados en
programas profesionales de educaciéon matematica con un nimero importante
de cursos para apoyar el componente numeérico y variacional, pero un limitado
numero de cursos para el componente aleatorio. Un estudio realizado en
Colombia con profesores que ensenan estadistica reveld que la mayoria de
ellos solamente tenian un curso de estadistica en su formacién profesional, y
varios no tenian ni un solo curso en sus curriculos (Zapata-Cardona y Rocha,
2011) -especialmente aquellos que consiguieron sus titulos profesionales antes
de la promulgacion de los Lineamientos Curriculares (Ministerio de Educacién
Nacional, 1998) y los Estandares Basicos de Competencia (Ministerio de Edu-
cacion Nacional, 2006).

Esta caracteristica en la formacion profesional de los profesores que ense-
nan estadistica los deja débilmente preparados para afrontar con éxito los
desafios de la ensenanza. Es posible que la ensenanza de la estadistica bajo
este escenario de formacion de los profesores atienda cercanamente a la
epistemologia de las matematicas y pobremente a la epistemologia de la
estadistica. Por ejemplo, un reciente estudio mostré que es comun encontrar
en las clases de estadistica de nuestro sistema educativo que los profesores
introducen algoritmos para el calculo de medidas, seguidos de ejercicios de
aplicacion de dichos algoritmos (Zapata-Cardona, 2014). Este formato también
es apoyado por la estructura de los libros de texto escolar (Zapata-Cardona y
Marrugo-Escobar, 2016). De acuerdo con Cobb y Moore (1997) esta forma
rompe con los principios epistemologicos de la estadistica, en la cual la varia-
cion y el contexto real son elementos esenciales. Pues la estadistica no es un
conjunto de herramientas ingeniosas, su valor viene del uso en contextos
reales y -la estadistica deberia ensefarse como estadistica- (Cobb y Moore,
1997: 814). Ademas, se desperdicia todo el potencial para el desarrollo del
pensamiento estadistico. Enfocarse en los datos para aplicar algoritmos es
mutilar el proceso de investigacion empirica -que va desde el planteamiento
de problemas, diseno de planes de recoleccion de informacion, analisis y
conclusiones-y coartar las posibilidades para el desarrollo del pensamiento
estadistico (Wild y Pfannkuch, 1999). En este estudio discutimos las imagenes
que tiene el profesor que ensena estadistica sobre la estadistica y su ensenanza,
y como a partir de un programa de formacion de profesores esas imagenes
se fueron transformando.
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MARCO TEORICO
DIFERENCIAS ENTRE LAS MATEMATICAS Y LA ESTADISTICA

La estadistica tradicionalmente ha sido ensenada en los salones de clase de
nuestro sistema educativo con una fuerte fundamentacion matematica en la
cual se privilegia la abstraccion, la deduccién y el manejo de expresiones sim-
bolicas (Zapata-Cardona, 2014). Sin embargo, algunos autores argumentan que
si bien la estadistica hace uso extensivo de las matematicas, no puede conside-
rarse un subconjunto de las mismas (Cobb y Moore, 1997; Moore, 2000).

L.a matematica es una ciencia de naturaleza deductiva donde los argumentos
estan construidos a partir de secuencias logicas de premisas (axiomas e infe-
rencias légicas) que llevan a una conclusion —también llamada deduccion—. La
estadistica, en cambio, es una ciencia de naturaleza inductiva en la cual las
conclusiones surgen de acuerdo con la probabilidad de los argumentos, vy a
partir de la observacion repetida de objetos o eventos de la misma indole. Por
ello, se dice que la matematica se centra en el estudio de patrones abstractos
donde el contexto obscurece la estructura (por ejemplo, el dlgebra y el calculo
proposicional), mientras que la estadistica es una herramienta que permite dotar
de sentido al mundo donde el contexto aporta significado. En este sentido Groth
(2015) afirma:

La mayor parte del discurso matematico se basa en el razonamiento deductivo y el
lenguaje de la prueba definitiva, mientras que el discurso estadistico se caracteriza
a menudo por el razonamiento inductivo y conclusiones calificadas (4).

Otra diferencia importante entre las matematicas y la estadistica es la con-
dicion de certeza. Las matematicas, por su estructura deductiva, apuntan a
respuestas “correctas” -respuestas que estan medianamente determinadas-.
Mientras que la estadistica, por la naturaleza propia de la variacién, busca res-
puestas dentro de un rango razonable pero nunca se espera, por ejemplo, que
una distribucion muestral sea exactamente igual a otra. Asi, “la estadistica es de
alguna manera, diferente de las matematicas, particularmente por la incerteza
que rodea las conclusiones que se sacan de los datos” (Burgess, 2009: 18).

La diferencia entre las matematicas y la estadistica conlleva a diferencias
en el razonamiento matematico y el estadistico. En las matematicas, por ser una
ciencia centrada en el estudio de patrones, el razonamiento matematico involucra
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el razonamiento sobre patrones (delMas, 2004). Los patrones abstractos con
los que funciona la matematica surgen del mundo real o de los mecanismos
internos de la mente humana. Esto se ve claramente en la notacion abstracta
que usa el dlgebra moderna. Aunque la matematica es una creacion humana,
las entidades a partir de las cuales se construye no existen en el mundo fisico,
solo en la mente humana. En la actividad de razonamiento matematico el
individuo tiene que crear referentes mentales, un proceso que es complejo,
puesto que no existen las contrapartes de esas entidades en el mundo fisico
(delMas, 2004).

En cambio, el razonamiento estadistico esta fuertemente vinculado a los
datos y al contexto. El contexto podria 0 no podria jugar un importante rol en el
razonamiento matematico. La instruccion matematica puede inicialmente usar
contextos familiares para motivar y hacer accesibles a los estudiantes los con-
ceptos abstractos. Cuando los estudiantes eventualmente se han apropiado del
objeto matematico, ya no requieren del contexto para razonar con el objeto
matematico. El trabajo posterior con el concepto puede ser llevado a cabo desde
un punto de vista imaginativo, figurativo y abstracto.

El razonamiento estadistico se demuestra cuando una persona puede explicar por
qué se espera un resultado determinado o por qué se ha producido, o explicar por
qué es apropiado seleccionar un modelo o representacion particular. El razonamiento
estadistico también se expresa cuando un modelo seleccionado se prueba para ver
si representa un ajuste razonable a un contexto especifico (delMas, 2004: 84).

En este proceso de razonamiento estadistico el individuo va y viene entre el
mundo abstracto y el mundo concreto. Es por eso que el contexto es esencial.
Las conclusiones y las inferencias hacen referencia a un contexto particular.

Estas diferencias epistemoldgicas entre las matematicas y la estadistica debe-
rian ser tenidas en cuenta a la hora de emprender la ensefanza de la estadistica
y la formacion de profesores de estadistica. Algunos autores sugieren que la
ensenanza de la estadistica deberia iniciar con el andlisis exploratorio de datos,
que prepara a los estudiantes para la compresion de distribuciones muestrales
y para la futura inferencia (Cobb y Moore, 1997); otros sugieren que la estadistica
deberia llegar a las aulas de clase imitando el mismo camino que recorren los
profesionales estadisticos en su trabajo diario, es decir siguiendo un ciclo de
indagacién empirica (Wild y Pfannkuch, 1999). En cualquier caso estas propuestas
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alejan la estadistica de una vision estatica y la conciben como una herramienta
de exploracion del mundo y de solucién a problemas en contextos reales.

LA FORMACION DE PROFESORES

Durante mucho tiempo se ha concebido la formacion continua de profesores’
como un proceso en el cual el profesor en ejercicio es un agente pasivo y los
formadores de profesores son los encargados de transmitir el conocimiento que
han producido en su trabajo investigativo. Esta mirada desconoce el saber de
la experiencia del profesor, y al profesor como un intelectual transformativo
(Arnaus, 1999). Coherente con estas posturas, la politica publica nombra la
formacion continua de profesores en términos de capacitacion, reciclaje, entre-
namiento, reconversion y profesionalizacién. Denominaciones que sugieren que
la relacién del profesor con la practica, con el saber, con el orden institucional,
proviene del exterior y empobrece el estatuto intelectual de los profesores (Mar-
tinez-Boom, 2010). La literatura muestra que los programas de formacion de
profesores que siguen una racionalidad técnica instrumental (énfasis en sus
conocimientos, habilidades y competencias para resolver de manera eficiente e
instrumental los problemas de la ensefanza) contribuyen poco a movilizar lo
que el profesor hace en el aula de clase, puesto que se le concibe como un
técnico, un reproductor, y no como un productor de conocimiento (Alarcao, 1996).

La investigacion en formacion de profesores reporta varios esfuerzos hacia
la formacion continua de profesores de estadistica. Infortunadamente, muchos
de estos esfuerzos se han centrado en refinar el conocimiento disciplinar del
profesor. Por ejemplo, Gould y Peck (2004) emprendieron un programa de for-
macion de profesores on-line haciendo un marcado énfasis en el conocimiento
estadistico. Mas adelante tanto Parsian y Rejali (2011) como North, Gal y Zewotir
(2014) reportaron experiencias masivas en la formacion continua de profesores
de estadistica. Estas dos ultimas experiencias fueron promovidas por los gobiernos
locales (Iran y Sud Africa, respectivamente), que convocaron masivamente un
gran numero de profesores a una serie de talleres en los cuales se hacia énfasis
en el conocimiento disciplinar. Uno de los grandes cuestionamientos de los

3 En los documentos oficiales colombianos a la formacion continua del profesor también se le llama
desarrollo profesional docente (Ministerio de Educacion Nacional, sf). Tomado de http://www.mineducacion.
gov.co/cvn/1665/articles-208603_archivo_pdf.pdf
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programas de formacion masiva es la poca evidencia del impacto en las practicas
de aula (Ponte, 2011). Ademas, hay un marcado énfasis en el saber disciplinar
del profesor, desconociendo que este es solo una de las dimensiones de su
conocimiento profesional. Estos programas dejan claro su concepcién del profesor
como un técnico, un consumidor y un reproductor del conocimiento que otros
han generado.

Para fortuna de quienes estamos interesados en la formacion continua del
profesor, esta vision técnico-instrumental esta siendo superada paulatinamente.
En la actualidad, la literatura reporta exitosas experiencias de formacion continua
que miran al profesor de estadistica en su dimension integral, como cientifico y
como profesor, e intentan vincular su formacién con su practica. Estas experien-
cias han tenido en cuenta el contexto en el cual se desempenan los profesores,
para construir a partir de alli su conocimiento profesional. Por ejemplo, Makar y
Fielding-Wells (2011) trabajaron con profesores en servicio, para apoyarlos en
el diseno de lecciones de estadistica fundamentadas en la indagacion. Como
resultado, desarrollaron experiencia y confianza en la ensenfanza de la estadistica.
Souza, Lopes y Pfannkuch (2015) llevaron a cabo un programa de formacion
con 16 profesores voluntarios de escuela media, apoyandolos en el diseno, la
reflexion y ajuste de las lecciones de estadistica. El programa mostré que ellos
mejoraron en la ensenfanza de la estadistica. Souza, Lopes y Oliveira (2014)
desarrollaron un programa para profesores de estadistica en educacién infantil,
y los resultados mostraron un significativo aprendizaje, a pesar de la poca for-
macion estadistica con la cual iniciaron el programa. Nacarato y Grando (2014)
trabajaron durante tres anos con profesores en servicio, desarrollando secuencias
de aprendizaje para la ensenanza de la estadistica. Los resultados mostraron el
aprendizaje de los profesores a partir de su experiencia y de la interaccion con
otros miembros del grupo, al que se refirieron como comunidad de investigacion.
Este cuerpo de investigaciones mira al profesor como un intelectual transformativo
que desarrolla su saber en la experiencia.

Concebimos la formacion de profesores como un proceso continuo a lo largo
de la vida, como “algo que se cultiva” (Contreras-Domingo, 2013: 132) y que toma
en cuenta la accion del profesor en el aula -su saber practico (Block, Martinez,
Mendoza, y Ramirez, 2013)-. La formacion del profesor de estadistica tiene que
‘partir de lo vivido para ir mas alla; hacer saber a partir de la experiencia significa
interrogarse por lo vivido” (Contreras-Domingo, 2013: 132). La formacion del
profesor debe ser un proceso que vincule el saber de la experiencia y la reflexion
sobre la practica.
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El concepto de profesor como practico reflexivo reconoce la riqueza de la experiencia
que reside en la practica de los buenos profesionales. [..] el profesor hace de su
practica un campo de reflexion teorica estructurado en la accion (Alarcao, 1996: 176).

Coincidimos con Ponte y Chapman (2008) al reconocer que el profesor de
estadistica debe saber estadistica. Sin embargo, esta materia solo es un compo-
nente del saber profesional del profesor, el cual esta compuesto de una amalgama
de saberes.

La conjugacion de saberes que proporcionan perspectiva al hacer practico no pro-
viene siempre de los saberes de la practica, o de la experiencia. Pero lo importante
es que estos diferentes modos de conocer proporcionen recursos que puedan ponerse
en uso (Contreras-Domingo, 2013: 134).

Entendemos la formacion del profesor vinculada a su desarrollo profesional,
que significa comprenderla en su desarrollo de la cultura profesional. Este desarro-
llo ocurre también en la formacion inicial, en su participacion en diferentes
actividades y en las actividades supervisadas (Levy y Gongalves, 2014). En nuestra
idea de formacion, la reflexion es un elemento esencial en la transformacion de
las practicas.

EL CONCEPTO DE IMAGEN

Estudiar las imagenes sobre la estadistica y su ensenanza se orienta con funda-
mento en la teoria social del aprendizaje, la cual concibe el aprendizaje y la
constitucion de la identidad como resultados de la participacion de los individuos
en comunidades sociales (Wenger, 2001). El individuo y la sociedad se constituyen
mutuamente, asi como también lo subjetivo se constituye en relacion con lo
objetivo, lo real con lo virtual, lo concreto con lo abstracto (Levy y Gongalves, 2014).

Para comprender los procesos de formacion de identidad y de aprendizaje,
Wenger considera utiles tres modos de afiliacion: compromiso, imaginacion y
alineacion. En este trabajo nos centramos en la imaginacién como un modo de
afiliacion que consiste en “crear imagenes del mundo y ver conexiones en el
tiempo y en el espacio haciendo extrapolaciones a partir de nuestra propia
experiencia” (Wenger, 2001: 216). Las imagenes que los profesores tienen de la
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estadistica y su ensenanza revelan su relacion con el mundo, como se ven en
el mundo, y dan cuenta de su experiencia, pero a la vez son puntos de partida
para la construccion de nuevas imagenes.

La imaginacién es un componente importante de nuestra experiencia del mundo y
de nuestra sensacion del lugar que ocupamos en él. Puede influir mucho en nuestra
experiencia de identidad y en el potencial de aprendizaje inherente a nuestras
actividades (Wenger, 2001: 218).

Las imagenes que los profesores tienen sobre |a estadistica y su ensefanza
reflejan su historia personal, interfieren en su practica pedagogica y en las
relaciones que establecen con los estudiantes, y con la misma estadistica. Sin
embargo, al hacer publicas estas imagenes, cuestionarlas y desafiarlas mediante
su participacion en un programa de formacién, esas imagenes pueden trans-
cender. “lImaginacion se refiere al proceso de ampliar nuestro yo trascendiendo
nuestro tiempo y nuestro espacio y creando nuevas imagenes del mundo y de
nosotros mismos” (idem.).

La imaginacion es un proceso creativo de generar nuevas imagenes. La
imaginacion no es un proceso individual, sino colectivo. “Nuestras practicas,
nuestros lenguajes, nuestros artefactos y nuestras visiones del mundo refle-
jan nuestras relaciones sociales” (Wenger, 2001: 182). La imaginacién y la comu-
nidad no se separan. La imaginacion esta constituida por la comunidad.

METODOLOGIA

Para rastrear las imagenes de los profesores sobre la estadistica y su ensenan-
za nos apoyamos en la teoria social del aprendizaje (Wenger, 2001). En esta
teoria, la imagen esta directamente relacionada con el aprendizaje como un
proceso no solo de saber sino de llegar a ser, y que se da a lo largo de la vida
y en comunidades sociales.

Los participantes fueron 10 profesores en servicio con formacion profesional
en educacion matematica, pero que tenfan la responsabilidad de la ensenanza
de la estadistica, en diferentes niveles educativos, dentro de las instituciones de
caracter publico de la ciudad de Medellin (Colombia) donde ejercian su labor.
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La Tabla 1 presenta los participantes* y ofrece detalles sobre su experiencia,
formacion y nivel educativo en el cual ensefaban.

Tabla 1. Profesores participantes en la investigacion.

Numero de cursos

Experiencia de estadistica
docente
en anos Estudios en su en su
ensenando Nivel educativo de formacion  formacion
Nombre estadistica en el que ensena posgrado inicial continua
Zaida 13 Secundaria y media* No 1 1
Juan 1 Primaria No 1 0
German 1 Primaria Si 1 1
Daniel 9 Secundaria y media Si 1 0
Nancy 2 Secundaria y media Si 1 2
Cristina 0 Secundaria y media No 3 0
Wilson 1 Secundaria y media Si 1 0
Elmer 1 Secundaria y media No 1 0
Francisco 3 Secundaria y media No 1 0
Andreés 2 Secundaria y media Si 1 1

*

El sistema educativo colombiano esta dividido en los niveles preescolar (0 a 5 anos); primaria, que incluye los
grados de 1° a 5° (6 a 11 anos); secundaria, de 6° a 9° (11 a 15 afos), y media vocacional 10°y 11° (15 a
17 anos).

Los profesores participaron en un programa de formacién enfocado en la
ensenanza de la estadistica. El programa tuvo una duracion de un semestre
(primavera 2013), con encuentros semanales de 3 horas, y partié de sus nece-
sidades, intereses y retos en la ensenanza de la estadistica. En los encuentros,
los profesores planearon lecciones de estadistica, las llevaron a la practica y

* Los nombres son seudonimos, para proteger la identidad de los participantes.
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reflexionaron sobre su puesta en escena; también participaron en investigaciones
estadisticas que siguieron el ciclo de indagacion empirica (Wild y Pfannkuch,
1999) y discutieron noticias estadisticas y articulos académicos. Las agendas de
trabajo se encuentran detalladas en el anexo.

A partir de las tematicas propuestas (ver anexo), los profesores tuvieron la
oportunidad de hablar sobre su experiencia, su formacion, y reflexionar acerca
de su practica. Avanzaron por tareas formativas, que les permitieron: describir,
interpretar, confrontar y reconstruir.

Asi que después de la descripcion de lo que pienso y de lo que hago me sera
posible encontrar las razones de mis conceptos para mi accion, es decir, interpretar
y abrirme al pensamiento y a la experiencia de los otros para, en la confrontacion
con ellos y yo mismo, ver como transformo -y se transforma- mi praxis educativa
(Alarcdo, 1996: 182).

En la produccion de datos usamos una combinacion de métodos que nos
permitio estudiar a profundidad las imagenes de los profesores sobre la estadistica
y su ensefnanza, y como estas se iban transformando a medida que avanzaba
el programa de formacion. Usamos (1) Grabacion en video del programa de
formacion; (2) Entrevistas semi-estructuradas, para contrastar sus experiencias
con la estadistica y corroborar informacion obtenida de otras fuentes; (3) Video
clips de lecciones de estadistica, que ayudaron a comprender las acciones del
profesor en el aula 'y a estimular la reflexion en el programa de formacién; (4)
Ideograma, el cual es una herramienta de investigacion inspirado en la teoria
de los mapas conceptuales (Novak, 2010), donde cada profesor representa gra-
ficamente una idea particular (ejemplo: {como me veo como profesor de esta-
distica?) y luego la explica al grupo; (5) Autobiografias, para profundizar en sus
historias personales y profesionales; (6) Escritos reflexivos orientados por preguntas
especificas, y (7) Diarios del investigador, para ir construyendo posibles rutas de
analisis. Transcribimos textualmente los encuentros del programa de formacion
y las entrevistas. Digitalizamos los ideogramas, autobiografias y escritos reflexivos,
con el proposito de facilitar el analisis. Utilizamos ATLAS -Software para el Analisis
Cualitativo de Datos e Investigacién- para organizar, codificar y darle sentido a
la informacion.

En cuanto al analisis, nos centramos en el discurso del profesor (en el sentido
descrito por Lerman, 2001) al participar en las tareas formativas del programa de
formacion, y se complementd con los escritos autobiograficos, escritos reflexivos
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y entrevistas. Por ser una construccion social, el discurso del profesor revela
rasgos sobre su historia de formacion, su experiencia y su practica. Ademas, el
discurso constituye la conciencia (Lerman, 2001). Las unidades de analisis fueron
esas unidades narrativas, “‘como hilos de vida de las personas que ayudan a
explicar la forma en que construyen las historias que viven tanto en su vida
personal y en su ensefanza” (Connelly, Clandinin y He, 1997: 671). Nos enfoca-
mos en aquellos fragmentos del discurso en los cuales el profesor hacia referencia
a la estadistica y su ensenanza; en los fragmentos donde ellos hablaban del “yo
soy' (su ser) y del “yo hago'. Se reconstruyeron sus trayectorias a través de las
narrativas autobiograficas. Rastrear las imagenes del profesor -como un com-
ponente de la identidad- a través del relato, revela la forma en la que hace
lectura de los contextos en los cuales se desempena y la forma como se enfrenta
a ellos. Seguin Rivas-Flores, Sepulveda-Ruiz y Rodrigo-Munoz (2000), es la teoria
que el sujeto hace de si mismo.

RESULTADOS Y DISCUSION

En este apartado presentamos las imagenes que los profesores tenian sobre la
estadistica y su ensenanza, y la manera en que se fueron transformando, como
resultado de la participacion en el programa de formacion continua.

IMAGEN DE LA ESTADISTICA COMO UNA CIENCIA UTILITARISTA E INSTRUMENTAL

Aunque la estadistica es una ciencia caracterizada por el indeterminismo y la
variacion, las imagenes que dilucidaron los participantes cuando inicialmente
hablaron de ella y su ensenanza, estuvieron muy lejos de atender a estas carac-
teristicas. Al inicio del programa de formacion los profesores se refirieron a la
estadistica como ciencia de los graficos, de las férmulas, y como un saber nece-
sario para superar con éxito las pruebas estandarizadas. Los siguientes frag-
mentos de sus discursos ilustran estas imagenes.

Yo [..] representé con dibujos ciertas inquietudes que tengo frente a la estadistica.
Hice las graficas de barras, que es lo que mas trabajamos nosotros en la escuela
(German, encuentro 13 de marzo, 2013).

&Y qué imagenes llevo yo de la estadistica? que era muy desde las ecuaciones,
las formulas. Que para todo como que habia una formulita. [..] Apréndase todo este
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monton de ecuaciones y de férmulas para que las pueda aplicar a la hora del parcial
(German, entrevista julio 21, 2013).

Ahora miro las pruebas [..] estandarizadas [..] y veo que hay mucho trabajo en
analisis de graficas (German, entrevista julio 21, 2013).

Yo trabajo con los muchachos mucho la parte de la grafica. [En las pruebas
estandarizadas] [..] la mayoria de las preguntas son tablas o gréficas, entonces les
trabajo mucho eso a mis estudiantes (Daniel, encuentro marzol13, 2013).

En undécimo [grado once] [la estadistical es como para ayudarles a esos mucha-
chos con lo de las pruebas ICFES® [prueba estandarizada a nivel nacionall (Elmer,
encuentro marzo 20, 2013).

Estas expresiones fueron recurrentes en el discurso de los profesores y sugi-
rieron una imagen utilitarista (pasar el examen, preparar para pruebas estanda-
rizadas) e instrumental (para todo hay una formula) de la estadistica, posiblemente
estimulada por una concepcién técnica de las matematicas escolares en las que
fueron formados. Las imagenes de la estadistica hicieron referencia exclusiva-
mente a una estadistica descriptiva -area de la estadistica que permite la orga-
nizacion y representacion de datos-. Aunque la organizacion de datos es un
elemento importante, no deja de ser un simple componente dentro de la inda-
gacion empirica. En la indagacion empirica aspectos como la lectura de los
contextos, la produccion de datos, la variacion, la toma de decisiones y la infe-
rencia son tan esenciales como la organizacion de los datos. Al respecto Wild y
Pfannkuch (1999) indican:

La estadistica aplicada forma parte de los procesos de recopilacion de infor-
macion y aprendizaje que, en un mundo ideal, es emprendida para informar
acerca de decisiones y acciones. Con la industria, la medicina y otros sectores de
la sociedad que cada vez mas confian en los datos para tomar decisiones (225).

IMAGEN DE LA ESTADISTICA COMO UNA CIENCIA DESARTICULADA
A pesar de la importancia de los contextos, la produccion de datos, la variacion,
la toma de decisiones y la inferencia, los profesores no hicieron una sola refe-

rencia a ellos. La estadistica no fue vista como una ciencia integral y aplicada,

> |crEs: Instituto Colombiano para el Fomento de la Educacién Superior, ahora Instituto Colombiano para

la Evaluacion de la Educacion.
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sino como un conjunto de herramientas y conceptos desarticulados -una esta-
distica mutilada-. Quiza estas imagenes reflejen la Unica manera que tiene los
profesores para relacionarse con la estadistica.

Las imagenes reveladas tampoco aludieron a las competencias estadisticas
basicas que cualquier ciudadano -estudiante o no- debe tener en relacion con
la estadistica. Usualmente el conjunto de estas competencias es llamado en la
literatura cultura estadistica y se refiere a dos componentes interrelacionados

(a) La capacidad de las personas para interpretar y evaluar criticamente la informacién
estadistica, los argumentos relacionados con informacion, o fenémenos estocasticos,
que se pueden encontrar en diversos contextos, y cuando sea relevante (b) Su capa-
cidad para hablar o comunicar sus reacciones en relacién a tal informacion estadistica,
su comprension del significado de la informacion, sus opiniones sobre las implica-
ciones de esta informacion, o sus preocupaciones respecto de la aceptabilidad de
las conclusiones dadas (Gal, 2004: 49).

IMAGEN DE LA ESTADISTICA COMO RESULTADO DE LAS EXPERIENCIAS FORMATIVAS

Las imagenes de los profesores sobre |a estadistica son resultado de una cons-
truccion a lo largo de la vida. Ellos también fueron estudiantes de estadistica y
esas experiencias han sido fundamentales en la forma como entienden y llevan
a cabo la ensenanza de la misma.

Cada profesor [..] tiene una vision peculiar de si mismo. Todo profesor [..] estd inmerso
en los mas diversos contextos (familiar, o laboral, o temporal, o geografico etc ). Esos
ambitos interfieren en la vision que un profesor [..] tiene sobre si (Levy y Gongalves,
2014: 358).

Las imagenes de la estadistica son construidas en un proceso de intercepcion
entre la historia de la persona, su contexto historico y sus proyectos. Algunos
profesores participantes en el programa de formacion no tuvieron una experiencia
placentera con la estadistica. En su discurso dejaron ver que la ensenanza de la
estadistica que recibieron como estudiantes estuvo orientada al dominio de con-
ceptos, privilegiaba la respuesta correcta y estuvo totalmente ausente de contexto.
Por ejemplo, Cristina narré una ensenanza magistral; Juan perdio6 el Unico curso
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que tomo en la universidad y tuvo que repetirlo; Zaida se mantenia somnolienta
en las clases, porque era madre gestante, y Francisco se sentia perdido.

[En grado once] lo poco que recuerdo [.] las medidas de tendencia central. Nunca
las entendi. Yo llegaba a clase después de un descanso y la profe ya llevaba medio
tablero escrito. Yo me quedaba en las mismas y me dedicaba a copiar [..] [En la
universidad] las clases eran demasiado magistrales, yo nunca le vi la aplicacion
(Cristina, entrevista final, agosto 2013).

[En la universidad] yo tuve que ver estadistica dos veces [perdio el primer cursol
[..] El trabajo [final del curso] era sobre probabilidad, sobre puras funciones [.]. Yo
era perdido. Recuerdo que hasta pagué para que me hicieran el trabajo final de
estadistica (Juan, entrevista final, junio 14, 2013).

Yo estaba en embarazo y me daba el sueno mas grande esa clase a las dos de
la tarde. Era dificil para mi [..]. [Las clases] eran muy tedricas, muy magistrales (Zaida,
entrevista final, agosto 12, 2013).

Como estudiante universitario me dio muy duro. No tenia ni idea de lo que era
[..] estadistica. [..] Me toco investigar, consultar, leer libros de bachillerato porque no
tenia esas bases (Francisco, entrevista final, septiembre 18, 2013).

IMAGEN DE LA ESTADISTICA COMO UNA CIENCIA FORMALIZANTE

El discurso de los profesores también sugiere que su formacion estadistica estuvo
basada en el formalismo matematico y en la deduccion, mas que en la variacion
propia de los fenomenos aleatorios para explicar y encontrar respuestas a con-
textos particulares. Las imagenes que revelaron sobre la estadistica estuvieron
asociadas al dominio de conceptos y representaciones. Conceptos y representa-
ciones que, en palabras de Radford (2013), fueron estdticos -solo tenian que ser
aprendidos-, alienantes -el saber para un sujeto desposeido de conciencia-,
objetivos -separado del sujeto que aprende-, in-transformables -la tarea de los
profesores era transmitirlo-, sumisos -se acepta el saber tal cual se presenta-,
técnicos -basados en un lenguaje calculatorio formalizante e inexpresivo.

Los profesores, a lo largo de su formacion inicial y del ejercicio de su profesion,
se enfrentan a diferentes situaciones que, sin proponérselo, van dando forma a
su identidad y a las imagenes que se forman de la ciencia. En su trayectoria
como profesor cada individuo va encontrando maneras de cumplir con ciertas
tareas y de ejercer la profesion que “se descubren a lo largo del tiempo y a través
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de la practica y la experiencia” (Ojeda, 2008: 5). Esas formas de ejercer la profesion
estan determinadas por las particularidades de las trayectorias, y suponen la
influencia de los procesos socio-histéricos. Hay caracteristicas del profesor que
se mantienen en esas trayectorias, las cuales “se reiteran en diferentes momentos
de los trayectos, que van de los inicios en la formacion hasta el trabajo que
realizan en los distintos contextos educativos en los que ejercen la profesion”
(Ojeda, 2008: 6).

Las imagenes de una estadistica acabada pero inaplicable, que los profesores
revelaron estan en estrecha relacion con las formas impersonales en las que la
aprendieron. El aprendizaje de la estadistica tenia un sentido utilitarista, “pasar
la materia”, “pasar el examen”. La relacién que los profesores tenian con el
conocimiento estadistico cuando fueron estudiantes estuvo reducida a apropiarse
del conocimiento, a digerirlo, a aprender las rutinas y técnicas.

Las imagenes que se tienen sobre la estadistica determinan la forma en la
que el profesor se relaciona con el objeto de conocimiento, con los estudiantes
y con la ensenanza. Esto se hizo evidente cuando los profesores describieron la
primera version de la leccion de estadistica que planearon dentro del programa
de formacion. Los siguientes fragmentos ofrecen indicios sobre la tematica de
la leccion y la forma en la cual se pretendia abordar.

Trabajariamos como tema la frecuencia absoluta y la frecuencia relativa, sobre todo
como elaborar tablas de frecuencia. [..] Se le preguntara a todos los estudiantes por
la edad, se escribiran los datos en el tablero y a partir de esos datos empezariamos
a elaborar la tabla (Francisco y Wilson, encuentro marzo 20, 2013).

Se le entrega a los estudiantes un grafico, [..] y la actividad es que los estudiantes
escriban una noticia con la informacion que encuentran en ese grafico (German y
Andrés, encuentro marzo 20, 2013).

Nosotros seleccionamos [.] el concepto de variable. [.] La idea es entregarles
un instrumento a los estudiantes con una encuesta donde se pregunta sobre el
habito de lectura [..] donde se pregunta el género, si es masculino o femenino, el
tipo de lectura, la frecuencia con que se lee (Nancy y Elmer, encuentro marzo 20,
2013).

Estos fragmentos sugieren que las lecciones estaban orientadas a tematicas
especificas de la estadistica descriptiva -elaboracion de tablas de frecuencia,
interpretacion de graficos y elaboracion de encuestas-y al dominio de técnicas.
Pareceria que la idea de la ensefanza de la estadistica estaba asociada con el
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dominio de conceptos y procedimientos. Conceptos y procedimientos que también
-como ellos los aprendieron- eran estdticos, alienantes, objetivos, in-transforma-
bles 'y sumisos (como son descritos por Radford, 2013).

IMAGEN DE LA ESTADISTICA COMO UNA CIENCIA MUTILADA Y TECNICA

En las descripciones de las lecciones, los profesores se centraron de nuevo en
los datos y su organizacion. La organizacion de los datos es solo un componente
de todo el ciclo de indagacién empirica. El marco tedrico para la indagacion
empirica (Wild y Pfannkuch, 1999) discute que los profesionales estadisticos
tienen una peculiar forma de razonar que podria ser emulada en la ensefanza de
la estadistica escolar e incluye conocimiento profundo del contexto, necesidad
de los datos, transnumeracion® variacion, y razonamiento con modelos. Los
profesionales estadisticos avanzan por un ciclo de investigacion que requiere
una comprension aguda de un problema que requiere ser resuelto, la produccion
de unos datos, unos analisis y unas conclusiones. Al centrar la ensefanza
exclusivamente en los datos, se ofrece la imagen de la estadistica como una
ciencia mutilada y empobrecida. La mayoria de las actividades propuestas por
los profesores en la planeacion de sus lecciones fueron prefabricadas -atendiendo
a esquemas deductivos- y las decisiones importantes sobre la formulacion del
problema, diseno y produccion de datos las tomo el profesor. Esta organizacion
de la ensenanza desaprovecha toda posibilidad para el desarrollo del pensa-
miento inductivo propio de la estadistica.

Las experiencias en la clase de estadistica necesitan ir mas alla del aprendizaje de
procedimientos a métodos que requieran que los estudiantes desarrollen una com-
prensién mas profunda de los procesos estocasticos (delMas, 2004: 91).

Se deja ver en el discurso de los profesores que la relacién que establecen
con la estadistica, con los estudiantes y con su ensenanza, termina reproduciendo
las formas en las que fueron ensefados. Formas que segun Freire (1997) res-
ponden a la politica educacional que se seguira reproduciendo, con sus vicios
refinados, en todos los niveles escolares.

% Wild y Pfannkuch (1999) introducen el término transnumeracién para referirse a las transformaciones
numeéricas que facilitan la comprension.
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La forma en la que describieron la primera planeacion de la leccién también
dejo ver sus imagenes sobre la labor del profesor. En esas descripciones se logro
ver al profesor como un técnico: “un mero aplicador de paquetes curriculares
pre-enlatados [..] que ha reducido la labor docente a un conjunto de competen-
cias técnicas’ (Alarcao, 1996: 176).

TRANSFORMACION DE LAS IMAGENES SOBRE LA ESTADISTICA Y SU ENSENANZA

Las imagenes sobre la estadistica y su ensefanza desplegadas en el discurso
de los profesores son suficientes para argumentar que la formacion del profe-
sor de estadistica requiere mucho mas que el dominio de una disciplina. No son
las tablas, los graficos, las definiciones y las herramientas estadisticas aisladas
del contexto en el cual se producen los que dotan de sentido la ensenanza de
la estadistica. Es necesario replantear la formacion del profesor de estadistica.
Al respecto, Lopes (2008) afirma que “la formacion de profesores, actualmente, no
incorpora un trabajo sistematico sobre estocastica, dificultando la posibilidad
de que esos profesionales desarrollen un trabajo significativo con esa tematica
en las aulas de clase” (70).

Nuestra apuesta de formacion en comunidades de practica vinculo la expe-
riencia del profesor y a partir de la reflexion constante sobre su accion, las
imagenes de la estadistica se iban transformando, pero también su practica en
el aula. En el programa de formacion los profesores -con ayuda de sus colegas-
resolvieron problemas de su practica relacionados con la ensenanza, pero también
con el conocimiento disciplinar. Este apoyo relacional fue fundamental para cons-
truir nuevas imagenes

A partir de un proceso relacional, los docentes internalizan caracteristicas personales
y profesionales con las que se identifican, porque desean poseerlas o las poseen 'y
las ven proyectadas en ellos. Establecen una relacién de tipo afectiva: admiracion,
respecto, simpatia (Ojeda, 2008: 11).

La estructura del programa de formacién fue crucial, pues las tareas de
formacion estaban directamente asociadas con situaciones que los profesores
experimentaban en su practica, y aunque el objetivo del programa era la forma-
cion estadistica, no concebimos la formacion disciplinar por fuera de su desarrollo
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profesional. En ese sentido Contreras-Domingo llama la atencién sobre las carac-
teristicas del conocimiento del profesor.

La practica educativa y lo que necesitan los docentes para vivirla y realizarla con
sentido, esto es, el saber con el que el profesorado sostiene su tarea, no tiene exac-
tamente las mismas cualidades ni caracteristicas del conocimiento tedrico disciplinar,
como tampoco se resuelve en muchas ocasiones con su aplicacién a la practica
(2013: 126).

Conscientes de la influencia que las experiencias previas como estudiante
ejercen en la accion del profesor en el aula, los disefios de la leccion y las deci-
siones que ¢l tomaba en los ajustes a la leccion fue el centro de discusion. Asi,
el programa de formacion estuvo fundamentado en el saber de la experiencia
del profesor. Entendemos la experiencia del profesor en el mismo sentido de
Contreras-Domingo:

El acontecimiento novedoso que requiere ser pensado para preguntarse por su
sentido; [..] aguello que nos ocurre, que nos deja huella, que tiene un efecto personal;
[..] aquello que hay bajo lo vivido, de tal manera que ha ido labrando una forma de
sery estar ante las situaciones, una consciencia de lo significativo de aquello vivido;
[.] estd unido al modo de pensarse ante aquello que nos pasa (2013: 129).

El discurso de los profesores dejo ver que el programa de formacion fue un
elemento importante que contribuy6 en la transformacion de las imagenes sobre
la estadistica y su ensenanza. Unos cuestionaron la ensefnanza de la estadistica
como la simple transmision de informacion, otros la ensefanza de la estadisti-
ca ausente de contextos y sin considerar la variabilidad, otros sugirieron que la
ensenanza de la estadistica debe ir mas alla de los conceptos y las definiciones
y otros aludieron a la estadistica como herramienta para entender el mundo.

[Los encuentros del programa de formaciéon] me invitan a repensar la tarea y labor
docente mas alld de la mera transmision de contenidos [..] En la medida que nutra-
mos el saber disciplinar acompanado de una buena reflexion de [las] practicas [..]
es ahi en donde esta el valor agregado de estos encuentros (German, escrito reflexivo,
mayo 9, 2013).

Las practicas frente a la [ensenanza de la] estadistica son repetitivas y en muchos
casos descontextualizadas o reducidas a los juegos de azar con cartas, dados y
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monedas. [..] Pero se olvida el fondo, que es asumir la vida en ese azary como la
incertidumbre, que es parte de la vida, no se pone en escena (German, escrito reflexivo,
mayo 9, 2013).

Cuando yo empecé a dar clase estaba como muy sonador y me estaba dejando
llevar mas por lo teorico. [..] Uno ve actividades, juegos en los que [..] hay conceptos.
No necesariamente hay que llegar al tablero [con la] definicién. Choca mucho llegar,
copiar en el tablero la definicion de probabilidad y ahi mismo el ejemplo de las
bolsitas de un color y de otro color (Juan, entrevista, junio 14, 2013).

Es importante que nosotros [..] la tomemos [la estadistical como una herramienta
para resolver, o para interpretar, [.. o paral comprender mejor ese mundo que nos
rodea (German, entrevista julio 21, 2013).

Los profesores reconocieron que estas transformaciones se dieron porque la
reflexion fue un elemento esencial en el programay el saber disciplinar no fue
abordado aisladamente -como un cuerpo de conocimiento cierto y objetivo-,
sino en relacion con la practica y las tensiones manifestadas por los participantes.
En este sentido, las transformaciones que se dieron en cada profesor estuvieron
asociadas con su historia personal. Es decir, solo se transformaba aquello a lo
que se le encontraba sentido en sus trayectorias de formacién o en su experiencia.
Las transformaciones mas profundas, por ejemplo, estuvieron en quienes asu-
mieron el programa de formacion con mayor compromiso. Esas transformaciones
no fueron homogéneas ni se dieron al mismo tiempo en todos ellos.

Algunos profesores valoraron la estadistica como una herramienta para
entender el mundo. Esta reflexion cobra sentido a la luz del constructo de cultura
estadistica (Gal, 2004), en el cual se considera la estadistica crucial para una
ciudadania educada y competente. Cada dia el ciudadano comun se ve en la
necesidad de leer y entender criticamente el mundo. Diariamente se enfrenta a
informacion publicada por comerciantes, reportes cientificos, gobierno, politicos
y medios de comunicacion, que es fundamental para la toma de decisiones. Si
el ciudadano comun no es estadisticamente culto, caerd preso de la forma en
la cual los otros quieran presentarle el mundo para su conveniencia. Para algunos
autores la estadistica tiene sentido en la practica, en su uso, en el mundo.

La estadistica es en si misma una coleccion de modelos abstractos (el término
‘modelos” es usado en un sentido muy amplio) que permite una eficiente puesta en
practica del uso de prototipos como un método de solucion a problemas (Wild y
Pfannkuch, 1999: 244).
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Otros profesores reconocieron la incertidumbre como una caracteristica dife-
renciadora de la estadistica, y apreciaron la importancia del contexto en su
ensefnanza. Los profesores venian de una tradicion de la ensefanza de la esta-
distica como una transferencia de informacién -el profesor depositario de cono-
cimientos- en la que tanto la variabilidad y el contexto eran in-visibilizados.
Cuando la variabilidad de los fenomenos aleatorios no es considerada, la esta-
distica aparece como una ciencia estdticay determinada que pierde su capacidad
predictiva. Pues en la estimacion estadistica o que se busca son rangos de
posibles valores (intervalos de confianza) y medidas de incertidumbre (valor-p).
No es posible conseguir la respuesta correcta, sino reducir la posibilidad del error
en una decision. Considerar la incerteza en la ensenanza dota a la estadistica
de su propia naturaleza de indeterminacion y variabilidad.

El contexto, en contraste es esencial. El contexto es el que dota de sentido a
los datos, y el aprendizaje tiene lugar vinculado al contexto. Las inferencias,
conclusiones y predicciones se hacen siempre referidas a un contexto: “el objetivo
fundamental de la investigacion estadistica es el aprendizaje en la esfera del
contexto” (Wild y Pfannkuch, 1999: 225).

El error tipo | (falso positivo) es un claro ejemplo de la importancia del con-
texto en la inferencia estadistica. El error tipo | tiene diferentes implicaciones
sociales, de acuerdo al contexto al que se haga referencia. Las consecuencias
sociales de declarar culpable de asesinato a un acusado que en realidad es
inocente son mucho mas delicadas que declarar enfermo de hepatitis a un
paciente sano. La ausencia de contexto mutila el potencial en la ensenanza de
la estadistica y las posibilidades de pensar estadisticamente.

El 4rido panorama, libre de contexto, sobre el que estan construidos tantos ejemplos
usados en la ensenanza de la estadistica asegura que un gran nimero de estudiantes
nunca ven siquiera, y mucho menos se enganchan, en el pensamiento estadistico
(Wild y Pfannkuch, 1999: 228).

El discurso de los profesores sugiere una transformacion de las imagenes
sobre la estadistica y su ensefianza. Las nuevas imagenes reflejan una mudanza
de una ciencia estatica, determinada, a una ciencia como herramienta util para
acercarnos al mundo. Los profesores reconocieron el marcado énfasis que le
otorgaban al saber técnico y a los ejemplos clasicos -tipo libro de texto-. Su
participacion en el programa de formacion les permitio descubrir que, a partir
de actividades en contextos particulares que emularan el ciclo de indagacion
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empirica, podian surgir conceptos y definiciones. Concluyeron que para ense-
nar estadistica no es suficiente con dominar ese saber técnico, objetivo y alienante,
sino que -como lo afirman Cobb y Moore- es necesario encontrar sentido a los
datos, a los conceptos y definiciones al hacer una interpretacion coherente dentro
del contexto (1997). El contexto es crucial en la ensefianza de la estadistica, es
lo que la hace real, concreta, y lo que la vincula con el mundo.

CONCLUSIONES E IMPLICACIONES

En este articulo presentamos una discusion acerca de las imagenes sobre la
estadistica y su ensenanza, que inicialmente sostenian los profesores participantes
en un programa de formacion. Esas imagenes estaban relacionadas con la
estadistica como una ciencia utilitarista, instrumental, desarticulada, formalizante,
mutilada y técnica, con una fuerte influencia de sus experiencias de formacion.
Posteriormente mostramos como esas imagenes se fueron transformando, como
producto de su participacion en un programa de formaciéon continua inspirado
en la teoria social del aprendizaje (en el sentido de Wenger, 2001). En el programa
los profesores resolvieron —-con ayuda de sus colegas- problemas de su propia
practica, dando lugar a la reflexion sobre la ensenanza de la estadistica, pero
también sobre el conocimiento disciplinar. La transformacion de esas imagenes
iniciales dio origen a que su discurso empezara a considerar la variacion, la
incertidumbre y el contexto como caracteristicas esenciales de la practica esta-
distica, la ensefanza de la estadistica como una practica mas alla de los conceptos
y procedimientos, y la estadistica como herramienta para entender el mundo.

Los profesores transformaron su imagen de la estadistica a lo largo del pro-
grama de formacién, atendiendo al proceso de imaginacion como un acto creativo.
En sus narrativas dieron cuenta de las imagenes de la estadistica que habian
construido en sus trayectorias como estudiantes y profesores, y como el programa
de formacién a partir de las tareas formativas les permitio cuestionar esas ima-
genes y adoptar otras mucho mas coherentes con la verdadera naturaleza de
la estadistica. No obstante, esas transformaciones no se dieron de la misma
forma ni en el mismo momento en todos ellos. Cuando tuvieron lugar, se vincu-
laron con la experiencia del profesor y sus trayectorias de formacion.

Las imagenes que los profesores tienen sobre |a estadistica y su ensefanza
estan fuertemente determinadas por su condicién de profesores de matemati-
cas. Ellos son profesores de estadistica y al tiempo son profesores de matematicas.
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Pasar de una ciencia fundamentada en el razonamiento deductivo a una carac-
terizada por el razonamiento inductivo no es algo que hagan con tranquilidad.
Muchas veces es profesor de matematicas con todas sus tensiones e ideales, y
una hora mas tarde, en otro salén de clase, es profesor de estadistica. Esta no
es una transicion sencilla para él, y tampoco es espontanea. La formacion con-
tinua para el profesor que ensena estadistica, a partir de la reflexion de su propia
practica, es un elemento crucial para esclarecer las diferencias epistemoldgicas
entre la matematica y la estadistica, y para organizar la ensefanza en corres-
pondencia con estas diferencias.

En este articulo mostramos una forma alternativa para la formacién de pro-
fesores que integra su sabery experiencia. Nuestra concepcion de la formacion
continua del profesor es un saber holistico que no solo se centra en su conoci-
miento disciplinar, sino en las relaciones que se tejen a partir de ese conocimiento
hasta llegar a transformar las practicas de aula.

Los resultados de este estudio aportan elementos para cuestionar la formacion
inicial de profesores que ensenan estadistica. Aunque el estudio fue llevado a
cabo con un numero reducido de profesores, se encontré un patrén comun en
torno al excesivo formalismo estadistico con el cual fueron formados. Desde la
formacioén inicial del profesor de matematicas es necesario abordar la estadistica
como una poderosa herramienta de indagacion y resolucion de problemas reales,
de lo contrario se sequira fomentando la estadistica como una ciencia estatica,
alienante, objetiva, sumisa, técnica e in-transformable.
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Anexo

Imagenes de los profesores sobre la estadistica y su ensefanza

Agendas de trabajo en el programa de formacion continua

Encuentro Agenda de trabajo Topicos estadisticos tratados
Marzo 13, | * Actividad: ¢{Cual es tu nombre? * Representacion grafica de distri-
2013 * Ideograma ¢Como me veo como profesor de esta- buciones de datos (forma, cen-
distica? tro, dispersion y datos atipicos).
* Variables discretas y distribu-
ciones de variables discretas.
Marzo 20, | ¢ Planeacion en parejas de una clase de estadistica. | ¢ Distribuciones de probabilidad
2013 * Simulacion con dados de una carrera de caballos | tedrica y experimental, enfoque
(discusion y reflexion). frecuencial y laplaciano.
* Espacio muestral.
 Concepto de azar.
Abril 3, * Discusion y reflexion sobre los Estandares Basicos | ¢ Teorfa Combinatoria.
2013 de Competencia del Ministerio de Educacion Na-
cional.
* Observacion, discusion y reflexion sobre un video
de una clase de teoria combinatoria llevada a cabo
por la profesora Zaida.
» Observacion y analisis de videos de ninos resol-
viendo tareas sobre combinatoria.
Abril 10, * Discusion y reflexion sobre la pelicula: ‘La educa- | « Combinatoria.
2013 ciéon prohibida” https://wwwyoutube.com/watch?- | ¢ Distribucion de probabilidad

v=-1Y90qSIKCc

Desarrollo y discusion didactica sobre una actividad

combinatoria: Un pegajoso problema de chicles.

Simulacién con manipulativos sobre los posibles

resultados obtenidos en un test de falso y verdade-

ro (y de seleccion multiple) que se responde solo

atendiendo al azar y no al conocimiento del res-

pondiente (discusion y reflexion).

Simulacién de una situacion en la que un profesor

entrega aleatoriamente tres exdmenes sin marcar a

tres estudiantes (discusion y reflexion).

* Observacion, discusion y reflexion de un video clip
de un profesor ensenando la mediana.

* Presentacion de avances de una propuesta sobre
ensefanza de la estadistica (profesora Nancy).

(tedrica y experimental).
* Distribucion de probabilidad
Binomial y Bernoulli.
* Medidas de tendencia central.
* Esperanza matematica.
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Encuentro

Abril 17,
2013

Agenda de trabajo

* Simulacion usando calculadora Tl Voyage 200 para
el examen de seleccion multiple.

Simulacién usando tablas de niimeros aleatorios.
Simulacion de la actividad de los examenes sin
marcar y comparacion con la distribucion de pro-
babilidad teorica.

Presentacion, discusion y reflexion de avances en
las planeaciones de clase de German y Andrés.
Lectura, discusion y reflexion sobre la noticia “En-
cuentran un sitio mas alejado que la quinta porra”
http://www.elcolombiano.com/historico/encuen-
tran_un_sitio_mucho_mas_lejano_que_la_quinta_
porra-DIEC_40254

Observacion, discusion y reflexion sobre un video
clip de una profesora ensenando recoleccion y
analisis de datos a partir de la talla del calzado de
los estudiantes.

Topicos estadisticos tratados

* Simulacion.

* Esperanza matematica.

* Azar y probabilidad.

* Muestreo.

* Analisis descriptivo de datos.

Abril 24,
2013

* Discusion y reflexion sobre los avances en las pla-
neaciones de clase de los profesores Wilson y Fran-
cisco.

Discusion y reflexion sobre la metafora ‘La educa-
cién bancaria’, de Paulo Freire.

Lectura y discusion sobre la noticia “Facebook ‘li-
kes" predict personality’ ['Los ‘me gusta’ de Face-
book predicen la personalidad] http://www.bbc.
com/news/technology-21699305

Desarrollo y discusion sobre la actividad ¢Hay rela-
cion entre la extension de los brazos y la estatura
de una persona?

Uso de Tl Voyage 200 para correr modelos de regre-
sion lineal.

Discusion y reflexion sobre una actividad combina-
toria propuesta por el profesor German.

* Regresion lineal.
* Regresion multiple.

Mayo 15,
2013

* Discusion sobre el escrito reflexivo ¢Como la comu-
nidad de practica me ha permitido pensar en as-
pectos de la ensenanza de la estadistica?
Observacion y discusion del video sobre la clase
ejecutada por Daniel, acerca de juegos de azar.

* Azar y probabilidad.
* Espacio muestral.
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Encuentro Agenda de trabajo Topicos estadisticos tratados
Mayo 22, * Presentacion de avances sobre la preparacion de la | ¢ Teorfa combinatoria.
2013 clase (Zaida, Francisco, Wilson y German).
* Discusion del articulo “Pensamiento estadistico en
la investigacion empirica’, de Wild y Pfannkuch.
Mayo 29, * Discusion y analisis sobre los Lineamientos Curri- | « Azary probabilidad.
2013 culares del Ministerio de Educacion Nacional para |  Variacion de las pequenas
el pensamiento aleatorio. muestras.
* Lecturay discusion de la noticia “igualdad por los pe-
los” http://sociedad.elpais.com/sociedad/2013/01/22/
actualidad/1358874499_223041.html
* Presentacion y discusion de avances por parte de
los profesores Zaida, German y Francisco.
Junio 5, * Lectura y discusion del articulo “Existe igualdad de | = Asociacion entre variables cua-
2013 género en Hollywood" http://www.losandes.com.ar/ | litativas.
article/existe-igualdad-genero-hollywood-695498 * Dependencia e independencia
* Desarrollo y discusion de la actividad “Evidencia | estadistica.
estadistica de discriminacion’”. * Inferencia estadistica.
* Pruebas de hipotesis.
* Error tipo |y error tipo II.
* Valor-p.
* Distribuciones muestrales.
Junio 12, * Desarrollo y discusion de la actividad: Importancia | ¢ Azary probabilidad.
2013 de la seleccion aleatoria. * Variacion de las pequenas

* Presentacion y discusion de una actividad orienta-
da porJuan, en el marco de los juegos de azar.

muestras.
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Resumen: En este estudio se describen los cambios en las significaciones de
la representacion escrita del algoritmo de la division en concordancia con un
problema de particion, en Andrea, una estudiante de sexto grado de primaria
de una escuela publica. Con base en la teorfa de los campos conceptuales, se
analizan diferentes teoremas y conceptos-en-acto con los que ella actua en
distintas situaciones problematicas que se le plantean en una entrevista clinica
durante la cual reflexiona y reformula sus ideas sobre las relaciones expresadas
en los problemas, y su vinculo con el esquema de la division. EI cambio mas
importante que se observa es en los principios que rigen la escritura de la
division (teoremas-en-acto). Inicialmente, ella escribe el algoritmo guiada por
ideas como que ‘el nimero mayor va adentro’, sin que haya una relacion con-
ceptual con lo que expresa el problema, al final de la entrevista Andrea plantea
la relacion entre el dividendo y el divisor atendiendo a dicha relacion. Asimismo,
se observan cambios en como concibe la relacion medida-magnitud. Se discuten
las implicaciones educativas de tomar en consideracion los conceptos y
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teoremas-en-acto de los alumnos para fortalecer el aprendizaje de las
matematicas.

Palabras clave: solucion de problemas, division, proporcionalidad simple, con-
ceptualizacién, representacion grdfica.

Abstract: This study describes changes in the meanings of the written represen-
tation of the division algorithm within a partition word problem in Andrea, a
student from sixth grade in a public school. Through a clinical interview, she
solves various word problems. Based on the theory of conceptual fields, we
discuss the changes in different theorems-in-act and concepts-in-act that she
uses. She reflects on the relationships between the components of the division,
and reformulates her ideas on how these relationships must be expressed. The
most significant change observed in Andrea during the interview is related to
her understanding of the division algorithm; she initially writes it based on ideas
like “the bigger number must be inside” but, at the end of the interview, she
showed understanding of the relationship between the word problem and the
written algorithm. Likewise, are observed changes in the way she conceives
the measured-magnitude relationship. Discussion analyzes the relevance of
taken into consideration student's concepts and theorems-in-act to strengthen
the mathematic learning.

Keywords: problem solving, simple proportionality, division, conceptualization,
graphic representation.

INTRODUCCION

El presente estudio tiene como antecedente el proyecto de investigacion “Los
lectores y sus contextos” (Vaca, Bustamante, Gutiérrez, Tiburcio, 2010), en el cual
se establecieron relaciones entre los contextos familiares, escolares y culturales,
al igual que la manera como los estudiantes de educacion bdsica de algunas
localidades del estado de Veracruz, México, enfrentan situaciones de lengua
escrita y matematicas. Los autores identificaron que algunas de las dificultades en
matematicas podrian estar relacionadas con la vinculaciéon de los diferentes
sistemas simbolicos implicados en los procesos de resolucion, asi como con una
endeble construccion de conceptos matematicos.
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Al igual que el anterior, el presente estudio se enfoca en la solucion a un
solo tipo de problema, pues el foco principal es profundizar en los razonamientos
y relaciones entre las distintas formas de simbolizacion y conceptuacion impli-
cadas en la solucion del algoritmo de la division. EI problema en cuestion es el
siguiente:

Héctor camina 35 metros y da 70 pasos. En promedio, ¢de qué tamano
son sus pasos?

De acuerdo con Vergnaud (1988), este es un problema de proporcionalidad
simple, de particion, donde hay que identificar el valor de la unidad (tamano de
un paso) conociendo la correspondencia entre dos magnitudes de naturaleza
distinta (metros y pasos). Los alumnos pueden recurrir a diversos procedimientos
para solucionarlo, en este trabajo nos enfocaremos en la solucién por medio del
algoritmo de la division. Mas adelante detallaremos el andlisis que se hace de
este tipo de problemas a partir de la teoria de los campos conceptuales.

Para contextualizar el presente estudio, brevemente presentamos resultados
del analisis estadistico del estudio antecedente (Bustamante y Vaca, 2014): de
un total de 329 estudiantes, 34% dio una respuesta correcta al problema (5
metros o su equivalente); hubo diferencias significativas entre hombres y mujeres,
los primeros lograron mejores resultados; mas estudiantes de secundaria que
de primaria dieron una respuesta correcta; no se encontraron diferencias signi-
ficativas entre alumnos de escuelas rurales y urbanas; versiones del problema
con valores numéricos distintos (20 metros, 40 pasos vs 35 metros , 70 pasos)
no difieren significativamente en sus resultados; versiones del problema con y
sin distractor (un dato irrelevante para la solucién del problema) generaron
diferencias significativas, un mayor numero de estudiantes resolvio correctamente
las segundas.

Las respuestas al problema fueron clasificadas en seis categorias. En los
extremos se encuentran las categorias Unoy Seis: En la Uno se agruparon las
respuestas que dan una aproximacion correcta a la relacion de proporcionalidad
implicada (n = 113, 34.5%). En la categoria Seis, las respuestas no permiten
identificar si se considera o no una relacién de proporcionalidad, o bien son una

3 Sabemos que la nocion de promedio puede ser conflictiva, por lo cual nos preocupamos de asegurarnos
de que fuera entendida por los estudiantes mediante la incorporacion de frases equivalentes en la conversacion:
‘aproximadamente”.
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aproximacion intuitiva sin relaciones cuantitativas claras, pues presentan solu-
ciones generales como ‘los pasos son ‘grandes”, se emplean cifras distintas a
las del problema o se hacen combinaciones de varias operaciones sin un sentido
claro (n = 82, 24.9%). En las categorias intermedias de la Dos a la Cinco se
clasificaron las respuestas que si bien muestran un resultado erréneo, también
indican la intencion por parte de los estudiantes de establecer una relacién
proporcional mediante la division (n = 134, 40.8%). Para este grupo, el analisis
indica dos tipos de dificultades: a) Los nifos dividen bien pero muestran dificul-
tades en la relacion medida-magnitud es decir, omiten las unidades de medida
0 estas se asignan de manera errénea; b) Invierten las relaciones entre dividendo
y divisor, obteniendo como resultado 2", nimero al que le agregan o no, unidades
de medida.

Segun Harris (1999) el uso de algoritmos esta relacionado con la sintagmatica
de la escritura matematica, o sea, con la organizacion de los elementos graficos.
En este caso, los algoritmos tienen la funcion de favorecer que la solucion de
los problemas sea eficaz y eficiente; cuando esto no ocurre y los alumnos cometen
errores sistematicos, es posible que tengan una concepcion equivocada respecto
del algoritmo; para orientar didacticamente al estudiante habra que entender
estos errores en el contexto en que ocurren (Brun, 1996).

Diferentes autores han analizado los errores de los estudiantes con el algo-
ritmo de la division (en México se realiza por columnas y empleando una galera);
este algoritmo implica varios procedimientos que para los alumnos pueden ser
opacos, es decir que no obtienen cabal comprension de ellos de manera inme-
diata (Block, Martinez y Moreno, 2002), lo cual puede dar lugar tanto a errores
de computo en las operaciones involucradas en la division, como a equivoca-
ciones en la organizacion de los pasos a seguir, 0 en la forma como se acomodan
los datos en las columnas.

Al respecto J. Brun y colaboradores (Brun 1996; Conne y Brun, 1990, Brun
et al, 1994a, Brun, Conne, Lemoyne y Portugais, 1994b), en el contexto de la
teorfa de los campos conceptuales, plantean que los algoritmos son esquemas,
formas de organizacién de la conducta que permiten actuar sobre una situacion.
En este sentido, algunos de los errores de los alumnos al dividir pueden ser
evidencia del proceso de construccion de un esquema en el que aun no esta
consolidada la comprension de las relaciones entre dividendo, divisor, cociente
y residuo. Algunas situaciones que ponen a prueba los esquemas desarrollados
son: a) El dividendo es igual al divisor, un ejemplo de error es considerar que
solo es posible dividir cuando el dividendo es mayor que el divisor; b) El residuo
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parcial es mayor que el divisor, un ejemplo de error es considerar que el resi-
duo parcial puede ser mayor que el divisor o pasar por alto las reglas del valor
posicional; ¢) El dividendo es mas pequefo que el divisor. Estos autores también
plantean que se pueden presentar errores de calculo en las operaciones inter-
medias y errores en la sintaxis de la division, es decir, las reglas para la repre-
sentacion grafica del algoritmo y para su resolucion.

También puede ocurrir que los alumnos no estén atendiendo las relaciones
del problema y solo pongan en juego lo que ellos saben del algoritmo por la
practica escolarizada del mismo (por ejemplo, el dividendo debe ser mas grande
que el divisor para que la division sea posible) y que operen bajo un estereotipo
como el que, en la division, la primera cifra que escribes en el texto del pro-
blema “es la de afuera (de la galera) y la que va después es la de adentro’, o
no logren identificar la unidad de medida de las cifras de un problemay por
lo mismo las omitan, lo cual muestra un pobre entendimiento de las relaciones
implicadas entre los datos del problema y del vinculo con otros conocimientos,
no matematicos, expresados de forma oral o escrita en lenguaje natural (Flo-
res-Macias, 2005).

El que algunos de los estudiantes muestren dificultades para escribir la
divisién (colocar adecuadamente los datos en la galera) o dificultades para
resolverla, asi como el que omitan las unidades de medida, nos lleva a pensar
en un endeble conocimiento conceptual. Para tratar de comprender el origen de
estas dificultades, en el encuadre tedrico nos apoyamos en el trabajo de Gérard
Vergnaud.

TEORIA DE LOS CAMPOS CONCEPTUALES

La teoria de los campos conceptuales es una teoria del desarrollo que busca:
1) Describir y analizar la complejidad progresiva de las competencias matematicas
y 2) Vincular dos formas de conocimiento, la operatoria que consiste en actuar
en el mundo fisico y social, y la predicativa que trata las expresiones linguisticas
y simbolicas. Un campo conceptual es un conjunto de conceptos que derivan
sus significados de las situaciones a las que estan vinculados vy, por lo mismo,
solo pueden ser entendidos como sistemas entrelazados (Vergnaud, 2009).
Vergnaud (1990, 2009) propone que para comprender la actividad del indi-
viduo ante una situacion o problema hay que entender como se adaptan sus
formas de organizacion de la actividad, sus esquemas. En lugar de la clasica
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relacion sujeto-objeto, él propone la de esquema-situacion. Vergnaud (2009)
enriquece la nocion de esquema piagetiano con los siguientes componentes:

* El propdsito, que involucra una o varias metas que pueden ser desarrolladas
en sub-metas y anticipaciones.

* Las reglas para generar la actividad, concretamente, la secuencia de accio-
nes, la toma de informacion y los controles.

* Los referentes epistémicos, involucran las invariantes operatorias: concep-
tos-en-acto y teoremas-en-acto. Su principal funcion es recoger y seleccionar
informacion relevante, e inferir de ella metas y reglas.

* La elaboracion de inferencias para operar sobre las situaciones.

Desde esta perspectiva, al comprender un problema, el alumno organiza su
actividad conforme a determinado esquema, pero en el curso de la actividad
este puede ser sustituido, reconformado o creado en funcién de su relacion con
los esquemas que dieron lugar al entendimiento original del problema (Vergnaud,
2009).

Vergnaud (2006) propone la nocién de invariantes operatorias porque men-
ciona que dicha terminologia “permite no prejuzgar el caracter explicito o no,
consiente o no, de los conocimientos elaborados” (parr. 133). Vergnaud (1990)
se refiere a ello como conceptos-en-acto y teoremas-en-acto ‘que no pueden ser
llamados ‘conceptuales’ ya que el conocimiento conceptual es necesariamente
explicito” (p. 20). Surgen en la practica y no son ni conocimientos formales
ni explicitos:

Los teoremas-en-acto son afirmaciones que guian el comportamiento de
un sujeto en cierto rango de situaciones, y que se asumen como verdaderas
(Vergnaud, 1996). Conforme a esta perspectiva, de las afirmaciones y acciones de
un estudiante se pueden deducir o develar sus teoremas-en-acto.

Por otro lado, un concepto-en-acto es una categoria que posibilita seccionar
la informacion del mundo en distintos elementos y aspectos para acercarse a
una situacion y actuar en ella, puede ser pertinente o no pertinente a la situacion,
pero no puede considerarse verdadero o falso (Vergnaud, 1996).

Complementando la relacion entre invariantes, este mismo autor plantea la
necesidad de analizar y clasificar la variedad de significantes linguisticos y
simbolicos usados cuando nos comunicamos y pensamos en distintas situacio-
nes. Es decir que las situaciones matematicas varian en complejidad, por ello
Vergnaud (1994) senala la importancia de atender a la dificultad comparativa
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de diferentes clases de problemas y procedimientos y de las diferentes expresiones
orales y escritas producidas por los estudiantes.

Para explicar la transformacion en los conocimientos matematicos a partir
de la interaccion con alguien mas experto, Vergnaud retoma la nocion de Zona de
Desarrollo Proximo, propuesta por Vygotski (1996), definida como la distancia
entre el nivel de desarrollo actual y el nivel de desarrollo potencial, en la que el
aprendiz puede realizar una tarea con la ayuda de alguien mas experto. Vergnaud
(2006) considera que el desarrollo actual seria el repertorio de esquemas que
un sujeto tiene para enfrentar determinadas situaciones, y el desarrollo potencial
estaria conformado por aquellos que podria robustecer o generar para enfrentar
un conjunto de situaciones novedosas. “El maestro dispone entonces de mas
posibilidades: la eleccion de las situaciones, el entrenamiento en la actividad, la
ayuda a la seleccion de la informacion de los esquemas y de los invariantes
operatorios” (parrafo 122).

En conjuncion con el concepto de Zona de Desarrollo Proximo, es pertinente
también aludir a la nocion de andamiaje, término propuesto por Jerome Bruner
en 1976 para explicar el transito dentro del desarrollo actual al potencial. Se
define como las formas de apoyo diferenciado que brinda el experto para que
el alumno realice una tarea mas compleja que la que sus actuales estructuras
cognitivas le permiten. En este proceso el alumno modifica sus esquemas hasta
lograr la autonomia en la tarea.

En sintesis, desde la perspectiva de la teoria de los campos conceptuales,
cuando un estudiante enfrenta un problema observamos: cémo actia o se
anticipa ante la situacion, los esquemas que moviliza, su entendimiento de las
diferentes formas de simbolizacion (graficas y lingisticas) y las invariantes ope-
ratorias con las cuales actta. De esta forma podemos determinar como se
entrelazan situaciones, invariantes y representaciones.

Ahora bien, dos herramientas metodoldgicas que permitiran realizar un
acercamiento a las soluciones de los alumnos son el método clinico o critico y
el de andlisis microgenético, que se expondran brevemente.

EL METODO CLINICO

El método clinico/critico propuesto por Piaget (1978) ha sido uno de los princi-
pales instrumentos para recabar datos en las investigaciones psicogenéticas de
la escuela ginebrina. Mediante la entrevista clinica se puede dar seguimiento a
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los razonamientos de los estudiantes para entender los esquemas que emplean,
e inferir y explicitar los teoremas y conceptos-en-acto durante la solucién de un
problema. Se indagan los conocimientos del alumno y la forma como los legitima,
al igual que la coherencia y contradiccion en su empleo para ello; se pueden
plantear situaciones contra-intuitivas que lleven al entrevistado a reflexionar
sobre su conocimiento e interpretaciones de la situacién, pero que de entrada
pueden parecer absurdas (Blanche-Benveniste y Ferreiro, 1998). La entrevista
clinica también es el contexto para el andlisis microgenético.

EL ANALISIS MICROGENETICO

La evolucion de la psicologia genética se orientd al estudio de los procesos de
construccion de los conocimientos por parte del sujeto “epistémico” a traveés
de los grandes periodos del desarrollo (estadios); mas recientemente, estudia los
microprocesos de adquisicion de conocimientos por un sujeto “psicologico”
mediante el estudio de las microgénesis: “En 1a nocion de microgénesis se
encuentra la idea de trabajar a otra escala temporal que la de la macrogénesis,
pero sobre todo la de analizar las conductas cognitivas en el mas pequeno
detalle y en toda su complejidad natural” (Inhelder y Caprona, 2007: 20).

La microgénesis se define primero por el analisis de las estructuras de cono-
cimiento: “el estudio de los procesos de adquisicion de conocimientos en un
tiempo corto y en una situacion particular entre las situaciones posibles de
adquisicion, resolviendo los problemas por instruccion, por exploracion libre, etc”
(Nguyan-Xuan, 1990: 197, citado en Saada-Robert y Balslev, 2015). Posteriormente,
se agrega tambiéen una dimension didactica y situada:

puede ligarse con la explicacion de los microprocesos de adquisicion de conoci-
mientos. En cuanto al caracter situado de las microgénesis, remite a la dimension
didactica de esa adquisicion, dicho de otra manera, al estudio triadico de la cons-
truccion de los saberes de ensenanza y de aprendizaje tal como ellos funcionan in
situ. Mas precisamente, las microgénesis situadas se ocupan de la dimensién didactica
a través del anadlisis de la progresion de los saberes vinculados con el intercambio
de las significaciones entre participantes, en tiempo y lugar reales (Saada-Robert y
Balslev, 2015: 344).
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En el contexto dialdgico de la entrevista, el entrevistador, ademas de indagar
los conocimientos y razonamientos del entrevistado durante el proceso de resolucion
de un problema, también puede adoptar el papel de maestro y crear las condiciones
para un aprendizaje, es decir un cambio en los esquemas de actuacion.

PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Una explicacion plausible de las dificultades de los estudiantes para el empleo
de la divisién en un problema de proporcionalidad, evidenciadas en el estudio
antecedente, seria que aun no han logrado establecer la correspondencia entre
la relacion de proporcionalidad expresada en un problema de division-particion
y los términos de la division; por lo mismo, les resulta dificil asignar unidades
de medida al resultado obtenido. Nos planteamos identificar la validez de esta
explicacion y analizar como, en el contexto de la entrevista, pueden surgir nuevas
significaciones que lleven a una solucion adecuada. Es importante que el lector
tenga en mente que la actuacion de la alumna devela sus esquemas (en el
sentido que les da G. Vergnaud), y que durante la entrevista clinica se describe
la microgénesis del conocimiento.

La participante es Andrea (11 afos, 3 meses), quien al momento de la entre-
vista cursaba el ultimo bimestre de sexto grado en una escuela publica de la
capital del estado de Veracruz. Es importante mencionar que en el estudio
antecedente, Andrea dio una respuesta considerada como correcta (ver Imagen
1). Si bien tuvo a su disposicién una calculadora, no la usé.

Héctor camina 35 metros y da 70 pasos. En promedio, ¢de qué tamano son
sus pasos? .8 e %\'C‘& e S
I s
30 metros ?Oﬁfg
ASvns &
— e Ifo) _—
A5 woes ,
R
: J
C
OC

Imagen 1. Produccion de Andrea durante la fase de aplicacion grupal, primer estudio (Bus-
tamante y Vaca, 2014).
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La respuesta que da Andrea es “5 metros’, la obtuvo a través del algoritmo
de la division, operacion que hizo dos veces obteniendo el mismo resultado, ade-
mas hizo una comprobacion por medio de una multiplicacién; corroboré rei-
teradamente su resultado, por lo que es pertinente preguntarse si esta solucion
le convencia.

DISENO METODOLOGICO

El problema con el cual se trabaja es el mismo que en el estudio antecedente
(Bustamante y Vaca, 2014), es de divisién-particion, donde se desconoce el valor
de la unidad:

Héctor camina 35 metros y da 70 pasos. En promedio, éde qué tamano
s0n sus pasos?

Pertenece al campo conceptual de las estructuras multiplicativas, definido
como el conjunto de situaciones que requieren una multiplicacion, una division
0 una combinacion de tales operaciones (Vergnaud, 1990). En la Figura 1 se
presentan los diferentes tipos de problemas a que dan lugar.

1 a

b =]

La multiplicacién
i 8 ) =
b c I
La divisidn-particion La divisién-cuoticion

a b
° []
La cuarta proporcional

oregla de tres

Figura 1. Esquemas de relaciones del campo conceptual de las estructuras multiplicativas
(Vergnaud, 1990).
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De manera particular, la Figura 1 esquematiza dos procedimientos para
resolver el problema que nos ocupa con la divisién (Vergnaud, 1988; 2004):

1) Si conocemos tres cantidades de las cuatro relacionadas: la unidad (1),
b (70 pasos) y ¢ (35metros), podemos deducir la cuarta. En la columna
de los pasos (la de la izquierda) se ubica el escalar, es decir, el operador
que hace pasar de 1 paso a 70 pasos, en este caso es x70. En la colum-
na de la derecha solo tenemos 35 metros, para calcular la incégnita se
aplica el inverso del escalar anterior: +70. La operacion es 35+70, lo que
da como resultado .5 metros (ver Figura 1 divisién-particion).

2) El otro procedimiento, en lugar usar los operadores escalares, se emplea
el operador funcion proporcional, que hacen pasar de una columna a la
otra. Por ejemplo, 70 pasos divididos entre 2 metros/paso nos da como
resultados 35 metros. Aplicando el mismo operador funcion (=2 metros/
paso) a la unidad (un paso), se obtiene equivalente en metros, es decir
5 metros. Este procedimiento es de mayor complejidad (ver Figura 1,
cuarta proporcional o regla de tres).

Para dar seguimiento a las reflexiones y razonamientos de Andrea, integramos
la entrevista clinica y el andlisis microgenético. La entrevista se video-grabo
con el proposito de registrar las expresiones verbales y gestuales de Andrea
durante la resolucion del problema, e identificar el orden y la direccionalidad de
sus producciones graficas. Se llevd a cabo en una pequena sala donde dos
profesoras platicaban, lo que por momentos dificulta escuchar con claridad las
expresiones de Andrea. Para hacer la entrevista y filmarla (sin grabar el rostro)
se contd con la aprobacion de las autoridades de la escuela y de Andrea.

Tres semanas después de solucionar el problema por primera vez, se lleva a
cabo la entrevista. Andrea se presenta muy segura y con disposicion para res-
ponder a las preguntas, expresa lo que piensa mientras lo resuelve y dice estar
convencida de su resultado. Se muestra inquieta y motivada por no quedarse con
dudas, cuando encuentra contradicciones en sus razonamientos. Es por esta
razon que la entrevista se prolonga a 59 minutos, pero constantemente se
monitorea si se encuentra fatigada.
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ANALISIS MICROGENETICO DE LOS PROCEDIMIENTOS
DE RESOLUCION DE ANDREA

Los siguientes apartados estan relacionados con los momentos durante la entre-
vista en los que el entrevistador identifica conocimientos de Andrea, y orienta
sus razonamientos y reflexiones para propiciar un cambio en sus esquemas.

RESOLUCION INICIAL

Andrea lee el problema e indica que Héctor camina 70 pasos y al hacerlo recorre
una distancia de 35 metros. Expresa con tono de duda “idebo dividir 35 metros
entre 70?.. para que me dé el resultado de cuanto mide cada paso’, sin embargo,
escribe una relacion distinta 35/70."

Héctor camina 35 metros y da 70 pasos. En promedio, {de qué tamano son sus
pasos? [Que le entendiste?] Yo digo que ¢l camina en 70 pasos 35 metros, entonces
édebo dividir 35 metros entre 70?.. para que me dé el resultado de cudnto mide
cada paso [aja] (divide 70+35 y obtiene 2) y da a dos [Y da, dos.. y dos, iqué serd?
Escribe tu respuesta] Dos metros [(Dos metros?] Si [Ok, équé opinas de tu resultado?]
Pues ique estan muy grandes los pasos? [Como de dénde a donde] (Sefala una
distancia aproximada a 2 metros) [Entonces si estan muy grandes, pero eso dio] Aja

Andrea divide 70+35 y obtiene como cociente 2; no anota las unidades de
medida. A peticion del entrevistador las expresa y escribe, y reconoce que estan
muy grandes los pasos. No considera la posibilidad de comprobar si el resultado
es correcto o no (como hizo la primera vez), tampoco se da cuenta, al hacer la
division, de la diferencia entre lo que dice y lo que escribe. Menciona: ‘“treinta y
cinco” y escribe 35 como divisor, “entre” (dibuja la galera de la division) “Setenta”
y escribe el 70 como dividendo. Mas adelante se identifica que Andrea parte de
la idea muy comun entre los estudiantes de primaria de que “el nimero mayor
va dentro de la casita’. En todo caso, lo que es evidente al escribir la division es

* Codigo de transcripcion: entre corchetes las expresiones y producciones del entrevistador, fuera de ellos
las del estudiante. Se subrayan las producciones escritas. Entre paréntesis algunas aclaraciones o comentarios,
y se resaltan con negritas algunas expresiones clave en el analisis.
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que Andrea no la esta vinculando con las relaciones explicitadas en el
problema.

Cuando da la respuesta de dos metros, se le pide que compruebe su resultado.
Para hacerlo, construye una tabla de correspondencias (Ver Imagen 2).

Loe. En promedio, ¢de qué tamafio son

Imagen 2. Tabla de correspondencias entre dos categorias de medidas.

Se puede inferir a partir de esta tabla que en su interpretacion del problema
Andrea considera la relacion de proporcionalidad entre pasos y metros (concep-
to-en-acto), pero no tiene clara su relacién con el dividendo y divisor, es decir,
su esquema del problema no es coherente con su esquema de la division.
Mantiene la idea de que la respuesta correcta es 2 metros y busca la forma de
justificarla, termina afirmando que como 2 x 17.5 es igual a 35 su respuesta
de dos metros por paso es correcta. No es sino hasta que el entrevistador
le muestra de nuevo el texto del problema original, cuando ella deduce que la
division 35/70 es incorrecta.

[¢Qué dice el problema?] Héctor camina 35 metros y da 70 pasos en promedio, de
qué tamano son sus pasos. [Dice que camina 35 metros y écudntos pasos da?] Seria
que en lugar de 17 pasos seria 17... [ipero cudntos pasos da para avanzar 35 metros?]
é17? No... si [pero aqui en el problema dice écuantos pasos?] setenta [y aqui écuantos
dio?] 17 pero es que aqui esta facil porque esto (35) es lo doble que esto (70) entonces
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como son 35 metros yo pensé que eran de dos metros cada uno 'y ya lo dividi (sefiala
la division 70+35) o tal vez estd mal la division.

NUEVO INTENTO DE RESOLUCION: FORZAR UN RESULTADO

Andrea emprende de nuevo la solucién, menciona que inicialmente considero
la posibilidad de dividir 35+70, pero la descarté porque pens6 que no se podia,
porque ‘el numero mayor va adentro’ (se trata de una division con dividendo
menor al divisor); luego, para ajustar la operacion a su teorema-en-acto, trans-
forma la division convirtiendo (erroneamente) los metros a centimetros, pues
afirma que son 350 ¢cm (y no 3500 cm); hace la operacion y obtiene 50 (Imagen
3a) pero piensa que estd mal, la tacha y dice que “no cree que dé pasos de 50",
duda, cambia de parecer y dice que si puede ser, porque son 50 centimetros.
Escribe ¢cm junto al 50 (Imagen 3b) y luego escribe un punto decimal a la
izquierda del 50 y una m en el extremo derecho, mientras dice que “seria punto
cincuenta metros” (Imagen 3c). Al hacer la division, realiza los ajustes que con-
sidera pertinentes y si bien parece saber dividir, no es claro su entendimiento
del vinculo entre las relaciones de proporcionalidad del problema y la que hay
entre dividendo y divisor.

: ) = i
z.ia-;xﬂ p) L — oy {,-,)
“O — = (},‘ <) ]
% : 2, A $ o
(@ (b) (0

Imagen 3. Secuencia de precisiones.

La siguiente intervencién se orienta a que reflexione sobre las unidades de
medida, para que mas adelante lo haga sobre la forma como se escribe la
division. El entrevistador busca que Andrea reflexione sobre el error inicial: que
35 metros equivale a 350 centimetros y no a 3500 cm.

[Platicame por qué pusiste 350 (en la division)] porque son 35 metros y equivale a

350 centimetros [éa poco? {Como sabes eso?] Porque los metros tienen 100 centi-
metros... [Aja] ah no.. entonces seria tres punto cincuenta, tres punto cinco metros
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para ser 350, entonces seria otro cero (agrega un cero al dividendo para convertirlo
en 3500)..

Andrea nuevamente escribe la division de izquierda a derecha, siguiendo el
orden en que la expresa. De la misma manera, cuando lee el algoritmo escrito
de la divisibn muestra sus conocimientos sobre la misma, primero enuncia el
divisor, después la galera por medio de la expresion “entre” o “sobre” y finalmente
el dividendo:

(describe lo que escribe) 70 entre 3500 (lo escribe en ese orden de izquierda a derecha,
pero representa 70/3500) [éa ver entre cuanto?] entre 3500 [aqui qué division hiciste,
c6mo lo podrias decir, équé escribiste? (sefialo la primer division 35/70)] (ella lo dice
invirtiendo el dividiendo y el divisor) 35 entre 70 [y aca? 70/350] lo mismo que aquf
(sefiala la division 70/3500) pero como me equivoqué écomo lo lees?] son los 70
entre 350 (De manera invertida) [laqui qué escribiste? (70/3500)] 70 entre 3500.

Andrea presenta dudas en la asignacion de las unidades de medida:

[EComo le haces para resolver una division de estas?] no creo que el 3 quepa en el
3 [éque el 3 no quepa en el 37] no, en el 70 [éque el 3 no cabe en el 70?] bueno, si
cabe, pero no se puede sum... entonces vemos si da para el segundo, seria 35 pero
tampoco da porque es la mitad de 70 entonces seria 350 y seria 5 (en el cociente)
porque cabe 5 veces y sobra cero y bajamos el cero y no da nada, seria 50 (escribe
un cero en el cociente) [bueno] y ahora el 50 [{qué es ese 50, qué significa?] 50
metros por paso (agrega una m), no, 50 centimetros por paso (agrega una c antes
de la m). (Imagen 4).

2
S |y S (b) & @

Imagen 4. Correccién de metros a centimetros.
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También se le solicita comprobar si el resultado es correcto. El entrevistador
le hace ver que el resultado obtenido es el mismo que obtuvo en una division
diferente (Imagen 49). Se busca que anticipe lo que realizard, y ella menciona
que puede comprobar el resultado haciendo una multiplicacion.
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[Muy bien; pues ya nos dio lo mismo que te habia dado aqui éno? (Véase Imagen
4a)] aja [bueno ahora vamos a comprobarlo] aja [icomo podemos saber qué es eso?]
émultiplicando? [EQué multiplicarias?] 50 por 70 [écudnto debe dar?] debe dar 35
[{a ver?] no, 3500 porque son centimetros. Pero no da, no creo que dé [(por qué?]
a ver... (multiplica 50*70=3500) no, si da [ési da?] si, porque son centimetros (agrega
‘cm” al resultado de la multiplicacion) y no sobra nada.

Andrea se sorprende de haber obtenido un resultado que comprueba su
division. El entrevistador le solicita hacer una revision de sus diferentes opciones
de resultados, y que elija el que le parezca mas adecuado.

[Entonces écual de todo lo que hiciste te convence mas?] este que salié a dos (senala
la primer division (70+35=2 m) y esta (3500+70=50 cm), pero creo que me convence
mas esta (hace una marca junto a la division y a la multiplicacién que la comprueba)
[¢Si?] Si[¢Cual serfa la respuesta a la pregunta?] punto cinco (escribe 0.5 junto a la
pregunta del problema) [Punto cinco {qué?] Metros (agrega una m junto al 5) [metros,
épor qué si estabas usando 50 y ahora..?”] porque son centimetros (senala las
ultimas operaciones) entonces yo lo pasé a metros.

La forma como Andrea procede en este segmento de la entrevista indica que
su proceder esta orientado por lo que le parece mas razonable; asimismo da
muestras de comprender que el problema trata de una relacion de proporcio-
nalidad, pero su dominio de la relacion entre la cantidad y la unidad de medida
no es claro. Otro hecho importante es que ella transforma los 35 metros para
que el dividendo sea mayor que el divisor y cumplir con su supuesto de que “el
numero mayor va a adentro”.

Dada la disposicion de Andrea, se le plantearon una serie de problemas en
funcion de las ideas que iba formulando para que, en interaccion con el entrevis-
tador, construyera nuevas explicaciones relacionadas con la forma como se escriben
los datos en la divisidn, y su relacién con lo que se enuncia en el problema.

LA DISTANCIA VA ADENTRO (DE LA CASITA) Y LO DEMAS AFUERA...

En su actuacion Andrea da muestras de entender que para solucionar el pro-
blema hay que establecer una relacion entre los pasos dados y la distancia
recorrida, pero muestra dificultades al expresar esta relacion mediante el algoritmo
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de la division; después de varios intentos fallidos, Andrea expresa sus dificultades
para emplearlo:

[De la division, qué es lo.. iqué se te dificulta mas?] Se me dificulta a veces que no
sé en donde colocar los datos en la division, pero me ha sucedido en pocas veces
[Si eso se te dificulta écomo decides qué escribir adentro y qué escribir afuera?] Porque
seria la distancia... porque si es de distancia el problema seria la distancia adentro
y los pasos o lo que sea afuera, la distancia que ya tienes completa seria adentro.

Esta respuesta parece mostrar que, para Andrea, es necesario colocar el
numero mayor adentro de la galera. En este punto de la entrevista, el entrevistador
establece un andamiaje por medio de preguntas especificas, sefalamientos y
contra-sugestiones que permiten a Andrea focalizar su atencion en las relaciones
expresadas en el problemay en su representacion mediante la division. Pasa de
una preocupacion por saber como “acomodar’ los datos en la division escrita
(desarrollo actual), a preocuparse por representar adecuadamente las relaciones
matematicas expresadas en el problema. En la transicién, el entrevistador pone
a prueba las ideas de Andrea para que pueda modificarlas hasta llegar a un
teorema-en-acto mas general y pertinente (desarrollo potencial).

A partir de este nuevo teorema-en-acto de Andrea (la distancia va adentro,
lo demas afuera), el entrevistador le presenta algunas situaciones problematicas
en donde ella pueda, por cuenta propia, reconocer que en el algoritmo de la
division al cambiar la posicion de los datos, el resultado también es diferente, y
que la distancia no siempre sera el dividendo.

[A ver, vamos a hacer algunos ejercicios] {Un ejemplo? [Por ejemplo de distancia,
équé se te ocurre?] Un nino cualquiera puede tener ciento noventa y tres metros en
una carrera 193 m pero se dividen entre cincuenta y ocho estaciones 58 entonces
seria 193+58 (escribe primero el dividendo, después dibuja la galera y al final
anota el divisor, ver Imagen 5) [aqui esta la calculadoral (acepta usar y digita los
datos en el orden apropiado, y escribe el resultado que le arroja 3.327) [Entonces
cada estacion seria de..] Tres punto treinta y dos metros.

En este problema inventado por Andrea, para el que no menciona explicita-
mente una pregunta, se pueden observar varios puntos interesantes: en primer
lugar, ella crea un problema de la misma estructura que el de los pasos (de
particion) pero con un contexto distinto, se trata ahora de una carrera en la que
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oz

Imagen 5. Representacion grafica convencional de la division enunciada verbalmente.

hay estaciones; aunque no lo menciona, se entiende que debe buscar la distancia
entre cada estacion. En segundo lugar, mantiene la idea de que el dividendo es
mayor que el divisor, pero ahora escribe la division con una direccionalidad de
derecha a izquierda, primero escribe el dividendo, luego dibuja la galera y al
final el divisor, a la par que se expresa verbalmente. Hubo un cambio con relacion
a la direccionalidad en la escritura del algoritmo que revela una mejor compren-
sion de la relacion entre dividendo y divisor en el contexto de su problema.
Finalmente, interpreta el resultado como la expresion de una relacion entre
medida y magnitud “tres punto treinta y dos metros’, ya no es necesario pregun-
tarle por las unidades de referencia, como ocurri6 al principio.

En una siguiente intervencion el entrevistador, a través de la pregunta dqué
pasaria si lo hubieras hecho al revés?, intenta que ella afirme la relacion entre la
cantidad y la unidad de medida, pero identifica que Andrea, si bien expresa un
resultado con unidades de medida, no mantiene esta asociacion. Ella contesta que
le darfa un resultado que estaria mal. Lo escribe y divide con la calculadora y obtiene
*30", que interpreta como “30 metros’, los cuales luego cambia a centimetros.

El entrevistador pretendia que Andrea se diera cuenta de que la cantida-
des estan asociadas a una unidad de medida y que esta relacion se conserva
aun cuando se invierte el orden de los datos; sin embargo, ella no aprecia esta
relacion y desliga las cantidades de su unidad de medida, aplica la idea de
‘hacer al revés” a la cantidad, pero no a la unidad de medida.

INTEGRACION DE LAS NOCIONES DE PROPORCION Y MEDIDA

A continuacién el entrevistador, considerando la idea de campo conceptual,
retoma un conjunto de situaciones afines, plantea problemas de particion en
varios contextos y con distintos tipos de cantidades, para que Andrea identifique
la relacion entre dividendo y divisor, y el vinculo entre cantidad y unidad de
medida. Incluso se proponen divisiones que no son posibles en la vida real,
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como dividir ninos entre pasteles, con la intencion de confrontar sus ideas y que
reflexione sobre los significados que atribuye al dividendo y divisor.

Se le pregunta como escribiria la division si tuviera que dividir tres barras de
chocolate entre dos ninos. Primero ella expresa verbalmente “dos entre tres’, la
relacion inversa a la indicada. Luego piensa un momento, al dibujar la galera,
en primer lugar expresa que ha tomado conciencia del conflicto que debe resolver
écual cifra corresponde al dividendo y cual al divisor? Decide correctamente
ubicar el nimero 3, que representa la cantidad de barras de chocolate, como
dividendo y el nimero 2 como divisor, que representa a los ninos. Una vez que
ha establecido la relacion entre los datos, resuelve el algoritmo correctamente:
obtiene como cociente parcial 1 y como residuo también 1, agrega un punto
decimal y “baja un cero’, entonces completa el cociente, que interpreta como
‘una barra y media”.

LAS RELACIONES ENTRE DIVIDENDO Y DIVISOR

Se le propone repartir paletas entre nifnos, y ademas con el dividendo mayor que
el divisor.

[Ahora divide... eh... diez paletas entre cinco nifios] (En una hoja de papel nueva
comienza a hacer la operacion, anotando en primer lugar el dividendo y después el
divisor) 10+5 = 2 ya estd [Esta facil, éno?] Si, ya me di cuenta que la primera palabra
es la de adentro.

Andrea expresa que se ha percatado de que la primera palabra enunciada
en el problema es el dividendo y, en consecuencia, la siguiente cifra es el divisor;
reconoce esta como invariante, y la hace explicita. Se le proponen mas divisio-
nes con las relaciones anteriores, cambiando los contextos, y Andrea las resuelve
correctamente.

Mas adelante en la entrevista, identifica que en los problemas que se le
plantean primero en un sentido y luego en el sentido inverso, la relacion entre
cantidad y unidad de medida se conserva.

Durante la entrevista Andrea descarta su primera idea de que “el numero
mayor es el de adentro” y da prioridad a la segunda, “lo primero que me dices
es lo que va a adentro’, identifica en el contexto de los problemas que ha estado
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resolviendo, cudl cifra es el dividendo y cudl el divisor; también reconoce que es
equivocado separar la medida de la magnitud, como lo afirma enseguida:

[Bueno entonces vamos a hacer un recorrido, éprimero pensabas que los metros
iban adentro y lo demas afuera?] Si, después dije que lo primero que decias es lo
que iba adentro y lo demas iba afuera (sefala la operacion realizada), ahi si ya esta
bien [Si, ahi esta bien] Pero lo que esta mal es que dije que si cambian las cosas
sigue siendo lo mismo, pero no, cambian las cosas...

A partir de este recorrido es posible percatarse de los avances en las signi-
ficaciones de la alumna. Se requirié de un acercamiento a los procesos de
resolucion de Andrea para identificar sus teoremas y conceptos-en-acto, confrontar
sus ideas y, en la medida de lo posible, propiciar su reformulacion.

CONCLUSIONES

Los datos anteriores nos permiten hacer algunas inferencias sobre las dificultades
de los estudiantes al resolver el problema en el primer estudio (Bustamante y
Vaca, 2014). Segun el analisis realizado, las dificultades de los estudiantes con
la division y con la relacion medida-magnitud podrian estar vinculadas con los
esquemas que Andrea puso en accion para resolver las tareas propuestas durante
la entrevista. En concordancia con los planteamientos de Vergnaud (2009), resal-
tamos las siguientes dificultades:

 El proposito de los alumnos al solucionar el problema puede ser ajeno a
las relaciones matematicas enunciadas, y predominar las ideas previas del
estudiante sobre la division.

* Las reglas de accién con las que opera, vinculadas a sus ideas previas
sobre la division, pueden ir en contra de una solucién adecuada del pro-
blema (v. g. la cifra mayor siempre es ‘la de adentro’, las cifras de la division
se escriben en el orden que se dicen y de izquierda a derecha), al com-
prenderse los conceptos, estas cambian (v. g. “va adentro lo que dices
primero”) y son adecuadas para expresar mediante la division las relacio-
nes de proporcionalidad.

* Las invariantes operatorias que el alumno pone en juego pueden no ser
validas o pertinentes al problema. Recordemos que en un problema de
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particion se trata de establecer el valor de la unidad conociendo la medida
de dos magnitudes de naturaleza distinta. Considerando lo anterior, Ia
dificultad puede atribuirse a: el desconocimiento de la relacion entre unidad
y medida de las magnitudes, de estas entre si y a un conocimiento incom-
pleto de las relaciones entre enteros y decimales. Lo anterior resulta en
planteamientos equivocados como: expresar el valor de la unidad como
una cifra, sin establecer la relacion medida-magnitud; supeditar la relacion
entre dividendo y divisor al tamano de las cifras (v. g. si la distancia es la
cantidad mayor, la distancia es el dividendo, independientemente de lo que
exprese el problema); desligar una medida de su magnitud (v. g. una medida
puede pasar del dividendo al divisor, pero la magnitud asociada permanece
en el dividendo); considerar que una cifra es mayor independientemente
de las unidades en que se exprese (si los metros se transforman en cen-
timetros, entonces la cifra ya es mayor); emplear conocimientos irrelevantes
(v. g. en la escritura de la division se sigue la direccionalidad del sistema
alfabético de escritura).

* Las inferencias sobre el problema pueden estar supeditadas a las ideas
equivocadas o parciales sobre la division, o a las experiencias vividas en
situaciones de reparto, y no tanto a lo que dice el problema (v. g. solo se
puede repartir un objeto que en la vida real es divisible; si la cifra mayor
esta en el dividendo, el resultado tiene que ser correcto; la magnitud aso-
ciada a una medida se puede cambiar para que el resultado sea adecuado;
ver Imagen 4).

Con base en el analisis microgenético del proceso de resolucion de Andrea,
ahora podemos inferir nuevas explicaciones de por qué los estudiantes, al resolver
el problema aquf analizado, optan por la division 35/70 en lugar de 70/35 (no
solo porque es mas facil) y por qué les resulta dificil asignar unidades de medida
a los resultados numéricos obtenidos.

Nos parece importante atender a la interaccion entre dos esquemas en
construccion, el del algoritmo de la division y el de los problemas de particion;
en este intercambio, los estudiantes deben confrontar ideas que sostienen res-
pecto a uno, y que son cuestionadas por su experiencia en el otro. En este sentido,
es importante destacar la intensa actividad operatoria de Andrea, que se nota
en la puesta en practica de invariantes, en la construccion de reglas de accion
y de su posterior generalizacion o reformulacién mediante inferencias. Andrea
nos muestra como emplea los diferentes sistemas simbolicos, opera con ellos y
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trata de darle sentido a lo que hace cuando se percata de un error. Es decir,
realiza operaciones conceptuales sobre los significados y los significantes
(Vergnaud, 2004).

A través de la entrevista se constaté que las dificultades experimentadas por
Andrea se asocian a una endeble construccion de los conceptos pertinentes para
la resolucion del problema; sin embargo, ella deduce, con el apoyo del entrevis-
tador, nuevas relaciones y reglas a partir de las que va constatando, y pasa de
un plano a otro de representacion. Asimismo, se muestra que al solucionar un
problema se coordinan diversos esquemas que interacttian (Vergnaud, 2004),
en este caso el de la division y el de las relaciones de proporcionalidad; como
vimos, los errores en la comprension del algoritmo de la division dificultaban el
establecimiento de la relacion de proporcionalidad.

Si bien lo anterior se observa en un problema de particion, de la misma
manera puede suceder en problemas de agrupamiento que corresponden a la
misma clase de situaciones. Se requiere entonces un trabajo didactico a largo
plazo, que permita a los estudiantes percatarse de las restricciones de sus con-
cepciones sobre los algoritmos, para modificarlas y consolidar sus esquemas. A
través del enfrentamiento constante a situaciones en las que logren vincular el
habla comun con la escritura convencional de los algoritmos, encontraran regu-
laridades y al mismo tiempo identificaran sus diferencias.

Nos parece que, en parte, las dificultades de los alumnos se pueden deber
a las practicas pedagdgicas de ensenanza de la aritmética, que se centran en
ensenar el algoritmo desligado de la solucién de problemas relacionados con
la vida de los alumnos, practica que contribuye a la generacion de teoremas-en-acto
y conceptos-en-acto que son obstaculos en la comprension del significado de
las relaciones matematicas implicitas en los problemas y del algoritmo emplea-
do para su solucion.

Aqui cabria reflexionar como es mas conveniente ensenar el algoritmo de la
division partiendo del hecho de que los alumnos conocen diferentes procedimientos
‘no algoritmicos” para solucionar los problemas de particion y agrupamiento.
Al respecto, Gravemeijer (1997) sugiere, desde la perspectiva de la “educacion
matematica realista”, que es necesario centrar la ensenanza en problemas con-
textualizados en las experiencias de los alumnos, y partir de sus procedimientos
espontaneos de solucion; en este sentido los problemas de agrupamiento® se

> Gravemeijer se refiere a los problemas de agrupamiento como ‘ratio division” y a los de reparto como
“distribution division”.
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relacionan mas facilmente con sus procedimientos informales y con el algoritmo
convencional de la division, que se basa en la sustraccion repetitiva.

Por otra parte, el empleo de herramientas como la calculadora es util siem-
pre y cuando su empleo sea acompanado por la discusion de las relaciones
matematicas implicitas en los problemas, y vinculandola con el aprendizaje de
los algoritmos.

Es importante resaltar que fue a través del andamio provisto por el entrevis-
tador, mediante las preguntas especificas ante las dificultades observadas o
errores cometidos por Andrea, que ella explicita sus teoremas y conceptos-en-acto,
y los pone a prueba. De otra manera, pudieron permanecer durante largo tiem-
po vy, por tanto, generar reglas de accion poco productivas en la resolucion de
situaciones pertenecientes al mismo campo conceptual.

En términos de Saada-Robert y Balslev (2015), tanto el entrevistador como
Andrea se encuentran en una zona de comprension, ambos comparten la misma
significacion y por ello comparten el mismo objetivo: reflexionar sobre el proble-
ma. Este proceso de andamiaje es posible gracias a que el entrevistador tiene
un referente de cdmo evolucionan las relaciones entre conceptos y teoremas-en-acto
que llevan a la comprensiéon de un problema, asi como de la influencia de los
aspectos conceptuales que dan lugar a que los problemas tengan un diferente
nivel de complejidad (Flores-Macias, 2005).

La responsabilidad del maestro de formarse para dominar con suficiente
profundidad los contenidos que pretende ensenar es ineludible. Este ha sido un
reto que encaran las didacticas de las diferentes disciplinas, pero en particular
la de las matematicas. Es decir, la manera mas eficiente en la que ellos pueden
orientar la actividad de los estudiantes para que enfrenten situaciones que
los orienten en la construccion del conocimiento esperado por parte de las
instituciones educativas.

Se requiere que los profesores, ademas de conocer los contenidos matema-
ticos que seran ensenados a los estudiantes, conozcan la didactica de dichos
contenidos y como evolucionan los estudiantes en el conocimiento de los mis-
mos, entender el significado de sus aciertos y errores. Los errores que cometen
los estudiantes al enfrentar un problema aritmético, como se observé con Andrea,
muestran una actividad cognitiva compleja, orientada a dar sentido a la situacion
enfrentada. Seria muy importante que los profesores develaran los razonamientos
subyacentes y, a partir de ello, propusieran nuevas situaciones que ayuden al
estudiante a confrontar sus ideas y transformarlas.
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Este acercamiento a las formas de pensamiento de los alumnos significa
para el profesor una tarea ardua, sobre todo si consideramos las condiciones de
trabajo en las que labora: el nimero de estudiantes en cada grupo, la gran
cantidad de contenidos por abordar en tiempos reducidos, las actividades extra-clase
y la doble jornada laboral (Vaca et al, 2010). Sin embargo, estas limitantes podrian
subsanarse si se incorporara a la ensenanza la solucién de problemas que
hicieran referencia a las experiencias de los estudiantes en su entorno; asimismo,
si se incorporaran a la clase diferentes formas de aprendizaje mediado por la
interaccion social, como la ensefanza reciproca o la tutoria entre pares, o si se
disenaran materiales instruccionales basados en las formas como evoluciona el
conocimiento matematico de los alumnos.

Por ultimo, queremos sefnalar un hecho evidente en la entrevista con Andrea,
relacionado con los vinculos que los alumnos establecen entre diferentes formas
de simbolizacion: ante situaciones que involucran conceptos, nociones y pro-
cedimientos matematicos aun no consolidados, los estudiantes emplean teore-
mas-en-acto de otros dmbitos que ya dominan, como los del sistema de escritura
alfabética, lo cual provoca que escriban la division siguiendo el orden de lo que
dicen y confundiendo la relacién entre dividendo vy divisor (Harris, 1999; Slobin,
1987). En futuras investigaciones seria valioso analizar este vinculo y cémo se
transforma; al final, el alumno necesita coordinar el lenguaje hablado y escrito
con el lenguaje matematico, para poder comprender las relaciones matematicas
del problema.

El lenguaje de la matematica esta ligado al lenguaje comun, pero cada uno
cuenta con sus propias reglas y convenciones que deben ser reconstruidas
mediante homomorfismo, para entrelazarlos y emplearlos adecuadamente como
herramientas que apoyen el razonamiento, favorezcan la reflexion, permitan
mantener el control de la actividad durante el proceso de resolucion y posibiliten
comunicar adecuadamente los procedimientos y resultados obtenidos. En palabras
de Vergnaud (2004), establecer homomorfismos entre diferentes formas de sim-
bolizacion es un indicador claro de la evolucion del conocimiento.
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en la orientacion estatica, introduciendo posteriormente actividades relacionadas
con la orientacion en espacios reales. Finalmente, planteamos una serie de
reflexiones sobre la necesidad de incorporar mas actividades sobre orientacion
en este periodo educativo.

Fecha de recepcion: 30 de mayo de 2016. Fecha de aceptacion: 30 de noviembre de 2016.

! Departamento de Didactica de la Matematica y de las Ciencias Experimentales. Escuela Universitaria de
Magisterio de Bilbao. Universidad del Pais Vasco/Euskal Herriko Unibertsitatea. Espana. ainhoa.berciano@ehu.eus

2 Departamento de Mateméticas y Computacion. Universidad de la Rioja. Espafa. clarajimenez@unirioja.es

3 Departamento de Didactica de la Matematica y de las Ciencias Experimentales. Escuela Universitaria de
Magisterio de Bilbao. Universidad del Pais Vasco/Euskal Herriko Unibertsitatea. Espafia. jon.anasagasti@ehu.eus

EDUCACION MATEMATICA, VOL. 29, NUM. 1, ABRIL DE 2017 117



Ainhoa Berciano ¢ Clara Jiménez-Gestal * Jon Anasagasti

Palabras clave: Educaciéon matemadtica, orientacion espacial, proyecto editorial,
compelencia matemdtica, Educacion Infantil.

Abstract: Results are reported of an exploratory study of how the teaching projects
show the spatial orientation in Childhood Education in the Basque Country; to
this end, 9 educational projects from a total of 11 publishers were selected. After
analyzing the treatment of static orientation and the orientation of the subject
in real spaces in the second cycle of this educational period, we conclude that
despite the evidence of a large dispersion in the approach to i, the importance
given to orientation is limited, where in the early years there is a greater emphasis
on static orientation, and activities related with real spaces are subsequently
introducing. Finally, we show some reflections about the need to do more activities
about orientation in this Educational period.

Keywords: Mathematics education, spatial orientation, didactic projects, mathe-
matics competency, Childhood Education

INTRODUCCION

En la sociedad actual, cada vez en mayor medida la informacion nos llega
codificada a través de simbolos e imagenes. Este hecho nos obliga a ser capaces
de analizar y descifrar rapidamente dicha informacion con el fin de extraer todo
lo necesario para su correcta interpretacion.

Debemos ser capaces de establecer una conexion entre los simbolos, diagra-
mas o representaciones graficas y su significado en la vida real, obligandonos
a establecer puentes de union entre ambos mundos.

Si ademas nos centramos en aquellas circunstancias en las que debemos
ser capaces de ubicarnos, nuestra aptitud de orientarnos juega un papel funda-
mental. En este caso, debemos ser capaces de analizar el entorno que nos rodea
y establecer sistemas de referencia relativos independientemente de las condi-
ciones en que la informaciéon nos llegue, con el fin de realizar una toma de
decisiones adecuada.

Por ejemplo, en la informacion que contiene el plano de un metro, el mapa
de la ciudad, la red de recorridos de una linea de autobuses, etc, debemos ser
capaces de establecer cuales son los simbolos relevantes del plano, establecer
el sistema de referencia basico para identificar la posicion actual en la que nos
encontramos, trasladarla a una representacion mental de la misma, localizar en
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dicha representacion la posicion final deseada y realizar mentalmente la trayec-
toria o recorrido que debemos llevar a cabo sobre el mapa o plano dado, con
el fin de poder trasladarlo y llevarlo a buen término en el mundo real; todas
ellas, tareas asociadas a la capacidad de orientarse.

Pero, écudl es la definicion de orientar/se y qué relacion guarda con las
matematicas?

Para dar respuesta a esta pregunta podemos dirigirnos a la Real Academia
Espanola (RAE), que ofrece 7 definiciones distintas para el verbo “orientar’, de
las cuales 4 adquieren especial relevancia dado que involucran la nocion de
sistema de referencia (concepto importante en Geometria).

» Colocar algo en posicién determinada respecto a los puntos cardinales.
Determinar la posicion o direccion de algo respecto a un punto cardinal,
* Dirigir o encaminar a alguien o algo hacia un lugar determinado.

* Designar en un mapa, por medio de una flecha u otro signo, el punto
septentrional, para que se venga en conocimiento de la situacion de los
objetos que comprende.

Por otro lado, para poder adquirir las habilidades necesarias relacionadas
con la orientacion, en el informe del Programa Internacional para la Evaluacion
de Estudiantes (PISA) se hace hincapié en la necesidad de incluir una serie de
actividades en el ambito del espacio y forma que estén destinadas a desarrollar
esta capacidad (la comprensién de la perspectiva, la elaboracion y lectura de
mapas, la transformacion de las formas con y sin tecnologia, la interpretacion
de vistas de escenas tridimensionales desde distintas perspectivas y la construc-
cion de representaciones de formas) (OCDE, 2012: 20).

Por lo anteriormente descrito, entendemos que es importante trabajar la
capacidad de orientarse desde las primeras etapas del desarrollo humano v,
consecuentemente, en esta investigacion pretendemos estudiar el modo en el
que se trata la orientacion desde las editoriales en la Educacion Infantil.

A fin de llevar a cabo este estudio, hemos seleccionado y analizado los
proyectos editoriales mas relevantes, bien por su utilizacion en las aulas de
Educacion Infantil en la Comunidad Autonoma del Pais Vasco, bien por provenir
de editoriales de reconocido prestigio a nivel estatal, con un total de 11 proyectos
seleccionados de 9 editoriales distintas.
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MARCO TEORICO

Tal'y como muestra la OCDE en su informe PISA, una de las areas fundamentales
en el desarrollo de la competencia matematica es la referente a espacio y forma.
En ella se destaca la necesidad de desarrollar destrezas para saber interpretar
representaciones planas de nuestro entorno, para poder orientarnos y saber
posicionarnos relativamente a un punto dado, para la elaboracion y lectura de
mapas... (OCDE, 2012). Esta caracteristica forma parte de una de las capacidades
del ser humano clasificadas dentro del apartado de visualizacién y representacion
espacial (Gonzato, Fernandez Blanco y Diaz Godino, 2011).

En particular, atendiendo a la definicién dada por Sarama y Clements (2009),
cuando hablamos de orientacion, lo entendemos tanto por sentido de la orien-
tacion (“aptitud para situarse correctamente respecto de un determinado punto
de referencia’(p. 161-162)), como por la capacidad de orientar (‘colocar algo en
posicion determinada respecto a los puntos cardinales, determinar la posicion o
direccion de algo respecto a un punto cardinal, dirigir o encaminar a alguien
0 algo hacia un lugar determinado, designar en un mapa por medio de una
flecha u otro signo, el punto septentrional, para que se venga en conocimiento
de la situacion de los objetos que comprende” (p. 161-162)). Es claro que estas
dos definiciones hacen alusion a aspectos diferentes de la orientacion, por lo
que nos referiremos a orientacion estdtica cuando hablemos del sentido de la
orientacion y a orientacion del sujeto en espacios reales cuando mencionemos
la capacidad de orientar(se).

Con respecto a la orientacion estdtica, son varios los trabajos de investigacion
realizados a la fecha, la mayoria de ellos centrados en determinar de modo efi-
ciente la habilidad humana a este respecto. En particular, debemos mencionar
el trabajo de Hegarty, Kozhevnikov y Waller (2008), en el que disefian un test
para medir la capacidad asociada a la orientacion espacial, validado por experi-
mentos realizados anteriormente por Hegarty y Waller (2004) en los que distinguen
entre la capacidad de rotar mentalmente un objeto y la de orientar un objeto en
relacion con otro dado. Dicho test valora la capacidad que tenemos para ubicar
objetos cuando varia nuestra posicion y con ella la posicion del sistema de
referencia que utilizamos para ubicarlos. Posteriormente, Carbonel Carrera (2011),
adapta el test de Hegarty et al. (2008) a una version digital con el fin de medir
la capacidad de orientacion espacial de su alumnado de la carrera de ingenieria
y constata que dicha capacidad puede desarrollarse a través de entrenamiento
especifico, tras el disefo e implementacion de una innovacién docente.
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Con respecto a la orientacion de sujetos en espacios reales, también son
numerosos los trabajos de investigacion realizados, entre los que debemos
destacar los relacionados con el estudio de la representacion del espacio real a
través de planos o mapas. En particular, en Gaulin (1985), se muestra una
coleccion de representaciones realizadas por estudiantes para comunicar, en
una hoja de papel, la forma de una serie de sélidos multicubos que les son
presentados de forma fisica, concluyendo que es importante a nivel exploratorio
familiarizarse con varios tipos de representaciones graficas de objetos 3D y de
sus relaciones, para poder desarrollar algunos aspectos de capacidades relacio-
nadas con el procesamiento visual y la interpretacion de informacion figurativa
(ver Fernandez Blanco, 2011: 40 y posteriores). En Torres y Climent (2010), se
realiza un estudio con alumnado de 12y 42 de la Educacion Secundaria Obli-
gatoria (ESO) sobre representacion plana de entornos y uso de simbolos en
mapas, concluyendo que hay grandes diferencias entre ambos grupos y que
algunas de las dificultades son debidas en gran medida a las caracteristicas del
entorno a representar.

Ademas, como sefalan Gonzato, Fernandez Blanco y Diaz Godino (2011:
101), “Berthelot y Salin (1992) identificaron tres categorias de acciones de modo
que el sujeto tuviera control de sus relaciones con el espacio: reconocer, describir,
fabricar o transformar objetos; desplazar, encontrar, comunicar la posicion de
objetos; reconocer, describir, construir o transformar un espacio de la vida coti-
diana o de desplazamiento”.

Teniendo en cuenta estas acciones, Gonzato, et al (2011: 101) determinan
tres grandes familias de actividades en el espacio tridimensional: (1) Orientacion
estatica del sujeto y de los objetos, (2) Interpretacion de perspectivas de objetos
tridimensionales (relacionadas con la visualizacion), (3) Orientacion del sujeto
en espacios reales; y plantean ejercicios prototipo (especificando los conocimientos
involucrados en cada una de ellas) para cada una de estas categorias.

Para el caso de la orientacion del sujeto en espacios reales, los autores
clasifican cada una de estas actividades teniendo en cuenta tres aspectos: el
estimulo inicial (espacio real, representacion espacial, espacio real+ representacion
del espacio), la accion inicial (explorar el espacio, observar el espacio/trayecto,
interpretacion grafica, relacionar el espacio con su representacion espacial) y la
respuesta (representacion, localizacion, descripcion, fisica).

Los trabajos mencionados nos muestran la importancia que la comunidad
cientifica otorga al estudio de la orientacion espacial y su tratamiento en el aula
de matematicas, en las distintas etapas educativas. Esto, junto con la ya
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mencionada importancia que para la vida cotidiana tiene el desarrollo de la
capacidad espacial, pone de manifiesto la necesidad del presente estudio.

ASPECTOS CURRICULARES DE LA ORIENTACION

Si restringimos nuestro interés al estudio de la orientacion en etapas educativas
tempranas, esto es, al aula de Educacion Infantil, es importante destacar la
relacion positiva establecida por la OCDE (2011) entre la asistencia a dicha etapa
educativa y el desarrollo de la competencia matematica.

A este respecto, si analizamos las directrices marcadas por la National Council
of Teachers of Mathematics (NCTM) sobre el estandar de contenidos de Geometria,
éstas quedan resumidas del siguiente modo (NCTM, 2000):

‘El aprendizaje de la geometria en todas las etapas educativas deberia capacitar

para:

* Analizar las caracteristicas y propiedades de figuras geométricas de dos y tres
dimensiones y desarrollar razonamientos matemdticos sobre relaciones
geométricas;

» Localizar y describir relaciones espaciales mediante coordenadas geométricas y
otros sistemas de representacion; (subrayado nuestro);

» Aplicar transformaciones y usar la simetria para analizar situaciones matemdticas;

Utilizar la visualizacion, el razonamiento matemdtico y la modelizacion geométrica
para resolver problemas’.

Lo que deja constancia clara de la importancia de la orientacion espacial
dentro de dicho bloque. Ademas, en la etapa Pre K-2 (edades comprendidas
entre los 3y los 8 anos), si nos centramos en la capacidad “localizar y describir
relaciones espaciales mediante coordenadas geométricas y otros sistemas de
representacion” (NCTM, 2000: 100), ésta debe capacitar al infante para que sea
capaz de:

* Describir, dar nombre e interpretar posiciones relativas en el espacio y
aplicar ideas sobre posicion relativa;

* Describir, dar nombre e interpretar la direccion y la distancia en los des-
plazamientos en el espacio y aplicar estas nociones;
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* Encontrary denominar ‘lugares” con relaciones simples como ‘“cerca de”y
en sistemas de coordenadas tales como mapas.

Igualmente, en el curriculo de Educacion Infantil del Pais Vasco (EJ/GV, 2009),
en la etapa educativa de 3 a 6 afos, encontramos los siguientes contenidos
relacionados con la orientacion espacial (dentro del &mbito de conocimiento del
entorno, en el blogue 1 correspondiente al medio fisico):

* Situacion de si mismo y de los objetos en el espacio. Posiciones relativas.
» Nociones topologicas bdsicas (abierto, cerrado, dentro, fuera, cerca, lejos,
interior, exterior..) y realizacion de desplazamientos orientados.

Estos contenidos hacen mencion explicita al dominio basico de la orientacion
espacial como parte fundamental del desarrollo del infante en esta etapa
educativa. Asimismo, dos de los criterios de evaluacion establecidos en dicho
curriculo son:

* Realiza, con cierta autonomia, recorridos y actividades en los espacios
habituales.
* Utiliza las nociones espaciales para ubicarse y ubicar objetos.

que hacen referencia a la capacidad para orientarse y ubicarse en los espacios
en los que habitualmente se desenvuelve, usando de forma apropiada las
nociones espaciales bdsicas.

TRATAMIENTO DE LA ORIENTACION EN EDUCACION INFANTIL

Tal como manifiesta Berdonneau (2008: 142-146), uno de los puntos fundamen-
tales para la construcciéon del espacio en las/os infantes esta constituido por la
percepcion, las representacionales mentales que tiene de su propio cuerpo y de
sus movimientos. Por ello, la motricidad es esencial para la percepcion del espacio,
esto es, la elaboracion de representaciones mentales del espacio se realiza mejor
cuando se da una exploracion activa del mismo.

Dentro de las caracteristicas intrinsecas a la orientacion espacial, debemos
destacar la dificultad que tiene el uso de sistemas de referencia distintos del
propio cuerpo para ubicar objetos en el espacio; por lo que, tal como muestra
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Berdonneau (2008: 144), es importante que a lo largo de la etapa educativa
infantil, se realicen tareas en situacién tanto en el mesoespacio (aula, patio,...
donde las ninas y ninos forman parte del entorno, con objetos reales, tales como
balones, sillas, mesas, coches,..) como en el microespacio (donde los infantes
pueden manipular objetos como maquetas, miniaturas, etc. normalmente de
tamano menor que la mitad que su estatura). lgualmente, el alumnado debe
aprender a entender los sistemas coordenados, para ello necesitan conectar las
etiquetas y los numeros asociados a las mismas y necesitan visibilizar mental-
mente una cuadricula mallada como un espacio bidimensional delimitado por
‘lineas imaginarias numeradas’ (Clements y Sarama, 2009: 114).

LIBROS DE TEXTO Y MATERIALES DIDACTICOS
EN EDUCACION INFANTIL

Con respecto a los libros de texto, ya hace décadas el informe Cockroft (1985)
destaco la importancia que tienen como recurso didactico, que constituye una
ayuda inestimable para el docente y su labor en la practica del aula; mas recien-
temente Pino Ceballos y Blanco (2008: 64) afirman que “los contenidos curricu-
lares se expresan en los textos 0 manuales escolares que se utilizan en las aulas
de clase como un recurso muy importante (a veces el tnico) para la implemen-
tacion del curriculo. De esta manera, los libros de texto se constituyen en una
herramienta de primer orden para el profesorado’.

Aun asi, no hemos encontrado ninguna investigacion que analice el modo
en que se trabaja la orientacion en los materiales didacticos de Educacion Infantil;
por ello, el objetivo principal de nuestra investigacion es analizar qué tipo de
tareas aparecen mayoritariamente sobre orientacion espacial en los materiales
didacticos en dicha etapa educativa; mas concretamente, queremos:

1. Analizar el numero total de actividades que se presentan en cada editorial
relativas a la orientacion.

2. Clasificar las actividades que aparecen en funcion del tipo de orientacion
(estatica o en espacios reales).

3. Determinar con qué frecuencia se plantean tareas de orientacion estatica
y de orientacion en espacios reales.
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METODOLOGIA
MUESTRA DE PROYECTOS EDITORIALES

La muestra seleccionada consta de los materiales didacticos de 11 proyectos de
9 de las Editoriales mas relevantes en Educacion Infantil tanto en euskera como
en castellano (ver Tabla 1). Para ello, gracias a la colaboracion del alumnado de
la carrera de Educacion Infantil, hemos obtenido la informacién relativa al pro-
yecto y editorial utilizados en cada uno de los colegios en los que estaban
desarrollando las practicas (asi es como se conoce el periodo de tiempo que el
alumnado de las carreras de Educacion pasa en colegios acompanando a
docentes en activo que le tutorizan e inician en la realidad de la practica docente).
De este modo hemos obtenido una visién amplia sobre los proyectos usados en
las escuelas infantiles de Bizkaia (una de las provincias del Pais Vasco). Final-
mente, para cada editorial, hemos analizado algunos de los proyectos de los que
disponfa, y para cada uno de los proyectos, los materiales didacticos referentes
a los “cuadernillos” del alumnado, la guia docente y materiales complementarios
del segundo ciclo de dicha etapa. Cada proyecto educativo constaba de nueve
unidades didacticas, pensadas para ser llevadas a cabo una por mes del curso
escolar, integradas por 20 actividades aproximadamente cada una. Esto supone
cerca de 200 actividades revisadas por editorial, para encontrar las relativas a
la orientacion espacial.

HERRAMIENTAS DE CLASIFICACION

Al describir las tareas propuestas por las distintas editoriales, en primer lugar
hemos tenido en cuenta la distincion entre orientacion estatica y orientacion del
sujeto en espacios reales. Seguin esta subdivision y con el fin de responder a los
objetivos de esta investigacion, hemos considerado la clasificacion de tareas
involucradas en cada tipo de orientacion detalladas por Gonzato et al. (2011:
101 y posteriores):

1. Orientacion estatica del sujeto y de los objetos: las tareas que requieren
comprender el esquema corporal, identificar y utilizar sus polaridades:
arriba-abajo, izquierda-derecha, delante-detras, utilizar dicho lenguaje
para describir la posicién del propio cuerpo, o de otro observador, con
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Tabla 1. Proyectos educativos seleccionados (junto con las editoriales, afo de publicacion e

idioma).
Ano
Proyecto Editorial Publicacion Idioma Codigo
Urtxintxa Elkarlanean 2011 Euskera URT
Fantasia AizKorri 1998 Euskera FAN
Eskola Ibiltaria Sm 2008 Euskera ESI
UKimugi Ibaizabal 2010 Euskera UKI
Bitxitarrak Santillana 2007 Euskera BIT
Iratxo Xarmangarriak Haritza Algaida 2005 Euskera IRX
(Grupo Anaya)
Tiktak Giltza 2010 Euskera TIK
(Grupo Edebe)
Espiral Magica Vicens Vives 2010 Castellano ESM
Volteretas Sm 2010 Castellano VOL
Juliana La Rana Casals 2010 Castellano CAS
El Viaje De Suso Santillana 2012 Castellano EVS

126

respecto a objetos u otras personas y las posiciones de objetos con res-
pecto a otros objetos. En estas actividades consideramos que los objetos
y las personas estan inmdviles.

Orientacion del sujeto en espacios reales: tareas que requieren que el
sujeto comprenda el espacio donde se sitiia (o donde se sittia otra persona
u objeto), su ubicaciéon y orientacién en el espacio. “Orientarse en el
espacio” puede significar leer un mapa, un plano o comprender una
maqueta de espacios de diferentes tamanos (ciudad, barrio, escuela, aula),
describir verbalmente un itinerario entre dos lugares conocidos, dibujar
un plano, un mapa o construir una maqueta de un espacio conocido,
orientar un mapa con respecto a puntos de referencia fijos en la realidad,
0 con respecto a los puntos cardinales. También incluimos las situaciones
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que requieren que el alumnado lea, construya o utilice un sistema de
coordenadas para estudiar las diferentes caracteristicas de un espacio.

Siguiendo con la clasificacion de tareas anteriormente mencionada, para la
orientacion del sujeto en espacios reales, Gonzato et al. (2011) plantean una
clasificacion segun el estimulo inicial, la accién inicial y la respuesta solicitada.
Es importante mencionar que para cada accion inicial, se puede dar cualquiera
de las cuatro respuestas que los autores mencionan en su texto, pero dado que
dicha clasificacion sera aplicada al estudio de los materiales didacticos de Edu-
cacion Infantil, hemos descartado dos de las acciones iniciales por su imposibi-
lidad, reduciendo la clasificacion del siguiente modo:

* Orientacion estatica (arriba-abajo, derecha-izquierda, delante-detras,..): O1.
* Orientacion del sujeto en espacios reales: O2.
© Accion inicial:
= Observar espacios, trayectos (sin movimiento): Al.
= |nterpretar informacion grafica: A2.
© Respuesta dada:
= representacion del espacio: construir maquetas, planos,..: R1.
= representacion del espacio: de trayectos: R2.
= |ocalizacion de objetos y personas: en mapas, planos: R3.
= |ocalizacion de objetos y personas con coordenadas: R4.

CLASIFICACION Y ANALISIS DE LOS MATERIALES DIDACTICOS SEGUN EDITORIAL

Siguiendo el esquema establecido en el apartado anterior, para estudiar los libros
del 2¢ ciclo de Educacion Infantil de cada editorial, hemos disenado la Tabla 2
completando cada uno de los apartados.

Ademas, hemos codificado cada tarea relacionada con alguna de las ante-
riores acciones-respuestas sequn el codigo nU-ml-k, donde nU determina la
edad para la que esta disenada (por ejemplo, 3U=3Urte=3afos); mL indica el
libro en el que esta (6L.=6Liburua= libro 6) y el tltimo nimero k apunta la pagina
en la que se encuentra la actividad. A modo de ejemplo: 3U-4L-5: la pagina 5
del libro 4 del material de 3 anos (Tabla 3).

Con el analisis de la informacion detallada de cada proyecto de cada editorial,
podemos tener una idea mucho mas amplia del tratamiento de la orientacion
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Tabla 2. Tabla modelo de clasificacién de tareas segun editorial.

Editorial XXX, libro-proyecto YYY, ano publicacion ZZZ
01

02 R1 R2 R3 R4

Al

A2

Tabla 3. Coleccion de tareas del proyecto Iratxo Xarmangarriak relacionadas con la orientacion.

Editorial HARITZA ALGAIDA (GRUPO ANAYA), proyecto IRATXO XARMANGARRIAK, ano
publicacion 2005

01 3U-3L-16 3U-4L-3 3U-5L-11 3U-7L-15 3U-8L-6 3U-9L-4 3U-9L-14 4U-1L-5 4U-
3L-15 4U-41-12 4U-4L-13 4U-61-14 4U-8L-2 4U-9L-8 5U-21-6 5U-6L-17
02 R1 R2 R3 R4
Al | 4U-7L-9;
4U-OPL-4
AU-1L-16; 5U-
6L-6
5U-7L-14
A2 3U-5L-13; 4U- | 4U-9L-5; 5U-8L- | 5U-4L-6
1L-8 3y4
5U-8L-16;
5U-OPL-8, 9

espacial en Educacion Infantil, determinando tanto si dicho tratamiento es rele-
vante como si las tareas tratadas son mayoritariamente de orientacion estatica
o de orientacion de sujetos en espacios reales. Esta informacion ayudaria a los
docentes de la etapa educativa a planificar tareas adicionales que suplieran
posibles carencias que pudieran tener los proyectos editoriales.

En el Anexo | presentamos algunas de las tareas analizadas, mostrando, por
un lado, las indicaciones dadas a las y los infantes y por otro, el tipo de orien-
tacion que se trataria.
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RESULTADOS
DATOS ABSOLUTOS DEL ESTUDIO

En este apartado desglosamos los datos obtenidos tras el analisis de los 11
proyectos de las 9 editoriales (ver Tabla 1). El estudio lo hemos pormenorizado
teniendo en cuenta el tipo de accién y respuestas asociadas (tal como mostramos
en la seccion anterior) y también la edad idonea de las ninas y los nifos para
la cual se ha creado el material. Aun asi, comenzamos mostrando los datos
totales teniendo en cuentas los 3 anos educativos, segun tipo de orientacion
(ver Tabla 4).

Tabla 4. Resultados totales por tipo de actividad de orientacion y proyecto educativo.

02: 02: 02: 02: 02: 02: 02: 02:
01 AIR1 AIR2 AIR3 AIR4 A2R1 A2R2 A2R3 A2R4 02 TOTAL

URT | 2 0 0 0 0 0 15 4 2 21 23

FAN | 21 0 0 1 0 14 16 4 3 38 59

ESI | 30 0 0 0 0 2 13 28 0 43 73

UKI | 18 0 0 0 0 3 8 25 0 36 54

BIT 3 0 0 0 0 1 14 6 2 23 26

IRX | 16 0 0 0 0 5 2 4 1 12 28

TK | 10 0 0 1 0 2 3 3 0 9 19

ESM | 17 0 0 0 0 7 5 35 0 47 64

VOL | 26 0 0 0 0 3 7 11 2 23 49

CAS | 9 0 0 0 0 0 4 8 5 17 26

EVS | 9 0 0 0 0 1 11 22 4 38 47
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TRATAMIENTO DE LA ORIENTACION SEGUN EDAD
DE LAS NINAS Y NINOS Y EDITORIAL

En primer lugar, si nos fijamos en el tratamiento de la orientacion estatica y de
la orientacion del sujeto en espacios reales segun ano y editorial, debemos
destacar la disparidad, entre las editoriales. Ademas, si nos centramos en cada uno
de los proyectos, observamos grandes diferencias en el tratamiento de la orien-
tacion, dependiendo del ano. Algunas editoriales hacen un mayor hincapié en
la orientacion estatica en cursos inferiores, dando paso a un mayor tratamiento
de la orientacién en espacios reales en cursos posteriores (este es el caso de
EVS, CAS, IRX BIT, UKI, FAN, URT), pero en otros casos, este hecho no parece
ocurrir de modo tan significativo. Incluso se puede observar que en dos de ellas
(ESI, TIK) el numero de actividades dedicadas al tratamiento de la orientacion
del sujeto en espacios reales se reduce drasticamente con el paso de los afos
(ver Grafica 1y Grafica 2).

Igualmente, debemos hacer notar que en la mayoria de los casos analizados
hay muy pocas actividades dedicadas tanto a la orientacion estatica, como a la
orientaciéon del sujeto en espacios reales a lo largo de la etapa educativa. Cabe
recordar que el numero total de actividades, por curso, es cercano a 200.

TAREAS PLANTEADAS SEGUN TIPO DE RESPUESTA DADA A CADA UNA DE LAS
ACCIONES DE LA ORIENTACION DEL SUJETO EN ESPACIOS REALES Y EDITORIAL

Veamos ahora, el niumero de tareas encontradas cuando la accion inicial que
se le solicita al infante es observar un espacio, un trayecto determinado, etc. en
espacios reales (accion 1), clasificadas por el tipo de respuesta solicitada. En este
sentido, queda patente que en su practica totalidad, las editoriales analizadas
no incorporan actividades en las que las ninas/os deban observar espacios,
trayectos, etc. siguiendo las instrucciones del/la docente (ver Grafica 3).

Sin embargo, si se plantean mas actividades cuando la accion inicial requerida
es interpretar graficamente (ver Grafica 4), aunque destacan la mayor parte de
las tareas que estan asociadas a ubicar personas u objetos en planos o mapas
o incluso algunas tareas en las que se usan coordenadas, pero de nuevo se
nota una escasez en tareas dedicadas a la orientacion del individuo en el espacio
y Su representacion a través de planos, mapas o trayectos.
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Orientacion estatica por curso y proyecto
editorial

-
IS

.
N

.
5

o

m3u01

o

m4Uo01

IS

Frecuencias absolutas

ms5U01

N}

o

URT FAN ESI UKl BIT IRX TIK VOL CAS ESM EVS

Proyectos editoriales

Graéfica 1. Tratamiento de la orientacion estatica seguin afo y editorial.

Orientacion del sujeto en espacios reales por
curso y proyecto editorial

Frecuencias absolutas

oN B O ©

URT FAN ESI  UKI BIT IRX TIK VOL CAS ESM EVS
Proyectos editoriales

Grafica 2. Tratamiento de la orientacion del sujeto en espacios reales seguin ano y editorial.

Con respecto a las tareas de representacion, tal como menciona Chamorro
(2005: 140-141), es importante que el alumnado observe su entorno y describa
el mismo mediante trayectos, planos, mapas, etc. en edades tempranas con el
fin de afianzar y trabajar, aparte de la orientacion, aspectos relacionados con
la medida, geometria, l16gica, estableciendo una relacion biyectiva entre el espacio
real y el espacio representado. Este aspecto queda bastante desatendido en la
mayoria de los materiales didacticos analizados.
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Orientacion del sujeto en espacios reales:
frecuencias por tipo de actividad y proyecto
editorial (accidn tipo 1)

®AIR1

AlR2

Frecuencias absolutas

TAIR3

W AIR4

voL .
CAS ESM gy

Proyectos editoriales

Gréfica 3. Recuento de actividades seguin accién inicial 1: observacion de espacios, trayectos,
instrucciones orales.

Orientacion del sujeto en espacios reales:
frecuencias por tipo de actividad y proyecto
editorial (accién tipo 2)

Frecuencias absolutas

Poyectos Editoriales

Gréfica 4. Recuento de actividades seglin accion inicial 2: segun editorial y tipologia.
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RESULTADOS TOTALES DE ORIENTACION ESPACIAL SEGUN EDITORIALES

Finalmente hemos querido analizar el tratamiento global realizado por cada
editorial con respecto a la orientacion estatica y la orientacion del sujeto en el
espacio. Tal como venfamos adelantando, en apartados anteriores, los resultados
totales muestran escasez de actividades acerca de la orientacion espacial en este
ciclo educativo (ver Grafica 5), con ciertas diferencias entre las editoriales (ya
mostradas anteriormente), pero con carencias en comun bastante apreciables.

Tratamiento de la orientacion segtin proyecto
editorial

'ilil

Frecuencias absolutas
B
S

I _
3 = I —— — =01
20 -k 1 —
15 E 3 2 == E = 102
10 | | n o n n .
g s 5§ s 8§ 8 B
URT FAN g 7 & rd &

Proyectos Editoriales

Gréfica 5. Recuento de actividades sobre orientacion segun editorial y tipologia a lo largo
del 2° ciclo de Educacion Infantil.

DISCUSION Y CONCLUSIONES

A modo de conclusion, con respecto al objetivo principal de esta investigacion,
destacamos la poca cantidad y variedad en las tareas planteadas a la hora de
abordar la orientacion espacial en la Educacion Infantil, que aparece en los
proyectos editoriales analizados, limitandose en la practica a las destinadas a la
orientacion estatica y ubicacion de objetos y personas en espacios conocidos a
través de sus representaciones graficas.

Entendemos que en este nivel educativo, la Educacion Infantil, la motricidad
es esencial para la percepcion del espacio, y la dificultad que entrana el disefio

EDUCACION MATEMATICA, VOL. 29, NUM. 1, ABRIL DE 2017 133



Ainhoa Berciano ¢ Clara Jiménez-Gestal * Jon Anasagasti

de actividades escritas como las que analizamos en este estudio. Sin embargo,
dada la importancia de los textos y del tiempo que los ninos de Educacion Infantil
invierten en la realizacion de las fichas de las actividades que los integran,
consideramos que es importante que se presente explicitamente un mayor niumero
de tareas de orientacion espacial en los mismos. Ademas, aunque en muchas
ocasiones estos aspectos se trabajan en el aula de forma cotidiana tanto en las
rutinas como entremezcladas con otras actividades, es importante hacer hincapié
en su relevancia.

Somos conscientes de que en Educacion Infantil la construccion del conoci-
miento debe partir desde lo concreto hasta la abstraccion, y del mismo modo
que en el conteo el conocimiento se construye mejor cuando tenemos objetos
para contar, la elaboracion de representaciones mentales del espacio se realiza
mejor cuando se realiza una exploracion activa de este espacio tal como sugiere
Berdonneau (2008).

En este sentido, en Berciano Alcaraz, Jiménez-Gestal y Salgado Somoza
(2016) se describe el disefio e implementacion de una experiencia de aula
desde la perspectiva de la Educacion Matematica Realista (Freudenthal, 1991)
para trabajar la orientacion espacial con ninos y ninas de 5 anos. En ella,
partiendo de un contexto cotidiano y haciendo uso de la exploracion del entorno
(fomentando la autonomia y la motricidad de los infantes), se pasa de un
ejemplo concreto de actividad relacionada con la orientacion espacial del
sujeto en espacios reales a trabajar la abstraccion matematica por medio de
tareas de representacion de mapas, en los que se describe el recorrido realizado
tanto simbdlicamente (en papel), como oralmente (a compaferas y companeros
y a la maestra).

Por todo ello, teniendo en cuenta que los materiales didacticos escritos siguen
siendo de gran utilidad en el aula, pero muestran un numero insuficiente de
actividades dedicadas a la orientacién espacial (sobre todo cuando se desea
trabajar la orientacion espacial en espacios reales) consideramos necesaria la
incorporacion, en los proyectos editoriales, de mas actividades que incentiven al
alumnado a trabajar su capacidad de orientacion espacial desde edades tem-
pranasy, en particular, mas tareas que trabajen la orientacién en espacios reales.
En dichas tareas se deberia fomentar. 1) que las nifias y los nifios tengan un
mayor control de si mismos y de su entorno; 2) sean capaces de realizar, con
cierta autonomia, recorridos y actividades en los espacios habituales y utilizar
las nociones espaciales para ubicarse y ubicar objetos; 3) que sean capaces de
representar y expresar de algun modo (oralmente, graficamente, gestualmente,
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etc) a sus companeros y companeras tanto posiciones relativas, como trayectos,
construccion de planos y mapas, etc.

En este sentido se obtendria un mayor equilibrio entre el nimero de tareas
para trabajar la orientacion estatica y la orientacion en espacios reales, ambas
necesarias y complementarias para desarrollar la capacidad de orientacion
espacial (Gonzato et al. 2011). Mientras este desequilibrio persista, los docentes
deberian tenerlo en cuenta y propiciar situaciones de aprendizaje como la men-
cionada de Berciano Alcaraz et al. (2016).
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Anexo |
Ejemplos de actividades

Mostramos algunas tareas extraidas de los libros analizados segun lo descrito
en el apartado “Herramientas de clasificacion”; en ellos se puede ver la variedad
de ejemplos que pueden ser catalogados en un mismo apartado, al igual que
algunos ejemplos “tipo” de tarea solicitada.

Uso de sistema de referencia, orientacion estatica:

Unidad 1. Ficha 11. Espiral Magica
3 anos

Indicaciones que aparecen en la
ficha:

-Colocar la pegatina del libro en la
estanteria (arriba) y el adhesivo de
la mufeca en el cesto (abajo).
-Colorear la nina.

DELANTE  DETRAS Unidad 5. Ficha 5. Espiral Mdgica

3 anos

Indicaciones que aparecen en la
ficha:

-Colorear la fruta que esta delante
del frutero.

-Nombrar la fruta que esta detras del
frutero.

-Repasar las lineas horizontales.

Orientacion estatica. Espiral Magica 3 anos.
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DE FRENTE Unidad 9. Ficha 10. Volteretas 5 anos

Indicaciones que aparecen en la
@ f , ? ? ficha:

Pinto se ha colocado en diferentes

DE ESPALDAS posiciones para ayudarnos..
-Repasar las palabras.
? , ? f -Rodear a Pinto en la posicion que
corresponde.
DERECHA
[ZQUIERDA

MM

Orientacion estatica. Volteretas, 5 anos.

Localizacion de objetos en distintos escenarios:

Unidad 2. Ficha 12. Espiral Mdgica
3 anos

Indicaciones que aparecen en la
ficha:

-Colorear los elementos que
pertenecen a la cocina.

-Meter en un circulo los objetos que
no deben tocar los ninos.

-Tachar los objetos que no deben
estar en la cocina.

Localizacién de objetos y personas en planos. Espiral Magica, 3 anos.
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:DONDE ESTA EL NOMBRE DE LAS CALLES?

Unidad 3. Ficha 1. El viaje de Suso
4 anos

Indicaciones que aparecen en la
ficha:

Suso y Burro han llegado a la
ciudad. [.] {Como lograran llegar a
la calle donde viven?

-Escuchar la historia...

-Rodear en la escena los lugares
donde estd escrito el nombre de las
calles.

Localizaciéon de objetos y personas en planos. El viaje de Suso, 4 anos.

Localizacion de objetos en sistemas coordenados:

$DONDE SE HAN ESCONDIDO?

Unidad 5. Ficha 10. El viaje de Suso
5 anos

Indicaciones que aparecen en la
ficha:

Suso esta jugando al escondite con
Ovja. [..JéCémo se podra esconder?]..]
-Buscar y rodear los animales que
estan escondidos en el grafico.
-Escribir junto a cada foto en qué
casilla estan escondidos esos
animales.

-En la parte posterior, pintar el
dibujol..]

Localizacion de objetos y personas con coordenadas. El viaje de Suso 5 anos.
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Realizacion de recorridos:

$QUIENES CUIDAN NUESTROS SENTIDOS? Unidad 1. Ficha 10. El \/iaje de Suso

ooy |
]

‘ " | Indicaciones que aparecen en la:

OCULISTA

Profesionales que cuidan los 6rga-
’ nos de los sentidos.

. R Algunos ninos del colegio usan
{ 4 gafas, como Suso. [..]
-Trazar el camino que une a cada
nino con el médico que debe visitar

en cada caso para revisarse la vista
y el oido.

Realizar el recorrido correspondiente. El viaje de Suso 4 anos

Sequir instrucciones orales y describir el recorrido. Urtxintxa 5 anos.
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Formacion en geometria analitica para futuros
profesores. Estudio de caso basado en el MKT

Training in Analytical Geometry for Future Teachers.
Case Study Based on the MKT
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Resumen: Este articulo tiene como fin caracterizar la formacion que se ofrece
a futuros profesores de matematicas en busca de configurar su conocimiento
matemdtico para ensenar (MKT) geometria analitica elemental. Se analiza el
aporte disciplinar de la asignatura Geometria |, de una carrera de formacion de
profesores de matematicas en Argentina. Se identifican en detalle los dominios
del MKT mediante las acciones realizadas por el profesor y los contenidos vis-
tos en las primeras clases de geometria analitica. La investigacion, que se aborda,
mediante un estudio de caso, tiene un enfoque eminentemente cualitativo y un
alcance principalmente descriptivo. Los resultados revelan que todos los dominios
del MKT se activaron en las clases observadas. La diversidad y especificidad de
tales activaciones puede servir como guia para orientar metodologicamente
estudios que se basen en el modelo tedrico de referencia, en la linea de forma-
cion de profesores en geometria analitica.
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Palabras clave: formacién docente — conocimiento matemadtico para ensenar
- geometria analitica.

Abstract: This paper aims to characterize the training that is offered to Mathe-
matics’ future teachers on the grounds of the mathematical knowledge for
teaching(MKT) elemental analytical geometry. It is analyzed in terms of the
curricular contribution of the subject Geometry |, in a career of mathematics'
teachers’ training in Argentina. It seeks to identify in detail theMKT domains
through the actions of the teacher and the contents of the first classes of analytic
geometry. The research, which is carried out through a case study, has got a
qualitative focus and a mainly descriptive purpose. The results reveal that all the
domains of the MKT were activated in the observed classes. The diversity and
specificity of such activations can serve as a methodological guide for studies
that are based on the theoretical model of reference, in the line of teachers’
training in analytical geometry.

Key words: teachers’ training - mathematical knowledge for teaching - analytical
geometry.

PRESENTACION

La geometria analitica vincula el algebra y la geometria, al asociar n-uplas de
ndmeros con puntos y ecuaciones con figuras, y al aplicar los métodos del alge-
bra y del calculo a la geometria elemental. La base del estudio de la geometria
analitica es la definicion de un sistema de referencia, llamado también sistema
de coordenadas. Esta rama de las matematicas tiene multiples aplicaciones en
diversas areas del desarrollo de la humanidad (topografia, fisica, biomatematica,
astronomia, ingenieria, arquitectura, arqueologia, cartografia, sociologia, geografia,
marketing, economia, logistica, etc) y esta presente en la formacién basica de
profesionales de diversos campos. Por tal razén, es una rama de las matematicas
que debe hacer parte de los curriculos de la formacion de profesores.

La asignatura anual Geometria I, de primer ano de la carrera Profesorado en
Matematica (PM) de la Universidad Nacional de Rosario (Argentina), esta cons-
tituida por dos partes: geometria sintética (Figura 1a) y geometria analitica (Figura
1b), desarrolladas en el primer y sequndo semestre respectivamente. En este
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articulo se entiende por “‘geometria analitica elemental” a la conformada por los
bloques tematicos senalados en la Figura 1b.

- 1. El espacio geométrico « 1. Vectores
) 2. Figuras planas I 2. Recta en el plano
E 3. Medidas de figuras planas E 3. Plano
Z 4. Mas sobre figuras planas ; 4. Recta en el espacio
2 5. Cuerpos: caracteristicas y ; 5. Conicas
= medidas & 6. Ecuacién general de 2°
; 6. Semejanza E grado con dos incognitas
8 7. Trigonometria 8 7. Superficies y curvas en
© 8. Movimientos en el plano o el espacio

a) b)

Figura 1. Blogues tematicos de la asignatura Geometria | del PM sobre: a) Geometria sinté-
tica; b) Geometria analitica.

En el programa de Geometria |, se alude a esta sequnda parte de la materia
como el momento en que se introducen conceptos algebraicos que permiten
resolver algunos de los problemas que se presentan en la primera parte, con
estrategias diferentes, ademas de tratarse temas nuevos. Se presenta la primera
vinculacion entre dos ramas de las matematicas (algebra y geometria) en la
carrera, y es la oportunidad ideal para que los alumnos se introduzcan en el tra-
bajo interdisciplinario, logren interpretar un mismo concepto desde dos puntos
de vista diferentes, valoren qué estrategia es la mas conveniente para resolver
un determinado problema.

En el plan de estudios de la carrera de referencia, la geometria analitica actua
como soporte conceptual y de lenguaje para diversos bloques tematicos a tratar
a posteriori, tales como calculo en una y varias variables, algebra lineal, ecua-
ciones diferenciales, modelizacion matematica, para el desarrollo de otras geo-
metrias. Ademas, si se considera el espectro laboral de los egresados de la carrera
(nivel secundario, tanto bachiller como técnico, y nivel superior, tanto en ciencias
exactas como aplicadas), sin duda la geometria analitica elemental esta presente.
Por otro lado, lo que se aprende en el primer ano de la carrera como profesor

3 Resolucion Num. 68 del afo 2015 del Consejo Directivo de la Facultad de Ciencias Exactas, Ingenieria
y Agrimensura de la UNR.
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de matematicas ineludiblemente sienta las bases sobre las cuales se edifica el
conocimiento matematico puesto al servicio de la ensefanza.

Al consultar estudios de otros investigadores referidos a la didactica de la
geometria analitica, resulta evidente la preeminencia de aquellos que tratan
acerca de problematicas sobre dificultades cognitivas al aprender geometria
analitica, sobre aquellos que se enfocan en su ensefanza en la formacion de
profesores. Asi, por ejemplo, se encuentra el trabajo de Arellano y Oktag (2009)
quienes aluden a una falta de relacion entre los registros grafico y algebraico,
al realizar conversiones entre ellos, en el tratamiento de sistemas de ecuaciones
lineales por parte de alumnos que estan finalizando la escuela secundaria. En
cuanto al registro coloquial en la lengua natural, Dallemole, Oliveira y Moreno
(2014) le asocian a su naturaleza plurifuncional una mayor complicacién, al
efectuar conversiones entre este registro y el algebraico cuando los estudiantes
que ingresan a la licenciatura en matematicas trabajan con recta y circunferencia.

Es asi que estos estudios senalan lo dificil que resulta el aprendizaje de
la geometria analitica al finalizar la escolaridad secundaria e iniciar estudios
superiores. Los investigadores se enfocan en contenidos puntuales en los que
hacen notar la complejidad subyacente a las conversiones entre registros de
representacion (Duval, 1999), aspecto inherente a la propia génesis de la geo-
metria analitica.

Por otro lado, entre los problemas de la ensenanza de la geometria analitica,
Alves, Mendoca y Coletti (2010) sefalan un nivel prioritariamente técnico en el
desarrollo de los temas recta y plano en documentos oficiales y en libros de
texto. Adicionalmente, concluyen que en el nivel secundario no se explica la
transicion del marco geometrico al algebraico, y en el nivel superior se avanza
rapidamente hacia el estudio de espacios mds abstractos, quedando perdido el
eslabdn esencial para la comprension de la geometria analitica. Acerca de los
libros de texto para la formacion de los matematicos, Karrer y Navas (2013)
consideran que estos estan fuertemente orientados al uso de registros monofun-
cionales discursivos (como el algebraico). Las autoras avanzan hacia una pro-
puesta de ensenanza, que aborda el contenido de superficies esféricas empleando
un software de geometria dinamica tridimensional, que potencia la habilidad de
visualizacién para favorecer la comprension de la conversion entre los registros
algebraico y grafico. Un estudiante que desarrolla esta habilidad, trasciende las
fases sintético-geométrica y analitico-aritmética y logra posicionarse en un modo
de pensamiento mas analitico-estructural. Resultado que concuerda con lo
planteado por Bonilla y Parraguez (2013). Por ello, estas ultimas insisten en
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propuestas de ensenanza en las que se promueva dicho modo de pensamiento
y lo ejemplifican en particular con el contenido elipse.

Pareceria, entonces, que promover una mejora de la ensenanza podria favo-
recer la superacion de las dificultades estudiantiles en diversos contenidos de
geometria analitica elemental. Como se cimentan las bases en la formacién
docente inicial en geometria analitica, es el asunto que le incumbe a este estudio.
Y esto debido basicamente a dos razones:

— la trascendencia de la geometria analitica como rama de las matematicas,
mas alla de un contenido puntual;

— lainfluencia del desempeno de los docentes que le ensenan a los futuros
profesores, dada la importancia para la formacion, de los modelos de
ensenanza vividos (Santalo, 1999).

Ante la discontinuidad entre la geometria sintética de los primeros anos de
secundaria y la geometria analitica de los dltimos,' Gascon (2002) propone
conectar en la ensenanza de la geometria en secundaria, las técnicas sintéticas
con las analiticas a fin de poner de manifiesto su complementariedad. Son
justamente las limitaciones de las técnicas sintéticas las que dan sentido a las
técnicas analiticas: de ahi la necesidad de establecer tal continuidad.

En esta direccion, Gascon (2002) sugiere retomar aquellos problemas que
habiéndose intentado con técnicas sintéticas quedaron sin resolver y, reciproca-
mente, proponer problemas cuya resolucion resulte mas sencilla y natural mediante
técnicas sintéticas que analiticas. También, para acentuar aun mas la comple-
mentariedad, se pueden proponer problemas que para ser resueltos de manera
general requieren técnicas analiticas, pero necesitan previamente de técnicas
sintéticas para disenar la estrategia de resolucion.

En un trabajo posterior (Gascon, 2003), reconoce que no es tarea facil tal
integracion analitico-sintética, dado el “autismo tematico” prevaleciente en la
escuela secundaria, exhibido en los documentos oficiales, los libros de texto y,
sobre todo, en los profesores. De este modo, un espacio propicio de indagacion
lo constituye la formacion inicial de profesores de matematicas, para estudiar

* Esta suerte de discontinuidad también se aprecia en los disefios curriculares vigentes en las distintas
provincias de Argentina. En los disefios de la provincia de Santa Fe, por ejemplo, la geometria sintética se
aborda en el eje “‘geometria y medida”y la geometria analitica se aborda desde un punto de vista mas funcional
en el eje “dlgebra y funciones’, con minimas conexiones entre ejes que alejan estos enfoques de la geometria
de la complementariedad deseada (Santa Fe. Ministerio de Educacion, 2014).
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en éste cdmo se propicia, por medio de la ensenanza, y desde el aporte disciplinar
que se brinda en la asignatura Geometria | del PM (en las clases introductorias),
la configuracion de un conocimiento matemdtico para ensefiar geometria ana-
litica elemental. Basicamente interesa conocer la formacion que se ofrece a los
futuros profesores a través del andlisis de la activacion de los dominios del
conocimiento matemdtico para ensenar (MKT) (Ball, Thames y Phelps, 2008).

Desde que existe esta materia en el curriculo (ano 2002) se ha impartido de
la misma manera: primer cuatrimestre geometria sintética y sequndo cuatrimestre
geometria analitica, pudiéndose correr el riesgo del “autismo tematico” del que
habla Gascon (2003), potenciado atin mas aqui debido a que se esta formando
a quienes luego seran los encargados de ensenar (futuros profesores). Profundizar
en la manera en que los dominios del MKT emergen en las clases, asociados a
qué contenidos vistos y qué acciones desarrolladas por el profesor, es una de
las principales motivaciones de este trabajo. Esto posibilitarg, en parte y a la luz
de los referentes considerados, aproximarnos a conocer la formacion que el PM
ofrece en geometria analitica elemental.

ENCUADRE TEORICO

El topico conocimiento y habilidades de los profesores es uno de los cinco ejes
de relevancia para las investigaciones relativas a la formacion de profesores de
matematicas (Sanchez, 2011). Engloba, basicamente, aquello de lo que debe
disponer un docente para generar una buena ensenanza. Se reconoce a Shulman
(1986) como el precursor de esta linea de investigacion sobre la formacién del
profesor, con una propuesta de categorias para conceptualizar la clase de cono-
cimiento requerido en la ensenanza de cualquier materia.

Ball et al. (2008), de la Universidad de Michigan, avanzan en la linea de
investigacion de Shulman (1986), orientandola hacia las matematicas. Segun
estos autores, la mayoria de la gente estd de acuerdo en que conocer matema-
ticas es importante para su ensefanza. Sin embargo, lo que abarca tal conoci-
miento y su alcance aun amerita indagacion especializada. Pory para ello estos
autores proponen un conjunto de seis dominios de MKT que han de disponer
los profesores (Tabla 1). Estos dominios, conjugados con fenémenos del dominio
geomeétrico, se constituyen en las categorias de analisis del presente estudio.

Ball y Bass (2003) introducen la necesidad de conceptualizar el conocimiento
matemdtico para ensenar (MKT) a partir de la observacién del trabajo de
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Tabla 1. Dominios del MKT conjugados con fendmenos relativos a geometria analitica.

D\

Conocimiento disciplinar

Dominios del MKT

Conocimiento  comun  del
contenido: matematicas de
cualquier ambito cientifico
o profesional.

Algunos fenémenos del dominio geométrico

Conceptos de sistema de coordenadas cartesianas, de
vector, de igual direccion de vectores, de vector nulo. Pro-
cedimientos para asignar coordenadas a puntos en el
espacio, para representar un segmento orientado. Deno-
minaciones de asociatividad, de elemento neutro. Nota-
ciones para coordenadas de un punto en el planoy en el
espacio, para el producto de un ndmero real por un vec-
tor. Casos de eleccion de puntos sobre una recta, un pla-
no o el espacio o de operaciones aplicadas a distintos
vectores, que se amplian mediante ejemplos variados.
Deducciones relativas al calculo de distancia entre pun-
tos, a la equivalencia de la igualdad entre vectores.

Conocimiento en el hori-
zonte matemdtico: concien-
cia sobre la génesis vy
relacion de los contenidos
matematicos.

Relaciones conceptuales entre la norma y el modulo de
un vector, mas alla de lo que se esta desarrollando en el
curso. Apreciaciones valorativas sobre los objetos geomé-
tricos, relativas a la belleza de una prueba matematica
de traslacion de vectores. Encuadres epistemologico, his-
torico y real con respecto a las ideas fundamentales de
Descartes.

Conocimiento  especializa-
do del contenido: usos es-
pecificos, adaptaciones 'y
secuenciaciones realizadas
para transformar el conteni-
do en ensenable.

Empleo de distintos registros semidticos, tanto al enun-
ciar como demostrar propiedades relativas a vectores.
Pertinencia de la seleccion de ejemplos al representar
puntos en el espacio. Formulacion de preguntas y re-pre-
guntas para favorecer el sentido matematico de las rela-
ciones entre vectores.

Conocimiento didactico del contenido
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Conocimiento del contenido
v de los estudiantes: integra
conocimiento acerca de la
cognicion de los alumnos.

Prevision de comportamientos y creencias en cuanto a
particularidades de la geometria analitica y en cuanto
a dificultades y errores de los estudiantes en la repre-
sentacion de puntos en un sistema de coordenadas.
Adecuaciones de los niveles de abstraccion con ejempli-
ficaciones para establecer conexiones entre coordenadas
y objetos. Potenciacion de respuestas estudiantiles al so-
licitar justificaciones.
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N

Dominios del MKT

Conocimiento del contenido
y de la ensenanza: conoci-
miento pedagdgico y didac-
tico especifico que requiere
un profesor para actuar en
la ensenanza.

Algunos fenémenos del dominio geométrico

Orientacién de las explicaciones al recapitular ideas so-
bre correspondencia uno a uno entre la recta y el con-
junto de los numeros reales. Promocién de la participacion
estudiantil mediante preguntas direccionadas sobre el
asunto geométrico. Administracion de los tiempos de la
clase para que las ideas centrales queden desarrolladas.
Empleo de metdforas para establecer comparaciones con
la idea de Descartes. Uso de recursos didacticos.

Conocimiento del contenido
v del curriculum: se precisa
para dar un enfoque y or-
ganizacion a los contenidos

Articulacion de los temas con contenidos de la asignatu-
ra estudiados mediante geometria sintética. Articulacion
con otras materias al mencionar estructuras que se estu-
diaran en algebra superior. Vinculacién teorfa-practica en

cuanto a definiciones y propiedades con sus posibles si-
tuaciones de aplicacion. Referencias a la geometria ana-
litica estudiada en el nivel secundario.

que se pretenden ensenar.

Conocimiento didactico del contenido

profesores en aulas de matematicas. Este modelo tedrico surge y se nutre de
investigaciones empiricas en contextos de aula. Ball et al. (2008) sugieren que
un sentido mas claro de las categorias de conocimiento requerido para la ense-
Aanza, puede dar informacion acerca del diseno de materiales de soporte para
docentes en ejercicio y docentes en formacion. Agregan que los estudios de esta
indole ayudan a clarificar un curriculum sustancial para la formacion de docentes,
profesionalmente fundado y atravesado por la practica profesional. Estas ideas
concuerdan con la formacion integral a la que se apunta en la Propuesta de
Estandares para la Acreditacion de las carreras de Profesorado Universitario
en Matematica (Consejo Interuniversitario Nacional, 2013) asi como con resul-
tados de investigaciones recientes en esta linea, en tanto campo multifacético
de estudio (Ponte, 2014) que da importancia a diversos factores que entretejen
los conocimientos matematicos necesarios para la ensenanza (Chapman, 2015).
En sintonia con la linea de Ball, en el trabajo que aqui se plantea, se procu-
ra caracterizar la formaciéon que se ofrece a futuros profesores, a partir de la
observacion de la actuacion del docente a cargo de una asignatura del nivel
superior universitario (carrera de Profesorado en Matematica) en la rama de la
geometria analitica (a nivel elemental, de introduccién de contenidos basicos).
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METODOLOGIA DE LA INVESTIGACION

La investigaciéon se abordé mediante un estudio de caso (Stake, 1999), tiene un
enfoque eminentemente cualitativo, con algunos aportes cuantitativos, y su alcan-
ce es principalmente descriptivo (Hernandez, Fernandez y Baptista, 2006). Para
recolectar la informacién, se observaron las tres primeras clases de geometria
analitica de la asignatura Geometria | del PM. Esta asignatura se desarrolla,
segun el calendario académico, de marzo a noviembre; las clases observadas
transcurrieron del 13 al 21 de agosto.

Se utilizé el andlisis del contenido, como técnica de procesamiento de la
informacion, que permite estudiar el contenido manifiesto de la informacion
recabada y clasificar sus diferentes partes, de acuerdo con las categorias de
analisis (Cabrera, 2009; Mundina, 2005).

Para conseguir el objetivo propuesto, y considerando los registros de clases
en si mismos como un medio para lograrlo, se recurrié a una segmentacion del
contenido que se desarrollé en las clases, de acuerdo al esquema propuesto por
Coll, Colomina, Onrubia y Rochera (1992) y que se sintetiza en la Figura 2.

Mapa de
Interactividad

Secuencia oz Segmento de .
Didictica E> Sesin E> Interactividad Mensaje
~ = — =

\ \
1 . 3 pad
Configuracion de
Segmentos de
Interactividad

Configuracion de
Mensajes

Figura 2. Esquema de segmentacion del contenido de las clases.

En este esquema se consideran como unidades de analisis las sesiones de
trabajo, constituidas puntualmente por cada una de las clases que se desarrollan
en el marco de una secuencia diddctica asociada a un cierto bloque tematico.
En un nivel micro, se tienen en cuenta los segmentos de interactividad, que
responden a una determinada estructura de participacion; pueden agruparse en
configuraciones de segmentos de interactividad y se secuencian constituyendo,
para cada sesion, un mapa de interactividad. Para profundizar en el proceso de
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construccion de significados se recurre a una unidad de analisis mucho mas
fina, de naturaleza esencialmente semiotica: los mensajes que a su vez pueden
agruparse en configuraciones de mensajes.

La unidad de analisis de esta investigacion estd constituida por cada una
de las tres sesiones de clase, siendo subunidades las configuraciones de men-
sajes (ocho, ocho y nueve en cada sesion respectivamente), delimitadas de
acuerdo al contenido matematico de referencia. El analisis se efectu6 a través
del MKT; sus seis dominios (Tabla 1) son las categorias del estudio. Cada categoria
esta constituida por una cierta cantidad de modalidades de acciones del profesor
(entre seis y catorce), identificadas a partir de un proceso gradual de inmersion
en los datos.

El proceso de delimitacién de las modalidades de acciones del profesory de
articulacion de las mismas con las categorias estuvo conformado por cinco fases:

* Transcripcion fiel de lo acontecido en la clase, en cuanto a manifestaciones
explicitas orales del profesor y de los alumnos (actos de habla) asi como
representaciones escritas en el pizarron por parte del profesor (aclaraciones
entre paréntesis entre los actos de habla).

» Familiarizacion con los datos a partir de una lectura global de las trans-
cripciones realizadas.

* Primera identificacion de los datos (mensajes) con aspectos particulares
de los dominios del MKT (modalidades preliminares).

* Perfeccionamiento de las modalidades iniciales, a partir de lo detectado en
todas las clases, procurando minimizar la cantidad de las mismas pero
resguardando la diversidad de la informacion que brindan.

* Revision de la asociacion modalidad-mensajes para eventualmente mejorar
la denominacion y pertinencia de las modalidades.

Es asi que cada modalidad se asocia con uno o mas mensajes (extractos de
transcripciones) que, si bien pueden estar expresados con palabras distintas,
tienen la misma naturaleza semictica (referida a lo que intenta representarse a
través de la denominacion de la modalidad).

La activacion de los diferentes dominios del MKT a través de las modalidades
emergentes, sirve en el presente estudio para caracterizar la formacién relativa
a geomeltria analitica elemental en el PM.

150 EDUCACION MATEMATICA, VOL. 29, NUM. 1, ABRIL DE 2017



Formacion en geometria analitica parafuturos profesores. Estudio de caso basado en el MKT

RESULTADOS: PRIMERA PARTE “LA EMERGENCIA
DE LAS MODALIDADES”

A continuacion se comparten las modalidades surgidas al analizar las sesiones
de clase de geometria analitica elemental. Estan agrupadas segun los dominios
del MKT (Tablas 2 a 7). Para cada una se consigna la frecuencia de deteccion y
se ejemplifica mediante mensajes que aludieron a esa nocion.

En la Tabla 2 se muestran las 13 modalidades relativas al dominio conoci-
miento comun del contenido reconocidas en las tres sesiones de clase de Geo-
metria . Seis refieren al tratamiento matematico del contenido. Esto se produce
en los planos conceptual y procedimental. EI profesor insiste en ocasiones en el
significado y 1a dimension geométrica de referencia. También efectia aprecia-
ciones sobre la precision matemdtica y la notacion, para referirse a los objetos
matematicos involucrados. Otras dos modalidades puntualizan acerca de las
denominaciones empleadas, tanto al introducir términos matemdticos como al
realizar asociaciones entre cierto nombre y la representacion grdfica. Las restantes
cinco modalidades aluden a los procesos de desarrollo matematico y van desde
la ampliacion de casos o de contenidos hasta la generalizacion, deduccion e
institucionalizacion.

Las ocho modalidades emergentes para el dominio conocimiento en el hori-
zonte matemdtico se presentan en la Tabla 3. En dos de ellas se proponen
relaciones a través del curriculum, mas alld de lo que se estd desarrollando en
ese momento. Tal es el caso cuando el profesor vincula la geometria sintética
con la analitica y cuando insinta vinculaciones matemdticas posteriores. También
aparecen apreciaciones del profesor que usualmente expresa quien conoce las
matematicas en un nivel superior al que estd ensenando, como por ejemplo
advertir sobre el alcance de las caracterizaciones matemdticas 'y valorar estéti-
camente ciertas representaciones matemdticas. El encuadre epistemoldgico se
plasmo a través de otras dos modalidades: fundamentacion de la importancia
del surgimiento de la geometria analitica y mencion de la evolucion de conceptos
en la historia de las matemdticas, haciendo ademas alusiones a la historia de
las matematicas y las aplicaciones al ubicar en el tiempo ciertos hechos funda-
mentales 'y conectar con una situacion real.

Los modos de activacion del conocimiento especializado del contenido se
resumen en la Tabla 4, con sus 14 modalidades constitutivas. Seis de ellas se
concretan a través de grdficos; el profesor hace representaciones, ejemplificaciones
y demostraciones por medio de este registro. También insiste, en ocasiones, en
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Tabla 2. Modalidades emergentes en el dominio “‘conocimiento comun del contenido”.

Modalidades Frec. Ejemplos de mensajes

Procedimental 79 Con el compas, perfecto, trazo con centro en “P" una circunfe-
rencia que tenga radio la medida de ‘AB". (2-109%)

Conceptual 57 El' lugar geométrico del plano o del espacio es un conjunto de
puntos tal que cumplen una determinada condicién. (1-63)

Significado 51 ¢Qué quiere decir un segmento orientado? Quiere decir un seg-
mento para el cual se decide cudl es el origen y cudl es el ex-
tremo. (2-70)

Institucionalizacion 26 Entonces la primera reflexion es que sea ‘X" igual a 0. Eso me
dice que esta en el plano yz (2-60)

Introduccion de 21 L.a coordenada ‘X" del punto se llama abscisa, y la coordenada

términos ‘y' que se llama ordenada. (1-47) Y la recta que contiene al

matematicos vector se denomina recta sostén. (2-92)

Ampliacion de 17 ¢éSi quisiera tener un vector que sea tres veces ‘U™ Lo vuelvo a

Casos poner... ahora si quiero un vector que sea un medio de ‘0", équé
voy a hacer? (3-206)

Ampliacion de 14 Tres, porque el espacio tiene tres dimensiones, entonces voy a

contenido usar lo que hice en el plano, ési? (S2-5D)

Deduccion 11 Por transitividad, “PP”" es paralelo a “QQ” y “QQ" es paralelo a
‘RR”, por lo tanto, sabemos que ‘PP” es paralelo a “‘RR” (3-64)
() Entonces lo que tengo es que “PP’R’R’ también es un para-
lelogramo. (3-66)

Precision 11 En realidad un “A” es mayor que 0. (1-13)

matematica Entonces son los lados de un paralelogramo, salvo que sean
colineales. (3-60)

Notacion Vamos a anotar asf ‘P” dos puntos y el numerito. (1-17)

Asociacion nombre- Esto que parece una circunferencia deformada es una elipse.

representacion (1-58)

grafica

Dimension de 2 Entonces "x = 1" es la ecuacion, en la recta es la ecuacién éde

referencia qué? (S2-24D) (..) A ver, pero en el plano, los puntos de dos
coordenadas cuya primera coordenada es 1 es la ecuacion de
una recta. (S2-26D)

Generalizacion 2 Bien, en general, el médulo de ‘0" mas V' {cobmo va a ser res-

matematica

pecto del médulo de ‘U"y el moédulo de ‘V'? (S3-41D)

* Indica el nimero de sesién (de 1 a 3) y el nimero de acto de habla del profesor (llegando a 71 en la sesion
1,129 en la sesion 2 y 215 en la sesion 3 de clases).
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Tabla 3. Modalidades emergentes en el dominio “conocimiento en el horizonte matematico”.

Modalidades Frec. Ejemplos de mensajes

Insinuacion de 16 Un versor es un vector de norma, de modulo 1, siempre que

vinculaciones diga norma va a ser modulo.. norma es un concepto mas

matematicas general. (2-111)

posteriores

Alcance de las 8 Esta es la ley del paralelogramo y esto es muy Util, ya lo vamos

caracterizaciones a ver, para descomponer un vector como suma de otros dos,

matematicas ési?, pero es menos general que la definicion que nosotros
vimos de suma porque esta definicién no vale para vectores
que estan alineados, en cambio aquella si(3-169)

Fundamentacion 5 Lo que hizo Descartes, la idea revolucionaria de Descartes fue

de la importancia transformar problemas geométricos de medicion en proble-

del surgimiento mas algebraicos, los cuales, uno los puede resolver de manera

de la geometria exacta y saber de manera exacta quién es este punto. (1-54)

analitica

Conexion con una 4 Tengo tres barcos que van navegando en linea recta, a una

situacion real determinada velocidad constante (..) Entonces a mi me intere-
sa saber, si los barcos siguen navegando en esa direccion, si
se van a chocar o no se van a chocar, ési? (1-54)

Mencién de la 2 Entonces, si es un conjunto de puntos del plano o del espacio,

evolucion de épor qué lo llamamos lugar geométrico? (..) Pero ustedes tie-

conceptos en la nen que pensar que cuando esto se empieza a estudiar, no

historia de las existia la teoria de conjuntos. (1-63)

matematicas

Ubicacion en el 2 Entonces la geometria analitica se debe a Descartes, que es

tiempo de hechos del ano (.) y su método del 1637. (1-49)

fundamentales de

la historia de las

matematicas

Valoracién 1 Esa es una forma, es mas elegante incluso que la que esta en

estética de las el apunte. (2-111)

representaciones

matematicas

Vinculacion 1 Yo voy a hacer un par de dibujos y voy a escribir un par de

geomeltria sintética-
geometria analitica

ecuaciones y ustedes me van a decir qué tienen que ver unos
con otros. (1-56)
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el adecuado empleo de los grdficos, promoviendo la interpretacion, 1a precision
asi como diversos procedimientos de representacion del objeto geométrico. El
registro simbdlico también esta presente en dos modalidades: la escritura mate-
madtica propiamente dicha y su vinculacion con enunciados coloquiales. Otras
cuatro modalidades dan cuenta de aclaraciones que hace el profesor para
robustecer matematicamente lo que se va desarrollando. Asi por ejemplo, procede
a re-significar el conocimiento, dar sentido a las denominaciones, reformular
preguntas de modo de desentranar la cuestion matematica y, acorde a esto,
emplear un lenguaje accesible sin que se pierda la esencia en cuestion. En esta
construccion también se ayuda con ejemplos que propone, presentes en las
restantes dos modalidades, atendiendo al orden en que se los presenta y a la
variedad en la eleccién de los mismos.

Tabla 4. Modalidades emergentes en el dominio ‘conocimiento especializado del contenido”

Modalidades Frec. Ejemplos de mensajes

Representacion grafica 74 Coordenadas (-2; -1) y entonces vamos a marcar... con una

linea de puntos (mientras dibuja en el pizarron). (1-45)
—

Escritura simbolica 39 Egte un unico punto “Q" tal que “AB" es igual al vector
‘PQ" (mientras escribe el enunciado en el pizarron). (2-
100)

Re-significacion del 35 Exacto, la magnitud escalar, tantos kilometros por hora es

conocimiento una magnitud escalar, la velocidad media, no me alcanza

para determinarlo porque también deberia saber por don-
de se mueve... no es lo mismo para aca o para alla(2-74)

Interpretacion grafica 8 Entonces de este lado voy a poner al V' y entonces el
menos V' va a estar del otro lado. (3-172)

Ejemplificacion grafica 7 Entonces este vector que dibujé aca y este de aca no van
a ser iguales, tienen distinto modulo pero tienen igual di-
reccion y con este que estd aca también tienen igual
direccion. (2-92)

Lenguaje accesible 5 Es como un circulo achatado a uno de los lados. (1-59)
Orden de presentacion 5 éCémo ubico un punto de coordenada 2? (1-17) (..) dUn
de ejemplos punto que tenga coordenada ]3? (1-18) (..) ¢El punto que

tiene coordenada -3 (1-20)
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Modalidades Frec. Ejemplos de mensajes
Variedad en la eleccion 5 Supongamos que tenemos que ubicar un punto ‘P" que
de ejemplos tiene coordenadas (1; 1; 1), un punto “Q" que tiene coorde-
nadas (-1; 2; 0) y el ‘R’ que tiene coordenadas (1; -1; 1).
(2-11)
Demostracion grafica 4 Entonces tenemos por un lado el vector “U” y, por otro lado,

un vector que es V' mas ‘W, por suerte aca ya tengo ubi-

v

cado 'V'y ‘W' de manera que, con origen en ‘Q’, ‘W' tenga

v

origen en el extremo de V', ési? Entonces, V' es “OR" y ‘W'

es.. (3-122)

Sentido de las 4 Entonces, si es un conjunto de puntos del plano o del
denominaciones espacio, {por qué lo llamamos lugar geomeétrico? (1-63)
Enunciado coloquial y 3 Para todo ‘U” existe su opuesto (mientras escribe en el pi-
escritura simbolica zarron). (3-96)

Procedimiento de 2 El que no se lo acuerde de memoria esta perfecto, buscan
representacion del menos ‘V'y hacen la suma usual, ya esta esto simplemen-
objeto geométrico te.. “U" menos V' a partir de menos V, sin necesidad de

dibujar el paralelogramo.,(3-203)

Precision en la 2 Quedo bastante mal dibujado, se confunde, vamos a ha-
representacion grafica cer los ejes distintos porque si no se va a confundir todo
(vuelve a hacer el grafico cambiando levemente la posi-
cion del eje x). (2-13)

Reformulacion de 2 El modulo de “U" mas V' écdmo va a ser respecto del moé-

preguntas dulo de ‘U y el médulo de V? (3-41) (..) éCodmo va a ser
el modulo de la suma respecto de la suma de los modu-
los? (3-43)

El conocimiento del contenido y de los estudiantes, en este caso de geometria
analitica elemental y de futuros profesores respectivamente, comprende nueve
modalidades (Tabla 5). En cinco se explicitan previsiones o supuestos acerca de
los estudiantes en situacion de aprendizaje: sobre sus creencias, sus dificultades,
sus errores habituales, qué les puede resultar menos complejo o directamente
desprovisto de complejidad. Y, en ese marco, emergen otras dos modalidades
en las que el profesor indaga sobre el entendimiento en la clase y realiza
ejemplificaciones de acuerdo al nivel de abstraccién de los alumnos. También
se tienen en cuenta las respuestas de los estudiantes (las restantes dos
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modalidades), al considerarlas cuando se agrega una justificacion por parte del
docente o bien cuando el profesor las potencia mediante la justificacion solici-
tada a los alumnos.

Tabla 5. Modalidades emergentes para el dominio “‘conocimiento del contenido y de los

estudiantes’.

Modalidades Frec. Ejemplos de mensajes

Consideracion de las 25 Tres, porque el espacio tiene tres dimensiones. (2-5)

respuestas de los No.. X" e *y" pueden ser cualquiera. (2-50)

estudiantes con

justificacién dada por

el docente

Indagacion sobre 13 ¢Se entendio esto de como dar coordenadas y como mar-

entendimiento car los puntos en el espacio? (2-15)
¢Quedé claro lo que es que dos vectores sean iguales?
(2-111)

Ejemplificaciéon segun 6 Como si tuvieramos una cuadricula, las cuadras son cua-

nivel de abstraccion de dradas, basicamente, la coordenada en ‘X’ me dice cuan-

los alumnos to me tengo que mover en la direccion horizontal y la
coordenada en ‘y" me dice cuanto me tengo que mover
en la direccién vertical para llegar a ese punto. (2-72)

Supuesto sobre menor 6 Bien, vamos a hacer el (-1; 2; 0),este es mas facil. (2-13)

complejidad La forma mas simple es usando esta igualdad. (2-96)

Prevision de 4 Ojo que este es el eje z en el espacio, parece el 'y de

dificultades cuando uno dibuja los ejes en el plano, ya se van a tener
que acostumbrar a dibujar, el “X" e *y" estan abajo. (2-64)

Prevision de errores 3 Cuidado cuando dibujen porque subir 1 no quiere decir
que tiene que llegar hasta acé (senalando la coordenada
1 del eje 7). (1-13)

Supuesto de ausencia 3 Esto es trivial. (2-100)

de complejidad Es logico que me iba a dar lo mismo. (3-182)

Potenciacion de las 2 Bien, épor qué? (3-186)

respuestas de los

alumnos desde la

justificacion

Prevision de creencias 2 Es uno de los hechos mas importantes, por mas que aho-
ra les parezca una pavada. (1-32)
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Las 11 modalidades reconocidas en el dominio conocimiento del contenido
y de la ensenanza se muestran en la Tabla 6. Tres de ellas se relacionan con
las formas de orientar la explicacion por parte del profesor, ya sea cuando invita
a los alumnos a participar, direcciona preqguntas por ¢l formuladas o recapitula
lo desarrollado al momento. Va hilvanando las ideas con lo previo (dos moda-
lidades), al evocar conocimientos que deberian estar a disposicién y al usar ideas
relativamente recientes. A veces se vale de metdforas y analogias o de ejemplos
vinculados con la cotidianeidad (otras dos modalidades). También emplea algunos
recursos tales como fibrones de colores para remarcar, elementos del aula para
modelizary el apunte por él escrito que se constituye en material de estudio. En
ocasiones hace explicitos comentarios que aluden a la administracion del tiempo
de la clase.

El conocimiento del contenido y del curriculum tiene seis modalidades aso-
ciadas (Tabla 7). En tres de ellas el profesor alude a la propia asignatura Geometria
l, ya sea con respecto a la articulacion de los contenidos que van desarrollando,
la vinculacién entre las partes tedrica y prdctica de 1a materia asi como la orga-
nizacion y preparacion del material de estudio de la misma. También, en otra
modalidad, se mencionan algunas potenciales relaciones con contenidos de
otras asignaturas de la carrera. Y en las dos restantes se referencia al nivel
secundario de educacion, en los planos del qué (contenidos) y del cémo (forma
de trabajo).

Con respecto a la frecuencia de activacion de cada modalidad por cada
dominio es posible apreciar que todos los dominios del MKT son activados en
las clases de Geometria |, con predominio del conocimiento comtn y del espe-
cializado del contenido. También se pueden identificar cuales son, dentro de cada
dominio, las modalidades que mas/menos emergen. Por ejemplo, en el conoci-
miento del contenido y de la ensenanza se aprecia una marcada diferencia entre
las frecuencias absolutas de las modalidades invitacion a la participacion y uso
de metdforas y analogias, de 32 y 1 respectivamente. Ademas se observa, al
comparar los dominios entre si, que la cantidad de activaciones difiere bastante
de uno a otro. Asi es el caso del conocimiento especializado del contenido que
tiene 14 modalidades cuyas frecuencias estan entre 2y 74, y del conocimiento
del contenido y del curriculum con 6 modalidades entre los valores 1y 10.

Con el fin de mostrar la manera en que se llevd a cabo la categorizacion y
de ejemplificar el modo en que se realizaron las asociaciones modalidad-men-
saje, se presenta a continuacion un extracto de la primera sesion de clase que
se considera relativamente representativo de la misma. Se pueden advertir
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Tabla 6. Modalidades emergentes para el dominio “conocimiento del contenido y de la

ensenanza’
Modalidades Frec. Ejemplos de mensajes

Invitacion a la 32 ¢Alguien sabe por qué?, équé quiere decir que esa recta se

participacion corresponde con la ecuacion ‘y = mx +h"? (1-65)

Direccionamiento de 17 “U" mas ‘V' va a ser un vector que, (qué caracteristicas va a

preguntas tener?, ésu médulo quién va a ser? (3-31)

Evocacion de 12 Es lo mismo que haciamos para las traslaciones, ése

conocimientos previos acuerdan? (2-93)
¢éSe acuerdan qué era una relacién de equivalencia? (2-96)

Uso del apunte como 11 En el apunte lo tienen demostrado, les digo como para que

material de estudio lo lean. (2-68)
Que no lo tienen incluso en el apunte, lo pueden agregar.
(2-111)

Administracion del 9 Entonces vamos a dar las propiedades de la suma, lo

tiempo enuncio y hacemos un pequeno corte. (3-88)

Recapitulacion 6 Logramos el objetivo que es describir a los lugares geomé-
tricos del plano o del espacio que ya conocemos o supo-
nemos que CONOCemos con sus ecuaciones, esto significa
que... (2-68)

Uso de colores 6 Aca tengo el vector suma que lo vamos a marcar asi (y lo
dibuja con color). (3-54)

Uso de ideas recientes 4 Entonces, lo que vamos a hacer es aprovechar lo que sa-
bemos de la recta. En la recta nosotros sabemos dar coor-
denadas a los puntos, lo que hicimos recién aca... (1-36)

Eleccion de ejemplos 3 Entonces si yo estoy parado acd, supongamos que tengo

vinculados con la que llegar a cierta parte de un edificio. (2-7)

cotidianeidad

Uso de elementos del 3 En la arista que me da la union de estas dos paredes (se-

aula para modelizar falando un rincon del salon), y las dos aristas del piso, ési?
(2-5)

Uso de metdforas y 1 Un diccionario, si se quiere, entre dlgebra y geometria. (1-56)

analogias
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Tabla 7. Modalidades emergentes en el dominio “conocimiento del contenido y del curriculum”

Modalidades Frec. Ejemplos de mensajes
Articulacion en la 10 Todo lo que esta del lado derecho (sefalando las expre-
misma asignatura siones algebraicas de los lugares geométricos dibujados

del lado izquierdo) lo vamos a estudiar en algiin momen-
to del cuatrimestre. (1-63)

Articulacion con 9 Ya van a ver operaciones en algebra, van a ver otras es-
contenidos de otras tructuras a partir del ano que viene(3-88)
asignaturas

Supuesto sobre forma 6 En la escuela deben haber dado sistemas de ecuaciones,
de trabajo en el seguramente, y les hacian hacer la resolucion geométrica
secundario y después la resolucion analitica. (1-54)

Articulacion con 2 ¢Alguien tuvo fisica en la escuela secundaria en algun
contenidos del ano o fisico-quimica? (3-17) () Bien, trabajaron con siste-
secundario mas de fuerzas(3-19)

Organizacion y 2 Vamos a hacer un ejemplo mas que no esta en el apunte.
preparacion del material (2-30)

Vinculacioén teoria- 1 La tienen demostrada en el apunte, pero.. esto es para
practica que puedan hacer la practica. (2-68)

activaciones de cuatro de los seis dominios del MKTy, a su vez, dentro de cada
categoria, se recorren distintas modalidades. Ademas, en el extracto selecciona-
do es posible observar un “salto” de configuracion (de la tercera a la cuarta)
asociado a un cambio en cuanto al contenido de referencia: se cierra el trata-
miento sobre la correspondencia biunivoca entre puntos de la recta y nimeros
reales y se comienza a trabajar con la correspondencia en el plano.

1-32: No es... bueno, estd bien, va a ser distancia, pasa que todavia no tengo definida
la distancialconocimiento en el horizonte matemadtico: insinuacion de vinculaciones
matemdticas posteriores]. Va a ser tal que, en un sistema que yo haya fijado, de
medicion, la longitud del segmento “OP”, me da ese numero o el médulo de ese
numero, porque podria ser negativo, por la longitud del “OPy’, ébien? Entonces yo
les doy el numero real “@" y va a ser un punto “P" que esté a la derecha de “0",
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porque es positivo, de manera que el segmento “OP” sea un multiplo “@” del “OP,"
y si les doy menos “@", al punto lo ubico a la izquierda del “O"[conocimiento comtn
del contenido: procedimental]. Entonces la correspondencia también es sobreyectiva;
dado un ndmero real cualquiera, siempre encuentro un punto “P” tal que tenga
a ese numero real como coordenada [conocimiento comun del contenido: institu-
cionalizacion]. Por eso decimos que es una correspondencia biunivoca, ébien? La
importancia de este hecho es fundamental, es uno de los hechos mas importantes,
por mas que ahora les parezca una pavada [conocimiento del contenido y de los
estudiantes: prevision de creencias], que no le encontremos mucho sentido, decir,
bueno, a un punto le asigno un numero o, esta bien, es algo que a lo mejor es
trivial, pero que ha revolucionado la historia de las matematicas[conocimiento en
el horizonte matemadtico: fundamentacion de la importancia del surgimiento de la
geometria analitical. [Cambio de configuracién] Vamos a ver, ahora, cémo damos
coordenadas en el plano. éSe acuerdan como dabamos coordenadas en el plano?
[conocimiento del contenido y de la ensefianza: evocacion de conocimientos previos]
(mientras borra el pizarron). A ver, équé tenia que hacer para dar coordenadas en
el plano? [conocimiento comun del contenido: procedimental] (pausa). éQué quiere
decir dar coordenadas en el plano? [conocimiento comtn del contenido: significado]
(nadie responde). No lo vimos hace tanto como para que ya se lo hayan olvidado
[conocimiento del contenido y de la ensenanza: evocacion de conocimientos previos],
a ver, {Qué hace..? (algunos alumnos comentan entre si posibles respuestas). No,
no hace falta que den una definicién formal ni mucho menos, porque tampoco
vimos una cosa muy formal. Piensen, a ver, équé se les viene a la cabeza cuando
piensan en coordenadas de puntos en el plano? [conocimiento del contenido y de
la ensefianza: invitacion a la participacion).

Cada una delas modalidades emergentes permite “acercar” el contenido de
los mensajes a las categorias del estudio (dominios del MKT) en pos de carac-
terizarlas, con el fin de alcanzar el objetivo propuesto: conocer la formacion que
se ofrece a los futuros profesores en geometria analitica elemental a través de
la activacion de los dominios del MKT.

RESULTADOS: SEGUNDA PARTE “LO SUCEDIDO EN LAS CLASES”

Cabe recordar que las unidades de analisis de la investigacion, son cada una
de las tres sesiones de clase de Geometria I. Las subunidades de analisis, de
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acuerdo al contenido matematico de referencia, son las configuraciones de
mensajes identificadas. A su vez, las configuraciones de mensajes agrupan las
modalidades.

En la sesion 1 se reconocieron ocho configuraciones de mensajes:

1. Idea global de la esencia de la geometria analitica.

2. Procedimiento base para la correspondencia entre la recta y el conjunto
de los numeros reales.

3. Andlisis de la propiedad de biunicidad para la correspondencia en la
recta numeérica.

4. Procedimiento base para la correspondencia en el plano cartesiano.

5. Andlisis de la propiedad de biunicidad para la correspondencia entre el
plano cartesiano y el conjunto de pares de numeros reales.

6. Importancia de la geometria analitica y del método de Descartes.

Relacion 1-1 como base de la geometria analitica.

8. Ampliacion de la relacion 1-1.

~

En la Tabla 8 se presentan las frecuencias absolutas de activaciones de cada
dominio, cuyo contenido -de acuerdo a las modalidades emergentes- sera sin-
tetizado a continuacion.

Con el proposito de esclarecer el contenido de la Tabla 8, se presenta una
secuencia sintetizada de activaciones de las distintas modalidades para cada
dominio del MKT, correspondientes a la sesion 1.

 Conocimiento comun del contenido

Secuencialmente: procedimientos y conceptos (con significados) = ampliacién
de casos (atendiendo a la precision matemdtica) = institucionalizacion >
procedimientos (para ampliar casos) = introduce términos matemdticos=> reto-
ma conceptos y significados = deducciones e institucionalizacion. Transversal:
significados.

» Conocimiento en el horizonte matematico

Sobre el final: ubicacion en el tiempo de hechos = conexién con situaciones
reales = vinculacién sintético-analitica = evolucion de conceptos matematicos.
Transversalmente: insinta vinculaciones matemdticas posteriores / presenta fun-
damentos sobre la importancia del surgimiento de esta rama de las matematicas.
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Tabla 8. Dominios activados en las configuraciones de mensajes 5 a 8 de la sesion 1.

Configuraciones de mensajes

1 2 3 4 5 6 7 8

Dominios del MKT

Conocimiento comun del
contenido

Conocimiento en el
horizonte matematico

Conocimiento
especializado del 4 10 2 10 2 2 6 4
contenido

Conocimiento
disciplinar

Conocimiento del
contenido y de los 1 2 3 3 0 0 0 0
estudiantes

Conocimiento del
contenido y de la 0 3 1 6 1 2 5 2
ensenanza

Conocimiento del
contenido y del 1 0 0 0 1 2 2 0
curriculum

Conocimiento didactico del
contenido

» Conocimiento especializado del contenido
Inicio: re-significacion de conocimientos. Comienzo, intermedio y final: escritura
simbolica (siempre con otra modalidad). Transversal: representacién grdfica.

» Conocimiento del contenido y de los estudiantes
En la primera mitad de la clase: respuestas de los estudiantes con justificacion
dada por el docente (con 7 activaciones).

» Conocimiento del contenido y de la ensenanza

En la sequnda mitad de la clase: inicia la actividad de la configuracion de men-
sajes evocando conocimientos previos. Transversal: invita explicitamente a los
alumnos a participar.

» Conocimiento del contenido y del curriculum

Inicio y final: articulaciones de esta parte de la asignatura (geometria analiti-
ca) con la anterior (geometria sintética), entre otras modalidades con escasa
aparicion.
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En la segunda sesién de clase fueron ocho las configuraciones de mensajes
identificadas:

O N oUW

Representacion de un punto en el espacio.
Lugares geométricos de dimension 0, 1y 2.
Operaciones con lugares geométricos.
Lugares geométricos de dimension 3.
Introduccion a vectores.

Igualdad de vectores.

Propiedades de la igualdad de vectores.
Angulo entre vectores.

Una sintesis de la activacion de los dominios en las configuraciones de
mensajes, indicandose solo las frecuencias de las modalidades, se presenta en
la Tabla 9.

Tabla 9. Dominios activados y configuraciones de mensajes de la sesion 2.

Conocimiento

Conocimiento didactico del
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disciplinar

contenido

Dominios del MKT

Conocimiento comun
del contenido

Configuraciones de mensajes

16

11

3

4

10

5 6

9 23

17

17

Conocimiento en el
horizonte matematico

Conocimiento
especializado del
contenido

10

11

5 12

13

14

Conocimiento del
contenido y de los
estudiantes

11

Conocimiento del
contenido y de la
ensenanza

10

Conocimiento del
contenido y del
curriculum
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Se procede a comentar de manera sucinta algunas particularidades de la
activacion de cada uno de los dominios para la sesion 2.

» Conocimiento comun del contenido

Secuencialmente: procedimientos que amplian lo desarrollado en la clase anterior
-> detenimiento en lo conceptual = deducciones Transversal: instancias parciales
de institucionalizacién, acompanadas de significados.

» Conocimiento en el horizonte matematico

Intermedio y final: alcance de las caracterizaciones matemdticas, acompanado
por insinuaciones de vinculaciones matemdticas posteriores, entre otras moda-
lidades menos recurrentes.

» Conocimiento especializado del contenido

Inicio: representacion acompafnada de precision. Sobre el final: representacion =
ejemplificaciones e interpretaciones en dicho registro. Transversal: representacion
grdfica/escritura simbdlica acompanada de re-significacion del conocimiento.

» Conocimiento del contenido y de los estudiantes

Secuencialmente: consideracion de las respuestas de los estudiantes con justi-
ficacién dada por el docente y ejemplificacion sequin el nivel de abstraccion de
los alumnos, acompanadas por prevision de dificultades y errores asi como
indagacién sobre entendimiento = consideracion de las respuestas de los
estudiantes con justificacion dada por el docente. Transversalmente: comenta-
rios acerca del grado de complejidad de lo que se esta desarrollando.

» Conocimiento del contenido y de la ensenanza

Al introducir nociones o al ejemplificar: vinculaciones con elementos concretos,
ya sea del aula o de la cotidianeidad. Transversal: direccionamiento de preguntas
acompanado de invitacion a los alumnos a participar/ se busca anclar lo que
se esta construyendo mediante evocacion de conocimientos previos 'y uso de
ideas recientes.

» Conocimiento del contenido y del curriculum

Secuencial: se articula con otras asignaturas = se realizan suposiciones sobre
la forma de trabajo en el nivel secundario de educacién (acompanadas de
comentarios sobre el material de estudioy vinculaciones con la prdctica). Trans-
versal: articulacion en la misma asignatura Geometria |.
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Las siguientes son las nueve configuraciones de mensajes de la sesion 3.
En la Tabla 10 se resumen las frecuencias de activaciones de los dominios
del MKT.

Definicién de suma de vectores.

Analisis por casos del médulo del vector suma.

Buena definicién de la suma de vectores.

Enunciacion de las propiedades de la suma de vectores.
Demostracion de propiedades.

Regla del paralelogramo para la suma de vectores.
Diferencia de vectores.

Regla del paralelogramo para la diferencia de vectores.
Producto de un numero real por un vector.

O 0N oy LT W

Tabla 10. Dominios activados y configuraciones de mensajes de la sesién 3.

Configuraciones de mensajes
Dominios del MKT

1 2 3 4 5 6 7 8 9

Conocimiento comun

del contenido 8 8 |12 126|191 0 2 5 | 13

Conocimiento en el
horizonte matematico

Conocimiento
especializado del 13 8 11 8 15 2 4 4 8
contenido

Conocimiento disciplinar

Conocimiento del
contenido y de los 3 2 2 1 5 0 1 5 0
estudiantes

Conocimiento del
contenido y de la 3 3 7 5 7 1 0 2 5
ensenanza

Conocimiento del
contenido y del 3 1 0 7 0 1 0 0 0
curriculum

Conocimiento didactico del
contenido
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Acerca de las activaciones en esta tercera sesion es posible advertir:

 Conocimiento comun del contenido
Secuencial: se presentan conceptos junto a procedimientos asociados = se
institucionaliza. S6lo en una configuracion: se realizan deducciones.

 Conocimiento en el horizonte matematico
Al inicio y en dos momentos intermedios: vinculaciones matemdticas posteriores.

» Conocimiento especializado del contenido

Transversal: representacion grdfica acompanada de otras acciones desde lo
grafico: ejemplificacion, interpretacion y demostracion/ escritura simbdlica acom-
panada de enunciado coloquial simultaneo en algunas instancias.

» Conocimiento del contenido y de los estudiantes

Intermedio y final: indagacion sobre entendimiento (en configuraciones asociadas
a demostraciones o justificaciones de reglas). Inicio y cierre: consideracion de
las respuestas de los alumnos con justificacion dada por el docente.

» Conocimiento del contenido y de la ensefanza

En distintos momentos de la clase: promocion de la participacion de los estu-
diantes (no se evidencia cuando enuncia propiedades, presenta reglas o expone
una definicion) / se alude al apunte disenado por el docente como material de
estudio para los alumnos / se usan colores para resaltar ideas / se evocan
conocimientos previos (cuando se enuncian propiedades). Intermedio y final:
administracion del tiempo.

» Conocimiento del contenido y del curriculum

[nicio: articulaciones de contenidos y forma de trabajo con el nivel secundario.
Intermedio: articulacion con contenidos de otras asignaturas. De manera aislada:
vinculaciones con lo desarrollado previamente en esta asignatura.

CONCLUSIONES

Este estudio tuvo como foco de analisis las clases introductorias de geometria
analitica en la formacion de profesores de matematicas, mediante observaciones

166 EDUCACION MATEMATICA, VOL. 29, NUM. 1, ABRIL DE 2017



Formacion en geometria analitica parafuturos profesores. Estudio de caso basado en el MKT

de lo que dice y hace el profesor que imparte la clase (formador de formadores).
Acorde con lo sefalado por Ball y Bass (2003), se ha procurado conceptualizar
el MKT en una rama (geometria analitica elemental) y nivel (primer ano de
estudios superiores para profesor en Matematica) determinados.

En cuanto al conocimiento especializado del contenido, se valora especial-
mente el énfasis puesto por el docente en las representaciones graficas realizadas,
en abundancia, apoyadas muchas veces con explicaciones en lenguaje coloquial
o0 simbdlico. Esto se constituye en un elemento clave en una formacion de pro-
fesores de matematicas, que intenta superar lo que Arellano y Oktag (2009)
sefalan en cuanto a una falta de comunicacion entre los distintos registros
semidticos en la ensefanza. También lo es para lo que Karrer y Navas (2013)
observan en relacion con una ausencia del tratamiento de registros plurifuncio-
nales, asi como para atender las dificultades que describen Dallemol et al. (2014).

Las clases observadas permiten vislumbrar acciones formativas orientadas
a revertir el panorama de la escuela secundaria descrito por Alves et al. (2010)
debido a que, por ejemplo: se explicita el significado de los conocimientos que
se van construyendo (conocimiento comun del contenido); se (re)trabajan los
contenidos supuestamente abordados en el nivel secundario (conocimiento
del contenido y del curriculum); se vinculan los marcos geométrico y algebraico
que constituyen la geometria analitica (conocimiento en el horizonte matemdtico)
y se establecen conexiones entre los enfoques sintético y analitico de la geometria
(conocimiento del contenido y del curriculum). Todo ello pareciera indicar que
se propende por formar profesores de forma que se trasciende un nivel técnico
de ensenanza.

Sobre esto ultimo se resalta que en las clases, en coincidencia con lo que
proponen Bonilla y Parraguez (2013), para favorecer la comprension de los
estudiantes y desarrollar su pensamiento especifico, se produce una constante
vinculacion geometria-algebra (articulando los registros grafico, simbolico y
coloquial) por medio de la cual se le otorga sentido geométrico a las ecuaciones
que se obtienen sin priorizar las técnicas analiticas.

Por otro lado, en el conocimiento especializado del contenido es posible
advertir profundidad en el tratamiento de lo grafico al involucrarse operaciones
mentales diversas, ya sea en la representacion grafica en si, como en otras
acciones que robustecen el proceso. De hecho se recurre a lo grafico en momentos
en que se requiere rigor matematico, potenciando su utilidad, por ejemplo al
hacer una demostracion. Se cree que de este modo se contribuye a emplear los
graficos de una manera que dista de un uso instrumental de simbolos y que
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posibilita construir una concepcion global del objeto representado. Todo ello
pareciera senalar que la formacion que se ofrece en el PM intenta superar un
eventual “autismo tematico” o falta de complementariedad entre enfoques en la
ensefnanza de la geometria (Gascon, 2003).

El analisis de los resultados refleja que todos los dominios del MKT, en mayor
o menor medida, son activados en las clases de geometria analitica observadas.
A su vez, la diversidad de modalidades que se han detectado da indicios de la
profundidad y riqueza de los conocimientos que se ponen en juego en dichas
clases, incluso mas alla de lo especificamente disciplinar. De esta manera, se ha
logrado caracterizar la formacion que se ofrece a los futuros profesores de
matematicas en el PM en lo concerniente a geometria analitica elemental des-
de los dominios del MKT activados en clases disciplinares.

El principal aporte de este articulo en cuanto a la investigacion especializa-
da, radica no solo en la caracterizacion de la formacion que ofrece el PM en
esta rama de las matematicas, sino también en el amplio espectro de modalidades
que se han logrado detectar. Estas podrian ser consideradas como encuadre, en
estudios posteriores relativos al tema, respecto de qué es posible “encontrar” al
interior de cada dominio. En este sentido, puede servir para orientar metodolo-
gicamente otros estudios que usen el modelo MKT en investigaciones relativas
a la formacion de profesores de matematicas, en particular para quienes quieran
emplear dicho modelo teorico y disenar un instrumento para analizar descripti-
vamente un discurso.

Finalmente se destaca que este trabajo contiene informacion especifica de
numerosas cuestiones a tener en cuenta por parte de un profesor en sus clases
de geometria analitica elemental, por lo que permite repensar la ensenanza a
nivel cuerpo docente en el marco de la carrera PM y, mas ampliamente, contri-
buye a la reflexion y a la formacion continua de docentes en matematicas.
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Resumen: Presentamos en este articulo los resultados de una experiencia didac-
tica cuyo objetivo fue que los estudiantes aprendieran el concepto de dngulo.
Para lograrlo, se disen¢ una actividad orientada por una ingenieria didactica.
En el analisis preliminar se integran los resultados de investigaciones anteriores,
que destacan la especificidad de los fenomenos didacticos asociados al concepto

escolar de dngulo, y algunas consideraciones histéricas y didacticas.

Aun cuando la experiencia didactica fue satisfactoria para la profesora y
los estudiantes, de una evaluacion inicial se concluye que el concepto de angulo
no se “aprendio” en un sentido formal y absoluto, pero se desarrollan significados
asociados a su naturaleza, por lo cual podemos decir que los estudiantes ponen

en uso la angularidad para interactuar con su medio.
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Abstract: We present on this paper a didactic experience which main goal was
students learning the concept of angle. To achieve it a design was conducted
by a Didactic Engineering. The preliminary analysis integrates previous research
results that highlight specificity of didactic phenomena associated to the school
concept of angle, and some historic and didactical considerations.

Even when the didactic experience was satisfactory for the teacher and her
students, from an initial evaluation is concluded that the school concept of angle
is not “learned” in a formal and absolute sense, but associated meanings to its
nature are developed; so we say students can use angularity in order to interact
with their environment.

Keywords: Angle, Meanings of angle, Angularity, Didactic Engineering, Didactic
contract.

1. INTRODUCCION

El concepto de dngulo es introducido por primera vez en cuarto grado de la
educacion primaria del sistema educativo mexicano. Se asume que cuando
los estudiantes ingresan a la secundaria son capaces de usarlo, medirlo y apli-
carlo en las clases de matematicas, fisica y dibujo técnico. Los alumnos se
familiarizan con las escuadras del juego geométrico denominandolas como
de 30°-60°y la de 45°% sin embargo, por su forma (triangular), en ocasiones no
distinguen una de otra, o hacen uso inapropiado de ellas. Por ejemplo, cuando
se les solicita que dibujen una linea a 45° suponen suficiente usar la escuadra
correspondiente, independientemente de la posicion en que se coloque. Uno de
los conflictos que mas llamé nuestra atencién fue el uso que hacen del trans-
portador al medir dngulos en una circunferencia, ya que lo usan como regla
para medir la longitud del arco (Figura 1).

A partir de una revision bibliografica identificamos que estas dificultades
-junto con otros conflictos y malentendidos- se constituyen en un fenémeno
diddctico asociado a la particularidad del concepto matematico dngulo, pues
se presentan independientemente del pais, el contexto o los paradigmas de
ensenanza y aprendizaje, de las experiencias educativas e investigaciones
hasta ahora reportadas.
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Figura 1. Manipulacién inapropiada del transportador.

2. EL FENOMENO DIDACTICO

Investigaciones como las de Casas (2002), Casas y Luengo (2005), Mitchelmore
y White (2000), Clements y Burns (2000), Fyhn (2007) y Munier y Merle (2009)
hacen un reconocimiento explicito de la dificultad impuesta por el propio
concepto de dngulo, a proposito de su naturaleza multifacética. Analizan con-
flictos de los estudiantes, disenan situaciones problema y proponen explica-
ciones teoricas sobre la construccion del concepto de dngulo. En un panorama
general, las dificultades mas comunes de los estudiantes estan relacionadas
con lo siguiente:

* La coordinacion de las distintas facetas del concepto, por ejemplo como
giro (Mitchelmore y White, 1998), o como inclinacion (Douek, 1999).

* Asumir que la longitud de las rectas que definen al angulo afecta su
medida.

* |dentificar al angulo dentro de otras figuras.

» Reconocer como angulos los de medida 0°, 180° y 360°.

Estas dificultades se pueden asociar con el tipo de definicién trabajada, asi
como con el Unico instrumento utilizado para medirlo: el transportador. Su natu-
raleza multifacética se refiere especificamente a la diversidad de definiciones que
se encuentran en los libros, cada una ajustada a ciertas estructuras matematicas
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formales. Tres clases particulares de la definicion de dngulo suelen ser las mas
frecuentes (Mitchelmore y White, 2000: 209):

e Cantidad de giro, alrededor de un punto, entre dos lineas.
* Un par de rayos con un punto en comun.
* Una region formada por la interseccién de dos semiplanos.

Ademas de estas clases, se reconoce que el concepto tiene propiedades
estdticas o dindmicas asociadas con las definiciones y representaciones usadas
como apoyo para la manipulacion del concepto en el aula.

Asi como existen distintas definiciones en los libros, también se reconocen
diferentes definiciones que ha tenido en la historia, dependiendo de la situacion
matematica donde se trabaje. Keiser (2004) hace una comparacién entre el
devenir historico del angulo y las concepciones de los estudiantes en tres
categorias:

1) ¢éQué se mide en realidad cuando nos referimos al tamafio de los
angulos?

2) <dLos angulos pueden incluir curvas?

3) Las dificultades en conceptualizar angulos de 0°, 180°y 360°.

El autor reconoce la necesidad de trabajar -al igual que en el devenir histo-
rico- en diferentes direcciones, con variedad de representaciones, en distintos
contextos y situaciones angulares.

Una forma de abordar la nocion de dngulo y beneficiar su aprendizaje es
trabajarlo en estrecha relacion con situaciones angulares en contextos fisicos.
En esta direccion se enfocan los trabajos con las sombras (Douek, 1999), el
alpinismo (Fyhn, 2007), la medicion del arco del horizonte (acimut) y el campo
visual (Munier y Merle, 2009). Todos ellos aportan elementos para mejorar el
aprendizaje del concepto en cuestion. Sin embargo, consideramos que sus resul-
tados dependen en gran medida del escenario (extra-aula) en el cual se llevan
a cabo las actividades.

Tomando en consideracion estos antecedentes y las caracteristicas particulares
del escenario escolar donde identificamos las dificultades de los alumnos, ela-
boramos un diseno para llevar a cabo una experiencia didactica que los hiciera
transitar por la manipulacion, medicion y cuantificacion del angulo, para valorar
si con esta interaccion es posible el aprendizaje del concepto escolar de dngulo
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0, en todo caso, ampliar su comprensién y vincularlo con las definiciones y
aplicaciones escolares trabajadas durante anos previos.

3. CONSIDERACIONES TEORICAS PARA LA ORGANIZACION DIDACTICA

Para orientar la interaccion de los estudiantes con el concepto escolar de dngulo,
tomamos como referente a Brousseau (2000), quien establece que “el proceso
para adquirir un conocimiento matematico pasa por diversas fases y se basa en
juegos especificos, donde el actor interactiia con un medio a distintos niveles,
evolucionando sus nociones y su lenguaje’. La interaccién de un actor con su
medio se da en tres niveles (Figura 2).

dlymng o 4an
e

h MI:":“:' .I-'I-III-.IuhlI

Figura 2. Interacciones del actor con su medio (Brousseau, 2000).

En la interaccion de tipo accion, el actor fija un estado del medio, determina
y limita las acciones de otros actores. La interaccion de tipo comunicacion
consiste en modificar los conocimientos de otro actor por medio de mensajes
portadores de informacion y, por ultimo, la interaccion del tipo de prueba tiende
a la justificacion o validacion cultural de los actos o declaraciones establecidas.
Estas interacciones no pueden ocurrir de manera simultanea, de hecho ocurren
en situaciones con caracteristicas propias y donde el actor juega papeles dis-
tintos, utiliza diversas herramientas y produce diferentes mecanismos de comu-
nicacion, situaciones que en la Teoria de Situaciones Didacticas (Brousseau,
1997) se conocen como situacién de accion, situacion de formulacion y situacion
de validacion.

El medio con el que interactian los estudiantes estd planeado, organizado
y dirigido por el profesor (polo didactico) que, junto con el saber matematico en
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juego (polo espistemoldgico) y los alumnos (polo cognitivo), conforman el trian-
gulo didactico. Es la interaccion sistémica de estos polos la que, en la teoria, se
conoce como contrato diddctico y permite planear los niveles de interaccion de
los estudiantes con el medio en el diseno didactico.

4. METODOLOGIA PARA EL DISENO

La Ingenieria Didactica (ID) nace como un modelo para la interaccion productiva
entre la investigacion fundamental y la accion en el sistema didactico (Artigue,
2014), de ahi que podamos considerarla una metodologia para el disefio de
recursos didacticos basados en resultados de investigacion. La ID se estructura
en cuatro diferentes fases: Analisis preliminar; Diseno y analisis a priori; Reali-
zacion, observacion y recoleccion de datos; Analisis a posteriori y validacion.

En lo que sigue, presentamos un analisis preliminar robusto para hacer
énfasis en la importancia de la investigacion como base del diseno y su puesta
en escena. Después, describimos el disefio y el analisis a priori en forma sintética?
articulados con una narrativa de la experiencia didactica.

4.1. ANALISIS PRELIMINAR

En esta fase son desarrolladas las consideraciones didacticas, cognitivas y epis-
temoldgicas que posteriormente se integraran en el planteamiento sistémico que
sirvio para fundamentar el diseno.

4.1.1. Consideraciones cognitivas

Mitchelmore y White (2000) reconocen la naturaleza multifacética del angulo
en la diversidad de definiciones que pueden encontrarse en los libros, y las
asocian con la adaptaciéon del concepto a diferentes estructuras matematicas
formales. Estos autores plantean que la formacion del concepto se da a partir
de las experiencias fisicas que viven los alumnos. Construyen un modelo basado
en tres etapas de abstraccion que representan una clasificacién -progresivamente

3 El disefio completo puede consultarse en (Rotaeche, 2008), en (Rotaeche y Montiel, 2011)
o0 en (SEP, 2011).
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mas refinada- de la experiencia fisica de los estudiantes: conceptos situados del
dngulo, conceptos contextuales del dngulo y conceptos abstractos del dngulo.

En la ultima etapa, los autores reconocen un concepto estandar que se
relaciona con los contextos fisicos del angulo y es el mas comun entre las cons-
trucciones del estudiante: aquel de las dos lineas inclinadas que se encuentran
en un punto. Reconocen también que el concepto tiene un desarrollo lento, apto
para alumnos de secundaria, y que aun se requeriria de una cuarta etapa para
llegar al concepto matemdtico formal.

4.1.2. Consideraciones diddcticas

Producto de la transposicion didactica, el concepto escolar de angulo se trabaja en
un periodo de 10 a 12 anos. Las nociones trabajadas en cada nivel educativo estan
asociadas con ciertas facetas del concepto e incluso es posible identificarlas a partir
de las definiciones escolares, pues son acordes al contexto y el tipo de problematicas.
En el sistema educativo mexicano, dos momentos donde el angulo cobra relevancia
son: en cuarto ano de primaria (con estudiantes de aproximadamente 9 afnos de
edad) y en primer ano de secundaria (alumnos de 12 anos, en promedio).

En primaria es introducido con la idea de “partes de vuelta’, sin mencionar
el concepto. Posteriormente se nombra la parte de vuelta o giro como angulo, y
es asociada con una medida en grados. La nocién es utilizada en anos posteriores
no solo como tema, sino como elemento de otras figuras geomeétricas, siempre
considerando que el estudiante ha entendido el concepto y le es familiar su
medicién. En la secundaria se parte del significado de dngulo como giro y como
elemento de otras figuras geométricas para identificarlo en situaciones concretas
o0 contextualizadas. Su medicion se hace con el transportador, y para su trazo se
incorpora el compas; finalmente, se avanza hacia su clasificacion y el reconoci-
miento de su papel en la tipologia de triangulos y paralelogramos. A partir de
este nivel se asume el angulo como aprendido y es usado en otras asignaturas
como Dibujo técnico o Fisica, o relacionado con varios conceptos matematicos
como los de razon trigonomeétrica y tangente de la recta, entre otros. Es precisa-
mente en este nivel donde situamos la experiencia didactica aqui reportada.

4.1.3. Consideraciones epistemoldgicas

En este apartado nos referimos a consideraciones historico-epistemolégicas, en
tanto la historia de las Matematicas, usada como mediador del conocimiento
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para la ensenanza, puede proveer del contexto que permita ver los topicos
escolares desde una perspectiva diferente a la de la ensefanza tradicional
(Furinghetti, 2007). En este sentido, el desarrollo histérico del concepto de dngulo
nos permite reorientar la ensenanza: abandonar la perspectiva escolar-tradicional,
basada en el manejo de una definicion y posterior aplicacion, para considerar
la apropiacion de diversas facetas del concepto a través de su manipulacion.

En el desarrollo historico del concepto de dngulo reconocemos momentos
de uso en contextos practicos, en contextos formales (filosofico-matematicos)
y de debate sobre su naturaleza. En cada una de las definiciones analizadas en
la revision historica de Matos (1990; 1991) es posible distinguir elementos que
le confieren cierto sentido al concepto. Algunas hablan de distancia, sector,
contraccion, espacio, y todas ellas necesitan de otros objetos para definir o acotar
-de toda una figura- lo que es y, en ocasiones, lo que no es un angulo. Hay
casos donde se hace explicito que se le considere cualidad, cantidad y/o relacion,
aunque es importante senalar que estas categorias tienen una interpretacion
acorde con la época y la tradicion filosofica-matematica de su momento.

A partir de esta revision Rotaeche y Montiel (2008; 2011) reconocen la natu-
raleza polifacética* del angulo en su caracteristica de ser una cualidad, por su
forma; una cantidad, porque es susceptible de medirse, y una relacién, por como
se acota y define usando otros elementos; y de tener usos y representaciones
que le confieren cardcter estdatico o dindmico en diferentes situaciones. De aqui que
en el diseno pongamos especial interés en la construccion de ciertas nociones
de dngulo en un contexto particular (estatico o dinamico), a través del desarro-
llo de significados especificos (cualidad, cantidad y/o relacion).

4.1.4. Integracion sistémica para fundamentar el diseno

De inicio, tomamos en cuenta los elementos didacticos relacionados con el
acercamiento escolar que se le da al concepto en el nivel primario, es decir,
como giro y elemento de otras figuras geométricas. Asumimos entonces que se
reconocerian estas nociones de angulo en sectores de area (significado cuali-
tativo-estatico), en los giros (significado cualitativo-dindmico), en la porcion de
una circunferencia (significado cuantitativo-estatico) y en la parte de vuelta
(significado cuantitativo-dinamico). En este sentido, es fundamental que los
alumnos tengan un manejo amplio de las nociones escolares de proporcion,

4 Para diferenciarla de la naturaleza multifacética reportada por Mitchelmore y White (2000).
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porcion, area, fraccion, triangulo equilatero, triangulo isésceles, triangulo escaleno,
triangulo rectangulo y poligono regular.

A diferencia de las situaciones fisicas que trabajaron Mitchelmore y White
(1998), hemos considerado el escenario de la escuela y lo que ello implica: las
restricciones de tiempo y espacio, los conocimientos previos de los estudiantes,
los efectos de los contratos pedagogico y escolar, asi como las herramientas de
medicion con las que cuentan los alumnos, por ejemplo, las escuadras y el
transportador. Las situaciones fisicas fueron establecidas con el principio de la
manipulacion y no sélo de la observaciéon a través de materiales recortables y
actividades como colorear, superponer figuras y responder a los ejercicios en
hojas de trabajo; de ahi que decidimos emplear figuras conocidas por los estu-
diantes como el tridngulo, el cuadrado y el circulo. Estas figuras permiten, en
principio, el manejo de angulos de 30°, 60°, 45° y 90°. Las situaciones se rela-
cionaron con el uso de objetos en los cuales el angulo esta presente, y que los
estudiantes trabajan cotidianamente en la escuela.

Los contextos se establecieron segun la figura geomeétrica trabajada: cuadrado,
medio cuadrado, triangulo equilatero, tridngulo rectangulo, etc. Cuando los alum-
nos logran generalizar la relacion entre la parte de giro con la parte del circulo
en cada figura geomeétrica, sin importar el tamano de la figura o del circulo sobre
el que gira, entonces se dice que han construido concepto contextual. En lo que
respecta a los dominios, se considero lo estatico y lo dinamico como parte de la
naturaleza polifacética de la nocion de dngulo, y se favorecio el manejo de
ambos al momento de colorear figuras (naturaleza estatica) y al girarlas (natu-
raleza dinamica).

La etapa de abstraccion se dividio en una generalizacién por parte de los
estudiantes y una fase de institucionalizacion por el profesor. La generalizacion
busca que los alumnos visualicen la division de la circunferencia en 360 partes
y le asocien un objeto cotidiano, en este caso, el reloj. Por medio de la institu-
cionalizacion, el profesor introduce la medicion del angulo en grados, con base
en las divisiones construidas en el circulo.

4.2. DISENO Y EXPERIENCIA DIDACTICA

En esta seccion mostramos el disefo, su intencionalidad y la narrativa de la
experiencia didactica, con el objetivo de evidenciar el funcionamiento del sistema
didactico, es decir, la interaccion de la profesora y los estudiantes en relacion
con las facetas del concepto escolar de dngulo.
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El principio fundamental para el diseno de la secuencia fue dar a los alumnos
la responsabilidad de su aprendizaje a partir de actividades concretas en las
que se pretende encuentren formas, patrones y relaciones en las diversas situa-
ciones que se les presentan. La secuencia fue dividida en seis partes (SP1, SP2,..
SP6), buscando que los estudiantes, paulatinamente, fueran interactuando a
través de las actividades, preqguntas y materiales empleados con las diferentes
facetas del angulo. En todas ellas se previé que la manipulacion del angulo
fuera desde su cualidad estatica (como esquina de las diferentes figuras) y
dindmica (con los giros de cada uno de los circulos empleados). Intencionalmente
nunca se especificé el objetivo de la actividad, con la finalidad de provocar que
los estudiantes descubrieran propiedades del angulo sin estar influenciados por
los enunciados de las tareas.

Los materiales empleados fueron: micas circulares (transparentes), tachuelas,
figuras geométricas en cartulina y una hoja de fomi, para colocar ahi los mate-
riales anteriores (Figura 3). Las tachuelas permiten fijar la mica sobre la figura
geomeétrica, para que el estudiante pueda girar ambas sin perder la configuracion
solicitada: que el centro de la circunferencia de la mica coincida con el vértice
de la figura de cartulina.

Figura 3. Materiales empleados.

Las actividades buscan la interaccion directa con las representaciones de las
figuras geométricas, de manera que los estudiantes, guiados por una serie de
preguntas, vayan identificando y construyendo caracteristicas propias del angulo
a través de situaciones angulares. Se pretende que “usen el angulo” y trabajen
con los elementos que lo definen partiendo de la manipulacion de materiales,
hasta el manejo de definiciones y herramientas institucionales.
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Se trabajo con un grupo heterogéneo de 34 alumnos, entre 12y 13 anos de
edad, en el aula designada a la asignatura de Matematicas para toda la escuela,
en sesiones de 45 minutos. La experiencia fue grabada en video (120 minutos),
y se recolectaron las hojas de trabajo donde resolvieron cada actividad. Con el
primer formato de registro, se analizé la dinamica grupal considerando tanto las
respuestas como los comportamientos de los estudiantes y de la profesora-in-
vestigadora® (Pl) que dirigio la experiencia. Con el sequndo formato de registro
ejemplificamos el analisis de la produccién escrita y grafica de cada alumnos.

4.2.1. Secuencia Parte 1 (SP1)

Los estudiantes exploran con el circulo y el cuadrado, haciéndolos coincidir por
centro y vértice, respectivamente, a fin de identificar cuantas veces puede girar
el cuadrado para cubrir el circulo (Figura 4).

S

Figura 4. Identificando, mediante el giro, las veces que el cuadrado cubre la circunferencia.

Con el primer circulo es posible que se construya el significado angular como
‘sector’ o area, por ello se proporcionan dos circulos mas, de distinto tamano.
Asi, se espera provocar el significado como “parte de’, que se complemente con
el giro para provocar el significado como “parte de vuelta". El uso de micas cir-
culares de diferentes radios pretende que el estudiante identifique que, sin
importar el tamano, siempre se sombreara la misma parte. En ese sentido, bus-
camos poner énfasis en la parte de vuelta. Con esta actividad se usarian las
cualidades estatica (por la parte del circulo) y dinamica (por el giro) del angulo
(Figura 5).

5 Primera autora del presente articulo y que, a partir de ahora, denominaremos Pl.
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Figura 5. Ejemplo del uso de micas circulares de diferentes radios.

4.2.1.1. Narrativa de la experiencia diddctica

Los estudiantes, orientados por la Pi, resolvieron la SP1 paso a paso y con mucho
detalle, quiza por ser la primera actividad y ante la novedad de estar trabajando
con materiales manipulables en la clase de Matematicas. La pregunta: équé
fraccion del primer circulo queda sobrepuesta con el cuadrado?, fue respondida
inmediatamente con: un cuarto; y se produjeron tres argumentos:

e Partiendo el circulo en cuatro.
* Dividiendo en medios y luego otra vez en medios.
e Girando el circulo.

So6lo un alumno propuso el tercer argumento, y el docente rescato la idea
pidiendo a todos que giraran el circulo para comprobarlo. Esto permitio construir
también un significado dinamico. Ante la pregunta “¢son iguales las areas deli-
mitadas?’, hubo un breve silencio. La PI reaccion6 repitiendo la pregunta y
acentuando la palabra ‘areas’ La respuesta grupal fue “No’, pero algunos com-
plementaron la respuesta diciendo que lo que si era igual era la “fraccion”
sombreada. La PI pregunté como se denominaria a esta vuelta; solamente una
estudiante respondi6 en voz alta diciendo un cuarto de vuelta.

4.2.2. Secuencia Parte 2 a 4 (SP2 a SP4)

Las tres secuencias siguientes son muy parecidas a la anterior. En ellas se busca
explorar, de forma similar, la mitad del cuadrado (dividida por su diagonal), el
triangulo equilatero y el triangulo rectangulo que se genera al cortar el equilatero
por su altura (Figuras 6, 7 y 8), y con micas de diferentes tamanos (Figura 9).
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A

Figura 6. Con el triangulo correspondiente a la mitad del cuadrado, se cubrird la octava
parte del circulo.

AT AY'S

Figura 7. En la Secuencia 3, se usard ahora el tridngulo equilatero para encontrar sextas
partes de vuelta.

KRR

Figura 8. En la secuencia 4, se usara la mitad del equilatero para encontrar doceavas partes
de vuelta.

SP2

Figura 9. No importa el tamano del circulo, la parte de vuelta se conserva. En este caso,
siempre seran sextas partes.
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4.22.1. Narrativa de la experiencia diddctica

En estas tres secuencias, el trabajo fluyé cada vez mas rapido que en la SP1, y
la estrategia de “girar” el circulo para comprobar la fraccion sombreada fue la
Unica que se utilizo. Los estudiantes reconocieron que las areas en los siguientes
circulos serian diferentes y que, en cada caso, la parte sombreada se mantenia,
sin importar el tamano de los circulos (Figura 10). Cuando existian dudas, la Pi
insistia en el uso del material para comprobar.

Al inicio de cada secuencia, siempre fue importante retomar las anteriores
mediante preguntas. Asi, al iniciar la SP3, las preguntas de inicio fueron: {Qué
fraccion obtuviste con el cuadrado? ¢Qué fraccion obtuviste con la mitad del
cuadrado? ¢Qué fraccion crees que obtendras ahora con el triangulo equilatero?
Algunos estudiantes contestaron % otros%. La Pl los alentd a comprobarlo con
el material, y brindé apoyo a quienes lo requerian.

Figura 10. Utilizando diferentes tamanos de micas.

Con el desarrollo de cada parte de la secuencia, los alumnos lograron predecir
las partes de vuelta que se sombrearian en cada caso.

4.2.3. Secuencia Parte 5y 6 (SP5 y SP6)

Integrando los aprendizajes anteriores y a manera de conclusion, en SP5 se pide
a los estudiantes relacionar las figuras con el giro o parte de vuelta que realizaron
con cada una de ellas. Se pretende evidenciar la construccién contextual de
angulo, ver si ellos identifican las cualidades estatica y dinamica del angulo, el
giro, sin importar la direccion y cuantificar la parte de vuelta con respecto al todo
(Figuras 11y 12).
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Figura 11. Relacion de la figura con el giro.
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Figura 12. Identificar cada figura trabajada, con su circulo correspondiente.

N

EDUCACION MATEMATICA, VOL. 29, NUM. 1, ABRIL DE 2017 185



Rosa Araceli Rotaeche Guerrero * Gisela Montiel Espinosa

Se retoma el circulo dividido en 12 partes para iniciar con ejercicios utilizando
una flecha fijada en el centro, y que los estudiantes la giren seguin se les indique.
Cada divisién tendra un numero como en el reloj, de tal manera que deben
realizar giros, por ejemplo, del numero 3 al 12, e identificar la fraccién de giro
que realizaron. No se especificara el sentido, para fomentar el uso de angulos
en ambas direcciones.

Luego se les da un nuevo circulo, dividido en 12 partes. Los alumnos deben
imaginar que cada doceavo esta dividido en 30 partes iguales. Con esta actividad
se pretende trabajar con giros similares al transportador (Figura 13). Se establecen
conclusiones una vez que la Pl institucionalice que una de esas 360 partes de
todo el circulo equivale a un grado.
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7 148

Figura 13. Giros con base en las divisiones del reloj y considerando 30 divisiones en cada
doceavo, 360 en todo el circulo.

Las conclusiones van orientadas a que los estudiantes determinen el niumero
de pequenas partes que hay en cada fraccién estudiada inicialmente: 1/4 de
vuelta, 1/8 de vuelta, 1/6 de vuelta y 1/12 de vuelta, asi como los grados
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correspondientes para cada fracciéon. La actividad concluye identificando las
figuras trabajadas en un inicio, con su fraccion de vuelta y el angulo correspon-
dientes (Figura 14).

Lhanernun 3 cachi v & co purss “grade”

Crnsideranda o sresrine mnme:

[ TRAGCION Sl cada doceave esh GRADOS
dividicie en 30 partes
il
o
R
e
T
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Db Numbee e b Gira Grados
fygara.

/D

Figura 14. Cada figura con su fraccién, su numero de partes respecto a las 360 de todo el
circulo y los grados correspondientes.

131

4.2.3.1 Narrativa de la experiencia diddctica

Los estudiantes resolvieron la SP5. En las primeras tablas no hubo necesidad
de usar los materiales manipulables. Los alumnos relacionaron, sin problemas,
la figura con sus partes de vuelta correspondientes (Figura 15).

A la pregunta ‘‘qué parte de vuelta equivale el giro que inicia en el punto
3y termina en el punto 12?', el grupo dio varias respuestas: 7, + y . La Pi le
pidid a una estudiante que pasara a la pizarra y explicara lo que encontré. Ella
ubico el punto de inicio, giré hacia el punto 12 y respondié: éste equivale a +,
13—2 La PI pregunto si todos estaban de acuerdo, y el grupo respondio positiva-
mente. La PI le pidié a otra alumna que compartiera con el grupo su respuesta.
Esta explicé que algunos giraron la flecha a la derecha y otros a la izquierda. La
Pl aclard que como no se especifico el sentido, el giro podia realizarse en cual-
quiera de los dos sentidos.
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Figura 15. Tabla para relacionar figura geométrica con las secciones en el circulo que se
generan al superponerlas.

Antes de dar por concluida la actividad, 1a Pl les pregunt6 a qué les recordaba
la figura -el circulo dividido en 12 partes- y retomo la respuesta del “reloj” que
dio un estudiante para, a partir de ahi, hablar del “giro en el sentido de las
manecillas del reloj".

En la siguiente actividad de la SP6, por primera vez se presenta un ejercicio
abstracto con el que los estudiantes ‘imaginan” subdividir cada una de las 12
partes en el circulo en 30 partes iguales. A partir de este momento se etiquetaron
los giros como “tantas (partes) de 360", por ejemplo 30 de 360, y lo escribieron en

el circulo en forma de fraccion % (Figura 16).

Figura 16. Etiquetado a las subdivisiones imaginarias.
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El llenado de la tabla de tres columnas: (1) fraccion del circulo, (2) partes de
vuelta con la divisién en 360 partes y (3) equivalente en grados -en donde s6lo
se les dio la fraccién de la primera columna %%%%? -, fue respondido de
manera grupal, y la Pl fue destacando las respuestas y/o explicaciones de algun
estudiante para ampliar la discusion. Por ejemplo, algunos alumnos dan rapi-
damente la respuesta correcta a cuantas partes de vuelta le corresponden a la
fraccion % sin embargo, un estudiante hace un conteo diferente y pasa a la
pizarra para mostrar su respuesta. Sucedio que él giraba la flecha en sentido
contrario a las manecillas del reloj, contando 8 de las 12 partes en las que estd
dividido el circulo y ahi coloca la fraccion % Sus companeros le recomiendan divi-
dir en cuartos y luego en sacar la mitad, pero le resulta dificil imaginarla, quiza
porque el circulo ya esta dividido. La PI, con el propésito de ir construyendo con
él la respuesta, insiste en localizar la cuarta parte y después el octavo, como la
mitad de la cuarta parte. Suena la campana que indica que la clase ha concluido,
por lo cual la PI le pide a otra estudiante que pase a resolver la pregunta, expli-
candole al primero cémo lo hizo (Figura 17).

Figura 17. Estrategia para dividir el circulo en octavos.

Ella localiza los cuartos y senala como los dividié a la mitad trazando dos
rectas que cortan al circulo, como se muestra en la Figura 17; enseguida, explica
que como el doceavo se divide por la mitad, entonces quedan 15° que, sumados
a los 30° del punto A al punto B, dan 45°. Con esto se da por concluida la clase.

Se inicia la nueva sesion haciendo un recordatorio de las actividades resueltas
en la anterior, para hacer una vinculacion entre las figuras, partes de vuelta y
los grados. Al hacer uso de la idea del “reloj y el sentido en el que giran sus
manecillas’, se anaden a la revision algunos ejercicios orales sobre las fracciones
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que recorre para ir de un numero a otro. Recordando la relacion del circulo con
el reloj, la PI pregunto si tendria algo que ver el tamano de la manecilla del reloj
con el giro que hace y puso como ejemplo dos relojes de diferente tamano, cuyas
manecillas de los minutos van del 1 al 7. Los estudiantes dijeron que no importa
el tamano de los relojes, que ambos dan un giro de % y argumentaron que es
asi porque ambos tienen las mismas divisiones.

La Pl aprovech¢ los ejercicios orales para etiquetar el circulo con las partes
de vuelta usando fracciones (%%%) Al concluir, pregunto qué les recor-
daba la figura etiquetada. Los alumnos respondieron que al reloj, a un pastel
partido y “a un transformador’; la profesora responsable del grupo les corrigid,
senalando que se dice “transportador”. Con esta respuesta, la Pl comenzd un
discurso explicativo sobre el uso del transportador para medir angulos, conside-
rando que hay un punto de inicio y un punto final, poniendo énfasis en que
esto no cambia si el transportador es de diferentes tamanos.

Para concluir con la SP6, la Pl mostro en el pizarrén la division del cuadrado
-ya hecha por los estudiantes en la secuencia- de donde “salen” dos escuadras
comunmente denominadas en la escuela “escuadras de 45°" (Figura 18). De
manera analoga, se mostro la division del triangulo equilatero para obtener dos
escuadras denominadas de 30°-60° (Figura 19). Con ayuda de las respuestas de
los estudiantes, se identificaron y marcaron en el pizarron los valores de los
angulos interiores de cada escuadra.

LI e Ul &0

Figura 18. Figura 19.

También se mostraron escuadras de plastico o madera de diferentes tamanos,
para preguntar sobre la medida de los angulos. Los alumnos aseguraron que
eran las mismas, porque ambas son mitades del cuadrado o mitades del triangulo
equilatero.

Para finalizar con la SP6, la PI pidi6 a los estudiantes que escribieran en la
parte posterior de su material lo que para ellos era un angulo. Esta fue la Unica
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actividad que respondieron sin compartir respuestas al grupo. Al ver que tenian
dificultades para responder, la Pl vuelve a preguntar “como definirian un angulo?”.
Se concluyo la actividad y algunos alumnos aplaudieron.

5. UNA VALORACION INICIAL A LO LOGRADO CON EL DISENO

Para valorar si el disefio y su puesta en escena cumplieron con el objetivo de
lograr el aprendizaje del concepto escolar de dngulo, o ampliar la comprension
de los alumnos y vincularla con las definiciones y aplicaciones escolares traba-
jadas en anos previos, se llevo a cabo un analisis en dos niveles: la interaccion
con las facetas del angulo y la articulacion con conocimientos previos.

Considerando que todos los estudiantes se involucraron en la resolucion de
la secuencia haciendo, respondiendo y argumentando, localizamos momentos
de accion cuando ellos manipulan los materiales, por ejemplo al recortar y
sombrear; también encontramos momentos de comunicacion cuando dan res-
puesta a las preguntas de cada actividad, pues en la dindmica grupal los estu-
diantes responden en voz alta y se genera discusion. Finalmente, localizamos
momentos de prueba en distintas modalidades:

» Al dar respuestas puntuales en actividades no tan familiares para el grupo,
1

por ejemplo al argumentar porqué la parte sombreada corresponde a +
de la circunferencia. El giro se convierte -a partir de aqui- en la estrategia
para probar las partes de vuelta, es decir, en una actividad que permite dar
respuesta a otras preguntas.

* Cuando hay distintas respuestas: se hacen los giros en dos sentidos distintos
y Se prueba que dos respuestas diferentes son correctas.

» Cuando hay elecciones distintas a las que plantea la secuencia: un alumno

escoge un vertice distinto para recortar el triangulo isosceles.

Al estudiar estas modalidades de prueba, centramos la atencién en la reso-
lucion-prueba que hace un estudiante, quien retoma el manejo de los materiales,
expone su forma de resolver la actividad y explica el porqué de su respuesta. En
conjunto, la Ply el grupo aceptan o cuestionan la respuesta. Para el alumno, fue
un descubrimiento paulatino. Uso6 el angulo sin saberlo y descubrio que, sin
importar el tamano del circulo usado, la fraccién sombreada o el giro realizado
siempre seria el mismo. Esto lo trabajo y lo infirio al adelantarse a contestar, para
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después validar su respuesta con circulos de diferentes tamanos de circulos.
Llegd un momento en que ya no tuvo la necesidad de utilizar todos los circulos
con todas las figuras, puesto que fue realizando conexiones.

Los estudiantes manejaron el cardcter estdtico del angulo al sombrear en
cada mica la porcion encontrada, de acuerdo con la figura trabajada; también
lo hicieron en las tablas que completaron, en material impreso que se les entrego
y al usar las escuadras del juego de geometria para identificar la fraccién corres-
pondiente al vértice de cada una de ellas. El cardcter dindmico del angulo se
experimentd al momento de girar las micas para encontrar las diferentes partes
de cada figura.

5.1. INTERACCION CON LAS FACETAS DEL ANGULO

En esta seccion nos referimos a la dinamica grupal en términos de los momentos
en los que se ponen en funcionamiento:

» Conceptos situados de angulo y conceptos contextuales de angulo.
 El caracter dinamico o estatico de la nocion de angulo.
* La nocion de angulo como cualidad, cantidad y como relacion.

Hasta la primera tabla de la SP6, se dirige la actividad de los estudiantes
para pasar del concepto situado, referido a la parte de vuelta que se sombrea
(cualidad de caracter estatica) en cada circulo, al concepto contextual. Esto se
logra con el reconocimiento de que las porciones sombreadas (cantidad) en los
tres circulos es la misma, incluso si la figura geométrica también cambia de
tamano. Se comprueba utilizando el giro (caracter dindmico) como estrategia.
La construcciéon del concepto contextual es reafirmada cuando los alumnos
logran asociar las figuras geométricas con las partes de vuelta que les corres-
ponden en el circulo, y con las divisiones en éste.

Hasta antes de la institucionalizacion, por parte del profesor, de la medida
angular “grado’, los estudiantes trabajaron el dngulo como giro (cualidad de
caracter dinamico), considerando un lugar de partida y uno de llegada (relacion).
Reconocemos en esta experiencia el concepto contextual, en tanto los alumnos
manejan por igual tanto el giro en el circulo dibujado de las hojas de trabajo como
en el circulo, considerablemente mas grande, proyectado en la pizarra. En esta
actividad, ademas, cuantifican el giro y distinguen su sentido (derecha/izquierda).
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En el desarrollo de la actividad, quiza por la creencia de estar trabajando con
fracciones y giros, los estudiantes no tuvieron dificultades para trabajar partes de
vuelta mayores a % (en sentido analogo a la dificultad de concebir un angulo
mayor a 180°), o del giro completo (dngulo de 360°). Sin embargo, por la relacion
figura geomeétrica-parte del circulo, carecia de sentido hablar de giros mayores al
entero (Angulos mayores a 360°), o de ausencia de giros (angulo de 0°). Aunque
no se introdujo la nocion de dngulo negativo en el contexto de la actividad, resulto
natural hablar de giros a la izquierda o al contrario de las manecillas del reloj.

El trabajo con circulos de distintos tamanos y la reiterada distincion entre
porciones y areas indica que no hubo conflicto en cuantificar los giros con base
en sus tamanos. En las actividades mas abstractas, particularmente cuando se
reflexiono6 sobre ‘el tamano de las manecillas en relojes de diferente tamano y
su relacion con los giros', los estudiantes no mostraron confusion ni mal manejo
de la cuantificacion del giro. Por ultimo, el uso de los diferentes términos para
caracterizar lo que se hace (porcion, area, giro, parte de vuelta) deja claro que
en sus desempenos los estudiantes miden angulos, no areas ni longitudes.

Consideramos que el concepto abstracto del dngulo se logré solo a nivel de
la subdivision del circulo en 360 partes y de la manipulacién de ellas para
realizar giros y cuantificarlos, pero esto de ninguna manera es visto como un
concepto formal del angulo. Reconocemos que las situaciones angulares, esco-
lares o extraescolares, son de naturalezas tan diversas que la nocion de dngulo
construida en la experiencia puede ser insuficiente sin la organizacion didactica
que la haga evolucionar hacia una mas compleja, o hacia una nueva.

5.2. ARTICULACION CON SUS CONOCIMIENTOS PREVIOS

Presentamos algunas respuestas que dan los alumnos cuando se les pide escribir
‘lo que para ellos es un angulo”. Estas -en calidad de respuestas individuales
no compartidas con el resto del grupo- fueron analizadas como la articulacion
que puede lograr el estudiante entre su conocimiento previo y lo aprendido a lo
largo de la secuencia. Agrupamos las respuestas en las siguientes categorias:

1. Expresiones que aluden a lineas rectas unidas en un punto. En esta
categoria obtuvimos 14 respuestas; cuatro hacen uso de un dibujo para
ilustrar su “definicién” o alguna parte de ella. Ademas, aparecen términos
como esquina, abertura, inclinacion, vértice, separacion.
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Figura 20. Ejemplos de articulacion de significados, Categoria 1.

2. Expresiones que aluden a figuras. Aunque para algunos es una figura y
para otros es parte de ella, ubicamos 10 respuestas en esta categoria.
Aqui encontramos dos “definiciones” con dibujo; en cuatro de ellas se le

reconoce como medida o tipo de medicion.
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Figura 21. Ejemplos de articulacion de significados, Categoria 2.
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3. Expresiones que aluden a las fracciones. Utilizando nociones como unién
entre dos lineas, grados o esquina, tres definiciones dan prioridad a la
nocién de “fraccion” para redactar su definicion, y ninguna utiliza dibujos
para ilustrarla.
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Figura 22. Ejemplos de articulacion de significados, Categoria 3.

4. Expresiones que aluden a una idea concreta. En esta categoria “misce-
lanea” ubicamos tres respuestas: una de ellas habla de “abertura medida
en grados’, la segunda de porcentajes y la tercera de “partes de un circulo”.
Solo esta ultima usa un dibujo, pues reconoce que el angulo puede estar
en otro tipo de figuras.
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Figura 23. Ejemplos de articulacion de significados, Categoria 4.
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Hubo solamente un alumno cuya respuesta fue “‘no sé”. No hubo entrevistas
posteriores para profundizar el porqué de cada respuesta, debido a que nos
propusimos llevar a cabo esta experiencia en un ambiente de clase muy “natural’
y, en la medida de lo posible, ir al ritmo escolar tradicional. Sin embargo, es
evidente que se puede continuar la investigacion en esta direccion, o incluir otro
tipo de actividades para “ver en accion” la articulacion de los significados angu-
lares construidos con las nociones previas de angulo que se han trabajado en
la escuela.

Con base en los condicionamientos del contrato pedagogico, podemos inferir
que al solicitarles una definicion de angulo los estudiantes evocaron, con prio-
ridad, esquemas escolares que hacen alusion a las lineas rectas, los puntos de
encuentro, las aberturas, etc, mas que a los giros trabajados en las experiencias
fisicas que plantea la secuencia. Es decir, existe una separacion entre lo que
hacen para ellos mismos y lo que responden en la escuela.

6. DISCUSION Y REFLEXIONES FINALES

En (Rotaeche y Montiel, 2008; 2011) hemos planteado, con base en la evidencia
empirica, que es posible, como en la historia, usar el concepto de dngulo sin
definirlo o presentarlo en sus faceta matematica formal. Sin embargo, a diferen-
cia de la construccion histdrica, los estudiantes solo cuentan con el tiempo
limitado de la escuela para la construccién de significados, y es entonces cuando
los disenos didacticos llegan a trivializar este proceso.

En el presente documento damos evidencia de que es posible la construccion
de significados, representaciones y usos, previo a la formalizacién del concepto
y tomando en consideracién la cotidianidad escolar de los alumnos, pero desa-
rrollamos una discusion sobre sus implicaciones en el aula y la imperiosa
necesidad de mas investigacion.

Consideramos que el resultado mas importante -relacionado con el apren-
dizaje de la nocién de dngulo- es que los estudiantes sélo logran, con este
diseno didactico, construir ciertos significados angulares. Identificamos que ellos
ponen en funcionamiento, de forma oral o escrita, mas significados de los que
pueden reconocer explicitamente, pero el paso a una abstraccion del concepto,
articulando estos nuevos significados con los conceptos escolares previos, les
resulto una tarea compleja, lo cual nos lleva a pensar que se requiere mas
tiempo del asignado al tema, o es necesario un enfoque distinto en su ensenanza.
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Sorprende, por ejemplo, que a pesar de llevar mas de cuatro anos usando un
juego de geometria —-que incluye un transportador- el estudiante confunda el
nombre de este Ultimo y le llame ‘transformador’, y otro responda, sin broma,
que el transportador sirve para transportar.

Del contraste entre el punto de partida -o analisis a priori- y la experiencia,
se identifica que se logré que los estudiantes identificaran, cuantificaran y aco-
taran la angularidad, mas que el dngulo como concepto. De forma natural
pudieron interactuar con su naturaleza estatica y dinamica, a través de las
cualidades del angulo. Pudieron cuantificarla al medir angulos en ambos sentidos,
sin tener que hablar de angulo negativo o positivo. Ademas, lograron contex-
tualizarla al identificar similitud entre el reloj y el transportador, y extraer de ahi
propiedades del angulo, por ejemplo que su medida no depende del tamano de
las manecillas del reloj o de la figura geométrica trabajada.

A partir de la evidencia, reconocemos que se debe poner mayor atencion a
lo que hacen los estudiantes durante el proceso de resolver secuencias didacticas,
y evaluar su pertinencia para poner en uso significados. Una vision prospectiva
nos dice que, bajo este enfoque, el diseno se ajusta a la dinamica de clasey a
la propuesta de construccion de conocimiento; sin embargo, de mantenerse el
enfoque que prioriza el dominio de contenido, no cumplira las expectativas.

Consideramos que es necesario hacer investigacion sobre los significados
angulares que se ponen en juego en todo el curriculo de la educacion primaria,
posiblemente como una nocion transversal. Esto pondria de manifiesto que el
concepto no se aprende de una vez y por todas, que no serfa posible considerar
que el angulo ya se aprendi6é en primaria y, en consecuencia, puede “aplicarse”
en otros temas u otras asignaturas. Es decir, estariamos cuestionando que los
pilares de nociones mas avanzadas -como la razon trigonométrica, la pendiente
de la recta, la velocidad angular y el paralelismo, entre otras- sean lo suficien-
temente robustos para construir estas ultimas.
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These strategies, which we call RPAction Workshop, RPContent and RPClass-
room Workshop, are intended to promote the development of mathematics
skills and strengthen mathematical knowledge, both for mathematics tea-
chers and students from different grade levels, thus meeting the requirements
of the new mathematics curriculum. This article describes each of these work-
shops, its foundations and pilot schemes. These workshops form the core of a
Fondef development project.

Key-words: Professional teacher development mathematics education, problem
solving, mathematical skKills.

INTRODUCCION

El curriculo nacional de matematica para la Educacion Basica en Chile se es-
tructura en base a tres pilares: las habilidades, los contenidos y las actitudes
(Mineduc, 2012). Se estrena asi en Chile una clara distincién entre contenidos y
habilidades, 1o que responde a una tendencia internacional que se refleja, por
ejemplo, en los Common Core State Standards for Mathematics de Estados Unidos
y en los curriculos de Singapur y Finlandia. Las habilidades matematicas que
plantea el curriculo chileno son cuatro: resolver problemas, argumentar y comu-
nicar, representar y modelar. Se puede argumentar que la resolucion de problemas
es central para el desarrollo de las otras tres habilidades. Ciertamente, para resolver
problemas es necesario representar y modelar. La resolucion de problemas provee
de excelentes oportunidades para la comunicacion y el razonamiento matematico
ya que, tanto en el trabajo en grupos pequenos como en el grupo curso, los es-
tudiantes exponen y discuten sobre las diferentes estrategias, comunican las
soluciones obtenidas, razonan sobre los procedimientos y discuten sobre los erro-
res que pueden haber cometido durante la bisqueda de una solucion.

Las habilidades matematicas también son recogidas en las pruebas interna-
cionales. En el caso de la prueba TIMSS, se distingue entre un dominio de
contenido y un dominio cognitivo. Este segundo dominio toma en cuenta, entre
otros, la aplicacion y el razonamiento, que requiere habilidades de representacion,
resolucion de problemas vy justificacion (TIMSS, 2012). En el caso de la prueba
PISA, se consideran tres dimensiones a evaluar: procesos, contenidos y contextos.
En la descripcion de los procesos, la resolucion de problemas y las habilidades
de representacion y razonamiento matematico tienen una incidencia gravitante
(PISA, 2014).
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Uno de los primeros momentos donde la resolucion de problemas aparece
de manera explicita en relacion con el aprendizaje de la matematica escolar,
ocurre con la publicacion del libro de Polya Cémo resolverlo (1945), dando inicio
a su incorporacion en la ensefnanza escolar y en la formacién de los docentes.
En la actualidad, 1a resolucion de problemas es un elemento indispensable en
la ensenanzay el aprendizaje de la matematica, ofreciendo al estudiante opor-
tunidades para establecer conexiones razonadas entre distintos elementos mate-
maticos y promoviendo el desarrollo de habilidades como examinar, representar
y aplicar, y el entrenamiento en el uso de procesos asociados al pensamiento
matematico avanzado como abstraer, analizar, conjeturar, generalizar o sintetizar
(Kilpatrick et al, 2009; NCTM, 2000; Niss, 2002). Pero para que estas oportunidades
sean ofrecidas efectivamente en la sala de clase, Polya ya advertia que se debe
contar con un docente que haya experimentado la resolucién de problemas, que
haya “experimentado la tension y triunfo del descubrimiento” (Polya 1966, citado
por Kilpatrick, 1987, p. 300).

Este articulo tiene como proposito dar a conocer un programa de desarrollo
profesional docente cuyo objetivo es promover la incorporacién de las habilidades
matematicas en las aulas, comenzando por ofrecer a los docentes experiencias
para el desarrollo de sus propias habilidades y oportunidades de reflexion y
analisis de dichas experiencias que les permitan plantear propuestas efectivas
en el aula. Este programa tiene como eje articulador la resolucion de problemas
y consta de tres estrategias: Taller RPAccién, Taller RPContenido y Taller RPAula.
Para ello presentamos los fundamentos de las estrategias propuestas, algunas
experiencias relacionadas con docentes de educacion basica (1° a 82 grado) en
Chile y en el extranjero, la descripcion de los talleres y algunos aspectos de las
experiencias piloto realizadas, que incluyen opiniones de los docentes partici-
pantes vertidas al final de los talleres. El articulo concluye con una vision en
perspectiva de los posibles desarrollos que se prevé en los proximos anos.

LA RESOLUCION DE PROBLEMAS EN LA FORMACION CONTINUA
DE LOS DOCENTES

La introduccién de la resolucion de problemas en las aulas es reconocida como
una necesidad para un namero creciente de sistemas educacionales en el mundo,
los cuales la declaran como elemento fundamental del curriculo. La sola decla-
racion de esta necesidad en el curriculo no la lleva a la practica. Para que esto
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ocurra es necesario ofrecer a los docentes en ejercicio oportunidades de forma-
cion, que les permitan adaptarse a estos cambios. Esto representa un gran desafio
al sistema educacional que se puede sintetizar en una pregunta: ¢Como producir
cambios en los docentes de modo que su practica incluya la resolucion de
problemas en las aulas de manera regular?

A nivel internacional, encontramos el trabajo de un equipo de formadores
en Singapur en el proyecto MProSE (Mathematical Problem Solving for Everyone),
que ya por varios anos viene realizando una experiencia de introduccion de
resolucion de problemas en las aulas (Toh et al, 2011y Leong et al, 2011; 2013).
La otra experiencia que conocemos tiene lugar en Estados Unidos, conocida
como el Ciclo de Resolucién de Problemas, liderado por Borko y Koellner en el
proyecto STAAR (Supporting the Transition from Arithmetics to Algebraic Reaso-
ning) (Koellner et al, 2007; 2008). Damos una descripcion de estos dos proyectos
en lo que sigue.

El proyecto MProSE en Singapur. Aln cuando en Singapur la resolucion de
problemas se encuentra en el centro del curriculo escolar desde los anos 90, su
incorporacion efectiva se ha visto dificultada por lo que se conoce como la
‘rutinizacion de los problemas no rutinarios’ (Dindyal et al, 2012 y Quek et al,
2012). La estrategia de introduccién de la resolucion de problemas en el aula
estd basada en un modulo de 10 clases a ser implementadas en un curso. El
programa de MProSE se complementa con una instancia de formacién de los
docentes que ejecutan el médulo en tres etapas: en la primera se ajusta el
curriculo del curso, en la seqgunda los docentes participan de una capacitacion
de 5 sesiones de 90 minutos y en la tercera los docentes observan experiencias de
resolucién de problemas en aula y discuten sobre los aspectos esenciales y las
dificultades que se presentan.

El ciclo de resolucién de problemas. Esta estrategia de desarrollo profesional
denominada ‘“ciclo de resolucion de problemas” esta basada en la implementacion
de un ciclo de tres sesiones consecutivas. Cada ciclo tiene lugar en un semestre
escolary las tres sesiones se realizan mensualmente, con una duraciéon de entre
tres y seis horas. Durante la primera sesion, los docentes resuelven un problema
y planifican su incorporacion en aula en una clase, la que es video-grabada. El
foco principal de la segunda sesion es el andlisis de la implementacion del
problema por parte del docente y la tercera sesion se centra en el andlisis critico
del razonamiento matematico de los estudiantes. Este modelo se ha realizado
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durante varios semestres con un grupo de docentes de sequndo ciclo (Koellner
2007; 2008).

El proyecto Chile-Finlandia. Este proyecto se desarrollé desde 2011 a 2013 con
un grupo de 10 docentes en Chile y 10 docentes en Finlandia que se reunié
una vez al mes, siete veces en el ano, para planificar el trabajo en el aula de un
problema matematico de final abierto. Después de cada reunién mensual, los
docentes implementaron el problema planificado y sus resultados fueron discu-
tidos en la reunion siguiente. Esta implementacion se realizd con estudiantes
de 3¢ Basico, el primer ano, continuando con ellos los dos anos siguientes. El
modelo desarrollado se caracteriza por la preparacién de docentes en ejercicio
en un entorno colaborativo, donde los docentes participantes actuan como
miembros de una comunidad, desarrollando nuevas técnicas de ensenanza
y liderazgo para promover la innovacion metodoldgica en sus escuelas y su
distritos escolares (Varas, 2012).

El programa de desarrollo profesional docente que presentamos en este
articulo busca ser implementado de manera masiva y con docentes de mate-
matica de todos los niveles escolares, kindergarten, primario y secundario (K a
122 grado). Para su disefio tomamos como referencia las caracteristicas de las
tres propuestas descritas anteriormente y también realizamos un analisis de
estrategias de desarrollo profesional docente efectivas, que presentamos en la
siguiente seccion.

UN PROGRAMA DE DESARROLLO PROFESIONAL DOCENTE BASADO
EN RESOLUCION DE PROBLEMAS

La pregunta fundamental al disefar una estrategia de desarrollo profesional es
équé caracteristicas debe tener para que sea efectiva? Las investigaciones rea-
lizadas en torno a esta pregunta muestran la necesidad de alejarse de propuestas
tradicionales de cursos, talleres o seminarios expositivos, de corta duracion, donde
el docente participa de manera individual, leyendo o escuchando sobre meto-
dologias generales, teorias de aprendizaje generales o de la matematica o sobre
los contenidos disciplinares. Los programas de desarrollo profesional que mas
posibilidades de éxito tienen, en cuanto al cambio en los conocimientos, habi-
lidades y la practica de los docentes, son aquellos que se realizan de manera
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reqular, sostenidos en el tiempo (Marrongelle et al, 2013), que promueven la
creacion de fuertes vinculos entre los profesores o se realizan con profesores de
un mismo colectivo (Garet et al, 2001), estan relacionados con otras experiencias
de desarrollo profesional u otros esfuerzos de reforma en los que hayan parti-
cipado los docentes (Desimone et al, 2002) y estan conectados a la practica,
haciendo participar a los docentes en experiencias que los situan en el rol de
estudiantes (Borko, 2004). Estas investigaciones entregan como evidencia que
las caracteristicas que deberia tener una estrategia de desarrollo profesional
para producir cambios efectivos en los docentes son:

* Privilegiar actividades de trabajo en grupos de estudio, trabajo con mentores,
creacion de redes de docentes y proyectos de investigacion. Esto en lugar
de cursos, talleres o seminarios expositivos tradicionales.

* Propender a cursos de larga duracion, con sesiones con mas horas y
extendidos en el tiempo. Esto en lugar de cursos cortos.

* Participacion colectiva de los docentes, en grupos de la misma escuela,
municipalidad o comunidad de establecimientos y también que ensenen
en el mismo curso. Esto en lugar de participacion individual en el curso.

» Aprendizaje activo, donde los docentes se involucran en el andlisis de la
ensenanza y del aprendizaje. Esto en lugar de escuchar o leer sobre teorias,
contenidos y metodologias.

» Coherencia con los objetivos de los docentes, de la escuela y sus directivos,
del estado y del curriculo.

* Foco en el contenido, es decir, que la actividad se enfoca a profundizar el
conocimiento del contenido y las habilidades matematicas. Esto en lugar
de teorias de aprendizaje, metodologias y teorias del aprendizaje de la
matematica.

En el contexto de estas investigaciones y recomendaciones, presentamos un
programa de desarrollo profesional docente, resultado de un trabajo iniciado
hace anos con el propoésito de instalar estrategias efectivas que permitan mejorar
el aprendizaje de la matematica escolar. Como se ha mencionado, el programa
consta de tres estrategias: Taller RPAccién, Taller RPContenido y Taller RPAula.
Se ha optado por denominar a estas estrategias ‘“talleres” en lugar de “cursos”
para recalcar su espiritu eminentemente practico.

El diseno e implementacion del programa se sustenta en dos principios
basicos: hacery reflexionar (Borko, 2004; Marrongelle et al, 2013). Como mar de
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fondo de esta propuesta se encuentra la matematica como disciplina intelectual,
que puede cultivarse a cualquier edad, que incluye tanto contenidos como
habilidades y que para ensenarla es necesario experimentarla y conocerla pro-
fundamente en tanto matematica escolar (Ball et al, 2008). Las tres estrategias
del programa se caracterizan por ofrecer oportunidades para que los docentes
hagan matematica, resolviendo problemas con sus pares y con el apoyo de un
monitor. Estas, por otra parte, ofrecen oportunidades para que los docentes
reflexionen sobre su capacidad para resolver problemas, sus conocimientos
matematicos y sus aprendizajes, las estrategias usadas para resolver los pro-
blemas y las emociones que han sentido en ese quehacer, y ademas sobre la
forma como el monitor interactia con ellos, sobre la posibilidad de implementar
situaciones analogas en sus aulas y como hacerlo. Todo esto se realiza en los
talleres, basicamente en dos instancias: los bloques de resolucién de problemas
y las discusiones plenarias.

Los bloques de resolucion de problemas son un espacio de los talleres donde
los docentes resuelven problemas, organizados aleatoriamente en grupos de tres.
El monitor interacttia con los grupos a través de preguntas. Se considera que un
grupo ha resuelto un problema cuando todos los integrantes pueden explicar la
solucion y las estrategias utilizadas. En ese momento el monitor opta por hacerles
una pregunta de extension del problema en que estan trabajando o entregarles
uno nuevo. De esta forma cada grupo trabaja a su propio ritmo vy la dificultad
del problema es graduada por el monitor seguin los participantes, de modo que
estos en todo momento sean efectivamente desafios abordables. Otro elemento
son las discusiones plenarias, espacios donde los docentes reflexionan, inter-
cambian experiencias y conocimientos. En éstas, también el monitor estimula la
discusion utilizando preguntas, para que los docentes reflexionen sobre aspec-
tos de tipo cognitivo, afectivo y metodoldgico. Los topicos que se discuten dependen
de los objetivos y la duracion de cada una de las estrategias.

En las siguientes secciones se describen las tres estrategias del programa.
La Tabla 1 muestra la duracién, en horas presenciales, de cada uno de los talleres
y su objetivo.

EL TALLER RPACCION

Es una estrategia de desarrollo profesional con foco en el docente, de 5 horas
de duracion, que ofrece a los docentes una experiencia personal en resolucion
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Tabla 1. Duracion y objetivo de cada estrategia del programa.

Duracién Objetivo

Taller RPAccion 5 horas (1 dia) Crear oportunidades para que los docentes tengan
una experiencia de resolucion de problemas, que
reflexionen sobre las estrategias, las emociones, el
rol del monitor y la posibilidad de implementar una
actividad similar en aula.

Taller RPContenido | 25 horas (5 dias) | Crear oportunidades para que los docentes profun-
dicen en sus conocimientos sobre un contenido
especifico de la matematica escolar, mediante una
estrategia de resolucion de problemas.

Taller RPAula 30 horas (1 ano) | Crear oportunidades para que los docentes imple-
menten la resolucion de problemas en sus aulas,
para que adquieran los conocimientos y habilida-
des necesarios para ello, creando espacios para la
reflexion e intercambio de experiencias.

de problemas, que les permita reflexionar sobre las estrategias, emociones, rol del
monitor y las posibilidad de implementar una actividad similar en aula. Este
taller se ha llevado a cabo en una decena de oportunidades, en distintos lugares
de Chile y del extranjero.

El taller se inicia con una presentacion corta, después de la cual se realizan
dos bloques de resolucion de problemas en los cuales los docentes trabajan en
grupos de tres, elegidos aleatoriamente. Luego se realiza una discusion plenaria
y se cierra con una presentacion. Los problemas que se utilizan en este taller
involucran contenidos de todos los ejes del curriculo de matematica. Los temas
que se discuten en plenaria incluyen las emociones experimentadas, las estrategias
utilizadas para resolver los problemas, el rol del monitor, la forma de interaccion
con los docentes, y finalmente sobre la posibilidad de introducir la resolucién de
problemas en sus aulas, utilizando el trabajo en el taller como modelo.

En algunos de estos talleres, los participantes respondieron a un cuestiona-
rio de evaluacion en el que la mayoria de los docentes manifestaron que esa
habia sido su primera experiencia con resolucion de problemas, en el sentido
de que los problemas no tenian forma directa de resolucion, no se les indicé
coémo proceder ni se les dijo si un problema estaba resuelto o no. Este nivel de
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autonomia fue valorado muy positivamente por los docentes. En segundo lugar,
la gran mayoria de los docentes consider6 que la experiencia habia sido muy
buena o excelente y que les gustaria tener mas experiencias con resolucion
de problemas y mas extensas. Algunas de las fortalezas que los participantes
mencionaron en sus evaluaciones fueron:

“El trabajo tedrico-prdctico que sirvio para compartir experiencias con los demds
colegas.”

‘Trabajo colaborativo, y el no entregar la respuestas tan rdpido sino contestar con
otra pregunta.”

‘Cuestionarse la forma de nuestras prdcticas educativas donde debemos hacer pensar
al nifio y que él encuentre sus respuestas (metacognicion) ponerlo siempre en
cuestionamiento.”

Entre las sugerencias que los participantes hacen como parte de la evalua-
cion, la mayorfa se refiere a la duracion del taller, mencionando que les gustaria
que fueran mas largos, y algunos mencionan como sugerencia “Dar finalmente
la respuesta correcta”y ‘Haber corregido los ejercicios ya que me quedaron
muchas dudas”.

EL TALLER RPCONTENIDO

Es una estrategia con foco en el docente y sus conocimientos matematicos. El
Taller RPContenido nace en el contexto de cursos de verano que usualmente se
ofrece a los docentes. Se trata de una estrategia de 25 horas, con cinco horas
diarias, durante una semana. Es un taller que tiene como objetivo crear oportu-
nidades para que los docentes profundicen sus conocimientos sobre un contenido
especifico, considerando elementos del conocimiento comtin, del conocimiento
especializado del contenido y del conocimiento del contenido y la ensenanza
(Ball et al, 2008). Los contenidos matematicos que se tratan en cada taller se
eligen en funcion de lo que la literatura y la experiencia revelan como contenidos
donde existen dificultades de ensenanza y aprendizaje, por ejemplo, fracciones,
area y perimetro de figuras planas y aritmética. Cada uno de estos talleres se
organiza considerando tipicamente dos o tres temas que se distribuyen a lo largo
de la semana.
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El taller se concibe para 21 docentes y el acompanamiento de un monitor.
Se inicia con una presentacion donde se dan a conocer los contenidos y la
metodologia. En cada sesion se realizan dos bloques de resolucion de problemas
y una discusion plenaria. Los problemas se articulan en base al contenido dis-
ciplinario del taller, de modo de proveer instancias en que los docentes reflexionen
sobre su conocimiento del contenido y su ensefanza. Después de estos bloques,
el monitor hace un recuento de los aspectos clave sobre los que se ha trabajado,
discutiendo con los docentes sobre las dudas que se hayan generado, acompa-
nada de un texto de tres o cuatro paginas con los contenidos tratados y referencias
a los problemas resueltos. La sesion finaliza con una discusion plenaria en la
que los docentes discuten sobre los problemas, las formas de resolverlos, los
conceptos involucrados y los aprendizajes obtenidos. El taller RPContenido se ha
realizado en forma piloto en tres oportunidades. En enero de 2015y 2016 se rea-
lizaron ocho talleres, en particular uno de fracciones y uno de geometria. En la
Tabla 2 se describen los contenidos centrales considerados en estos talleres.

Tabla 2. Temas centrales de los talleres RPContenido.

Temas centrales

Fracciones Geometria
1. ¢Qué es una fraccion? 1. Perimetro, area de triangulos cuadrilateros y
2.Suma y resta de fracciones, minimo comun de figuras compuestas.
multiplo. 2. Area, perimetro y angulos de la circunferencia.
3. Multiplicacion y division de fracciones. 3. Teorema de Pitagoras.

En el verano de 2013 se realizd un taller sobre fracciones con contenidos
similares a los mencionados en la Tabla 1. En Perdomo-Diaz et al. (2017) se
presenta un analisis de la forma en que este taller contribuyo al desarrollo del
conocimiento del docente, mostrando el caso de un profesor que particip6 en el
taller y que fue entrevistado 7 meses mas tarde.

Al finalizar los talleres en 2015, los docentes contestaron a una encuesta de
evaluacion en la que valoraron de forma unanime la metodologia de trabajo en
grupo, la conformacion de grupos aleatorios, la resolucion de problemas y el rol
del monitor con las preguntas como forma de interaccion. A varios les parecié
relevante que no hubiera un tiempo limite para resolver un problema, que lo
que interesaba era que ellos lo resolvieran, no importando que en el proceso
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pudieran cometer errores y que ellos debian realmente entender el problema al
final, no solo llegar al resultado. Algunas opiniones que expresaron los docentes
en el cuestionario de evaluacion tienen que ver con los factores que ayudaron
y/o dificultaron el aprendizaje de los contenidos trabajados. La siguiente es la
respuesta de una profesora, representativa de la mayoria de las respuestas:

Sin duda el trabajo en grupo favorecio el aprendizaje, ya que la diversidad de expe-
riencias permitia acceder, tanto de manera particular como global, al logro de lo
propuesto.

El compartir con colegas diversas estrategias. Que el profesor no otorgara las res-
pueslas, sino que nos guiara a poner en prdctica nuestros conocimientos. El verme
enfrentada a problemas que no son los comunes de los que conocemos. El realizar
plenarias y compartir fortalezas y debilidades encontradas en los problemas
planteados.

En relacion con el uso de la estrategia de resolucion de problemas para
aprender contenidos matematicos, algunas de las respuestas de los docentes
fueron:

Me parece una actividad desafiante tratar de resolver aplicando conocimientos
previos de una u otra forma. Satisfactorio ademds ya que el trabajo grupal permitio
encontrar mds de un camino de resolucion.

También me parecid bastante positivo por parte de la docente, la manera de abordar
las preguntas que surgian durante el desarrollo de los problemas matemdticos, pues
nunca entregaba la respuesta, sino mds bien una orientacion a través de preguntas
para resolver el problema.

Otros de los comentarios que hicieron los docentes fueron:
Creo importante destacar la disposicion del profesor para explicar lo que nos causaba
duda y sobre todo la diddctica que utilizaba en sus clases, lo que influia positivamente

en que confidramos en nosotras y nos diéramos la oportunidad de equivocarnos.

El taller me parecio excelente tanto en su parte tedrica y prdctica. Interesante, desa-
flante y me deja con una gran motivacién para sequir aprendiendo.
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Este tipo de estrategia, también se ha realizado con foco en la resoluciéon de
problemas. La diferencia con el Taller RPContenido es que los problemas eng-
loban contenidos de todos los ejes del curriculo de matematica y las discusiones
plenarias giran en torno a topicos de resolucion de problemas propiamente tal.
En su modalidad de resolucion de problemas, el taller se ha realizado en nume-
rosas oportunidades desde el ano 2000, siendo este el taller inspirador del
programa de desarrollo profesional que describimos en este articulo.

EL TALLER RPAULA

Es la estrategia mas importante dentro del programa que presentamos y busca
la paulatina y efectiva incorporacion de la resolucion de problemas en las aulas
escolares. Tiene una duracion de 50 horas distribuidas a lo largo de un ano, de
las cudles 30 son presenciales; para instalar la resolucion de problemas en las
aulas los docentes la experimentan, planifican sesiones de resolucion de pro-
blemas con sus estudiantes, las implementan en aula y posteriormente se dis-
cuten en el taller. Esta estrategia se origina en la experiencia del proyecto
Chile-Finlandia (Varas, 2012) y el trabajo de los autores, por varios anos, dise-
nando e implementando talleres de resolucion de problemas. Para su diseno,
ademas, se ha analizado literatura internacional sobre estrategias de desarrollo
profesional efectivas. En particular ésta es una estrategia con base en el hacer
v el reflexionar, que se disena tomando en cuenta las caracteristicas que debe
tener una estrategia de desarrollo profesional docente efectiva, como fue descrita
anteriormente.

El taller RPAula se desarrolla en 8 sesiones distribuidas entre marzo y noviem-
bre, con la participacion de 21 docentes, de preferencia que ensefen en niveles
escolares similares. El objetivo de incorporar la resolucién de problemas en el
aula es conocido por los participantes y las autoridades de sus establecimien-
tos. Para lograr este objetivo, el taller plantea la realizacion de Actividades de
Resolucién de Problemas en Aula (ARPA), que son sesiones de resolucion de
problemas con los estudiantes, preparadas y mas tarde reportadas y discutidas en
las sesiones mensuales. Estas ARPAs se realizan bajo el principio fundamental:
la incorporacion de la resolucion de problemas en aula debe ser paulatina, no
invasiva y respetuosa de los ritmos escolares del docente y del establecimiento.

Para que los docentes incorporen la resolucion de problemas en sus aulas
consideramos necesario que ellos resuelvan problemas, que inventen estrategias
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para resolverlos, que experimenten las emociones que ello conlleva y que obser-
ven el trabajo del monitor. La relacion monitor-docente que se establece en este
trabajo, se plantea como un modelo de la relacion docente-estudiante que se
espera sea replicado en las aulas. Durante el taller se privilegia el trabajo colectivo
de los docentes, en grupos y en plenaria, como una manera de socializar el
conocimiento y las experiencias con las ARPAs. Para el trabajo en grupo se
seleccionan los integrantes de manera aleatoria y es asi como se propone tam-
bién la seleccién de grupos con los estudiantes en aula. En la plenaria se realiza
una puesta en comun de actividades individuales o en grupo, se discuten pro-
blemas resueltos por los docentes, se intercambian experiencias en la imple-
mentacion de ARPAs y se discuten problemas propuestos para ARPAs.

El ARPA, que se encuentra en el centro del taller RPAula, consiste en una
actividad de resolucion de problemas con los estudiantes del docente, que se
realiza entre dos sesiones del taller, preparandola en la sesion anterior y discu-
tiendo sus resultados en la siguiente. EI ARPA se realiza con problemas propuestos
por el monitor, en las primeras tres sesiones, y con un problema construido por
el docente en las siguientes tres sesiones.

El Taller RPAula difiere del proyecto Chile —Finlandia en diversos aspectos.
En el Taller RPAula se incluyen numerosas actividades donde los docentes son
resolutores de problemas, donde desarrollan su propia habilidad matematica
con la ayuda de un monitor. Esta experiencia resolviendo problemas modela la
relacion docente-estudiante que se trata de promover en el aula. Se enfatiza el
uso de preguntas como forma de interaccion del docente con los estudiantes. A
partir de la cuarta sesion, los docentes construyen los problemas que se imple-
mentan en clase, utilizando sus propios libros de texto o guias. Se estimula la
extension de las implementaciones mensuales de resolucion de problemas en
aula a otras instancias escolares, en las clases de cualquier disciplina. Se estimula
de manera deliberada la inclusion de los contenidos en interrelacion con la
habilidad de resolucién de problemas.

Este taller se realizé en forma prepiloto durante el ano 2014 y se encuentra
en una etapa de implementacion piloto de mayor escala en el contexto de un
proyecto Fondef (FONDEF 1D14110338). El prepiloto se realizdé con un grupo de
21 de profesoras de educacion basica, la mayoria de las cuales impartia clases
en 32y 42 basico en colegios de dos fundaciones. En la ultima sesion del taller
se propuso a los docentes un cuestionario de evaluacion donde se les preguntaba
acerca de su evolucion en la planificacion de las ARPAs, los cambios en su forma
de trabajar en sus clases de matematica y los cambios que hubiera observado
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en el trabajo de sus estudiantes. A continuacion presentamos un ejemplo de los
cambios y la evolucién observada por las profesoras participantes.

En cuanto a su evolucion en la planificacion de las ARPAs, una profesora
senala que:

Las preguntas para enfocar el problema apuntan cada vez mds al foco del problema.
Cuestiono mds las preguntas que ayudan a las nifias a salir de su dificultad. El cierre
de la actividad también lo he modificado en forma favorable. La conformacion de
los grupos, me di cuenta que al conformar grupos de cuatro integrantes y aleatorios
les estaba dando las posibilidad de verbalizar sus estrategias y enriquecer atin mds
su desarrollo.

En cuanto a los cambios observados en su forma de trabajar en las clases
de matematica y en la forma en que trabajan sus estudiantes, dos ejemplos de
respuestas fueron:

Aprendi que los alumnos pueden resolver problemas sin mayor guia que mediante
preguntas. Aprendi que una buena motivacion y realizando las preguntas previa-
mente planificadas era mucho mds importante que dar pistas. Me ha servido para
darme cuenta de cuanto estdn pensando los ninos en mi clase y que tanto se les
desafia de forma diaria.

Los alumnos ven los problemas de forma mds positiva y estimulante. He observado
mds sequridad confianza en si mismos (en todos incluyendo a los que mds les
cuesta). En las evaluaciones han mejorado. Les gustan los desafios, se sienten alegres
y con mds sequridad al enfrentar los problemas matemdticos. Se fortalecio el trabajo
en grupo, como un trabajo colaborativo donde todos deben compartir su aprendizaje.
Ahora saben que un problema se resuelve en equipo generando discusion.

PROYECCIONES Y DISCUSION FINAL

El programa de desarrollo profesional que se ha delineado en este articulo se
encuentra en etapa de desarrollo en el contexto del proyecto Fondef ID14110338,
que en 2015, tuvo en marcha ocho talleres RPAula y un numero similar de los
otros dos talleres en los niveles basicos (1° a 8° grado). Este proyecto permitira
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la implementacion sistematica de los talleres durante dos afnos, con el objeto de
consolidar su formato, analizar sus efectos y formar monitores que puedan llevar
a cabo una segunda etapa de expansion, que permita que un numero signifi-
cativo de docentes incorpore la resolucion de problemas y las otras habilidades
del curriculo en un nimero creciente de aulas escolares incluyendo también
docentes del nivel prebasico (K) y secundario (92 a 122 grado). Las estrategias
propuestas privilegian el hacer y el reflexionar, desarrollando capacidades de
resolucion de problemas, argumentacion, comunicacion, modelamiento en los
docentes y se fomenta la autonomia de razonamiento matematico con el uso
sistematico de preguntas.

En este articulo se ha presentado una experiencia piloto de las tres estrategias
del programa con docente de 1° a 82 grado. Por un lado, los docentes partici-
pantes encontraron, en su gran mayoria, que el taller produjo cambios en su
manera de ver la matematica, en su manera de concebir un problema matematico
y en su percepcion de la capacidad de sus estudiantes para resolver problemas.
Por otro lado, manifestaron que sus estudiantes ahora tienen mayor motivacion
para la matematica, estan mas interesados, que aprendieron a discutir en grupo,
que buscan explicaciones a lo que hacen, que se atreven con los desafios, e
incluso un docente manifiesta que sus estudiantes han mejorado sus evalua-
ciones. Desde el punto de vista de los autores, estas experiencias piloto han
permitido llevar a la practica una serie de ideas que requerian ser contrastadas
con la realidad y han permitido ganar la experiencia necesaria para avanzar en
una version mejorada y en un mayor numero de talleres.

Concluimos este articulo mencionando que las estrategias de desarrollo
profesional presentadas podrian ser utilizadas en otras temas como ciencias y
escritura, donde la necesidad de incorporar capacidades en los docentes mientras
implementan actividades con sus alumnos es similar. Es necesario concebir
distintas estrategias de desarrollo profesional en matematica y en otras areas
para enriquecer nuestro entorno educacional. Esperamos que este articulo esti-
mule otras experiencias en esta linea
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Politica editorial

La revista EDUCACION MATEMATICA es una publicacion internacional arbitrada,
publicada por la Sociedad Mexicana de Investigacion y Divulgacion de la Edu-
cacién Matematica A.C, que ofrece un foro académico para la presentacion y
discusion de ideas, conceptos, propuestas y modelos que puedan contribuir a la
comprension y la mejora de la ensefanza y el aprendizaje de las matematicas
en diversos contextos y latitudes. La revista aparece tres veces al ano y publica
articulos de investigacion, ensayos tedricos sobre temas relacionados con la
educacion matematica y contribuciones para la docencia en matematicas sus-
tentadas tedricamente. Adicionalmente, difunde resenas de libros y eventos rele-
vantes para la comunidad interesada en la educacion matematica.

OBIETIVOS

EDUCACION MATEMATICA se propone:

* Actuar como un foro académico internacional en lengua espafnola en el
que se discutan problematicas y hallazgos en torno a la ensenanza y
el aprendizaje de las matematicas en diferentes contextos.

* Promover la investigacion de alta calidad en educacion matematica en los
paises iberoamericanos.

* Facilitar la comunicacién entre investigadores, estudiantes de posgrado y
maestros de matematicas.

* Colaborar en la comprension de la naturaleza, la teoria y la practica de la
ensenanza y el aprendizaje de las matematicas.

LECTORES

EDUCACION MATEMATICA esta dirigida a investigadores de la educacion matematica,
estudiantes de posgrado, maestros en formacion y en ejercicio, disenadores de
programas y proyectos educativos, evaluadores, administradores y cuadros téc-
nicos vinculados con la educacion matematica.
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PRINCIPALES TEMATICAS

El contenido de EDUCACION MATEMATICA se orienta principalmente a los siguientes
temas:

Educacion matematica en el nivel basico.

Educacion matematica en el nivel preuniversitario.

Educacion matematica en el nivel universitario.

Los sistemas educativos y las politicas educativas en educacion matematica.
Saberes matematicos y procesos de ensenanza y de aprendizaje de las
matematicas en contextos no escolares.

Historia y epistemologia de las matematicas y de la educacion matematica.

INFORMACION PARA LOS AUTORES

La revista EDUCACION MATEMATICA publica articulos de investigacion y otras
contribuciones (ensayos; contribuciones para la docencia y resenas) en
espanol, en portugués, y eventualmente en inglés o francés, en las tematicas
enlistadas en esta Politica Editorial.

* Todos los escritos que se reciben se someten a un proceso de evaluacion

doble-ciego.

El Comité Editorial, con base en los resultados de la evaluacion de los
escritos, se reserva el derecho de aceptar o rechazar un material o hacer
sugerencias de correccion para su publicacion. Asi mismo, se reserva el
derecho de ubicar la contribucion en la seccion de la revista que considere
mas conveniente conforme a la politica editorial.

El Comité Editorial y la Sociedad Mexicana de Investigacion y Divulgacion
de la Educacion Matemdtica tendran los derechos de publicacion de los
articulos aceptados, para lo cual el autor debe firmar una licencia de publi-
cacion no exclusiva que se hara llegar a los autores una vez aprobada la
publicacion. En esta licencia, el autor o los autores se comprometen también
a asegurar que son los legitimos propietarios de la contribucion, que ésta
es original y que no existen problemas de derechos de autor con terceros.

CUESTIONES DE ETICA

EDUCACION MATEMATICA es un 6rgano de difusion que se sustenta en la ética de
la investigacion y también busca promoverla, por lo que tiene como politica

220

EDUCACION MATEMATICA, VOL. 29, NUM. 1, ABRIL DE 2017



Politica editorial

editorial: respetar la pluralidad de ideas y enfoques; conservar la confidencialidad
durante todo el proceso de evaluacion acerca de los escritos recibidos; evitar
conflictos de interés; evaluar objetivamente los escritos propuestos; respetar
permanentemente los criterios de evaluacion establecidos; no publicar escritos
que pudiesen ser resultado de practicas poco éticas.

Con el fin de cumplir los puntos anteriores, nuestra politica permanente ha
sido y sequira siendo:

* Publicar trabajos con acercamientos y marcos conceptuales diversos, con-
siderando unicamente como criterio de publicacion la calidad, originalidad
y rigor de los escritos.

* Publicar solo trabajos cuyos autores hayan firmado una carta sefalando
que son los legitimos autores del escrito y que éste no implica conflicto de
derechos intelectuales o de cualquier otro tipo con terceros.

* Evaluar los trabajos propuestos mediante el sistema de doble ciego, con
el fin de evitar posible pérdida de objetividad por parte de los arbitros.

* No utilizar como evaluadores a colegas pertenecientes a la misma institu-
cion o red de investigacion que los autores.

» Ponderar si el numero de autores corresponde a la cantidad de trabajo
implicada en la investigacion de la que deriva el articulo. No se aprobaran
articulos cuyo numero de autores resulte excesivo por la magnitud del
trabajo presentado.

* Establecer con los evaluadores compromiso de confidencialidad, mediante
anotacion en el formato de evaluacion.

CARACTERISTICAS Y PREPARACION DE LOS ESCRITOS

La revista EDUCACION MATEMATICA publica articulos en espafnol y en portugués, y
eventualmente en inglés y francés. Los autores de articulos en los idiomas
distintos al espanol deberan aceptar que los dictdmenes estén elaborados en
este idioma.

Articulos de investigacion:

* Deberan tener originalidad y rigor y mostrar, explicitamente, el aparato
conceptual y metodologico utilizado.
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Prepararse electronicamente, en Word o en algun otro procesador compatible.
Deberan tener un maximo de 10 000 palabras, incluidos resumen, notas,
referencias bibliograficas, tablas, graficas y figuras. Se recomienda amplia-
mente que en total la extension del articulo no sea mayor de 20 cuartillas.
Se deberd incluir un resumen de entre 150 y 180 palabras en el idioma
en que se haya escrito. Ademas, se incluira una version en inglés del titulo
y el resumen, y cinco palabras clave en los dos idiomas elegidos.

El anonimato de los articulos, para su envio a los arbitros, correrd por cuenta
de los autores. Los editores no eliminaran ni los nombres, ni las citas o
referencias que permitan identificar a los autores.

En archivo aparte, deberd prepararse una cardtula que contenga: a) titulo
del articulo; b) declaracién de que el material es original e inédito y que
no se encuentra en proceso de revisién para otra publicacion (debe men-
cionarse, explicitamente, si el material ha sido presentado previamente en
congresos y ha aparecido de manera sintética [maximo seis cuartillas]
en las memorias del mismo); ¢) el nombre, institucién de adscripcion (incluido
Campus, Departamento, Facultad o Division, conforme a la organizacion
institucional), direccién electronica, teléfono, domicilio completo (incluyendo
cédigo postal) del autor o los autores.

Las figuras, tablas e ilustraciones contenidas en el texto deberan ir incluidas
en el archivo del escrito. En caso de que el articulo sea aprobado, se enviaran
las fotografias o ilustraciones en formatos .jpg, .tif 0 .eps, insertos en el docu-
mento y también en archivo aparte, con una resolucién minima de 300 dpi.
Deberd evitarse el uso de siglas, acronimos o referencias locales que no
sean conocidas por un lector internacional; si éstas se utilizan, debera
explicitarse su significado a pie de pdgina, la primera vez que aparezcan.
Las referencias dentro del texto deben senalarse indicando, entre paréntesis,
el autor, ano de la publicacién y pagina o paginas (Freudenthal, 1991: 51).
Al final del articulo se debe incluir la ficha bibliografica completa de todas
las referencias citadas en el texto siguiendo el modelo APA.

Briand, J. (2011). El lugar de la experiencia en la construccion de las matematicas
en clase. Educacion Matemadtica, 23(1), 5-36.

Fuenlabrada, I. (compiladora) (2008). Homenaje a una trayectoria: Guillermina
Waldegg. DIE-CINESTAV/COMIE/UPN. México.

Stigler, J. W.'y J. Hiebert (1999). The Teaching Gap. Best ideas from the World's
Teachers for Improving Education in the Classroom. Free Press. New York.
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Moreno, Ly J. Kaput (2005). Aspectos semidticos de la evolucion historica de la
aritmética y el algebra. En: M. Alvarado y B. Brizuela (compiladoras). Haciendo
numeros. Las notaciones numéricas vistas desde la psicologia, la diddctica y
la historia. México. Paidds. Col. Educador. Num. 179.

Hernandez, S. y H. Jacobo (2011). Descripcion de algunas tesis de maestria en
educacion matematica. Revista Electronica de Investigacion Educativa, 13(1).
Consultado el 28 de marzo de 2012 en: http://redie.uabc.mx/vol 11nol/conte-
nido-hdezjacobo.html

* Enlos casos en que los trabajos citados tengan DO, éste debera anotarse
a continuacion de la ficha bibliografica.

Ensayos

EDUCACION MATEMATICA publica ensayos de alta calidad con un maximo de 7000
palabras (y 15 cuartillas incluyendo imagenes y bibliografia), que aborden de manera
rigurosa y original algun tema relevante en el campo de la educacion matematica.
A diferencia de los articulos, los ensayos implican la interpretacién de un tema desde
el punto de vista del autor, sin que sea necesario explicitar el aparato metodologico
o documental especifico que lo sustenta, ni aportar datos empiricos. Los ensayos
se someten al mismo proceso de arbitraje que los articulos de investigacion.

Contribuciones para la docencia

EDUCACION MATEMATICA considera para su publicacion un numero limitado de
Contribuciones para la docencia, consistentes en propuestas originales de pre-
sentacion de un tema, acercamientos novedosos con sustento conceptual que
hayan sido probados en clase. Asi mismo, se consideran en esta seccién puntos
de vista y analisis fundamentados conceptualmente sobre algun programa o
material educativo relevante y, en general, cualquier producto de la experiencia
en el aula o de planeacion de proyectos en educacion matematica que se hayan
elaborado con sustento conceptual y rigor metodoldgico y que se considere
valioso compartir con los investigadores del campo y los docentes de los distintos
niveles educativos. Las contribuciones para la docencia no deberan exceder las
7000 palabras o 15 cuartillas incluyendo tablas, graficas y figuras, y deberan
enviarse en formato Word, con los mismos lineamientos de presentacion que
los articulos.
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RESENAS

EDUCACION MATEMATICA publica también resefas de libros especializados, libros
de texto, software, tesis de doctorado y eventos relevantes relacionados con las
tematicas de la revista y que hayan aparecido recientemente. Las resefas deben
expresar el punto de vista de su autor; es decir, que no seran meramente des-
criptivas, y no excederan 2 000 palabras. Asimismo, deben incluir la ficha com-
pleta del texto o software resenado; el nombre, institucion de adscripcion y el
correo electronico del autor. En el caso de las resenas de tesis de doctorado, se
incluira también el grado, institucion, director de tesis y fecha de defensa. Las
resenas seran revisadas al interior del Comité Editorial.

PROCESO DE ARBITRAJE
Aspectos generales

Todos los manuscritos recibidos estan sujetos al siguiente proceso de arbitraje:
el Comite Editorial hace una primera revisién del manuscrito para verificar si
cumple los requisitos basicos para publicarse en EDUCACION MATEMATICA. Esta
revision interna se realiza en un plazo de seis semanas. En este término, se
notificara por correo electronico al autor si su manuscrito serd enviado a eva-
luadores externos: En el caso en que el manuscrito no se considere adecuado
para su eventual publicacion en EDUCACION MATEMATICA, se expondran, por escrito,
las razones al autor.

Con el fin de asegurar la originalidad de los escritos, durante el proceso de
arbitraje, tanto el Comité Editorial como los evaluadores podran hacer busquedas
electronicas para evaluar la originalidad de los articulos.

Articulos y ensayos

Las contribuciones que cumplan los requisitos basicos para ser evaluadas seran
enviadas para arbitraje doble-ciego de dos expertos en el tema. Esta sequnda
etapa del proceso de arbitraje se realizara en un plazo de dos meses. Al término
de este periodo, el autor recibira los comentarios de los revisores y se le notificara
la decision del Comité Editorial: Aceptado en su versién original, Aceptado con
modificaciones menores, Aceptacion condicionada a incorporacion de modifica-
ciones mayores, 0 Rechazado.
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Cuando sea el caso, el autor deberd responder electronicamente si estd de
acuerdo o no en elaborar una segunda version de su contribucion, incorporando
los cambios propuestos. La version revisada, acompanada de una relacion de los
cambios efectuados, debera enviarse en un periodo no mayor de seis semanas.
Si el autor o autores envian su segunda version en un plazo mayor al estipulado,
el escrito serd considerado como nueva contribucion, y se reiniciara el proceso
de arbitraje.

En el caso en que un arbitro apruebe una contribucion con modificaciones
menores y otro la rechace, la contribucion sera enviada a un tercer revisor. Pre-
valecera la opinion de dos de los tres arbitros.

Cuando en la segunda revision de un escrito los arbitros vuelvan a solicitar
correcciones mayores, el articulo se considerara rechazado. Se sugerira al autor
0 autores reelaborarlo tomando en consideracion las observaciones de los arbitros
y reiniciar el proceso de envio del escrito que se recibird como un nuevo articulo
para su arbitraje.

Contribuciones para la docencia

Las contribuciones para la docencia se someten a un proceso de arbitraje en el
que participan como arbitros un miembro del Comiteé Editorial y un arbitro externo.
Los plazos del proceso son los mismos que para los articulos y los ensayos. En
caso de discordancia en las evaluaciones, se seguira un proceso similar al de
articulos y ensayos.

Resenas

Las resenas son evaluadas por un miembro del Comité Editorial y el resultado
de su evaluacion se comunica al autor una vez que haya sido discutido en el
pleno del Comité Editorial. Para hacer la evaluacion, en este caso, se consideran
la actualidad y relevancia del objeto de la resena y la calidad de la perspectiva
personal que el autor incorpora en su escrito.

ENVIO DE LOS ESCRITOS

Los escritos deberan enviarse en archivo electronico a través de la pagina
www.autores-educacion-matematica.com
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