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solving a functional thinking task

Rodolfo Morales,' Angela Agurto,? Isidora Mendoza,? Catalina Olave,*
Lissett Valenzuela,> Danilo Diaz-Levicoy®

Resumen: Esta investigacion busca caracterizar las estrategias que manifiestan
estudiantes de tercero de Educacion Primaria en una tarea que implica pensa-
miento funcional. Para ello, se elabord una entrevista semiestructurada que se
aplico de manera individual a cuatro estudiantes de tercero de primaria (8-9 anos
de edad). La entrevista llevo asociada una tarea de pensamiento funcional cuya
funcion involucrada fue f(x) = x+1, en un contexto cercano a los estudiantes. Se
realiz un analisis de contenido de las producciones de cada uno de los estu-
diantes a las siete preguntas que involucro la tarea. Entre los resultados se
destaca que los estudiantes fueron capaces de utilizar estrategias centradas en
las relaciones funcionales de correspondencia y covariacion. Ademas, fueron
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capaces de responder a una pregunta general desde la particularizacion y la
generalizacion de una relacion funcional. Los resultados sugieren que los estu-
diantes de estas edades educativas son capaces de involucrarse adecuada-
mente con tareas que llevan asociadas el concepto de funcion.

Palabras clave: Pensamiento funcional, Pensamiento algebraico, A/gebra tem-
prana, Generalizacion, Educacion Primaria.

Abstract: This study aims to characterize the strategies employed by third-grade
elementary school students in a task involving functional thinking. To achieve
this, a semi-structured interview was designed and individually administered
to four third-grade students (ages 8-9). The interview was linked to a functional
thinking task involving the function f(x) = x+1, presented in a familiar context
for the students. A content analysis was conducted on each student's responses
to the seven questions included in the task. The findings indicate that students
were able to employ strategies focused on functional relationships of
correspondence and covariation. Additionally, they successfully responded to a
general question by particularizing and generalizing a functional relationship.
These results suggest that students at this educational stage can effectively
engage with tasks involving the concept of function.

Keywords: Functional thinking, Algebraic thinking, Early algebra, Generalization,
Primary Education.

INTRODUCCION

La ensenanza tradicional del algebra escolar basada en la manipulacion del
simbolismo algebraico y procesos mecanicos junto, con el enfoque curricular,
donde la ensenanza de la aritmética que antecede a la ensenanza del algebra,
ha provocado durante anos dificultades en los aprendizajes algebraicos de los
estudiantes (Lins y Kaput, 2004; Molina, 2009; Kieran, 2007). Como una forma
de abordar esta brecha surge la propuesta curricular early algebra (algebra
temprana) que pretende subsanar aquellas dificultades que los estudiantes
enfrentan cuando abordan nociones algebraicas por primera vez. Particularmen-
te, el lineamiento central del early algebra busca la promocién de modos de
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pensamiento algebraico desde de los primeros niveles educativos. Se pretende
otorgar un caracter algebraico a la aritmética presente en el curriculum de mate-
matica, de esta manera se invita a los estudiantes a resolver tareas que involucren:
la identificacion de patrones, relaciones y propiedades matematicas, fomentar
habitos de pensamiento centrados en la observacién de la estructura que sub-
yace a la matematica y realizar procesos de generalizacion de estructuras y
relaciones matematicas (Blanton y Kaput, 2005).

El pensamiento funcional es considerado un tipo de pensamiento algebraico
y un enfoque para introducir ideas algebraicas a partir de los primeros niveles
educativos (Canadas et al, 2018). Se centra en las relaciones entre cantidades que
covarian y la generalizacién de las mismas y tiene a la funcién como contenido
protagonista (Blanton, 2008; Smith, 2008). En este trabajo, siguiendo a Shliemann
et al (2011), asumimos que las operaciones aritméticas pueden ser consideradas
como funciones. Dichos autores consideran que la aritmética se ocupa de esa
parte del algebra en la que ndmeros y medidas particulares, son tratados como
instancias de ejemplos mas generales, fomentando asi procesos de representacion
y generalizacion, habilidades propias del pensamiento algebraico. Por ejemplo, la
multiplicacion por dos (la tabla del dos) puede ser concebida como una funcion
de proporcionalidad (Morales et al, 2023).

Las ventajas asociadas a este pensamiento en Educacion Primaria son diver-
sas, entre ellas se destacan: a) promueve de manera intuitiva el concepto de
funcién a través de las relaciones entre las cantidades, la representacion y la
generalizacion; b) ayuda a desarrollar habilidades para distinguir la relacion
entre cantidades e identificar la regularidad de la situacion dada; c) es un medio
para promover la resolucion de problema y, d) es considerada como una meta
disciplinar (Kaput, 2008; Blanton, 2008; Rico 2006; Torres et al, 2022). Dadas
estas ventajas, no es de extranar que varios paises hayan incorporado elemen-
tos del pensamiento funcional en sus curriculos (Merino et al, 2013; Morales y
Parra, 2022). Por ejemplo, el curriculo chileno sugiere que los estudiantes deben
ser capaces de identificar relaciones entre cantidades de tal manera que explo-
ren como el cambio de una cantidad afecta a la otra (Ministerio de Educacién
de Chile [MINEDUC], 2012).

Desde un punto de vista investigador, el pensamiento funcional ha sido
motivo de interés en los ultimos anos, se han realizado esfuerzos considerables
para caracterizarlo en estudiantes de edades escolar tempranas. Por ejemplo,
hay estudios que sugieren que estudiantes de primero y sequndo de Educacion
Primaria son capaces de abordar tareas de relaciones funcionales usando
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estrategias basadas en la relacion de correspondencia, evidenciando la estruc-
tura de la relacion funcional y usando la representacion verbal para generalizar
dicha relacion y estructura (p. ej, Morales et al, 2018; Torres et al, 2021). A pesar
de estos esfuerzos, auin quedan lineas abiertas por explorar respecto a como
estudiantes de niveles educativos iniciales son capaces de transitar desde la
aritmética al algebra a través del proceso de generalizacion, en un contexto
funcional del algebra escolar (Torres et al, 2023).

Este estudio pretende, de acuerdo con las consideraciones anteriores, dar
respuesta al siguiente objetivo de investigacion: caracterizar las estrategias que
manifiestan estudiantes de tercero de Educacion Primaria en una tarea que implica
pensamiento funcional. Al abordar este objetivo se busca aportar mas evidencia al
cuerpo de conocimiento existente sobre el pensamiento funcional de estudiantes
de las primeras edades educativas. Ademas, intenta dar orientaciones novedosas
para abordar la generalizacion de una relacion funcional en el aula.

MARCO CONCEPTUAL Y ANTECEDENTES
EARLY ALGEBRA

El early algebra es una propuesta curricular que surge en los Estados Unidos
como forma de potenciar el aprendizaje del algebra a partir de los primeros
niveles educativos, como consecuencia de las dificultades y los errores que han
manifestado los estudiantes desde el enfoque tradicional y mecanicista del alge-
bra escolar (Kaput, 2000; Molina, 2009). En los ultimos afos, investigaciones en
torno al early algebra han evidenciado que los estudiantes tienen capacidades
para abordar de manera exitosa tareas con nociones algebraicas adecuadas a
sus edades, en contraste con lo que se pensaba hace algunas décadas (Brizuela
et al, 2015). Por consiguiente, esta propuesta busca potenciar el curriculum
tradicional, de tal modo que le otorga a la aritmética un caracter fuertemen-
te algebraico. Se pretende que los estudiantes puedan promover aprendizaje
algebraico a través de distintas practicas centradas en la justificacion, repre-
sentacion, razonamientos y la generalizacion, esta ultima sobre las relaciones
matematicas a través de representaciones cada vez mas sofisticadas. El early
algebra posee un amplio abanico de posibilidades con las que se pretende la
introduccion de los elementos algebraicos, se tienen distintos enfoques como: el
pensamiento relacional, el estudio de la aritmética generalizada y el pensamiento
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funcional (Canadas y Molina, 2016). Este trabajo se centra en el enfoque del
pensamiento funcional y sus elementos, dado que es uno de los recomendados
para abordar nociones algebraicas a partir de los primeros niveles educativos.

PENSAMIENTO FUNCIONAL

El pensamiento funcional se considera un tipo de pensamiento algebraico basa-
do en la construccion, descripcion y razonamiento con y sobre las funciones y
los elementos que la constituyen (Cafnadas y Molina, 2016). Tiene como objeto
establecer relaciones de dependencia entre dos o mas conjuntos de datos inmer-
sos en situaciones cotidianas (Canadas y Fuentes, afio). Asimismo, el pensa-
miento funcional, se evidencia cuando un estudiante explicita la relacion entre
las cantidades variables y de esa manera puede abstraer el razonamiento hacia
una regla general, que puede descubrirse mediante un proceso inductivo (Cana-
das y Molina, 2016). Ademas, es cuando este mismo estudiante, una vez que ha
centrado su atencion en la relacion entre las cantidades variables, es capaz de
generalizar y justificar esas relaciones, usando representaciones que pueden
abarcar el lenguaje natural u, otros centrados en lo pictorico, tabular, grafico,
simbolico o algebraico (Blanton et al, 2015; Smith, 2008). En este sentido, la
justificacién es un elemento clave en el pensamiento funcional, dado que favo-
rece su desarrollo y permite evidenciar cuando un estudiante resuelve tareas
asociadas a este pensamiento (Pinto et al, 2023; Thanheiser y Sugimoto, 2022).
Ademas, de acuerdo con Blanton et al. (2011), la justificacién busca la formula-
cion de argumentos para validar conjeturas o afirmaciones.

RELACIONES FUNCIONALES COMO ESTRATEGIAS DE RESOLUCION

Las estrategias son secuencias de procedimientos que se realizan sobre con-
ceptos y relaciones matematicas (Rico, 1997). En este contexto, se considera como
estrategia a la actuacion que realiza un resolutor frente a una tarea matemati-
ca. En la ensenanza y estudio del algebra escolar las formas de establecer
relaciones funcionales (Kaput, 1998), suelen ser consideradas como estrategias
de resolucion de un problema que implica el concepto de funcion. Por ejemplo,
en Morales y Parra (2022) se observa que futuros profesores emplean estrategias
centradas en las relaciones entre cantidades que covarian. Diversos autores (p.
ej, Amit y Neria, 2008; Merino et al, 2013) destacan la necesidad de indagar
sobre las estrategias que emplean estudiantes de primeros niveles educativos
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en la resolucion de problemas en el contexto funcional. En este sentido, las
estrategias podrian implicar tres tipos de relaciones, estas son: recurrencia, corres-
pondencia y covariacion (Confrey y Smith, 1991). La primera de ellas, es la mas
elemental de todas e implica la localizacion de una relacion entre las cantidades
de la secuencia de una de las variables involucradas en la tarea (Blanton, 2008).
Un ejemplo de este tipo de patron se observa en la figura 1, la solucién se logra
enfocando la atencion en la columna de la variable dependiente, usando el
patron de sumar uno a la cantidad anterior. La complejidad que tiene este patron
es que, para hallar una cantidad distante de una anterior, requiere el conoci-
miento de todas las cantidades anteriores de la secuencia de la variable.

Variable Variable
independiente (x) | dependiente (3)
1 6 +1
2 7
3 8 +1
4 g9 +1

Figura 1. Relacién de recurrencia

Por su parte, la correspondencia se refiere a la relacién entre pares correspondien-
tes de las cantidades de las variables involucradas (dependiente e independiente)
(Confrey y Smith, 1991; Smith, 2008). Identificar la correspondencia implica encontrar
una regla que permita determinar un valor de la variable dependiente dado un valor
de la variable independiente (Blanton et al, 2011). Por ejemplo, en la figura 2, se
indica con la flecha horizontal la relacion de correspondencia, esta determinada por
la regla de sumar cinco a cada una de las cantidades de variable independiente
con el fin de hallar el valor de la variable dependiente correspondiente.

Variable Variable

independiente (x) | dependiente (v)
+1 1 6 +1

+
+1

2 7
3 8
4 9

————————————————

+5
Figura 2. Relacion funcional de covariaciéon y correspondencia
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La relacion de covariacion se asocia al cambio simultdneo y coordinado
entre las cantidades de ambas variables. Es decir, determinar como las can-
tidades de las variables varian al mismo tiempo. Implica centrarse en cémo
los cambios de las cantidades de la variable independiente influyen en las de
la variable dependiente (Blanton et al, 2011). Un ejemplo de este tipo de relacion
se observa en las flechas curvas de la tabla de la figura 2, a través de la varia-
cion entre las cantidades de la variable independiente se halla una cantidad de
la variable dependiente. Es decir, se suma uno entre dos cantidades consecutivas
de la variable independiente, por tanto, se suma uno entre dos cantidades con-
secutivas de la variable dependiente.

Para Smith (2008), un trabajo centrado en las relaciones funcionales de
correspondencia y covariacion, permite avanzar en la construccion de elementos
clave de la nocion de funcion vy, evidenciar el pensamiento funcional de quienes
las utilizan. Lo anterior se debe a que estas relaciones funcionales requieren
enfocarse en las formas de variacion entre las cantidades de las variables (Mora-
les et al, 2018).

En los ultimos anos diversos investigadores se han centrado en las relaciones
funcionales de estudiantes de los primeros niveles educativos como una forma
de evidenciar su pensamiento funcional. Por ejemplo, Stephens et al. (2012) evi-
denciaron que estudiantes entre 8 a 10 anos, fueron capaces de transitar desde
la recurrencia y covariacion hasta la correspondencia, en un contexto de experi-
mento de ensenanza. Resultados similares fueron encontrados por Tanisli (2011)
con estudiantes de entre 9 a 10 anos, pero en una tarea de tablas de funciones.
Pinto et al. (2019) establecieron que la relacion funcional identificada con mayor
frecuencia por estudiantes de 9 anos es la correspondencia. Warren y Cooper
(2006) encontraron que estudiantes de 9-10 anos identificaron la recurrencia y
correspondencia en una tarea de pensamiento funcional y alcanzaron la genera-
lizacion de esta ultima relacion. Incluso hay estudios con estudiantes de menos
edades (6 anos) que demuestran ser capaces de evidenciar relaciones funcionales
de correspondencia y covariacién en una tarea de pensamiento funcional (Mo-
rales et al, 2018). Segun los antecedentes consultados, todos los investigadores
coinciden en que es necesario sequir ahondando en las relaciones funcionales
de estudiantes de los primeros niveles educativos, como una forma de caracterizar
el pensamiento funcional y generar un cuerpo de conocimiento consistente que
permita su contribucion en la ensenanza del algebra escolar.
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REPRESENTACIONES

Las representaciones externas se entienden como “notaciones simbolicas o gra-
ficas, especificas para cada nocién, mediante las que se expresan los conceptos
y procedimientos matematicos, asi como sus caracteristicas y propiedades mas
relevantes” (Castro y Castro, 1997, p. 96). Estas representaciones, por un lado,
llevan a los estudiantes al descubrimiento de objetos matematicos abstractos
(Molina, 2014), y, por otro lado, son valiosas para la investigacién, dado que
evidencian en las producciones el pensamiento que manifiestan los estudiantes
cuando resuelven tareas matematicas (Merino et al, 2013).

Desde el pensamiento funcional, las representaciones verbales, pictoricas,
tabulares, graficas y simbolicas adquieren relevancia, porque facilitan a los
estudiantes entender el comportamiento de la funcion y a su vez demuestran
la presencia de tales pensamientos (Blanton et al, 2011; Canadas et al, 2016;
Canadas y Molina, 2016). Por ejemplo, la representacion verbal, que refiere al
lenguaje natural, oral o escrito, permite expresar los conceptos matematicos, y,
por ende, las relaciones funcionales y su generalizacion (Canadas y Figueiras,
2011; Morales et al, 2023). En cambio, la representacion pictérica alude a recur-
sos visuales como los dibujos, es primordial por ser propia y original de los
estudiantes que resuelven tareas matematicas (Blanton et al, 2011; Canadas vy
Figueiras, 2011). Por otro lado, la representacion simbdlica, aborda lo alfanume-
rico y su sintaxis, es descrita mediante una serie de reglas y procedimientos (Rico,
2009). Este sistema involucra simbolos y signos propios de la matematica, y
requiere de un nivel de sofisticacion mayor, dado que expresa de manera exac-
ta y precisa las relaciones entre las cantidades variables en una tarea de pen-
samiento funcional (Azcarate y Deulofeu, 1990; Blanton, 2008).

Los estudios que hay en tareas de pensamiento funcional sugieren que estu-
diantes de edades entre 9 a 10 son capaces de usar representaciones simbdlicas
y verbales como formas de expresar la generalizacion de la relacion funcional
(Urena et al, 2019). Por su parte, Pinto et al. (2023), con estudiantes de las mismas
edades que el estudio anterior, identificaron que al principio recurrian a una re-
presentacion numeérica y Unica, pero a medida que fueron avanzando en la tarea,
los estudiantes lograron abordar una relacion funcional expresando sus argumen-
tos de manera cada vez mas sofisticada, por ejemplo, como una representacion
simbolica. Medrano et al. (2022) sugieren que estudiantes de entre 8-9 anos son
capaces de producir representaciones mas sofisticadas, es decir, usan letras para
solucionar tareas en un contexto funcional del algebra escolar.
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GENERALIZACION

Los estudiantes cuando ingresan a la escolaridad poseen capacidades naturales
para realizar y expresar procesos de generalizacion de estructuras matematicas
(Mason, 1999; Socas, 2011). Desde esta perspectiva, se considera que el desa-
rrollo del pensamiento algebraico consiste, en gran medida, en aprovechar y
potenciar esas capacidades naturales de los estudiantes. Generar instancias de
generalizacion en los estudiantes implica ofrecerles oportunidades para que
busquen, identifiquen y expresen regularidades, con la finalidad de desarrollar
su pensamiento critico y capacidades para resolver problemas de manera mas
eficiente (Molina, 2009). En el contexto del pensamiento funcional, Kaput (2000)
indica que la generalizacion es:

(..) extender deliberadamente el rango de razonamiento o comunicacion mas alla
del caso o casos considerados, identificando explicitamente y exponiendo similitud
entre casos, 0 aumentando el razonamiento o comunicacion a un nivel donde el
foco no son los casos o situacion en si mismos, sino los patrones, procedimientos,
estructuras, y las relaciones a lo largo y entre ellos (p. 6).

En este sentido se considera que la generalizacion se logra, entre otros procesos,
por medio de casos particulares, lo que implica un razonamiento inductivo. Esto
es, a través del trabajo organizado de casos particulares se busca la identifica-
cion del patron que se establece entre las cantidades que covarian y su relacion
con la regla general (Canadas y Castro, 2007). Sin embargo, Mason (1996)
menciona que también es posible llegar a la generalizacion a través de un
ejemplo geneérico, esto quiere decir que es posible generalizar por medio de un
unico ejemplo o caso particular con caracteristicas determinadas.

Los estudios sobre generalizacion en pensamiento funcional dan cuenta de
que los estudiantes de los primeros niveles educativos son capaces de genera-
lizar, pero lo hacen de distintas formas. Por ejemplo, Morales et al. (2016) en un
estudio con 30 estudiantes de 6 a 7 anos, mostraron que algunos de ellos res-
pondieron por medio de un caso particular (particularizaron), mientras que otros
generalizaron verbalmente la relacion funcional de correspondencia. Pinto y
Canadas (2018) evidenciaron que estudiantes de 9 afios de edad fueron capa-
ces de generalizar la relacion de correspondencia y lo hicieron desde la espon-
taneidad (sin necesidad de preguntar de manera general) y desde una
pregunta inducida para tal proceso. Por su parte, Morales et al. (2018), también
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encontraron que estudiantes de 6 a 7 anos expresaron la generalizacion de la
relacion de correspondencia de manera verbal. Torres et al. (2021) dieron cuen-
ta que estudiantes de entre 7 a 8 anos de edad son capaces de generalizar la
estructura subyacente a una relacion funcional que viene dada en la tarea
propuesta. En un estudio posterior, los mismos autores (Torres et al, 2023) evi-
denciaron que un estudiante de 7 afios en una tarea cuya funcion fue f{x) = x + 3,
generalizo verbalmente a partir de casos particulares, pasando de una genera-
lizacion aritmética a una generalizacion algebraica. Esto quiere decir que el
estudiante transitd desde la accion “sumar tres” a la accion ‘siempre mas tres’,
evidenciando asi una transicion del pensamiento aritmético al algebraico.

METODOLOGIA
TIPO DE INVESTIGACION

Esta investigacion es de tipo cualitativa, dado que busca comprender opiniones,
experiencias y significados que los participantes atribuyen a una tarea determi-
nada (Monje, 2011). Por su parte, Hernandez et al. (2014) indican que este tipo
de investigacion, con frecuencia, se basa en métodos de recoleccién de datos
sin medicion numérica, los cuales, ademas, no son estandarizados ni predeter-
minados completamente. Ademas, esta investigacion se enmarco en un estudio
de casos, dado que buscamos indagar en profundidad el trabajo de estudiantes de
tercero de Educacion Primaria cuando resuelven tareas que implican relaciones
funcionales (Stake, 1999).

SUJETOS DE INVESTIGACION

Cuatro estudiantes de tercero de educacion primaria (8 - 9 anos) de un estable-
cimiento municipal de la ciudad de Talca, Chile. Su seleccion fue de manera
intencionada. Para obtener respuestas que caracterizaran al curso y evitar sesgos
en las respuestas a la tarea se consideraron estudiantes que estaban en la media
de rendimiento académico. De acuerdo con la informacion otorgada por la
profesora del curso y de acuerdo con el programa curricular, estos estudiantes
no contaban con experiencias previas en tareas relativas al pensamiento fun-
cional. Sin embargo, contaban con experiencias en trabajos con tareas de patro-
nes numeéricos, calculo de adicion y sustraccion tanto escrito como mental, y
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ademas presentaban facilidad para verbalizar sus respuestas a las tareas. Esto
ultimo fue un elemento clave, porque la principal fuente de informacién fue la
representacion verbal.

ENTREVISTA SEMIESTRUCTURADA Y TAREA DE INVESTIGACION

Se disen6 una tarea que promueve el pensamiento funcional en estudiantes de
educacién primaria y estuvo dada por la funcion f{x)=x+1. Se ha considerado esta
funcion como una forma de corroborar las estrategias que emplean los estudian-
tes cuando resuelven dichas tareas. Se planteo esta tarea de manera individual a
cada uno de los cuatro estudiantes, en el contexto de una entrevista semiestruc-
turada, en una sala de clase de su establecimiento. La entrevista no tuvo limite de
tiempo, su duracion fue de entre 20 y 30 minutos. La tarea se refiere a un contexto
cercano a ellos, el crecimiento de los circulos del cuerpo de una oruga (variable
dependiente) y la cantidad de dias que transcurrian (variable independiente): esta
es la historia de una oruga que cuando pasa un dia su cuerpo crece, de modo
que cuando pasa un dia la oruga tiene dos circulos en su cuerpo y cuando pasan
dos dias la oruga tiene tres circulos en su cuerpo.

En la entrevista, luego de plantear el enunciado, se propusieron siete pre-
guntas elaboradas siguiendo las orientaciones del razonamiento inductivo de
Canadas y Castro (2007). Esto es que, a partir de preguntas sobre casos parti-
culares pequenos, grandes y un caso general, se pretendia que los estudiantes
llegaran a la generalizacion de la relacion funcional. En la tabla 1 se detalla el
tipo de caso y su descripcion, preguntas planteadas y las estrategias y la repre-
sentacion esperada por parte del estudiante.
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Tabla 1. Descripcion de las preguntas de la tarea

Tipo de caso

Descripcion

Pregunta planteada

Estrategia y
representacion esperada

Caso pequeno
consecutivo

Caso pequeno
no consecutivo

Caso grande
no consecutivo

Pregunta
general

Son aquellas preguntas en
que se pide encontrar la
cantidad de la variable de-
pendiente en los primeros
casos de la relacion fun-
cional. Se relacionan a un
ambito numérico pequefio
de la relacion funcional y
a su vez consecutivos.

Son aquellas preguntas en
que se pide encontrar la
cantidad de la variable de-
pendiente en los primeros
casos de la relacion fun-
cional. Se relacionan a un
ambito numérico pequeno
de la relacién funcional y
no son consecutivos.

Son aquellas preguntas
en que se pide encontrar
casos grandes y aislados
en la relacién funcional,
los cuales requieren la
identificacion de un pa-
tron (relacion funcional).

Es aquella pregunta que
busca la generalidad de
la relacion funcional.

1. Ahora cuando pasan tres
dias ¢Cuantos circulos ten-
drd en su cuerpo?

2. Cuando pasan cuatro dias
¢Cudntos circulos tendrd la
oruga en su cuerpo?

3. Cuando pasan cinco dias
¢Cuantos circulos tendra la
oruga en su cuerpo?

4. Ahora daremos un saltito.
Cuando pasan diez dias
éCuantos circulos tendra la
oruga en su cuerpo?

5. Cuando pasan 50 dias
¢Cudntos circulos tendra la
oruga en su cuerpo?
6. Cuando pasan 100 dias
¢Cuantos circulos tendra la
oruga en su cuerpo?

7. Si no conocemos la canti-
dad de dias que ha pasado
¢Como  podemos  saber
cuantos circulos tendra el
cuerpo de la oruga?

Se espera que los estu-
diantes manifiesten estra-
tegias de covariacion y
correspondencia, usando
una representacion ver-
bal, concreta, pictorica y/o
simbdlica.

Se espera que los estu-
diantes manifiesten estra-
tegias de correspondencia,
usando una representa-
cioén verbal, pictorica y/o
simbolica.

Se espera que los estu-
diantes manifiesten estra-
tegias de correspondencia,
usando una representa-
cién verbal o simbolicas.

Se espera que los estudian-
tes manifiesten la generali-
zacion de la relacion
funcional de corresponden-
cia, usando una representa-
cion verbal o simbolica.
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Ademas, cada estudiante contdé con material concreto que representaba a
los circulos del cuerpo de la oruga, que, en caso de requerirlo, fueron utilizados
al momento de responder las preguntas de la tarea. Es decir, cuando el estu-
diante requeria representar los datos del problema, podia hacer uso del material
concreto (figura 3).

Figura 3. Material concreto usado en la tarea:
circulos que representan el cuerpo de la oruga.

TECNICA DE ANALISIS Y CATEGORIZACION

Para el andlisis de la informacion empleamos la técnica del analisis de conte-
nido (Fernandez, 2002). Se hizo la transcripcion de cada una de las entrevistas.
Posteriormente, cada integrante del grupo de investigacion analizo las transcrip-
ciones y fotografias de las producciones de los estudiantes, para determinar
evidencia, o no, de pensamiento funcional en las respuestas a cada pregunta
de la tarea. A continuacion, el grupo consensu0 el analisis individual realizado
para establecer las categorias definitivas. Las categorias se establecieron a par-
tir de: el marco conceptual de esta investigacion (Blanton et al, 2015; Canadas
y Molina, 2016; Morales et al, 2023; Smith, 2008); los antecedentes que sugieren
indagar sobre las relaciones funcionales y representaciones de estudiantes de
primeras edades educativas como una forma de caracterizar el pensamiento
funcional (Blanton et al, 2011; Morales et al, 2023; Pinto et al, 2023; Smith,
2008); un analisis a priori de las respuestas de los estudiantes permitié conso-
lidar las categorias de analisis en estrategias funcionales y no funcionales. Las
categorias de analisis se muestran en la tabla 2.
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Tabla 2. Descripcion de categorias de analisis

Categorfas Sub - categoria Descripcion

Estrategias No funcionales  Sin evidencia de relacion funcional: aplicacion de operatoria
sin relacion entre cantidades.
Respuesta directa: responde de manera adecuada, pero sin
justificar.
Patron recursivo: sumar de uno en uno las cantidades de la
variable dependiente, pero sin relacion entre cantidades.

Funcionales Covariacion: relacion entre como la variacion de la cantidad
de la variable independiente afecta a la cantidad de la varia-
ble dependiente.

Correspondencia directa: sumar uno a la cantidad de la
variable independiente.

Correspondencia inversa: Restar uno a la cantidad de la varia-
ble dependiente.

Generalizacion  Particulariza Responde con un caso particular, por ejemplo: cuando pasan
veinte dias son veintiuno circulos en el cuerpo de la oruga,
cuando pasan cincuenta dias son cincuenta y un circulos en
el cuerpo de la oruga. También se incluyen respuestas como:
‘porque los dias aumentan en uno los circulos del cuerpo
aumentan en uno también”.

Generaliza Generalizacion de la correspondencia: cuando responde
‘siempre hay que sumar uno a la cantidad de dias para obte-
ner la cantidad de circulos” o indicios de esta respuesta.
Generalizacion de la covariacion: cuando responde: “porque
cambia la cantidad de dias también cambia la cantidad de
circulos en el cuerpo’.

RESULTADOS

En primer lugar, se muestran resultados de los cuatro estudiantes a cada una
de las siete preguntas de la tarea (tabla 3). Se asigné a cada estudiante un
numero para respetar su anonimato y distinguirlo de otros. Finalmente, se mues-
tra una comparacion del trabajo realizado por cada uno de los estudiantes de
acuerdo a las trayectorias de estrategias usadas en las preguntas de tarea.
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Tabla 3. Respuesta de los estudiantes por preguntas

Estudiante Numero de pregunta
W 1 2 3 4 5 6 7
Al Cv v Cv Pr/Cv Cv Crd Cri*
A2 Cv Cv Cv Crd Crd Crd Crd*
A3 Cv Rd v Cv Crd Crd v
A4 Pr Cv Cv Crd Crd Crd Crd*

Nota: Cv = Relacién covariacion; Pr = Patron recursivo; Rd = Respuesta directa; Crd =
Correspondencia directa; Cri = Correspondencia inversa; * = generaliza; ** = particulariza

Pregunta 1

En la tabla 3 se observa, que en la pregunta 1, tres estudiantes (A1, A2 y A3)
utilizaron la estrategia de covariacion. Estos estudiantes se centraron en la
variacién existente entre las cantidades de la variable independiente (cantidad
de dias) y su incidencia en las cantidades de la variable dependiente (cantidad
de circulos de la oruga). Un ejemplo caracteristico de esta estrategia fue la res-
puesta de Al, cuando se le pregunté por la cantidad de circulos que tendra la
oruga cuando han pasado tres dias, respondio: “Cuatro [..], cada dia se le agre-
ga una pelotita”. A partir de esta respuesta se observa una relacién entre la
cantidad de dias con la cantidad de circulos (variable dependiente), es decir, por
cada dia que pasa se debera agregar un circulo (pelotita).

En esta pregunta, A4 fue el Unico que utilizd la estrategia de patrdn recursivo,
respondi¢ “Cuatro [..] iba como uno en uno (referenciando a las cantidades de
la variable dependiente)’. Este estudiante solo se enfoco en la relacion existente
entre las cantidades relativas a la variable dependiente que, en este caso, es
sumar uno para hallar la cantidad siguiente.
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Pregunta 2

En cuanto a la pregunta 2, tres estudiantes (A1, A2 y A4) utilizaron la estrategia
de relacion funcional de covariacion. Una respuesta representativa de esta estra-
tegia fue la manifestada por Al, como se muestra en el siguiente fragmento de
entrevista.

1. Entrevistadora (E): &Y por qué crees que son 5 circulos?

2. Al: Porque se le agrega uno y pasa otro dia (anteriormente, se habia
preguntado por la cantidad de circulos de la oruga cuando pasan cuatro
dias).

3. E:¢Quieres decir que si pasa otro dia se le agrega uno?

4. Al:Si

Como se observa, Al solo se enfoco en la relacion existente entre las cantidades
relativas a la variable independiente, esto es, aumenta la cantidad de dias en
uno y la cantidad de circulos del cuerpo también lo hace en uno (ver linea 2).
Este estudiante mostro consistencia en su respuesta ya que en la pregunta
anterior también habia usado esta estrategia. Ademas, se confirma esta estrate-
gia en la representacion verbal y pictorica realizada en la guia, como se obser-
va en la figura 4.

@QWWWL{

on ol W0, 0

yo dole oo

Figura 4. Representacion pictorica y verbal estrategia covariacion

Ademas, en la justificacion de la respuesta de Al se observa una generalizacién
de la relacion de covariacion, cuando se le pregunto sobre la forma de hallar la
cantidad de circulos de la oruga, respondié “Que crece una bolita cada dia [.]
va creciendo uno en uno al pasar los dias’. Al entiende que la cantidad de
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circulos dependerd de la variable independiente y, en este caso, si los dias
aumentan en uno, la cantidad de circulos también lo hace.

Finalmente, en esta pregunta se observa que solo uno de los cuatro estu-
diantes (A3) utilizé la estrategia de respuesta directa, respondio “cinco [.] tendra
cinco pelotitas’, sin justificar su respuesta.

Pregunta 3

Respecto a la pregunta 3, se observa que todos los estudiantes utilizaron la
estrategia de covariacion. Se destaca la respuesta de A3 porque generalizo esta
relacion funcional, cuando la entrevistadora le pregunté sobre como lo hizo,
respondié: “ahora tiene 6 pelotitas porque cada dia le agrego uno’, dejando en
evidencia que cuando las cantidades de la variable independiente aumentan
en uno, las cantidades de la variable dependiente también lo hacen en uno.

Pregunta 4

En esta pregunta se observan distintas estrategias manifestadas por los 4 estu-
diantes. Por ejemplo, se destacan las respuestas de Al y A3 que emplearon la
estrategia de covariacion. Sin embargo, A1 empleo dos estrategias en esta pre-
gunta, inicialmente, respondio con el patron recursivo: ‘le agrego una pelota’
(refiriendose a la cantidad de la variable dependiente). Posteriormente, la entrevis-
tadora le recordd que hay un salto de cinco a diez dias y le repite la pregunta
sobre la cantidad de circulos que tendra la oruga, pasados diez dias, Al respon-
di6 nuevamente “del dia cinco al llegar al diez [..] serian once’. En esta respues-
ta se observa una estrategia de covariacion, a partir de la variacion de las
cantidades de la variable independiente (diferencia entre cinco y diez), obtuvo
la cantidad de la variable dependiente, en este caso once (sumo cinco a seis,
que estuvo dado por la pregunta anterior).

Por su parte, A2 y A4 utilizaron la estrategia de correspondencia directa,
siendo la primera vez que emergio esta estrategia. Un ejemplo caracteristico de
esta estrategia es el de A4, cuando justifico su respuesta de la siguiente manera:
‘le agregué uno entonces ahora que son diez dias para mi son once [haciendo
mencion de los circulos de la orugal’. En la respuesta anterior se observa que
A4 hall6 la cantidad de la variable dependiente con tan solo sumar uno a la
cantidad de la variable independiente. Esta estrategia es relevante porque
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permite hallar todas las cantidades de la variable dependiente dadas las de la
variable independiente.

Pregunta 5

En esta pregunta relativa a un caso particular grande no consecutivo, Al fue el
unico que utilizo la estrategia de covariacion, esto demuestra consistencia entre
sus respuestas, ya que en las preguntas anteriores también la utilizd. A conti-
nuacion, se muestra un fragmento de entrevista que evidencia la relacion de
covariacion empleada.

E: Entonces ¢Cudntas esferas tendria en el dia 50?
Al: 51 bolitas.

E: Ahora explicame como sabes que son 51 bolitas.
Al: porque cada dia va creciendo una bolita mas.

o N o

Mientras que, A2, A3 y A4 utilizaron la estrategia de correspondencia directa. Un
ejemplo caracteristico de esta estrategia fue la respuesta de A2, cuando la entre-
vistadora le pregunto por la cantidad de circulos que tendra la oruga cuando
hayan pasado cincuenta dias, él respondio ‘“tiene 1 circulo mas [.] cincuenta y
va a tener 1 mas’”. Como se observa, para hallar la cantidad de circulos solicita-
dos en la pregunta, le basté solo con sumar uno a la cantidad de la variable
independiente. Se destaca la consistencia en la respuesta de este estudiante
pues en la pregunta anterior también respondio haciendo uso de esta estrategia.
Asi mismo se observa en la representacion verbal y simbolica realizada en su
ficha de trabajo (figura 5).

L PLAM G JPONO. M wollon T 1 LGy
TN AN 2ol 50 ny 100 . Femerd Md

Figura 5. Estrategia de correspondencia directa usando la representacion verbal y simbdlica.
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Pregunta 6

En esta pregunta relativa a un caso particular grande no consecutivo, se obser-
VO que los cuatro estudiantes utilizaron la estrategia de correspondencia direc-
ta, esto quiere decir que cuando se les pregunto por la cantidad de circulos
pasados cien dias, respondieron que la cantidad de circulos es cien mas uno,
es decir, ciento uno. Por ejemplo, A4 respondi¢ lo siguiente:

9. E: Ahora Al la oruga llegé al dia cien. {Cuantos circulos tendrd en su
cuerpo si han pasado 100 dias?
10.  A4: Ciento uno.
11. E: Explica como lo sabes.
12. A4: Porque le agrego uno.

Pregunta 7

En la pregunta que buscaba la generalizacion se observo que dos estudiantes
(A1 y A3) generalizaron una relacion funcional. Al lo hizo a través de la estra-
tegia de correspondencia inversa, tal como se observa en el siguiente fragmen-
to de entrevista.

13. E: (.) Si no conocemos la cantidad de dias que han pasado, écomo po-
demos saber cuantos circulos tendra el cuerpo de la oruga?

14. Al: Quitando la cantidad de circulos.

15. E: Pero, si no sabemos cuantos dias son.

16. Al: Le quitamos una pelotita a la oruga y obtenemos el resultado.

17. E: &Y por qué ahora quitarias pelotitas si siempre agregas?

18.  Al: Para saber el resultado de dias que han pasado.

Como se observa en el fragmento anterior, Al en lugar de justificar cémo se
encuentra la cantidad de circulos cuando no se sabe la cantidad de dias, lo hizo
explicando la forma en que se halla la cantidad de dias dada una cantidad
indeterminada de circulos, tal como se observa en las lineas 16 y 18. Este estu-
diante entiende que para hallar la cantidad de dias basta solo con quitar uno
a la cantidad de circulos de la oruga.
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Por su parte, A3 generalizd como se muestra en el siguiente fragmento de
entrevista.

19. E: Si no sabemos cuantos dias han pasado eso va a seguir, se le sigue
agregando uno.

20. A3: Entonces pasa un dia y se le agrega uno.

21. E:Ya iSe le agrega uno a qué entonces?

22. A3:Ala oruga.

23. E: Pero, icon relacidon a qué?

24. A3: Alos dias.

En el fragmento anterior se observa que, frente a la pregunta general de la
entrevistadora, A3 responde a través de la variacion entre las cantidades varia-
bles. Esto es que cuando las cantidades de la variable independiente cambian
en uno, las cantidades de la variable dependiente también lo hacen, tal como
se observa en la linea 22. A3 entiende que un cambio en las cantidades de la
variable independiente tiene una incidencia en las cantidades de la variable
dependiente.

Por ultimo, A2 y A4 solo particularizaron en la pregunta general. Ellos justi-
ficaron sus respuestas a traves de un caso particular. Por ejemplo, cuando la
entrevistadora les preguntd icomo podemos saber cudntos circulos tendra el
cuerpo de la oruga? A2 mencion6 “por ejemplo, si tenemos 100 dias que pasa-
ron tendremos 101 circulos [..] contando los circulos y si tiene 50 dias va a tener
51 circulos’. Esta misma respuesta se muestra en la representacion verbal que
A2 escribié en la ficha (figura 6).

'W’v j/ qur?)uev; N, Tormeens 100 dindsy o At '\_/‘-)./-U
'i‘,_m/d.»-\_uvvwe’) A Miraanl @b Lontonrm n[

cirncolon Ao NA T 650 died nx) on T ot x’::fi ACule

Figura 6. Respuesta usando la particularizacion.
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Por su parte, A4, ante la misma pregunta, respondi6 “‘sumandole un circulo’,
pero no explicd a qué cantidad se le suma dicho circulo, la entrevistadora, para
ahondar en su respuesta, le propuso diversos casos particulares, como se mues-
tra en el siguiente fragmento de entrevista.

25. E: Por ejemplo, si yo tuviera 500, icuantos circulos tendria la oruga?
26. A4:501.

27. EY, 607

28. Ad:61.

Se observa que, si bien A4 entendio que para hallar la cantidad de circulos del
cuerpo de la oruga se suma uno a la cantidad de la variable independiente,
requirio de casos particulares para dar cuenta de este proceso.

TRAYECTORIA DE ESTRATEGIAS UTILIZADAS POR LOS ESTUDIANTES
A partir de la tabla 3 se diseno la tabla 4 que aborda las trayectorias de estra-
tegias empleadas por cada uno de los cuatro estudiantes en las preguntas de

la tarea.

Tabla 4. Trayectoria de estrategias utilizadas

Tipo de Trayectoria Estudiante (estrategias)
1 cambio estrategia Cv - Crd)
2 cambios estrategias Pr- Cv-Crd)

Cv - Pr/Cv - Crd - Cri)
Cv-Rd-Cv-Crd-Cv)

3 0 mas cambios estrategias

A2 (
A4 (
Al (
A3 (

Nota: Cv = Relacién covariacién; Pr = Patron recursivo; Rd = Respuesta directa; Crd = Co-
rrespondencia directa; Cri = Correspondencia inversa.

A nivel grupal se observa la flexibilidad que manifiestan los estudiantes al
resolver la tarea propuesta en este estudio, dejando en evidencia que no hay
una Unica forma de abordarla, dado que los estudiantes usaron distintos enfo-
ques para su resolucion.

A nivel individual, se observa que A2 fue el que realizd solo un cambio de
estrategia, dado que pasé de la relacion de covariacion a la de correspondencia
directa. Por su parte, A4 empled dos cambios de estrategias, inicialmente evidencio
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un patron recursivo, pasando a una covariacion y finalizando con una relacion
de correspondencia directa. Finalmente, se observd que dos estudiantes, Al y A3,
realizaron cuatro cambios de estrategia. Al inici6 con una covariacion, siguio
con un patron recursivo y una covariacién, ambas en la misma pregunta (tabla
3), posteriormente, cambié a la estrategia de correspondencia directa, finalizando
con una correspondencia inversa. Por su parte, A3 comenzé con la estrategia de
covariacion, a continuacion, manifestd una respuesta directa (sin evidenciar relacion
funcional), seguidamente volvié a utilizar la covariacion, posteriormente utilizé la
estrategia de correspondencia directa y finalizd con una covariacion.

DISCUSION Y CONCLUSIONES

A la luz de los resultados obtenidos, se pone de manifiesto que estudiantes de
tercero de Educacion Primaria (8 a 9 afos) evidencian estrategias relacionadas
con el pensamiento funcional, tales como la covariacion y la correspondencia.
Este hallazgo es destacable porque implica que estudiantes de estas edades son
capaces de involucrarse en tareas asociadas al concepto de funcién, contenido
critico en la ensenanza del algebra escolar (Brizuela et al, 2015; Canadas vy
Molina, 2016). Se observa que todos los estudiantes manifestaron ambas estra-
tegias funcionales centradas en la covariacion y la correspondencia directa. Lo
anterior confirma los hallazgos sobre el pensamiento funcional en estudiantes
de Educacion Primaria de investigaciones previas, en contextos internacionales
y en el contexto chileno (p. ej, Pinto et al, 2023), Lo que pone de relieve la
capacidad de estudiantes de edades tempranas para responder satisfactoria-
mente a una tarea de funciones (p. ej, Canadas et al, 2016; Morales et al., 2018;
Pinto y Canadas, 2018; Torres et al, 2021).

Con respecto a la trayectoria de estrategias utilizadas por los cuatro estudiantes
durante la tarea, se observd que todos ellos hicieron cambios en sus estrategias
iniciales (tabla 4). Se destaca que A4 a pesar que comenzo la tarea con una es-
trategia no funcional (patron recursivo), posteriormente logré emplear estrategias
centradas en la relacién funcional de covariacion y correspondencia. A su vez,
los estudiantes A2, A3 y A4 iniciaron la tarea con la estrategia funcional de co-
variacion e hicieron el cambio a una estrategia de correspondencia directa. Esta
situacion se podria explicar porque, en las primeras preguntas, al estar compues-
tas por casos consecutivos, pudieron incidir 1as expresiones ‘los dias aumentan
en uno por tanto los circulos aumentan en uno también” (covariacién) o “‘sumar
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uno” (patron recursivo). En las preguntas de casos particulares no consecutivos
y grandes (de la pregunta 5 en adelante) los cuatro estudiantes cambiaron a la
estrategia de correspondencia directa. El resultado anterior es relevante porque,
por un lado, la forma en que se presentaron las preguntas de la tarea supone
en los estudiantes un cambio de estrategia importante para abordarla. Por otro
lado, una tarea de pensamiento funcional puede ser abordada desde diferentes
estrategias funcionales como la covariacion y correspondencia. Resultados simi-
lares a los anteriores se encuentran en Morales et al. (2018), cuando estudiantes
de Educacion Primaria abordan una tarea de pensamiento funcional desde la
correspondencia y la covariacion. En cuanto a la generalizacion, se observd que
los estudiantes lo hicieron a través de las estrategias funcionales de covariacion y
correspondencia inversa. Este resultado resulta interesante porque los antecedentes
de investigacion sugieren que en una tarea de pensamiento funcional la estrategia
mas factible a ser generalizada es la correspondencia en lugar de la covariacion
(Morales et al, 2018; Pinto y Canada, 2018). Por su parte, hubo estudiantes (A2 y
A3, tabla 3) que generalizaron la relacion de covariacion de manera espontanea,
misma modalidad que se observa en el trabajo de Pinto y Canada (2018), pero
con la relaciéon de correspondencia. Esto sugiere que puede haber estudiantes de
estas edades que pueden llegar a la generalizacion de una relaciéon funcional
sin la necesidad de inducir dicho proceso. Si bien, hubo estudiantes (A2 y A4)
que particularizaron en lugar de generalizar la relacion funcional implicada en
la tarea, creemos que ellos podrian hacerlo con un poco mas de orientacion por
parte de la entrevistadora, dado que descubrieron la regularidad de sumar uno a
la cantidad de la variable independiente, aunque solo en casos particulares. Lo
anterior, sugiere que la generalizacion tal cual se propone no es una tarea facil
para algunos estudiantes y que requiere trabajo importante desde la instruccion.

Una linea de continuidad que permitiria describir el proceso de generaliza-
cion de estudiantes de estas edades, serfa profundizar en la forma en que logran
pasar de la generalizacion aritmética a la generalizacion algebraica. En términos
de Torres et al. (2023), lo anterior ocurre porque la forma de generalizar alge-
braica dio cuenta de la generalizacion aritmética realizada. Seria interesante
generar instancias para que los estudiantes pasen de expresar “‘sumando uno’
a la expresion “siempre se debe sumar uno”.

Los resultados de este trabajo coinciden con los planteamientos de Blanton
y Kaput (2005) quienes defienden que la evidencia de la capacidad de los
estudiantes respecto al pensamiento funcional, puede responder a las preguntas
sobre écdmo el pensamiento funcional podria incorporarse en el programa de
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estudio de matematica? y {cudles serfan las estrategias mas adecuadas para tal
fin en los primeros niveles educativos? Sin embargo, estas interrogantes suponen
un desafio importante tanto para la continuacion de la investigacién en pensa-
miento funcional, como para la ensenanza del algebra escolar.

De acuerdo con los resultados de esta investigacion, se considera que activida-
des que promueven el pensamiento algebraico en edades tempranas, pueden ser
un recurso que guie a los profesores de Educacion Primaria para favorecer este
tipo de pensamiento en sus estudiantes. Por ejemplo, el profesor podria abordar
situaciones centradas en las relaciones entre cantidades usando el razonamiento
inductivo (Canadas y Castro, 2007), como una forma de lograr la generalizacion
a partir de casos particulares. Al considerar tareas de este tipo, se podrian ampliar
aquellos enfoques con los cuales se acostumbra a promover el pensamiento
algebraico en Educacion Primaria, dado que, por lo general a nivel curricular, la
ensenanza del algebra esta centrada solo en el estudio de patrones, ecuaciones e
inecuaciones, relegando el trabajo sobre la generalizacién de relaciones funcionales
a niveles educativos mas avanzados (Morales y Parra, 2022).

Esta investigacion busca contribuir a la caracterizacion del pensamiento
funcional en edades tempranas a partir de la categorizacion de las estrategias
que se evidenciaron en las producciones de los estudiantes. De esta manera, se
aporta al cuerpo de conocimiento existente sobre el pensamiento funcional con
el interés de que en un futuro proximo tenga una implicacion curricular y sea
un contenido protagonista en la promocion del algebra escolar.

Finalmente, si bien se realizé un andlisis detallado de las producciones de
cuatro estudiantes, en futuras investigaciones se podria ampliar la cantidad de
estudiantes para confirmar y profundizar en los resultados de este trabajo, con-
siderando estudios cuantitativos y muestras probabilisticas. También, se podria
abordar la tarea aqui presentada en una situacion real de clases para indagar
sobre las producciones de los estudiantes en contextos educativos habituales y
el papel del profesor al orientar el proceso de generalizacion. Por otro lado, seria
provechoso abordar estudios sobre el conocimiento didactico-matematico en
pensamiento funcional de profesores de Educacioén Primaria en formacion y en
activo, como una forma de detectar competencias para la promocion del algebra
escolar en niveles escolares tempranos.
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