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Resumen: Este articulo reporta parte de los resultados de una investigacion
desarrollada con estudiantes de la Licenciatura en Educacién Primaria, cen-
trada en los procesos de adaptacion independiente dentro del marco de la
Teoria de Situaciones Didacticas (TSD). El estudio se enfoco en el disefio y
organizacion de una situacion didactica orientada a favorecer la autonomia
del profesorado en formacion, asi como en el andlisis de las interacciones
entre este y el milieu disenado. La metodologia incluyd un analisis a priori de
la situacion, fundamentado en condiciones derivadas de la TSD, y un analisis
a posteriori de las estrategias de resolucion desplegadas por los participantes.
Entre los hallazgos sobresale el transito de los dibujos a esquemas interpreta-
dos como "pruebas’, en el sentido de Eschenburg (2022), como punto crucial
en la evolucion de la situacion. Asimismo, se concluye que las condiciones
establecidas en el analisis a priori desde la TSD fueron cruciales para el dise-
fio de la situacion didactica, pues orientaron las posibilidades de adaptacion
independiente y enmarcaron la emergencia de estrategias de resolucion.
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Palabras clave: Teoria de Situaciones Diddcticas, formacién docente, geometria,
adaptacion independiente, representaciones matemdticas.

Abstract: This article reports part of the results of a study conducted with students
of the Primary Education Degree, focused on the processes of independent
adaptation within the framework of the Theory of Didactic Situations (TDS). The
study focused on the design and organization of a didactic situation aimed at
fostering the autonomy of preservice teachers, as well as on the analysis of the
interactions between them and the designed milieu. The methodology included
an a priori analysis of the situation, based on conditions derived from the TDS,
and an a posteriori analysis of the resolution strategies deployed by the
participants. Among the findings, the transition from drawings to schemes
interpreted as "proofs” in the sense of Eschenburg (2022), stands out as a crucial
point in the evolution of the situation. Likewise, it is concluded that the conditions
established in the a priori analysis from the TDS were crucial for the design of
the didactic situation, since they guided the possibilities of independent
adaptation and framed the emergence of resolution strategies.

Keywords: Theory of Didactic Situations, teacher education, geometry, indepen-
dent adaptation, mathematical representations.

INTRODUCCION

La ensenanza y el aprendizaje de la geometria pueden contribuir al desarrollo
del pensamiento l6gico, la percepcion espacial, el razonamiento deductivo y la
resolucion de problemas, entre otras habilidades fundamentales (Garcia y Lopez,
2008). Ademas, dado que conceptos matematicos de distintas ramas pueden
representarse y explicarse mediante recursos geométricos, la geometria adquie-
re un lugar estratégico en la formacion docente (Pasani, 2019).

No obstante, diversas investigaciones han mostrado que los futuros docentes tien-
den a privilegiar enfoques procedimentales en la ensenanza de la geometria, lo que
se relaciona con mayores niveles de ansiedad matematica en comparacion con
quienes perciben la geometria como una oportunidad para mejorar la capacidad
de pensary razonar (Gutiérrez-Rubio et al, 2018). En particular, se han identificado
problematicas persistentes: dificultades para reconocer figuras en orientaciones no
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convencionales (Clements y Battista, 1992), errores de clasificacion al relacionar
diferentes conjuntos de figuras, como no reconocer que el cuadrado pertenece al
conjunto de los rectangulos (Hershkowitz, 1990), escasa familiaridad con cuerpos
geométricos y sus representaciones (Gutiérrez, 1996), asi como limitaciones para
establecer vinculos entre distintas representaciones semioticas (Duval, 2006). Esto es
un aspecto especialmente critico ya que el conocimiento disciplinar insuficiente, que
lleva a algunos futuros docentes a evitar los temas que no dominan, restringiendo
asi las oportunidades de aprendizaje de sus alumnos (Barrantes y Blanco, 2004).

Desde esta perspectiva, se vuelve necesario generar experiencias en las
que el profesorado en formacion construya sus propias relaciones geométricas
y explore las de sus pares, de manera que pueda establecer vinculos signifi-
cativos con los objetos matematicos presentes en su practica profesional. Es
en este marco que se sitla la propuesta de la situacion didactica presentada en
este articulo, cuyo propdsito es favorecer procesos de adaptacion independiente
y promover la autonomia de los profesores en formacion en el analisis de un
problema geométrico.

MARCO DE REFERENCIA
REALIDAD, IDEAS Y CONCEPTOS MATEMATICOS

Eschenburg (2022), dice que originalmente la geometria es el estudio del
espacio y forma, afirmando que las ideas y lenguaje desarrollados en esta area
pueden ser transferidos y aplicados mas alla del espacio visible a otras areas
del conocimiento. Concibe a la geometria como una cuidadosa reflexiéon mate-
matica, enfocada al conjunto de ideas derivadas de la percepciéon espacial.
Desde su perspectiva, la intuicion geométrica se refiere a percibir las formas
espaciales presentes en la realidad y sus relaciones explicitas e implicitas. Las
formas, sin embargo, no se toman simplemente de la realidad, también son
idealizadas y transformadas en sentido platonico. De esta manera en la geo-
metria euclidiana, 1a relacion entre idea y formalizacion matematica, se realiza
a través de una definicion que debe representar puntualmente la idea en
palabras (figura 1).
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Concepto

matematico

Figura 1. Relacion entre realidad, idea y formalizacion matematica.
Imagen tomada de Eschenburg (2022, p. 2).

La "idea" se cimienta entonces en un cierto marco conceptual, volviéndose sus-
ceptible de un razonamiento posterior a través de la logica. Este proceso tiene
una naturaleza compleja, ya que, a pesar de tener familiaridad con la ‘idea’, la
cimentacion conceptual es necesaria para asegurar la construccion de conoci-
miento, dado que las apariencias por si solas pueden ser enganosas.

Durante la exploracion de algunas "ideas" geométricas existen diversos esce-
narios donde la intuicién no es suficiente para visibilizar algunas relaciones, por
lo que la necesidad de una definicion precisa cobra relevancia. Durante esta
construccion, los trazos pueden ayudar a mostrar nuevas perspectivas de un
problema o concepto, ayudando a hacer evidentes relaciones que puedan even-
tualmente aceptarse como obvias. Eschenburg (2022) llama "prueba’, a esos
trazos hechos en la realidad (izquierda de la figura 1) que tratan de esquema-
tizar estructuras ideales, en los casos mas simples, con ayuda de algunas lineas
auxiliares. Ejemplo de lo anterior puede ser la determinacion de la suma de los
angulos internos de un triangulo al anadir lineas paralelas (figura 2).

____________ ol | ——

Figura 2. Determinacion de la medida de los dngulos de un tridngulo mediante paralelas.
Imagen tomada de Eschenburg (2022, p. 3).
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Asi, el proceso de transito de 'idea" a concepto matematico con ayuda de
"pruebas" se puede considerar como formalizacion. En ese sentido, Angulo et al.
(2020) senalan que un pensamiento donde predominan las imagenes da paso
a la construccion de conceptos empiricos basados en caracteristicas observables
del objeto matematico. Con base en estas construcciones, mediante un razona-
miento logico y abstracto, se realizan generalizaciones a través de las cuales los
conceptos se pueden definir formalmente a partir de la identificacion de sus
rasgos esenciales. En contraparte, una definicion memorizada sin que exista una
idea o concepto matematico en el sentido antes discutido, podria ser mas dificil
de manipular mentalmente. Por lo que un entendimiento intuitivo es un punto de
partida para la construccién de un concepto geométrico que pueda ser poste-
riormente manipulado.

TEORIA DE SITUACIONES DIDACTICAS (TSD)

Por lo anterior, organizar intervenciones que puedan fomentar procesos de
construccion de conceptos geomeétricos a partir de "ideas" en escuelas formado-
ras de docentes se considera relevante. Para ello, baséndose en la TSD, se
organizo una intervencion de tal manera que fue posible observar como los
profesores en formacién explicitan "ideas" que puedan transitar hacia un estatus
de conceptualizacion a traves de "pruebas” durante diferentes interacciones. Se
consideré la TSD ya que Brousseau (2007) sefala que una situacion es “un
modelo de interaccion entre un sujeto y un medio determinado” (p.17), en la que,
mediante la interaccion, los sujetos buscan alcanzar un cierto estado favorable
en el milieu (medio), para lo cual, su principal recurso son una serie de decisio-
nes que dependen de un determinado conocimiento. Ese estado favorable, en
este documento, se interpreta como la construccion de un concepto geometrico
a partir de interacciones basadas en 'ideas" que puedan ser manipuladas de
manera cada vez mas abstracta, por ejemplo, a través de "pruebas’.

Por ello, 1a organizacion de la intervencién se propone a través de la distin-
cion propuesta por la TSD en tres tipos particulares de situacion. Esta distincion
depende de la interaccion de los sujetos con el milieu y la forma en la que
suelen manifestar (los sujetos) los conocimientos: la situacién de accién incluye
intercambios de informacion sin lenguaje o codificacion aparente, estas interac-
ciones suelen reflejarse como acciones y decisiones individuales; La situacion
de formulacién, hace referencia a intercambios de informacion codificadas en
algun lenguaje, se suele observar estas interacciones como mensajes; la
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situacion de validacion hace referencia a los intercambios de juicios, los cuales
se pueden observar en opiniones que pueden articular multiples enunciados y
que juegan el papel de hipotesis (Brousseau, 2007). Con base en la tipificacion
anterior y respecto a una dimensién cognitiva, Artigue et al. (2014), sugieren
distinguir dos tipos de procesos: la adaptacion independiente y la aculturacion.
La adaptacion independiente se acota al papel del medio en una situacion a-di-
dactica, mientras que la aculturacion, observa el papel de las interacciones bajo
la responsabilidad del docente en una situacion didactica.

Las nociones de situacion a-didactica y milieu, estan ligadas a la vision del
aprendizaje como proceso de adaptacion y la intencion de optimizar dichos pro-
cesos. Es decir, elucidar o crear situaciones para que el conocimiento matematico
objetivo emerja de la interaccion entre los estudiantes y el milieu. Asi en una
situacion a-didactica, los estudiantes aceptan la responsabilidad de enfrentar el
problema vy el docente se restringe de interferir o sugerir el conocimiento objetivo
haciendo que el proceso de adaptacion sea posible. En ese sentido el milieu es el
sistema con el que los estudiantes interactian durante una situacion a-didactica y
el rol principal del docente o investigador es su organizacion. Ademas de la situa-
cion a-didactica, la TSD integra interacciones bajo la responsabilidad del profesor,
la devolucion e institucionalizacion. A través de estas nociones, busca conectar
los procesos de adaptacion con los de aculturacion. Mediante la devolucion, el
profesor hace que los estudiantes acepten y mantengan la responsabilidad de
enfrentar la situacién, gestionando las condiciones de aprendizaje sin revelar
las intenciones didacticas. Durante la institucionalizacion, el profesor ayuda al
estudiantado a conectar el conocimiento que ha sido construido derivado de la
situacion a-didactica con el conocimiento cultural e institucional objetivo. Lo anterior
restaura las intenciones didacticas haciendo la aculturacion posible, derivando en
una situacion didactica (Artigue et al, 2014).

De los procesos planteados por la TSD, este articulo se centra exclusivamente en
el de adaptacion independiente. En consecuencia, el andlisis se enfoca en el papel
del docente en el diseno y organizacién del milieu con la intencion de favorecer la
maxima autonomia del profesorado en formacion, asi como en las interacciones
que dichos estudiantes establecieron con ese milieu durante la implementacion.
La metodologia que se presenta a continuacion aborda precisamente como se
disend la situacion con este proposito y en qué medida las interacciones obser-
vadas reflejaron el nivel de autonomia previsto.
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METODOLOGIA

En esta seccion se presenta la situacion propuesta durante una sesion del curso
de geometria para profesores en formacion, junto con el andlisis realizado antes de
su implementacion y el reporte de las estrategias que emergieron en el trabajo del
estudiantado. La intervencion, organizada segun lo descrito en el apartado tedrico,
se llevo a cabo en una escuela normal publica formadora de docentes de educacion
primaria, con la participacion de 26 estudiantes que cursaban el cuarto semestre de
la Licenciatura en Educacion Primaria. El procedimiento metodologico se estructuro
en dos fases: un andlisis a priori y un analisis a posteriori. El primero constituyé un
espacio de estudio del milieu, en el que se valoré como los elementos del medio
(enunciado del problema, recursos materiales y condiciones de trabajo) podian
incidir en la adaptacion independiente del profesorado en formacion, identificando
tanto su potencial adidactico como sus posibles limitaciones.

El sequndo andlisis, de caracter a posteriori, se orient6 a clasificar las estra-
tegias desplegadas durante la implementacion e identificar los factores que
favorecieron o dificultaron la resolucion. En este marco, el milieu estuvo confor-
mado por el problema geométrico del trapecio, los recursos disponibles (papel,
instrumentos de geometria y consignas), asi como las relaciones que los estu-
diantes establecieron con estos. Los datos considerados incluyeron las produc-
ciones escritas del profesorado en formacion, los registros de sus interacciones
durante la sesion y las notas de observacion tomadas por el docente-investiga-
dor. La retroalimentacion emergié principalmente de la interaccion entre el estu-
diantado y dicho milieu, favoreciendo la autonomia en la construccion de
estrategias, mientras que la intervencion docente se restringio a sostener el
desarrollo de la situacion sin dirigirlo hacia una solucién especifica.

LA SITUACION GEOMETRICA

El diseno de la situacion se penso para que el profesorado en formacién de una
escuela formadora de docentes en México, pusiera en juego la construccion del
objeto geométrico con base en sus ideas. La intervencion se propuso en el
curso Geometria. Su aprendizaje y ensenanza bajo el marco del plan de estudios
2018 de la Licenciatura en Educacion Primaria. De acuerdo con la tipificacion
de situaciones didacticas propuesta por Brousseau (2007) descrita anteriormen-
te, se organizo la intervencion de la siguiente manera:
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1) Situacién de Accion (SA): Con el objetivo de que el profesorado en formacion
se familiarizara con la tarea presentada, se les pidié plantear alguna prime-
ra solucién de forma individual. Se esperaba que algunos planteamientos
que surgieran durante este espacio, pudieran ser puntos de discusion en
las siguientes situaciones, facilitando la interaccion (10-15 minutos).

2) Situacion de Formulacion (SF): En grupos pequefios, de 3 a 4 miembros, se
les solicito socializar sus razonamientos y primeras respuestas. Ademas, se les
pidié que anotaran o dibujaran tanto los detalles de los procedimientos que
habian utilizado (hayan sido exitosos 0 no) como sus primeras conclusiones.
Con esto se esperaba que el profesorado en formacion comunicara sus procesos
resolutivos, planteando estrategias alternativas de solucion. (15-25 minutos).

3) Situacién de Validacion (SV): Se les pidio a los equipos que esquematizaran
y compartieran sus conclusiones mediante una pequena presentacion. Con
ello se esperaba que el profesorado en formacién pudiera organizar la
informacion que considerara relevante durante la construccion de su resul-
tado (hasta 5 minutos de presentacion para cada equipo, mas una etapa
de retroalimentacion de los otros equipos).

A continuacioén, se muestra la situacién tal como se les presento a los profesores
en formacion:

Trapecio isosceles
La siguiente figura es un trapecio isosceles:
Usualmente, la férmula para calcular su drea se representa con la siguiente expresion:

Ahora, imaginate que no conoces dicha expresion, y que eres un matematico que estd buscan-
do calcular el drea de uno de estos trapecios, pero tu solo conoces las formulas para calcular
el drea de triangulos, cuadrados y rectangulos.

&It como calcularias el area de esta figura a partir de la base menor (b), base mayor (B) y altura (h)?
¢Podrias escribir tu propia formula para calcular el drea del trapecio isosceles?

&lu férmula para calcular el drea del trapecio isosceles y la férmula convencional son las mismas?
Recuerda anotar, en donde gustes, tanto el camino que seguiste al buscar la respuesta a las
anteriores preguntas, como también tus respuestas.
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ANALISIS PREVIO A LA INTERVENCION

Tal como se menciond, se retomaron las condiciones mencionadas por Artigue et
al (2014), como base de este analisis. Las condiciones de analisis a-didactico pro-
ponen una reflexion organizada en torno a la posible interaccion del profesorado
en formacion y el milieu, para que pudiera ayudar a prever elementos relevantes
de la intervencion, a esto se le llam¢ analisis del potencial a-didactico. A conti-
nuacion, se enuncian las nueve condiciones con su respectiva reflexion a priori.

a) El conocimiento matematico objetivo, debe constituir al método de so-
lucion del problema.

En un primer momento el conocimiento matematico objetivo de esta situacion
esta relacionado al calculo de areas de un trapecio isosceles. Y tiene como
premisa generar un algoritmo que permita el calculo de su area para después
compararlo con el algoritmo convencional.

De manera general, el drea de un trapecio es igual a la semisuma de sus
bases multiplicada por su altura (Baldor, 1983). Lo anterior se puede demostrar
con ayuda de la construccion mostrada en la figura 3. En esta figura se encuen-
tra el trapecio ABCD, en donde por construccion, E es el punto donde la prolon-
gacion de DC se intersecta con la paralela de AD que pasa por el punto B. Por
lo anterior AD || BE.

Figura 3. Trapecio con base menor prolongada.

SiAB || DC y AD || BE, entonces ABED es un paralelogramo. Luego, a través de
las formulas para el area de un paralelogramo y un triangulo podemos obtener
el area del trapecio:
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. __ __ [(EC-DF
Area = AB - DF — >

Como ABED es un paralelogramo

C = AB — DC, entonces
. - (4B —-DC) - DF __ __ (AB-DF - DC-DF
Area = AB - DF — = AB - DF — =
2 2
_ 15 -DF _B-_F+_C-_F__B-_F+_C-_F__F(A_+_C)
B 2 2 2 2 2
Entonces,
) DF(AB +DC)
Area = 5

De donde DF = h, AB = By DC = b en el algoritmo convencional.
Otra manera de demostrar lo anterior es dividir a un trapecio en dos trian-
gulos (AAFD y ABGC) y un rectangulo (DCFG) como se muestra en la figura 4.

|
‘A nF G\B

Figura 4. Trapecio dividido en regiones.

De esa manera podemos obtener el drea del trapecio mediante las férmulas de
calculo de area de triangulos y rectangulos:
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. 1 __ — 1__ . 1__ __ ___ ___
Area=§AF-DF+FG-DF+EGB-DF=§DF(AF+2FG+GB)=

1 __ . . __1____ __ DF({AB+D0C
= 5 DF(AF + FG + DC + GB) = 5 DF(4F + DC) = >
Entonces,
] DF(AB +DC)
Area = >

Las demostraciones anteriores aplican para todos los trapecios, incluyendo el
trapecio isosceles. Sin embargo, dado que el trapecio isosceles cuenta con un
eje de simetria axial, se consideré que a los profesores en formacién les resul-
taria mas facil plantear estrategias para enfrentar la situacion.

b) La consigna no debe hacer referencia de ninguna manera al conoci-
miento objetivo. Esta consigna determina el estado inicial, el proceso in-
teractivo y lo buscado en el estado final.

Se puede observar que la consigna contiene el algoritmo convencional para el
calculo del area del trapecio isosceles y también contiene el nombre de la figura
a analizar. Aunque se hace referencia al conocimiento objetivo, se considera
que no interferird con el proceso de construccion de un algoritmo propio. Es
mas, se pretende que se use como punto de comparaciéon para validar el algo-
ritmo generado.

También se puede ver que la consigna menciona al triangulo, cuadrado y
rectangulo. Con ello se pretende dotar a los profesores en formacién de un
punto de partida para plantear sus propias estrategias o “pruebas" en el sentido
de Eschenburg (2022). Sin embargo, es posible que dicha informacién prive al
estudiantado de una oportunidad de aprendizaje acotando el conocimiento que
tienen que usar. Para evaluar mas a profundidad se considerd observar la evo-
lucion de la situacion.

La consigna se disen6 para que en un inicio los profesores en formacion
plantearan algunos esquemas desde una vision intuitiva de la figura. Luego,
conforme interactuaran mas con el medio, tuviesen la necesidad de plantear un
algoritmo que finalmente fuera validado a través del calculo convencional del
area de un trapecio.
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) El estudiantado comienza trabajando desde un conocimiento basico
previo.

Dado el nivel de escolaridad de los profesores en formacion, se consideré que
tienen el conocimiento bdsico previo para enfrentar esta situacion.

d) El estudiantado puede verificar por si mismo, el éxito o fracaso de cada
intento.

La pregunta tres de la secuencia planteada esta disenada con el objetivo de
validar (o no) el algoritmo construido por el profesorado en formacion. Esto dado
que, una vez encontrado un planteamiento que se considere exitoso, este se
tendra que poner a prueba a través de un contraste con el algoritmo conven-
cional durante la fase de validacion.

e) Dichas verificaciones favorecen la construccion de hipotesis y agregan
informacion

En caso de que las validaciones anteriores no tengan éxito, es posible que las
diferencias que se encuentren entre el algoritmo propio y el convencional brin-
den informacién que les permita hacer replanteamientos tanto en sus procedi-
mientos como en sus consideraciones iniciales.

f) El estudiantado puede realizar una serie rapida de prueba y error, pero
la anticipacién a las consecuencias de las acciones debe ser favorecida.

Desde el diseno de la situacion no se percibe como se pueda realizar una serie
rapida de pruebay error. Esto dado a que se percibe que cualquier planteamien-
to inicial requerira una verificacion de éxito o fracaso, lo cual implica cierto nivel
de compromiso con el intento.

Sin embargo, se considera que la anticipacion a las consecuencias se podra
dar en cuanto el estudiantado discuta los planteamientos, es decir en la fase de
formulacion. Ya que al poner en juego sus hipotesis y antes de comprometerse
con la resolucién, es posible que requieran evaluar las posibles consecuencias
de éstas en el calculo del area.
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g) Dentro de las soluciones empiricas aceptables, existe una que puede
refutar cualquier objecion

Como se menciond en el inciso a) de esta seccion, se optd por proponer al
trapecio is6sceles dado que esto podria permitir la identificacion de estrategias
de una forma mas intuitiva. Sin embargo, también podria facilitar que se visua-
lizara la construccion geométrica mostrada en la figura 5.

Biacg manoe - [

<

i By 12

# i [
& - »

Figura 5. Construccion geométrica esperada. Elaborado con el software GeoGebra.

Esta construccion podria ser aceptada como "prueba’, ya que otorga una pers-
pectiva del trapecio isosceles en la cual los elementos del algoritmo convencio-
nal A = BT“’ h estan explicitos. Esta relacion pudiese ser mas obvia desde, por
ejemplo, un trapecio rectangulo, por lo que trabajar desde un trapecio isosceles
podria generar mas elementos para el andlisis.

h) La solucion puede ser encontrada al menos por una parte del estudian-
tado. Esta tambiéen debera ser verificada y compartida de forma rapida y
eficiente. Lo anterior en un periodo de tiempo correspondiente al de una
clase ordinaria.

La actividad se planifico para 60 minutos de duracion efectiva, sin contar tiem-
pos muertos dedicados a la organizacion, formacion de equipos y demas nece-
sidades presentes de forma natural en una sesion cotidiana. Dado que las
sesiones en la escuela donde se puso en marcha la situacion didactica son en
promedio de 120 minutos, el tiempo se considera suficiente para realizar la
intervencion.
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Como se menciond, la organizacion de la intervencion se realizé con base
en la situacion de accion, formulacion y validacion. De tal manera que, para la
primera, situacién de accién, se preve una fase individual donde puedan fami-
liarizarse con la situacién y generar una primera opinion sobre ésta.

Luego, durante la situacion de formulacion, se pretende realizar equipos de
tres a cuatro individuos. Esto con el fin de verbalizary plantear propuestas sobre
como abordar la situacion. Ademas, se pretende que el profesorado en formacion
pueda percibir propuestas resolutivas diferentes a la propia, generando discu-
siones que pongan en juego sus ideas iniciales. Después, durante la fase de
validacion, se pretende que en primer lugar se verifique el algoritmo generado
con el algoritmo convencional, para que finalmente se puedan validar los argu-
mentos sobre como se construyd en plenaria.

i) La situacion podra ser retomada, proveyendo de algunas preguntas que
permitan reiniciar el proceso.

Una de las formas inmediatas de retomar la situacion, serfa preguntar al estu-
diantado si existe alguna otra forma de justificar el algoritmo convencional del
calculo de area del trapecio isosceles. Asimismo, se podria retomar el algoritmo
construido y verificar su validez para cualquier trapecio. Otra forma serfa cues-
tionar si existe alguna otra forma geométrica de la cual, a primera vista, no se
comprenda el algoritmo convencional para entonces relanzar la situacion a
partir de ella.

ANALISIS DE LAS EVIDENCIAS DEL ESTUDIANTADO
Durante esta seccion se discute brevemente lo realizado por el profesorado en
formacion durante las etapas descritas anteriormente. Para ello, se organizan

las interacciones a través de formas generales de enfrentar la situacion por el
estudiantado mediante las evidencias derivadas de la intervencion.
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ESTRATEGIAS NO EXITOSAS
Divisiones en triangulos

Una propuesta del profesorado en formacién intentaba dividir al trapecio en una
serie de triangulos, considerando que inicialmente se podria calcular su area,
para posteriormente multiplicarla por el numero de triangulos que se formaran
dentro del trapecio is6sceles como se muestra en la figura 6.
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Figura 6. Ejemplo de procedimiento de division del trapecio en tridngulos.

Se intuye que el equipo de profesores en formacion asumié que era posible
dividir el trapecio en triangulos idénticos de manera exacta (mediante dibujos
o dobleces de papel). Para ello, tomaron como base la seccion triangular que
surge al dividir el trapecio en 2 secciones triangulares y una rectangular (similar
a la division mostrada en la figura 8). Pero al llevarlo a la practica identificaron
que no era posible ya que sobraba una cierta area triangular que no era igual
que las otras. Esto posiblemente los Ilevo a la conclusion de que su procedi-
miento no era funcional. Quienes intentaron esta estrategia enfrentaron dos
dificultades principales, la primera, era expresar la division en triangulos median-
te un algoritmo. La segunda, como integrar el area triangular inexacta en su
procedimiento. Ningun intento derivado de estas estrategias logrdé proponer
alguna expresion para el calculo de area.

Intentos similares se dieron al dividir el trapecio isosceles en tres triangulos.
Sin embargo, constantemente se preguntaban {Coémo saber el valor de cada
una de las bases? La respuesta para el tridngulo central mostrado en la figura
7, fue que su base era igual a la base menor del trapecio isdsceles. Pero la
respuesta para las bases de los triangulos laterales no fue tan evidente, lo que
llevo al abandono de esta estrategia.
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Figura 7. Division del trapecio en tres triangulos.

Las anteriores estrategias fueron abandonadas al no poder solventar las dificul-
tades encontradas, por lo que no fueron discutidas tan ampliamente como las
estrategias que si procedieron, las cuales se presentan a continuacion.

ESTRATEGIAS EXITOSAS

Division del trapecio isdsceles en tres segmentos

Una de las estrategias mas utilizadas por el grupo fue la division del trapecio
isésceles en un rectangulo central, cuyas dimensiones eran la base menory la
altura del trapecio, mas dos triangulos laterales que se formaban al dibujar el
cuadrilatero central, tal como se muestra en la figura 8. El reto al que se enfren-
taron los profesores en formacion a través de este método fue encontrar una
expresion generalizada para describir la base de los triangulos formados.

Terdria dua dusion e b figp pos
ohe intrgplo

. Mipepio Fornulo po
A= 282 w120

Figura 8. Division del trapecio en un rectangulo y dos triangulos laterales.
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Dada la problematica para generalizar expresiones, algunos docentes en
formacion comenzaron a asignar valores numéricos tanto a las bases del trape-
cio, como a la altura de este (algo que no se percibié en otras estrategias), esto
con el objetivo de percibir algiin método para obtener las medidas de las bases
de los triangulos resultantes de la segmentacion propuesta. Dicha estrategia les
permitio transitar de una forma particular de calcular dicha medida hacia la
generalizacion de dicho algoritmo, dadas ambas bases del trapecio. Por ejemplo,
el asignar los valores de B = 10 y b = 4, facilito visualizar que la resta
B — b = 6 debia ser la suma de las dos bases de los triangulos laterales, lo
que significaba que la base de cada uno tendria un valor de tres.

Durante la interaccion grupal, la mayoria de las conversaciones se enfocaron
en la discusion de la anterior estrategia, en donde comenzaron a llamarle “X" a
cateto incognita (foto inferior central e inferior derecha de la figura 8). Lo que
les permiti¢ incorporar dicho elemento a un algoritmo que comenzé a ser cada
vez mas aceptado al interior de algunos equipos:

h (2x hx
Atrapecio = 5(7) +®-h)= ?.

endonde:x = B — b,
2x i
-5 = longitud del cateto,
h = altura

La anterior expresion fue posteriormente comparada con la formula convencional.
Para ello, asignaron valores numéricos a las variables para contrastar el area
resultante mediante ambos algoritmos. Un equipo sugirio el siguiente ejemplo: si
B=16cm,b =4 cm, h=4 cm, el area calculada tanto por el algoritmo cons-
truido como por el algoritmo convencional es de 28 cm? Al observar lo anterior
algunos equipos propusieron dicho algoritmo como método propio para calcular
el area de un trapecio isosceles. Sin embargo, lo anterior generé algunas dudas
cuando fue analizada la segunda pregunta ¢Tu formula para calcular el area del
trapecio isosceles y la formula convencional son las mismas?

Se genero entonces, una nueva discusion centrada en encontrar una mane-
ra de comprobar si el algoritmo propuesto era igual al convencional. Aqui tam-
bién se pudieron observar diferentes formas de abordar esta nueva tarea, por
un lado, hay quienes argumentaban que, si ambos algoritmos resultaban en la
misma area, era entonces evidente que ambos métodos eran iguales.
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Algunos profesores en formacion comenzaron a tratar con diferentes valores
para B, by h, pasando a concluir que ambos algoritmos eran lo mismo. A pesar
de ello unos cuantos sentian la necesidad de comprobarlo por algun otro método,
por lo que decidieron abordar esa idea mediante dlgebra.

El andlisis algebraico, generd una discusion en la cual se abordo el papel
del signo igual (=) para realizar dicho planteamiento. La interaccion se centro
en la posibilidad de escribir una igualdad basada en una suposicion. Quienes
decidieron proceder, continuaron operando la igualdad algebraicamente para
representar esas expresiones de una manera en la que pudieran identificar si en
realidad son iguales o no. Los profesores en formacion argumentaron que usual-
mente usaban algebra para encontrar el valor de una variable, pero que aqui, no
se buscaba ningun valor, sino simplemente querian saber si ambas expresiones
eran iguales. Dada la suposicion de que ambos algoritmos eran iguales, una
seccion del grupo plante6 la igualdad y llegd al siguiente resultado:

(B—Db)*h B+b

> +(bxh) = > * h

si se divide entre h:

(B—b) _B+b
2 e 2

si se multiplica por 2:

(B—-b)+2b=B+b
al simplificar términos semejantes

B+b=B+b

Con base en lo anterior, concluian que el algoritmo que habian planteado inicial-
mente era igual al algoritmo convencional, al menos para el trapecio isosceles.

Construccion geométrica de dos trapecios isdsceles

Esta estrategia surgio de una evidencia individual durante la situacion de accién.
Cuando se conformé el equipo que incluia a la persona que la propuso (figura
9), el equipo la acepto de inmediato sin proponer algiin cambio. Una vez acep-
tada la estrategia, al interior del equipo cesaron los intentos por buscar otras
alternativas.
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Figura 9. Construccion de un rectangulo a partir de dos trapecios isdsceles idénticos.

Se cree que esta construccion fue facilmente aceptada en la socializacion, dado
que el algoritmo para calcular el drea de la figura en cuestion era idéntico al algo-
ritmo tradicional ensenado en la escuela, ya que solo tenian que calcular el area
del rectangulo formado y dividirla entre dos al estar conformada por dos trapecios,
en donde uno de los lados del rectangulo se calculaba mediante la suma de la
base menor con la base mayor y el otro lado era igual a la altura del trapecio.

DISCUSION
EN CUANTO A LA TSD

Se considera que la organizacion con base en la TSD tuvo efectos sobre la
socializacion. La familiarizacion con el problema durante la SA permitié al pro-
fesorado idear un primer planteamiento sobre la estrategia a seguir. Lo anterior
facilito que permearan distintas estrategias a la SF, las cuales, en algunos casos,
eran similares entre si. Asi, cuando la estrategia ain no estaba lo suficientemente
explicita, se esboz6 un dibujo que permitiera algunas primeras manipulaciones
sobre sus "ideas" haciendo factible la construccion de ciertas conclusiones en
la SV. También durante estos casos dada la participacion de multiples individuos, la
SV tomdé mas tiempo del esperado.

Por otro lado, cuando alguien propuso un esquema convincente que expli-
cara el problema, la interaccion cesaba. Lo anterior sucedia incluso si habia
diversas maneras de abordar el problema. Esto pareciera indicar que las estra-
tegias generadas a nivel individual influyen en gran medida en la discusion
durante este tipo de situaciones, lo que genera algunas interrogantes ¢En qué
momento es conveniente agrupar a personas con estrategias similares? ¢Es
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conveniente conformar equipos en donde ningtin miembro haya generado estra-
tegias similares? {Qué efecto tiene lo anterior en la fase de formulacion y vali-
dacion en la generacion de estrategias? Tener informacién sobre lo anterior
podria ayudar en la toma de decisiones en funcion de los objetivos de una
intervencion cotidiana.

Asi, la progresion de SA, SFy SV permitio estructurar la informacion construi-
da por el profesorado. En la SA se generaron primeras 'ideas" que al ser codifi-
cadas con la intencion de comunicarse durante la SF pudieron ser
esquematizadas. La SV exigia que dichos esquemas fueran presentados como
conclusiones, por lo que generaron la necesidad de transitar a un lenguaje
matematico mas especifico. Por ello, buscaron transformar esas ‘ideas" esque-
matizadas en una afirmacion que pudiese interpretarse como un primer intento
de conceptualizar dicha idea. De manera general, podemos apreciar que ideal-
mente, dada la organizacion con base en la TSD, fue posible observar la evolu-
cion de la situacion, a través del lenguaje matematico cada vez mas formal a
medida que transitaron de la SA a la SV.

EN CUANTO A LAS ESTRATEGIAS NO EXITOSAS

Posterior a la intervencion se realizo un andlisis de las estrategias no exitosas
y exitosas reportadas, con el objetivo de encontrar puntos centrales que permi-
tieron o impidieron la evolucion de la situacion.

En la estrategia mostrada en la figura 6, la division del trapecio isdsceles en
multiples triangulos, la premisa consistio en dividir el rectangulo central en varios
triangulos iguales al triangulo formado en las laterales (figura 10).
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Figura 10. Trapecio isosceles dividido en multiples triangulos.
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La primera dificultad durante el desarrollo de esta estrategia fue: como saber
el valor de la longitud de los triangulos con un area menor a la de los triangu-
los laterales. Para solventarla, se puede observar que las alturas de todos los
triangulos es la misma. Esto genera que el area de los triangulos con area menor
sea proporcional a la parte no entera de la divisién de b entre el valor del cate-
to del triangulo lateral ( ) De tal manera que:

b (B—bh B-b h_l_B—bh
B—b 2 2 2 2 2

2

Area =

b
En donde B=% es la cantidad de triangulos con base igual al cateto del trian-
gulo lateral que hay en el rectangulo central. Y B2 &5 1a medida del cateto del
triangulo lateral. Al simplificar el primer término dé la anterior expresion y luego
sumar el sequndo con el tercero:

b (B—bh_ 2b (B—b)h

F=bF 2 ~B-p 2z _°°
2

B—b h+B—b h (B—b)-h

2 2 2 2 2

Dado que el area total de los triangulos que caben en el rectangulo central debe
ser igual al area de dicho rectangulo, este procedimiento nos lleva a un plan-
teamiento similar que el encontrado en la estrategia exitosa mostrada en la
figura 8. Por lo que este planteamiento genera un algoritmo valido para calcular
el area de un trapecio isdsceles.
Area =w+ (b-h)

Entonces, la dificultad principal en el desarrollo de esta estrategia fue la visua-
lizacion de que el area de los triangulos es proporcional a la base, dado que la
altura era la misma para todos. Esto a su vez no permitié concretar un enuncia-
do matematico que posibilitara la manipulacion de elementos geométricos en
un plano mas abstracto.

En la sequnda estrategia no exitosa (plantear la division del trapecio is6sce-
les en tres triangulos mostrada en la figura 7), es posible que el lograr represen-
tar simbolicamente que las bases de los triangulos laterales pueden tener un
valor de g, habria permitido plantear lo siguiente:
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(b)(h) B B bh _
> +E(h) —Bh+?—

2+
2
dl =
= Eh(B + b) = Area del trapecio isésceles

Lo anterior implica un algoritmo valido para el calculo del area del trapecio
isésceles. En este caso el dibujo propuesto por el equipo, no fue suficiente para
que lograran esquematizar la colocacién del vértice de los triangulos a la mitad
de B, lo cual podria haber facilitado la escritura de una expresion matematica
manipulable.

Los equipos que propusieron estas estrategias no exitosas tuvieron dos difi-
cultades, la primera, relativa a la visualizacion de relaciones geomeétricas para
generar "ideas" en forma de esquemas y la segunda, con el transito de estas
"ideas" a una formalizacion mediante lenguaje matematico. La primera puede
estar interconectada a lo que Eschenburg (2022) denomina intuicion geométri-
ca, relacionada con percibir las formas espaciales presentes y sus relaciones
explicitas e implicitas. Esta intuicion geomeétrica, es parte de las razones por las
que el estudio de la geometria es relevante en la educacion primaria, ya que
puede ser el punto de partida para manipulaciones cada vez mas abstractas de
los objetos geomeétricos, que deberfa ser considerado durante la formacion del
profesorado.

La segunda dificultad en términos de la TSD, podria implicar dificultades
durante la situacion de formulacion, la cual hace referencia a intercambios de
informacién codificada en algun lenguaje, en este caso lenguaje matematico.
Es decir, aunque el profesor en formacion tenfa una cierta idea de como proce-
der, le fue dificil expresarla en lenguaje matematico de tal manera que le per-
mitiera continuar interactuando con el medio. Se podria decir que estas
dificultades no se manifiestan al entender y reconocer propiedades de las figu-
ras, sino durante el proceso de concientizacion de las relaciones entre ellas y el
lenguaje técnico que permita el afianzamiento de la deduccion légica.

EN CUANTO A LAS ESTRATEGIAS EXITOSAS
La posibilidad de plantear una generalizacion permitié a la estrategia enmar-
cada en la figura 8 (cuadrildtero central mas tridangulos laterales) un mayor

desarrollo. En concreto, la escritura de una igualdad que incluyera la base del
triangulo lateral hizo posible la concrecion de una formula propia que diera
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respuesta a la primera parte del problema. De aqui, podemos observar la
importancia que tuvo sustituir las variables del problema por diversos valores,
antes de percibir la generalidad de la igualdad. Estas multiples sustituciones
permitieron dar una fuerza intuitiva al razonamiento general, facilitando la
escritura simbdlica al encontrar un comportamiento constante en las opera-
ciones numeéricas.

Asimismo, como se previo durante el analisis del potencial a-didactico inciso
g), la estrategia de la figura 7, la construccion con los dos trapecios isosceles
iguales fue aceptada inmediatamente. Esto posiblemente se deba a la potencia
que tiene el trazo para la percepcion de relaciones ocultas de figuras ideales
como menciona Eschenburg (2022). En este caso la simpleza de la esquemati-
zacion con el uso de lineas auxiliares, permite percibir una explicacion intuitiva
sobre la division entre dos y la multiplicacién de h por la suma de By b. De aqui
es posible generar una restriccion adicional a la situacion, trabajar con un solo
trapecio para que desde alli se deduzca la relacion entre la férmula encontrada
de manera individual y la formula convencional.

CONCLUSIONES

Con base en este documento, puede observarse que las condiciones de andlisis
a priori, derivadas de la TSD, fueron fundamentales para la construccion de la
situacion didactica, pues permitieron anticipar interacciones clave entre el pro-
fesorado en formacion y el milieu disenado. No obstante, el analisis mostrd que
tambien surgieron estrategias no previstas inicialmente, las cuales resultaron
viables para la resolucion del problema y evidencian la riqueza del proceso de
adaptacion independiente. Este hallazgo invita a matizar la condicion g) de la
TSD, seguin la cual dentro de las soluciones empiricas aceptables existe una que
puede refutar cualquier objecion, ya que en la practica parece mas apropiado
considerar que al menos puede emerger una estrategia con ese potencial. En
este sentido, mientras la condicion g) se fundamenta en la nocion de adaptacion
optima propuesta por Brousseau (2007), los resultados de esta investigacion
ponen de relieve que la diversidad de estrategias, incluso no anticipadas en el
diseno, puede aportar vias legitimas de resolucion y enriquecer el transito de las
ideas a los conceptos matematicos.

Por ejemplo, Skovsmose y Valero (2012) sefialan que, en general y desde un
punto de vista logico, las ideas matematicas poderosas, son aquellas que
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permiten resignificar conceptos previamente construidos, particularmente aquellas
que pueden asociarse a la abstraccion. En este sentido, los puntos medulares
del desarrollo de la situacién pueden entenderse en ese marco: ) el paso de un
dibujo a una "prueba" -concebida, siguiendo a Eschenburg (2022), como una
esquematizacion de estructuras ideales (fig. 2)-, y ll) la transicién de la "prueba’
al lenguaje matematico. Esto implica, por un lado, la capacidad de generar y
validar nuevas perspectivas de andlisis a través de un esquema, y por otro, la
posibilidad de plasmar dichas perspectivas en un lenguaje formal que permita
su manipulacion matematica.

En sintesis, el transito de las "ideas" a los conceptos mediante "pruebas" e
interacciones puede leerse de manera complementaria desde ambos marcos:
como construccion de ideas matematicas poderosas (Skovsmose y Valero, 2012)
y, como procesos de tratamiento y conversion entre registros semidticos (Duval,
2006). Esta doble lectura permite concluir que las "pruebas" no son simples
recursos auxiliares, sino medios esenciales para establecer relaciones, generar
nuevas perspectivas y facilitar el progreso del profesorado en formacién en tareas
geométricas cada vez mas abstractas y significativas.

De esta manera, ademas de reconocer la relevancia de las representaciones
y las interacciones en el transito de las "ideas" a los conceptos, se vuelve perti-
nente considerar que, tras una experiencia como la aqui descrita, resulta nece-
sario promover una discusion con el profesorado en formacién acerca de coémo
la organizacion de la situacion y las condiciones de analisis a priori contribuye-
ron a crear el marco para dicho transito en los casos exitosos. Al mismo tiempo,
esta reflexion permitiria explorar como, en los casos donde las estrategias no
prosperaron, la intervencion del docente podria haber apoyado de manera mas
efectiva la construccion de vinculos entre las ideas iniciales y su formalizacién
matematica. De este modo, el analisis evidencia que el disefo didactico funda-
mentado en la TSD no solo anticipa posibles desarrollos, sino que también abre
espacio a la emergencia de estrategias no previstas, las cuales constituyen
oportunidades valiosas de aprendizaje.
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