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Resumen: £l manuscrito ofrece algunas reflexiones extraidas de la implemen-
tacion de una actividad referida a construcciones euclidianas con GeoGebra
durante la pandemia de COVID-19. Esta actividad se llevé a cabo como parte
del curso de geometria dirigido a profesores en formacion inicial de la carrera
Pedagogia en Matematica y Fisica de una universidad del norte de Chile. El
desarrollo de la actividad tuvo una duracion de diez sesiones de trabajo, en
las cuales la formadora y las y los profesores en formacion inicial, laboraban
juntos para responder a la tarea de construccion que se abordaba en cada
sesion, brindando condiciones que permitian la movilizacion de saberes geomeé-
tricos. En la sesion examinada, luego que se comunica el proceso de construc-
cion, se analiza la consistencia geomeétrica del dibujo dinamico producido y su
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Abstract: In the manuscript, we offers some reflections taken from the
implementation of an activity related to Euclidean constructions with GeoGebra
during the COVID-19 pandemic. This activity was carried out as part of the
geometry course aimed at pre-service teachers of the Mathematics and Physics
Pedagogy degree at a university in northern Chile. The development of the
activity lasted ten work sessions, in which the trainer and the pre-service teachers
worked together to respond to the construction task addressed in each session,
providing conditions that allowed the mobilization of geometric knowledge. In
the session examined, after the construction process is communicated, the
geometric consistency of the dynamic drawing produced and its argumentation
as a response to the task are analyzed.

Keywords: teacher training, teachers in training, geometry, GeoGebra, Geometric
construction

INTRODUCCION

La formacion de profesores de matematicas es una practica que se enfrenta a
diversas tensiones como las institucionales, las académicas, las personales, las
sociales, entre otras (Da Ponte, 2012; Llinares, 2021). En este contexto las y los
formadores de profesores de matematicas tienen el deber -moral— de cumplir tres
roles inherentes a su propia practica, como son: (i) formadores, (i) investigadores y
(iii) disefadores de tareas y formas de usarlas en los programas de formacion. La
confluencia de estos roles, puede permitir que lasy los formadores reflexionen so-
bre su propia practica identificando oportunidades de aprendizaje que conlleven
a potenciar la formacién de las y los futuros profesores de matematicas. Una ar-
ticulacion efectiva de los roles posibilita escenarios beneficiosos donde el disefo,
ejecucion y andlisis de una tarea y/o actividad, deriven en productos que merecen
ser compartidos con otros actores del campo de la Educacion Matematica.

Para ello, el/la formador/a en su rol de disenador, debe considerar ciertos
principios tedricos, metodoldgicos y el saber que sera movilizado, en términos
de la Teoria de la Objetivacion (TO) (Radford, 2015, 2016, 2017a, 2017b) para la
actividad. Adicional a lo anterior, es relevante que responda a las necesidades
formativas de las y los profesores de matematicas (Cameron et al, 2013; Goos,
2013; Ribeiro y Da Ponte, 2019; Towers, 2010). En particular, en la experiencia
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que se comparte en este manuscrito, los principios tedricos y metodoldgicos
provienen de la TO y el saber es de tipo geometrico (Sanchez Norofo y Prieto-G,
2022). El saber geométrico, al igual que otro saber, ha sido transformado, modi-
ficado y desarrollado a lo largo del tiempo segun las demandas histdricas y
culturales. Para recordar un poco, en el antiguo Egipto el trabajo geométrico
estuvo vinculado a la medicion de terrenos, debido a las inundaciones del rio
Nilo, lo cual se asentd como geometria practica. Con el paso del tiempo, las
demandas sociales y culturales hicieron que el trabajo geométrico evolucionara
y estableciese dos formas validas, que continian vigentes, para su movilizacion,
estas son: el modelo axiomatico y las construcciones geométricas, cuyos funda-
mentos se encuentran en la obra Elementos producida por Euclides.

Estas construcciones geométricas, que demandan el uso de regla y compas
(Ry ©), asumidos como artefactos propios de la actividad, para movilizar y mate-
rializar el saber geométrico, en este manuscrito las llamamos construcciones
euclidianas. Una situacion inevitable con los artefactos es su evolucion, en
funcion de los requerimientos y avances sociales, lo cual deriva en modificacio-
nes en las actividades que los utilizan. Tal es el caso de las construcciones
euclidianas, que utilizan Ry C, con la llegada de los softwares de geometria
dinamica (SGD), que muestran formas novedosas y potentes para el trabajo
geométrico. Un SGD, ampliamente utilizado para las actividades de ensenan-
za-aprendizaje de la geometria es el GeoGebra, el cual presenta a través de
herramientas y funciones el saber geométrico.

En la actualidad, el GeoGebra es sugerido en algunos textos escolares, por
ejemplo, en Chile los textos oficiales que entrega el Ministerio de Educacion
proponen el uso del GeoGebra en el eje de Geometria (figura 1). Es notorio
que el trabajo con el software no transciende de la mera aplicacion de la(s)
herramienta(s). Es por ello que, desde la formacién inicial de profesores de
matematicas, debe promoverse el uso de la tecnologia digital (TD) para la
ensenanza y el aprendizaje. La demanda de fomentar el uso de la TD, no es
de reciente data (Rojano, 2014), y en particular el trabajo geométrico con TD,
continua siendo deficiente a pesar de que las instituciones educativas cuenten
con las condiciones para su implementacion, las y los profesores prefieren no
utilizar TD (Acosta Gempeler, 2007; Acosta Gempelery Fiallo Leal, 2017). Entre
las razones por las cuales un profesor o profesora decide no emplear TD,
aunque reconocen sus beneficios, se debe a que no saben cémo ni cuando
usarlos (Corrales-Jaar, 2021).
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Figura 1: Sugerencia del uso de GeoGebra, p. 181.
Fuente: Texto de Matematica Nivel 8vo Basico.

Lo anteriormente descrito, invita a las y los formadores a fomentar experiencias
de aprendizaje que puedan dar cuenta del uso de la TD para el aprendizaje de la
geometria. En pro de contribuir con las reflexiones en torno a las implicaciones de
utilizar GeoGebra para el aprendizaje de la geometria, en el presente manuscrito
se comentan algunas reflexiones de la implementacién de una actividad de ense-
Aanza-aprendizaje de construcciones euclidianas con GeoGebra, con profesores
de matematica en formacion inicial, reportada en Sanchez Norono y Prieto-C.
(2022). Una particularidad de la experiencia es que fue desarrollada en el periodo
de la pandemia, donde las sesiones de trabajo fueron realizadas en contextos de
ensenanza remota de emergencia (Borgobello y Espinosa, 2020).
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CONSTRUCCIONES EUCLIDIANAS CON GEOGEBRA. UNA PERSPECTIVA
EVOLUTIVA E HISTORICO-CULTURAL

La geometria, en su devenir historico, ha estado ligada a la dinamica de las
actividades humanas, sociales y culturales. En cada una de estas esferas, se
han empleado artefactos (ya sean materiales o simbolicos) que se vinculan
con las experiencias individuales y grupales. Estos artefactos varian en su nivel
de sofisticacion y han sido utilizados de acuerdo a sus necesidades (Camargo
y Acosta, 2012). En las experiencias humanas que han utilizado geometria
para dar respuesta a situaciones puntuales o generales, es posible reconocer
dos formas utilizadas, por un lado, la practica vinculada a la soluciéon de las
necesidades del mundo y la cotidianidad. Para este proposito, los metodos
empiricos y los algoritmos fueron la base esencial. Y, por otro lado, la tedrica,
donde los pensadores y sabios de la antigliedad se dedicaban a reflexionar
sobre la abstraccion de la geometria y los posibles aportes que podrian reali-
zar (Sanchez-B, 2012).

Los saberes de origen practico y concreto fueron pasando de cultura en
cultura, de los babilonios a los egipcios, hasta llegar a la cultura griega (siglo VI
al lll a.ne), considerada la época dorada de la geometria. En ese momento de
la historia, Euclides recopila los saberes que habian sido producidos meticulo-
samente por las culturas anteriores y los organiza en su famosa obra Elementos,
cimentando en ella las bases de la geometria como disciplina cientifica, sepa-
randola definitivamente de la forma practica. Esta obra fue considerada como
una guia de ensenanza de la geometria durante aproximadamente dos milenios
(Sanchez-B, 2012). Un rasgo bastante distintivo de los Elementos es su organi-
zacion, en ella, se proponen dos tipos de problemas (demostraciones y construc-
ciones con Ry C), para el estudio de la geometria, a partir de los cuales se
instaura el método axiomatico y/o pensamiento hipotético-deductivo conocido
hoy en dia.

En los problemas de construccion propuestos en los Elementos, es posible
diferenciar tres partes. La primera es el "enunciado" del problema, y "explicacion’
de la proposicion, en la cual presenta el objeto geomeétrico demandado v el
objeto dado para ello (hipotesis y tesis). La sequnda parte, denominada "opera-
cion’, abarca la solucion del problema, es decir, la construccion del objeto geomé-
trico que se demanda., la tercera parte, lamada "demostracion’, consiste en—el
discurso oral o escrito con— la argumentacion que justifica la validez del objeto
construido (Sanchez Norofo y Prieto-G, 2022). En estos tipos de problemas, el
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uso de artefactos como la regla (sin marcas) y el compas euclideo (colapsable)
fueron fundamentales, ya que permitian visualizar de forma tangible las ideas
abstractas de recta y circulo, dado que portaban su conceptualizacion. Permi-
tiendo a los gedémetras griegos trazar segmentos —de recta— a partir de dos
puntos cualesquiera con la regla, y circulos dado su centro y un radio con el
compas colapsable, el cual se cerraba automaticamente al despegarse de la
superficie (Euclides, 1991; Simson, 1774; Tosca, 1707).

Una cualidad que han tenido los artefactos (R y C), es su leve evolucion,
por ejemplo, el compds euclideo o colapsable, refind su disefio integrando
una caracteristica como el ajuste y mantener su abertura. Pero la llegada de
la TD a la educacion matematica permitio el fomento de formas novedosas
para acercase a los saberes geométricos, derivando en la demanda de cam-
bios sustanciales de la actividad de ensefanza-aprendizaje (en algunos de
sus aspectos) de las construcciones euclideanas. Algunas de las trasforma-
ciones que ha experimentado la geometria euclidiana, se deben al uso de
los SGD en el aula (Artigue, 2002, 2012; Laborde, 1997). Un SGD es un
artefacto semidtico que muestra su potencial en la forma como este permite
diferenciar entre objeto geométrico (representado) y dibujo (representante),
mediante la manipulacion directa que se puede hacer sobre el dibujo, lo que
permite comprobar que las invariantes geomeétricas se conservan (Sandoval
Caceres y Moreno-Armella, 2012). Cuando ello ocurre, se estd en presencia
de un dibujo dindamico.

Al'emplear un SGD, los usuarios pueden pensary actuar en términos geome-
tricos seguin la configuracion del software, lo que conlleva una logica de fun-
cionamiento especifica para cada software. Ademads, el SGD fomenta
interacciones humanas que influyen en los modos y formas de produccion
(Radford, 20173, 2017b, 2023a). Especificamente, el GeoGebra, un tipo de SGD,
ofrece herramientas y funciones que permiten al usuario pensar en términos
geométricos, encapsulando el contenido conceptual (Sanchez y Prieto, 2019).
Para que el saber geométrico sea evidente, es necesario incorporar el GeoGebra
a una actividad que permita movilizar dichas conceptualizaciones.
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CONSTRUCCIONES EUCLIDEANAS CON GEOGEBRA. UNA ACTIVIDAD
CONTEMPORANEA NECESARIA EN LA FORMACION DE PROFESORES

El presente trabajo se enmarca en una teoria contemporanea histérico-cultural
de la Educacion Matematica, conocida como la Teoria de la Objetivacion (TO)
(Radford, 2016, 2023b, 2023a). La TO inicia formalizando el concepto de apren-
dizaje, entendido como el encuentro progresivo de los individuos con el saber
historico y cultural, a su vez plantea que el aprendizaje no se limita a la esfera
del saber; por su parte, considera la formacion del ser, como ejes que se nutren
(Radford y Empaey, 2017). Para que los saberes se movilicen y puedan ser obje-
to de conciencia para el individuo, debe movilizarse en una actividad. La activi-
dad, en la TO, se conceptualiza como labor conjunta, para diferenciar esta
categoria humana de otras de tipo funcional y técnicas que se limitan a un
conjunto de acciones para el logro de un objetivo (Radford, 2023a). De esta
manera, la labor conjunta es definida como “una forma de vida, algo organico
y sistémico, un evento creado por una busqueda comudn —es decir una busque-
da con otros— de la solucion a un problema planteado, busqueda que es al
mismo tiempo cognitiva, emocional y ética” (Radford, 2017a, p. 15). De esta
manera, se asume el encuentro que tienen formadores y profesores de matema-
tica en formacion inicial cuando resuelven problemas de construcciones eucli-
dianas con GeoGebra como una labor conjunta.

El GeoGebra, como se menciono, expone el contenido conceptual median-
te herramientas y funcionalidades que encarnan conceptos inherentes a la
geometria (construidos a lo largo de la historia). Ademas, proporciona al usua-
rio un sistema de representacion y un ambito de exploracion que enriquecen
la actividad y que son poco viables en medios estaticos como el papel y lapiz
(P y L) (Sandoval-C y Moreno-Armella, 2012). Una caracteristica distintiva de
este software estd en mantener en las representaciones de los objetos geomé-
tricos, sus propiedades y/o invariantes geométricas incluso al intentar defor-
marlos mediante el arrastre (Laborde, 1997). Esto posibilita que la percepcién
dindmica que adquiere un estudiante al realizar construcciones difiera de la
obtenida con otras realizadas en Py L. Estas potencialidades, quizas, lo lleva-
ron a convertirse en el software mas utilizado entre los anos 2011y 2022, para
la ensenanza y el aprendizaje de la geometria en los niveles de media y
superior (Morales Chicana et al, 2023).

Por ejemplo, consideremos la tarea de dibujar una recta en el GeoGebra.
Para ello, el primer paso consiste en seleccionar la herramienta adecuada que
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permita llevar a cabo la construccién. En este caso, la herramienta recta se
presenta como la opcion ideal, guiando al usuario sobre como construir esta
figura al solicitar los puntos (creados o no) por los cuales la recta debe pasar
(figura 2). Ademas, cada herramienta y funcionalidad del GeoGebra sigue una
logica operativa particular, requiriendo que el usuario proporcione ciertas con-
diciones al software. Estas condiciones, como enfatizan Sandoval y Moreno-Ar-
mella (2012), no son neutrales ni simples, sino que constituyen una parte
esencial de los saberes matematicos incorporados en los artefactos.

ﬁ} GeoGebra Classic 3

Archivo Edicidn Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

AL D elol <N =)

:_b Vista Algebr. Recta . - B
Selecciona dos puntos o ubicaciones i [

Figura 2. Conceptualizaciéon de la recta mediante la herramienta correspondiente.

CONTEXTO DE LA EXPERIENCIA

La experiencia que se comenta en el manuscrito se realizd durante la pandemia
de Covid-19 (Cucinotta y Vanelli, 2020), en el marco del desarrollo de la Actividad
Curricular (A.C) Geometria (semestre 1) de la carrera de Pedagogia en Matema-
tica y Fisica. Esta asignatura se desarrollo completamente en modalidad remota,
mediante la utilizacion de la plataforma proporcionada por la Universidad para
tal fin. La informacion fue recolectada por medio de:

* Videograbaciones: provienen de las grabaciones en formato audiovisual
de todas las sesiones de trabajo, previa obtencién del consentimiento de
las y los profesores en formacion inicial. Es fundamental destacar que los
nombres utilizados son seudonimos asignados para preservar la identidad
de los sujetos.

* Informes: corresponden a los documentos entregados por las y los profe-
sores en formacion inicial, donde debian (i) comunicar el proceso de
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construccion llevado a cabo y (ii) respaldar la argumentacion de su validez
y coherencia respecto al dibujo dindamico generado, para cada tarea de
construccion.

* Archivos .ggb: para cada tarea de construccion se entregaba una hoja de
trabajo en formato .ggb, el cual debian retornar con el dibujo dinamico
realizado como respuesta.

En las sesiones, las y los profesores en formacion inicial mantenian su camara
apagada (aceptado por la normativa de la Universidad), lo cual impedia acceder
a otro tipo de registros como los semidticos (y particularmente los gestos), para el
andlisis. Es importante destacar que no todos se conectaban a las sesiones
desde un computador, una parte del grupo, lo hacia desde su teléfono celular.
Esto derivd en una disminuciéon de la visibilidad de los rotulos de los objetos
geométricos de la interfaz del GeoGebra, por una parte del grupo, por lo cual, la
formadora asigno colores a los objetos. Dicho contexto virtual implicd que la voz
fuese fundamental para expresar los procesos realizados dentro de sus posibi-
lidades, y para subsanar las limitaciones ofrecidas por los mecanismos y dispo-
sitivos del momento. Aunado a lo anterior, el cursor del mouse en pantalla,
proporciond la posibilidad de sefalar, emular formas, y otros, al funcionar como
una extension del cuerpo.

DESCRIPCION DE LA ACTIVIDAD

La actividad se desarrolld en 10 sesiones de trabajo, respondiendo al disefo
reportado en Sanchez Norono y Prieto-G. (2022). Para la actividad la formadora
hizo entrega a las y los profesores en formacion inicial de un documento con las
orientaciones de las tareas de construccién y un archivo .ggb (hoja de trabajo)
por cada tarea de construccion con las condiciones iniciales. El desarrollo de
la actividad se organizo en tres etapas. En la primera, la formadora entregé las
orientaciones y las hojas de trabajo a las y los profesores en formacion inicial, in-
dicando las tareas que debian ser atendidas en la sesion, enfatizando que debian
entregar (i) la hoja de trabajo con el dibujo dinamico que daba respuesta a la
tarea y (ii) un documento que comunicara el proceso de construccién realizado para
dar respuesta a la tarea de construccion vy la justificacion que el dibujo dinamico
responde a la tarea. En la segunda, se realizo la puesta en comun de la respuesta
de la tarea, considerando un caso para ello, un analisis conjunto de la consistencia
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geomeétrica del dibujo, proceso y justificacion, permitiendo a las y los profesores en
formacidn inicial realizar una evaluacion de la respuesta producida por ellos, y la
de sus pares, aportando ideas en el proceso. En la tercera, las y los profesores en
formacion inicial tuvieron la oportunidad de refinar sus respuestas para la entrega
final. Para ello, agregaron un texto con los cambios realizados comentando como
la puesta en comun permitio potenciar su respuesta.

REFLEXIONES ACERCA DEL DESARROLLO DE LA ACTIVIDAD:
DISCUSIONES Y ANALISIS

La sesion de trabajo que se comenta en el manuscrito, es la cuarta. En esta se
realiza la puesta en comun de dos tareas de construccion atendidas por las y
los profesores en formacion inicial (segunda etapa). En la sesion, es posible
identificar cuatro momentos: en el primero, se realiza la evaluacion de la res-
puesta de Dario, para ello, se analiza la consistencia geométrica; en el segundo,
se construye el dibujo dinamico de la tarea analizada en conjunto; en el tercero, se
dialoga en torno a la justificacion de la respuesta de la tarea; y en el cuarto
momento, la formadora realiza un recuento de la sesion de trabajo. Las reflexio-
nes se organizan en dos apartados, el primero presenta una combinacion de
factores y circunstancias vinculadas a comprobar la consistencia geométrica del
dibujo dinamico y la argumentacion del dibujo dindamico. Y el segundo, un
analisis de la consistencia geométrica.

La tarea de construccion que se aborda para la puesta en comun en la sesion
de trabajo consiste en dividir en dos partes iguales un angulo dado. Para resol-
ver la tarea, se hace entrega de la hoja de trabajo (figura 3-a) en la cual las y
los profesores en formacion inicial encuentran las condiciones iniciales para
atender a la tarea como se menciond. Una caracteristica particular que tiene la
tarea es la presencia de un deslizador de angulo el cual permite modificar el
angulo en P(). Este se construye para acotar y modificar el valor del angulo
entre 0°y 180° siendo esta la unica forma de modificarlo (figura 3-b).
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Figura 3. Hoja de trabajo de la tarea.

COMPROBAR LA CONSISTENCIA GEOMETRICA DEL DIBUJO DINAMICO

En la sesion, la formadora inicia compartiendo en pantalla con las y los profe-
sores en formacion inicial, donde se muestra un archivo .ggb con la respuesta
producida por Dario, a quien la formadora solicita comunique a sus pares el
proceso de construccion que realizo. La formadora, para contribuir con la fluidez
de la comunicacién y atencién de los objetos geométricos, les designa colores,
principalmente porque algunos de los profesores en formacion inicial utilizaron
su teléfono celular para las aulas (sesion) y manifestaron poca visibilidad de los
rotulos dado el tamano de sus pantallas. En el didlogo, Dario da indicios de no
recordar, pero luego comunica lo solicitado, sin realizar referencia a comprobar
la consistencia del dibujo.

Formadora: Hola, {como éstas? Vamos a ver Dario. Aqui esta tu tarea de construc-
cion [puesta en la pantallal. Dario ien qué consistia la tarea?

Dario: Eeee (exclamacion que se emplea cuando se intenta recordar algo). En
tener que dividir en dos partes igualles] el angulo.

Formadora: Muy bien, écomo lo hiciste?

Dario: Primero hice la circunferencia [c, con centro] en el punto P,y donde, de
cualquier tipo de radio y donde interceptarg, ., con la recta que va en el
angulo [g y ] (lados del angulo), ahi [en los puntos de interceccién By D]
volvi hacer otras circunferencias, ahi se ven [en la interfaz] la [circunferencia
e, en tono] azul y la [circunferencia d, en tono] morado, esas son las otras
dos circunferencias que hice en la interseccion de la primera [la circunferen-
cia . Y en tanto la circunferencia [e, en tono] azul, como la [circunferencia
d, en tono] morado, ahi se crea una interseccion [dando lugar al punto Gl, y
ahi trazo una recta [que pasa por los puntos Py G que determina cual es
laaaa [rectal, para que se divida en partes iguales en angulo.
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Dario al comunicar su proceso de construccion lo realiza con la secuencia-
lidad en que los objetos fueron construidos. El joven expresa un proceso deta-
llado, aludiendo a cada objeto geométrico, por su tonalidad, esto quizas debido
a que la formadora le otorg6 colores a los objetos geométricos, ya que algunos
de sus companeros manifestaron que no eran visibles para ellos los rétulos,
llevando a que no comprendieran el discurso y la coherencia entre la explicacion
y el dibujo producido. Durante la comunicacién de Dario la formadora apoyo
senalando los objetos geométricos en pantalla con el cursor en forma ritmica
(figura 4). El profesor en formacion inicial omite algunos objetos geométricos

que estan en la interfaz construidos.

oo <2095

tarchive Edita Vista Opciones Heramientas Vientana Ayuda

DRENCREER
L

Tarea de construccion

v anw | o

Divide en dos partes iguales el angulo

Figura 4. Sincronia entre discurso y cursor.
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Formadora:

Martha:

Formadora:

Martha:

Formadora:
Martha:

(..) OK Lo primero, {cudl es la primera accion que debemos realizar una
vez que hacemos la construccion? (.) {Qué debo hacer una vez que
tengo la construccién lista?

Eee (pensando lo que va a decir a continuacion), si esta correcto que
cumple con los criterios que no se deforma.

Aja, que no se deforme, (). TU dices para que no se deforme. En otras
palabras, épuedo decir que la construccion es consistente? ¢Qué signifi-
ca que una construccion es consistente?

Este, eeee, aaaaa, (risa), sabe, los tengo en mi cabeza, pero no sé como
explicarlo.

¢Qué no debe pasar? Explicamelo asi.

Lo que no tiene que pasar, es que no s¢, es que al momento de abriry
cerrar un poco mas el angulo las circunferencias se., una se vaya para
all4, otra para all3, es decir las intersecciones [se] muevan, cosas as.

La formadora hace propicio el momento para pasar a la comprobacion de la
consistencia geomeétrica del dibujo dinamico realizado por Dario. En ese instan-
te interviene Martha para intentar explicar qué es la consistencia geométrica, al
indicar que el dibujo no debe deformarse. Dado que su intervencion no fue muy
clara, para ayudar a Martha la formadora plantea una pregunta puntual, ya que
la joven manifiesta que no puede comunicar con claridad sus ideas, brindando
como respuesta aquello que no deberia ocurrir con el dibujo dinamico, aludien-
do a que las invariantes geométricas deberian mantenerse al momento de
modificar el valor del angulo.
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Formadora:

Victoria:

Martha:

[risal Entonces cuando yo compruebo o intento comprobar que mi
construccion es consistente o como decia Martha, muy bien, que no se
deforma. (). Yo les coloqué que es este deslizador que ven aca [mueve
el cursor sobre la interfaz] que esta en tono verde. Y yo lo voy a mover,
al moverlo [la rectal h debe mantenerse [bisecando al angulo]. {iQué
esta pasando allil?

Se estd deformando porque crece un solo circulo y deberfan crecer los
dos al abrir o cerrar el angulo.

Porque si yo abro mas, el angulo todo deberia moverse [la recta h], en
el sentido que se abre o se cierra.
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Formadora: Siii, pero fijense lo que estd pasando aqui [moviendo el deslizador que
permite realizar el barrido de un angulo de 0° a 180°], en este punto
(deslizador en una posicion que permite trabajar con un angulo obtuso)
éla recta h sigue bisecando al angulo? (..) diqué esta pasando ahil?

Martha: Se pierde la recta.

La formadora, utiliza el deslizador modificando el valor del angulo en un barrido
entre 0°y 180° (figura 4a), para comprobar la consistencia geométrica del dibujo
dinamico, formulando una pregunta que invita a las y los profesores en forma-
cion inicial a dialogar. La primera que interviene es Victoria, quien afirma que la
construccion se deforma, argumentando que solo uno de los objetos (circulo) se
modifica con el valor del angulo, y el otro (circulo) no. La segunda en intervenir
es Martha, expresando que al modificar el valor del angulo la recta que lo biseca
deberia mantener su relacion geométrica (bisecar el angulo). La formadora para
finalizar con la comprobacion de la consistencia del dibujo dinamico, muestra
en pantalla lo que ocurre con el dibujo cuando el angulo es agudo (figura 4c)
u obtuso (figura 4b) consultando por lo que pasaba con la construccion. Martha
interviene para indicar que la recta desaparece.

-

agulo ZP de r,N

®\

Figura 4: Modificacion del angulo.
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Formadora: Muy bien, {como comprobaste que esta construccion responde a la de-
manda de la pregunta?

Dario: Primero yo lo hice porque asi me acordaba que se hacia y creo que esta
correcto porque todos los radios [de las circunferencias] son iguales. Des-
de el punto P al punto B, y desde el punto D al punto G.

Formadora: {Como compruebas o justificas que efectivamente esa recta que trazaste
y que esta en color rojo, y se llama h divide en dos partes iguales al an-

gulo en P?
Dario: Bueno, esa era mi justificacion la de los radios.
Dario: Que todos los radios son iguales, esa era mi justificacion la que dije re-

cién. No sé cudl podia ser la correcta.

La formadora pregunté a Dario por la argumentacion que da validez a su dibu-
jo dinamico. El joven, responde que realiz6 la construccion como lo recordaba,
es decir, la tarea presentada (o una similar) no eran nuevas para el joven. A lo
anterior, anade que es correcto porque los radios de las circunferencias e y d
son iguales. La formadora parece no comprender lo comunicado por Dario y
refina su pregunta, a lo que Dario le afirma que su justificacion se sustenta en
el valor de los radios de las circunferencias, mencionando que desconoce cudl
podia ser la correcta.

ANALISIS DE LA CONSISTENCIA GEOMETRICA DEL DIBUJO DINAMICO

El proceso seguido por Dario para construir el dibujo dindmico (representante),
resulta inconsistente cuando se realiza la prueba de arrastre, debido a que no
conserva las invariantes geomeétricas en el GeoGebra. Sin embargo, al detallar
el proceso que el joven realiza, el objeto geométrico (representado) es adecua-
do. Un aspecto que parece emerger es que Darfo realizo una transferencia del
proceso de construccion con otros artefactos, como la Ry C, para dar respues-
ta a la tarea en el GeoGebra. Sin considerar que el GeoGebra por su configu-
racion y potencial demanda que los objetos geométricos construidos conserven
la relacion entre ellos. Es posible que Dario desconocia como establecer dicha
relacion o no le dio atencion.

El GeoGebra posee una funcion de Protocolo de Construccion, 1a cual entre-
ga informacion de la secuencia de los objetos construidos, y brinda al usuario
la posibilidad de recrearlos. El protocolo muestra la informacion al usuario por
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medio de columnas y filas. En las columnas, la informacion esta asociada a los
objetos construidos como: el nombre del objeto geométrico, la herramienta uti-
lizada, descripcion del objeto construido y los elementos de construccion (puntos,
distancias u otros). Las columnas, indican el orden en que fueron construidos
los objetos geométricos.

El protocolo de construccién de dibujo del dindmico realizado por Dario (fi-
gura 5), ayuda a comprender qué causa la inconsistencia geométrica ya que su
descripcién verbal del proceso seguido es adecuada. Al detallar la secuencia, se
observa que el punto B pertenece al lado g del angulo S, lado que por las con-
diciones establecidas en la hoja de trabajo tiene movimiento. El punto B, puede
moverse sobre g, posteriormente es utilizado como centro de la circunferencia e,
lo que produce que esta modifique su tamano al variar el valor del angulo en P.

T

¥ Protocolo de Construccion

B &~ |7 &

N°| Nombre Icon... | Descripcion

10Puntc B A Punto sobre g

11 Circunferencia ¢ @ Circunferencia que pasa por B
con centro P

12 Punte D >{ Interseccion de ¢, f

13Punto E A

14 Circunferencia d @ Circunferencia que pasa por E
con centro D

15/Punto F A

16 Circunferencia e Circunferencia que pasa por F
con centro B

17 Punte G >< Interseccién de d, e

18Recta h [~ RectaP G

Figura 5: Protocolo de construccion del dibujo dinamico producido por Dario.

Adicional, las circunferencias e y d, pasan por puntos libres (E y F), es decir puntos
realizados por percepcion visual o que posteriormente de su construccion fueron
ajustados al tamano deseado. Las circunferencias e y d, luego se interceptan
determinando el punto G, por donde pasa la bisectriz del angulo (recta h). La
forma de proceder pone de manifiesto lo comentado anteriormente, sobre la poca
comprension del GeoGebra para producir un dibujo dinamico y la conservacion
de las invariantes geométricas en cada objeto geométrico construido.
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Al contrastar el proceso comunicado por Dario con el protocolo de construc-
cion, se observo que el joven omite el valor del radio de las circunferencias ey
d. La circunferencia d, tiene centro en D y pasa por el punto E. que es un
punto libre. Es posible que Dario al utilizar la herramienta Circunferencia (centro,
punto), por percepcion visual, concibié que la circunferencia pasaba por el
punto P, haciendo un clic sobre la interfaz, dando lugar al punto E. Dicho pro-
cedimiento lo repitié con la circunferencia e, dando lugar al punto F (un punto
libre), lo cual derivd en un dibujo dinamico inconsistente ya que las circunfe-
rencias e y d no guardaban relacion con otros objetos. Cuando se realiza un
dibujo dinamico, las invariantes geométricas se otorgan durante la construccién
de todos los objetos, procurando que sean dependientes entre si y cumplan la
propiedad geometrica demandada, en el caso de la produccion.

REFLEXIONES FINALES

En la experiencia reportada se presentan algunas situaciones que merecen
colocar en debate con otros trabajos, y también otorgarles sentido. La formadora
y las y los profesores en formacion inicial se involucraron en el analisis y reso-
lucion de una forma cultural de accion y reflexion sobre las construcciones
euclidianas con GeoGebra. En el devenir de la sesion que se analiza, la forma-
dora, luego de que el profesor en formacién inicial comunica el procedimiento
seguido, promueve su discusion y se realiza la prueba de arrastre (compro-
bar la inconsistencia geométrica). Sequido, no se produce un didlogo orien-
tado a explorar que causo la inconsistencia, es decir, adolecio de tiempo
dedicado a desentranar las razones que originaron la inconsistencia, si fue de
tipo conceptual o del uso del artefacto.

En ese instante se puede pensar que el artefacto no fue suficiente para
ayudar a las y los profesores en formacion inicial a revelar la razon de la incon-
sistencia. El uso del GeoGebra se distancio de la posibilidad de desplegar el
contenido conceptual geométrico. La ausencia de un dialogo reflexivo que per-
mitiera comprender hasta qué parte de la secuencia realizada fue geométrica-
mente correcto, cudl fue el momento de inflexion que termina causando las
invariantes geomeétricas en el dibujo dinamico producido, porqué deja de fun-
cionar el proceso en el GeoGebra y cémo las potencialidades del software
pueden contribuir en la movilizacion del saber geométrico en escena.
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Un diadlogo orientado a la diferencia entre objeto y representante pudo ser
interesante para comprender a lo menos una causa de la inconsistencia. El
GeoGebra permite establecer relaciones dinamicas entre objetos geométricos,
tal como sefalan Sandoval-C y Moreno-Armella (2012), representa una ventaja
significativa frente al uso del Py L. Dado que permite a los usuarios que mani-
pulen y exploren las construcciones de forma interactiva, facilitando la visuali-
zacion de propiedades (invariantes geométricas). Es posible, que en el caso de
Dario, ocurrié una trasferencia hacia el GeoGebra del proceso que suele llevar-
se en Py L para tareas de construccion; lo cual da indicios de los desafios. A su
vez, permite comprender la complejidad de introducir un SGD como el GeoGebra,
para la resolucion de tareas de construccion y la necesidad de didlogos mas
profundos sobre sus implicaciones.

La experiencia proporcionada a los profesores en formacion inicial al realizar
construcciones euclidianas con GeoGebra, muestra un espacio de trabajo
geométrico que expone riqueza de los entornos dinamicos mediante la experi-
mentacion y/o ejecutabilidad de los objetos geométricos, a su vez asigna la
cualidad de poder corroborar las relaciones establecidas (consistencia), median-
te la prueba de arrastre. El software proporciona herramientas para llegar a
conocer el objeto o relacién geométrica que se trabaja, al momento de realizar
una construccion fundamentada en las propiedades geométricas estructurales.
Tal cualidad resulta mas compleja en un entorno de Py L.

El contexto de la pandemia, fue relevante al momento de realizar la sesion,
ya que, desde una perspectiva histérico-cultural, el aprendizaje es un encuentro
con el saber, en el marco de un trabajo colectivo sensible de pensamiento y
acciones realizadas por el cuerpo (signos, gestos, tactil, kinestésica y otros), los
artefactos y el habla entrelazados. Durante el encuentro en modalidad virtual,
no fue posible acceder a todas las posibilidades materiales y cognitivas que
ofrecen los individuos. Solo se tuvo como registro el habla, y una combinacién
de lo Kinestésico y gestual, emulado por el cursor del mouse en pantalla, prin-
cipalmente por parte de la formadora. Dicha ausencia, eventualmente implico
la forma de hacer/reflexionar de la formadora al momento del analisis de la
resolucion de la tarea.

Para cerrar, es importante que se formulen actividades que puedan permitir
hacer objeto de conciencia los saberes geomeétricos, en particular las construc-
ciones euclidianas, que siempre se han considerado un contenido dificil por la
necesidad de integrar diferentes ideas de la geometria (Gonzalez-C, 2014). Asi
mismo, es imperativo que las actividades destinadas a la ensefanza-aprendizaje
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de la Geometria involucren mas verbos que impliquen conjeturar y validar (Mu-
fioz-Escolano, 2016). Aunado a lo anterior, la necesidad de indagar la toma de
decisién en tiempo real de las y los formadores de profesores.
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