ARTICULOS

La informatica y el proceso
de investigacion matematica
en la escuela

Dedicado a Emma Castelnuovo

Las microcomputadoras ocupan un lugar cada vez mis preponderante en la sociedad
venezolana. La escueld no ha escapado de los intentos de diseminacién de esta
tecnologia. Una muestra de esta expansion es la implementacién de proyectos como €l
de Un Compuiador para Cada Escuela. Dado esto y otros argumentos gue presentaré
mis adelante, planteo que no podemos obviar 1as microcomputadoras en el disefio de
una estrategia para el mejoramiento de la ensefianza de la matemadtica. Siguiendo esta
direccion, en este articulo presento una perspectiva en el uso de la computadora como
herramienta cognitiva para la investigacion en la clase de matematica.

El uso de micros en la escuela en los paises industrializados, ha pasado por una
serie de etapas las cuales se sobreponen y no forman necesariamente un orden secuencial
estricto. Estas etapas son las siguientes: g} para ensefiar a programar, b) uso en
simulaciones, ¢) para instruccién individualizada (especialmente en prictica y ejerci-
¢io), d) parala alfabetizacién informatica, y ) como herramienta cognitiva. Estas etapas
se corresponden en cierta medida, —al nivel conceptual—, con aquéllas por las que ha
pasado la fandamentacion del disefio instruccional. Tales etapas, segin Cooper (1993),
son las siguientes: conductismo, cognitivismo y constructivismo. Es Ia iltima de éstas
la que considero mas evolucionada y a la que estd dedicado este trabajo.

El articulo estd dividido en cuatro partes: en la primera, presento algunos argumen-
tos generales a favor del uso de los micros como herramienta cognitiva en el aula; en
11 segunda, describo dos herramientas informéticas: Cabri-Géometre y The Geometer's
Sketchpad, para la ensefianza y aprendizaje de 1a geometria euchdiana; en la tercera,
desarrollo algunas ideas acerca de la investigacion matemdtica en la escuela basadas en
dos ejemplos tomados de Borenson (1986) y Castelnuovo (1963/1979), respectivamen-
te; y en la tltima, presento algunas conclusiones generales sobre ¢l tema.

Antes de continuar quiero mencionar un asunto de mucha importancia, el cual no
serd tratado con mayores detalles en este trabajo. Este asunto es el relacionado con el
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uso de tecnologias en la escuela y los problemas de equidad en ésta. Makrakis y Yuan-Tu
(1993), en un articulo sobre informética y educacién en China, plantean que la
introduccion de computadores en educacién, promovidas por un lado por los deseos de
imitar a los paises industrializados y por el otro por agencias internacionales, se estd
haciendo en momentos cuando atin estamos luchando por resolver los problemas bisicos
de la equidad en nuestro sistema educativo. Deberfamos prestar seria atencion a los argu-
mentos de Makrakis y Yuan-Tu, especialmente cuando sugieren examinar las implica-
ciones del uso de tecnologias en la educacion en términos de dos opuestos: 1) la
informitica como una nueva herramienta para el desarrollo, y 2) la informética como
nuevo medio para la dependencia tecnoldgica. Sobre este aspecto se pregunta Oteiza
(1993):

*:Incrementarin o disminuirdn las computadoras el abismo entre los paises desarrollados y
los subdesarrollados?..., debemos preguntarnos si las compwtadoras favorecen diferencial-
mente a los varios niveles de gente educada, y de ser asi, ¢se convertirdn los ricos y educados
en cada sociedad en ain més ricos y mis educados?... Mds importante, jtendrin las
computaderas en los paises pobres un efecto negativo o positivo sobre la igualdad del sistema
educativo? (p. 25).

Mi intencién es que en la medida en que producimos ideas y reflexionamos acerca de
los posibles usos de las computadoras en la ensefianza de las matemadticas, no se pierdan
de vista estos aspectos generales relacionados con 1a equidad y la justicia social en la
escuela.

La computadora como medio cognitivo

Una herramienta cognitiva es todo aquel instramento del que pueden servirse las
personas para amplificar su capacidad de comprender v operar en el mundo. La cualidad
de herramienta cognitiva no es intrinseca a un instrumento, En el caso de 1a computadora
tenemos que ésta no es por si sola un medio cognitivo; para llegar a serlo tiene que ser
utilizada dentro de un cierto dominio conceptual de manera que ayude al usuario a
comprender mejor dicho dominio y actuar con mayor eficacia en el mismo. Si con-
sideramos a la matemadtica como un dominio conceptual, entonces utilizar la computa-
dora como herramienta cognitiva en la ensefianza y aprendizaje de esta disciplina
significa que la miquina se utiliza en formas que ayuden al aprendiz a comprender y
operar en ese dominio conceptual. Se supone que esta compresion de la matemética
ayudari al estudiante a comprender mejor el mundo y a operar mas efectivamente en
ése. '

Por el contrario, tenemos que una computadora utilizada para administrar la practica
y el ejercicio rutinario en el aprendizaje de la aritmética, no puede considerarse como
una herramienta cognitiva, Afirmo esto porque st bien la prictica y el ejercicio puede
ser importante para alcanzar un dominio de las operaciones aritméticas en términos de
rapidez y precision, creo que 1o contribuyen a un aprendizaje significativo de las
mismas. Se podria hacer un paralelo entre estas dos formas de uso de las micros en la
escuela, y las nociones de adiestramiento y edocacion. Comparto con Davis (1966/1974)
la idea siguiente:
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No es lo mismo adiestrar que educar; [...] la educacién es para la gente, y el adiestramiento
para las miquinas electrénicas (que de cualquier modo no lo necesitan). En efecto: todas las
tareas de rutinas repetitivas son bisicamente ajenas al hombre {(p. 150).

Respec.to a la repeticion propuesta por la practica y el ejercicio, Comenius, el creador
de la didictica general, comento:

Me basta haber probado el aziicar una sola vez, haber visto una sola vez un camello, haber
oido cantar una scla vez un ruisefior, haber ido una sola vez a Roma, y haberla visitado, para

que estas impresiones queden sélidamente fijas en mi memoria y no escapen jamas. (Citado
en Castelnuovo, 1963/1979, p. 200),

A lo cual Castelnuovo agrega que:

Basta una sola leccién, separada de las otras, aun sin repetirla, para producir una impresién
perdurable, para abrir un mundo. (Castelnuovo, 1963/ 1979, p. 200).

Por otro lado tenemos que, como argumenta Krywoska (1968/ 1978),lel objetivo de la en-
sefianza de 1a matemdtica para todos, tanto en la escuela bisica como en 1a educacién media

deberia consistir enla iniciacién de los alumnos en los principios del trabajo “matematizante”’
y de la aplicacidn del conocimienio matemdiico, ejercitados sobre unos pocos ejemplos no
triviales cuidadosamente escogidos en distintos dominios con una finalidad metodoldgica-

mente formativa y no directamente prictica. (Subrayado agregado, Krywoska, 1968/1979,
p. 190).

Por su parte, Leinhardt (1992) indica que resultados de la investigacion sobre el
aprendizaje nos permiten concluir que la “proficiencia en la ejecucién no produce
comprension conceptual” (p. 21). A esto podemos agregar la sugerencia del matemético
ruso Korovkin (1974/1976), donde plantea que:

Sin duda, para el alumno es mds 1itil resolver unos cuantes problemas dificiles que una gran
cantidad de problemas sencillos (p. 6).

A partir de estos argumentos se puede concluir que lo més importante s la calidad de
1a experiencia matemética que se le ofrezca al alumno en el aula. La repeticion de tareas,
generalmente de bajo orden cognitivo, no pronueve un aprendizaje significativo en los
estudiantes. Pero si una vision restringida de la matemdtica como una disciplipa que se
ocupa s6lo de cuentas y algoritmos, como una disciplina formada por una cantidad de
conocimientos aislados sin interconexién alguna. Por el contrario, cuando 1a computa-
dora es utilizada como herramienta cognitiva en la ensefianza y aprendizaje de la
matemdtica, a los estudiantes le son planteadas situaciones problematicas de alto orden
cognitivo que van mas alld de la simple ejecucion de operaciones aritméticas, y de la
mera repeticiéon de conceptos y algoritmos. Los estudiantes son expuestos a una
actividad matemdtica en la que se trata de comunicar una vision de la matematica como
una ciencia inacabada en constante proceso de evolucion y desarrollo en el cual la
computadora juega un papel cada vez més importante. Tenemos asi una situacion donde
1a forma como se usa la herramienta en la actividad matematica influye sobre la manera
como se concibe la matemdtica y el instrumento mismo. A su vez, estas concepciones
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refuerzan ciertas formas de uso de 1a herramienta o promueven la introduccion de nuevas
tormas de uso. Sobre este asunto Brown, Collins y Duguid (1989) opinan gue:

Las herramientas pueden ser comprendidas en su totalidad solamente por medio de su uso,
y utilizarlas significa tanto cambiar la visién del mundo que tiene el usuario como adoptar el
sisterna de creencias de la cultura en la cual son utilizadas.[.. ]

[...]1 La comprensién del mundo y de las herramientas cambia continzamente como resultado
de su interaccidn. Aprender y actuar son indistintos, siendo el aprendizaje un proceso continuo
que dura toda Ia vida que resulia de actuar en situaciones reales. (p. 33) [Trad. del awtor].

Dos herramientas informadticas para ensefar
y aprender geometria

En esta seccién describiré brevemente dos medios informéticos para la ensefianza y
aprendizaje de la geometria: Cabri-Géométre y The Geometer’s Sketchpad. Las presen-
taciones hechas aqui se corresponden con las versiones para Macintosh de ambos
paquetes, aunque existen versiones de esos dos para Windows. Ambos programas repre-
sentan a la nueva generacién de herramientas informaticas basadas en una concepcion
dindmica, interactiva e investigativa de la ensefianza y aprendizaje de la matematica.

Mediante estas nuevas herramientas informaticas los estudiantes pueden manipular
figuras geométricas en formas que le llevarian intuitivamente a Ia construccién de
teoremas. La fase inicial del aprendizaje de la geometria puede ser ahora llevada a cabo
en la forma de una ciencia experimental, en la cua) el estudiante puede construir figuras
geométricas y manipularias (Tall y West, 1992, p. 121). Esto levaria a un cambio
fundamental en la forma como se justifica la ensefianza de la geometria en la escuela,
es decir, un cambio de perspectiva de la geometria como via para la introduccion al
estudio de un sistema deductivo, a la vision -de la geometria como medio . para la
iniciacién en la investigacién matemética de manera experimental. Este asunto lo
retomaremos mds adelante, y se pasard ahora a una presentacion breve de Cabri-Géo-
métre y de The Geometer’s Sketchpad.

rd rd ~ 1
Cabri-Géomeétre

Cabri fue creado por un equipe de investigadores del Laboratorio de Estructuras
Discretas y de Didactica, de la Universidad Joseph Fourier, en Grenoble, Francia. Sus
fabricantes 1o anuncian como un cuaderno interactivo para la ensefianza y aprendizaje
de la geometria. Fsta herramienta informatica goza de mucha popularidad en Europa
y es tal vez aquélla sobre la cual se ha hecho mas investigacién educativa después de
L.OGO. Cabri auxilia al usuario en la construccion de figuras geométricas en el plano.

Al abrir Cabri Ja computadora presenta una hoja en blanco y una barra de mends
(0 memies) en la parte superior de la pantalla, al igual que en otras aplicaciones
computarizadas para Macintosh. La barra contiene cinco memis: Archivo, Edicion,
Creacién, Construccion y Varios. Los de Archivo y Bdicién permiten al usuario la

L Para junto o juho de este afio saldrd al mercado wna mueva version de Cabri-Géomeire, 1a cval incluye
algunas de las funciones ya presentes cn The Geometer’s Sketchpad, tales come la calculadora.
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realizacién de acciones de editado similares a 1as que se encuentran en otras aplicaciones
disponibles en Macintosh. Los mends de Creacién y Construccién contienen una
cantidad de comandos que permiten la construccién de elementos geométricos, tales
como puntos, segmentos, rectas, circunferencias, puntos sobre un objeto y otros. El
ment Construccién contiene un comando que permite reflejar un punto dado respecto
auna recta dada; ésta es la Gnica transformacién construida como un comando en Cabrd.
Los objetos creados o construidos pueden ser manipulados selecciondndolos con el
cursor y moviendo el rat6n; esto permite explorar diferentes casos para una misma
construccién o0 modelo geométrico.

El menii Varios contiene una serie de comandos que hacen posible borrar o redefinir
un objeto ya creado, grabar 1a sesién en la que se esta trabajando, reproducir paso por
paso las construcciones realizadas hasta el momento sin abandonar la sesién, ver una
descripcion textual de la figura en pantalla y una lista de los elementos que Ja componen,
editar los memnis, agregar una cuadricula a ia figura en pantalls, efectuar mediciones y
marcar un dngulo. Al ejecutar el comando Grabar Sesién al comienzo de una figura,
Cabri crea una carpeta donde se guardan separadamente cada paso o cambio realizados
sobre esta figura como una secuencia de fotografias. Una vez grabada la sesién, al
gjecutar el comando Leer Sesion, Cabri abre la carpeta y utilizando las teclas de
movimiento del cursor se presentan en la pantalia la secuencia de construcciones hechas
en dicha sesion; pulsando la tecla P se puede imprimir cualquiera de estos pasos, y con
la tecla Q regresa el usuario a Cabri.

El comando Editar Mendes en el menid Varios permite al profesor, decidir cuales
memds estardn disponibles para el estudiante al trabajar en una determinada actividad.
Por ejemplo, el meni Construccién tiene un comando que permite determinar automa-
ticamente el punto medio de un segmento dado; ahora bien si la actividad a realizar por
el alomno es la de hallar el punto medio de un segmento mediante una construccién,
entonces no tiene sentido que tenga dispomible el comando anterior. Este comando puede
ser suprimido del meni correspondiente por el profesor antes de comenzar la sesion.

Cabrf es el resultado de un proyecto de investigacion mis amplio sobre el uso de
tutores inteligentes en la ensefanza y aprendizaje de la geometria. Otro de los productos
desarrollados por el grupo de Grenoble en esta direccion es HyperCabri. Los investi-
gadores que desarrollaron Cabri estin trabajando en una versidén que esperemos esté
pronto disponible en el mercado. A pesar de algunos problemas técnicos, Cabri es una
excelente herramienta informética para la implementacién de una ensefianza de la

‘seometria basada en Ja experimentacion.

The Geometer’s Sketchpad’

De ahora en adelante nos referiremos al The Geometer’s Sketchpad por las siglas CdG
correspondientes a su traduccién al espaiiol como el Cuaderno del Gedmetra. Esta
herramienta informdtica fue desarrollada por Ja empresa Key Curriculum, en Estados
Unidos. La primera versién de este paquete fue lanzada al mercado en 1991, y aparecio

2 Actualmemc esta en desarrollo la versién 2.1 del CAG para Macintosh basada en mejoras introducidas en
la versién para Windows. Ademds la gente de Key Curriculum Press trabaja en una versién totalmente
en espafiol dei CdG.
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1a versi6n 2.0 a finales del aiio pasado. Esta dltima version, como se verd mas adelante,
contiene nuevas caracteristicas que la hacen superior a la versién anterior.

Al abrir el CdG la computadora muestra en la pantalla una caja de herramientas al
lado izquierdo, similar a fa que aparece en paquetes como Super Paint, una hoja en
blanco y 1a barra de menus en la parte superior. La caja permite seleccionar herramientas
para trazar puntos, segmentos, semirrectas, rectas, circunferencias, para crear rétulos
y mensajes, y para abrir o crear guiones.

Toda construccion realizada en el CdG se registra automaticamente y puede ser
ejecutada de nuevo si el usvario 1o desea. Esta capacidad le permite al usuario mantener
un archivo de construcciones personalizadas para uso posterior, y permite al docente
Hlevar un registro de lo que el estudiante realizé en cada sesion de trabajo. El
almacenamiento de una construccién o de una serie de construcciones se hace en la
forma de guidn, utilizando un comando que lleva el'mismo nombre.

El CdG permite aplicar transformaciones (retlexidn, traslacion, etc.) a figuras
construidas por el usuvario. Ademas tiene 1a capacidad para definir transformaciones
basadas en objetos construidos y la imagen de la transformacion cambia simultinea-
mente cuando el objeto construido varfa también. Por ejemplo, una rotacién de una
figura basada en un dngulo construido puedt ser cambiada dinimicamente cambiando

simplemente el dngulo que se construyd para determinar la rotacién. E1 CdG permite

también la composicidn de transformacién y su modificacién dindmica simultdnea.

Otra de las adiciones importantes a la nueva version del CdG es la recursividad
construida dentro del guidn. Esto quicre decir que dentro del disefio de un guidn
podemos tener un lazo que nos permite repetir un cierto mimero de veces una
determinada construccion. '

Bl CdG contiene también un meni de Medicidn, el cual permite medir la longitud
de un segmento, su pendiente, 4ngulos, drea y perimetre de una regién poligonal, y
otros aspectos medibles de las figuras geométricas. Las medidas son mostradas en la
pantalla, se actualizar después de cualguier cambio en la figura en pantalla y pueden
ser colocadas en la posicion que el usuario desee. La version 2.0 tiene una nueva tuncion
que es la construccién de una tabla de valores para una dimensién determinada por ¢l
usuario. Esta tabla es transferible a una hoja de cdlculo, Excel, por ejemplo, para ser
graficada y analizada en la bisqueda de relaciones y patrones. El mend de medicién
contiene ademds una calculadora con Ja cual podemos hacer operaciones con las
mediciones obtenidas y con cantidades introducidas por el usuario.

Otra de las caracteristicas de la version 2.0 es la creacién de botones de accion. El
lector familiarizado con Hypercard comprenderd rapidamente lo anterior. Los botones
de accién inclayen los siguientes tipos: movimiento, animacién, oculiar/mostrar,
sonido, pelicula y secuencia. Por ejemplo, el comando movimiento crea un boton de
accidn para mover un punto seleccionado prunero a un punto seleccionado después, y
el comando secuencia crea un botén de accidén que ejecuta una secuencia de botones
seleccionados. No hay palabras para describir con detalles las acciones de estos boto-
nes y al igual que otras caracterfsticas del CdG. La inica manera para llegar a

" comprender su poder como herramienta cognitiva para ensefiar y aprender geometria,
es sentindose frente a una computadora y comenzar a experimentar en el CdG.

Laversién 2.0 del CdG toma todas las ventajas posibles del sistema 7.0; por gjemplo,
es posible para el profesor y los estudiantes demostrar y compartir sus trabajos por la
via de la red local. Esto posibilita la colaboracion en tiempo real entre estudiantes
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trabajando en diferentes mdquinas, y también que el profesor supervise el trabajo de
los estudiantes desde su maquina (Olive, 1993). Otra de las caracteristicas del Sistema
7 incorporadas en el CdG son los globos de ayuda. Si el comando Mostrar Globos es
activado al pasar a la ventana del CdG, los globos aparecen al posicionar el puntero
sobre el meni, barra o herramienta de la cual se quiere obtener la ayuda.

Considero que el CdG 2.0 tiene una serie de caracteristicas que lo hacen superior
a Cabri-Gedmetre. Algunas de ellas son el mend de transformaciones y la animacion
automdtica, ambas ausentes en Cabri. Hay otros detalles técnicbs, que no es el moimento
detallar, los cuales hacen que me decida por el CdG como herramienta informatica que
puede ser utilizada para la ensefianza y aprendizaje de la geometria en el aula desde la
perspectiva propuests en este trabajo. En efecto, todos los ejemplos presentados a
continuacion fueron elaborados en el CdG y estdn a Ia disposicion de los interesados,
junto con otras actividades, en la Coordinacién de Matematica del CENAMEC.

Investigacion matematica en el aula

Aqui describo una reconstruccién de dos actividades didicticas donde los autores,
Borenson (1986) y Castelnnovo (1963/1979), utilizaron una perspectiva de investiga-
cién en la clase de matemdtica. Borenson presenta un ejemplo de una investigacién
realizada en el aula, con estudiantes de séptimo grado en una escuela secundaria en
Estados Unidos, sobre las diagonales de un pentigono. En esta seccién reconstruyo el
ejemplo de Borenson utilizando una herramienta informatica. En este caso, el profesor
estd utilizando la computadora como medio para hacer demostraciones a toda la clase
y como estacion de trabajo en el aula.

Un aspecto importante de esta propuesta €s el de no eximir a los estudiantes de su
responsabilidad matematica. Este aspecto, al igual que los otros, estd basado en una
did4ctica de la matermdtica (Arsac, Balacheff y Mante, 1992). Los alumnos son
responsables de su aprendizaje, de la realizacién de la actividad matematica en el aula
y de la reflexion sobre dicha actividad. Tanto en la ensefianza tradicional como en el
uso de la computadora para administrar prictica y ejercicio en matemdtica, el estudiante
es eximido de su responsabilidad matematica, todo es hecho para €l por el docente o
por la miquina, y los criterios de verdad son establecidos externa y autoritariamente.
Por el contrario, en la propuesta esbozada aqui al estudiante se le devuelve esa
responsabilidad; tiene que analizar situaciones y buscar patrones, elaborar conjeturas
y presentar argumentos para apoyarlas. La responsabilidad matematica del estudiante
es cada vez mayor a medida que el curso avanza, a medida que la clase actia de manera
més cercana a una comunidad de matematicos.

Consideremos ahora la reconstruccién del ejemplo tomado de Borenson. El profesor
comienza construyendo un pentdgono en la computadora con el CdG, y pide a los estu-
diantes que dibujen cada uno un pentdgono en sus cuadernos. A continuacion procede
a pedir a los estudiantes que tracen todas las diagonales que parten de uno de los vértices
del pentdgono y, sin continuar dibujando, pide que hagan una conjetura acerca del
nimero total de diagonales. Es posible que entre las respuestas surja la siguiente:

iProfe! Un pentigono tiene diez diagonales porque de cada vértice salen dos.
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Entonces se le solicita a alguno de los alumnos o alumnas que pase a la computadora
y complete las diagonales del pentdgono en la pantalla. Ese serviri como prototipo para
comprobar la respuesta correcta y como contragjemplo para las respuestas incorrectas.

Luego el profesor pide a los estudiantes que formulen conjeturas acerca de las
diagonales del pentigono. Por ejemplo, en el caso presentado por Borenson (1986),
algunas de las conjeturas propuestas por los
nifios y nifias fueron las siguientes:

1. Un pentdgono siempre tiene cinco diago-
nales,

2. En cada pentigono hay dos diagonales en
cada vértice.

3. Para un poligono de cinco lados las diago-
nales forman una estrella (Fig. 1).

4. Si las diagonales de un pentdgono se inter-
secan para formar una estrella, entonces ¢l
“centro” de la estreila es un pentdgono
(Fig. 1). ’

5. Hay tantas diagonales como lados del po-
ligono. (Borenson, 1986, p. 37).

Una vez finalizado el proceso de elaboracion Figura 1

de conjeturas los estudiantes comienzan a ela-

borar justificaciones, y a buscar contragjem-

plos que permitan confirmar o refutar dichas comjeturas. Con la ayuda del CdG,
seleccionando uno de los vértices del pentdgono, el profesor o uno de los alumnos puede
construir en un instante muchos casos diferentes de pentigonos, y ver dindmicamente
cambios en Ja ﬁgura.- Por ejemplo, en la Figura 2 tenemos un contracjemplo a la
proposicién (3) y pareciera confirmarse intuitivamente la proposicién (1). Pero veamos
el ejemplo presentado en la Figura 3: ;jcudntas diagonales tiene ese pentigono?

Figura 2

L
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Debe discutirse con Ios alumnos que algunas de sus conjeturas son vilidas si se
imponen ciertas restricciones sobre el tipo de pentigono a considerar; por ejemplo, las
conjeturas (1) y (2} son siempre ciertas para pentdgonos convexos regulares para una
definici6n dada de diagonal. Por otro lado, que ciertas conjeturas son ciertas o falsas
dependiendo de las definiciones adoptadas. Para una definicién de diagonal tenemos

- que todo pentdgono, convexo o no, tiene cinco diagonales. Pero para otra definicién

de diagonal no todos los pentigonos tienen el mismo mimero de diagonales, siendo
posible tener pentdgonos hasta con dos diagonales. Esto llevaria a discutir la importancia
de las definiciones en matemdticas. ‘ i

Construir un contragjemplo para la proposicién (S) es muy sencillo en el CdG; basta
construir un cuadrado y sus diagonales. Esto mostrarfa a los alumnos un poligono de
cuatro lados con dos diagonales, y deformando el cuadrado colapsando uno de los
vértices sobre uno contiguo permite construir rapidamente un tridngulo, esto es, un
poligono de tres Jados sin diagonales. Asi podemos mostrar en una leccion o dos unas
cuantas ideas importantes en geometria, sin la obstruccion de 1a posible falta de habilidad
para dibujar del profesor y de los estudiantes, agregando el dinamismo de las figuras
construidas con el CdG, y a esto le sumamos el intercambio de ideas matematicas entre
los alumnos. Todos estos elementos crean un clima en el aula propicio para la
investigacién matemdtica. En otras palabras, la actividad que hemos descrito, permite
a los alumnos trabajar en un aula donde se hace matematica, se actda sobre objetos
matemdticos, se elaboran conjeturas, contrajemplos y justificaciones, enlugar de memo-
rizar hechos y oir descripciones de algoritmos a repetir en un examen sin comprensién
alguna, un aula donde la computadora es utilizada como herramienta cognitiva.

A continuacion presentaré el ejemplo tomado de Emma Castelnuovo (1963/1979) y
reconstruido con el uso del CdG y una computadora en el aula como pizarron electrénico
y como estacion de trabajo. Antes de pasar al ejemplo, deseo hacer notar que
Castelnuovo se refiere a la investigacion e¢n el aula en dos sentidos. Por un lado, se
refiere a la actitud de experimentalidad que debe asumir el docente en el aula para poder
llegar a una mejor comprensién de la formacién de ideas, conceptos y estructuras
matemadticas en los alumnos. Para ello no basta la intuicién y la observacidn, sino que
el profesor debe tener presentes los conocimientos hasta ahora alcanzados en la pe-
dagogia, la psicologia y la matematica. Por otro lado, Castelnuovo se refiere a la
actividad matemética que los estudiantes realizan en el aula; es decir, trabajando en
temas de investigacién en matemadtica. Esta seccidn esti dedicada a la segunda
interpretacién de la investigacién matemdtica en la escuela.

£l profesor hace 4 los estudiantes la pregunta siguiente: **;Cuantos tridngulos hay
que tengan la misma 4rea? Dibuje algunos. Hablen, si quieren, también del perimetro. "
(Castelnuovo, 1963/1979, p. 194). Los alumnos tienen toda la hora de clase para
trabajar en esta pregunta. Los que lo deseen pueden pasar a hacer algunas exploraciones
en la computadora la cual estd siendo utilizada como estacion de trabajo. Después de
realizar varios dibujos tanto en la computadora como en sus cuadernos, una gran parte
de los alumnos concluye que basta con que los tridngulos tengan la misma base y ba
misma altura para que tengan igual area.

Una de las nifias de 1 clase realiz6 un dibujo como el que se muestra a continuacion
[Figs. 4(a), 4(b)), en su cuaderno y escribié que hay una infinidad de tridngutos que
tienen la misma base y la misma altura. Planted, como se ve en el dibujo, que basta
fijar una base y mantener el vértice opuesto sobre una recta paralela a €sta para obtener

[
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Figura 4(a) Figura 4(b)

tridngulos. Esta idea llevd a Castelnuovo a disefiar una forma de producir materialmente
[0 que 1a alumna 1lamd una linea de tridgngulos utilizando madera, clavos, una liga y un
anillo de metal. Ahora bien, una construccion “‘similar” puede hacerse de manera
sencilla en el Cuaderno del Gedmetra: se construye un segmento AB que servird de base
al tridngulo; por un punto cualquiera { en el plano, no colineal con A y B, se traza una
recta [ paralela al segmento AB, se traza luego un punto P sobre dicha recta y los
segmentos AP y BP; a continuacidn se construye la regién poligonal APB y se mide su
drea v su perimetro. Existen comandos en el CdG que permiten hacer todas estas
construcciones ficilmente. La figura mencionada fue construida de esta forma. Ani-
mando el punto P sobre la recta [ s puede ver como cambia el perimetro de los diferentes
tridngulos, mientras que ¢l drea se mantiene constante. ‘

Siguiendo la investigacién, otros estudiantes han observado que variando l1a base y
{a altura proporcionalmente, obteniendo una serie de triangulos isosceles {Figs. 5(a),
5(b)] también se obtienen tridngulos con la misma area.

Area = 8.21 square ¢m

Figura 5(a)

1

Figura S(b)

2
Area = B.21]square cm
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Castelnuovo expresd que para este caso:

Es mucho mds complicado realizar, materialmente, la serie de tridngulos isésceles de igual
area (p. 196).

Esto es comprensible si tomamos en cuenta el estado de la tecnologia en los afios 50,
pero hoy en dia contamos con herramientas que nos permiten hacer esto ficilmente.
Por ejemplo, la construccién én el CdG para esta demostracion es sencilla y se describe
a contiuacion con detalles (Fig. 6).

Nos interesa construir un tridngulo isésceles de manera que al animar el punto A
sobre la recta m obtengamos tridngulos con la misma 4rea. En otras palabras, tenemos
que construir una familia de tridngulos isdsceles tal que el producto 5 bk sea constante,
donde b es la base y s 1a altura. Sobre una recta
horizontal / construimos €l segmento con pun-
tos extremos O y D. Tomamos éste como
segmento unidad; es decir, 0D = 1. Se traza
una recta m que pase por O y sea perpendicular
a l. Se toma un punto F sobre m y se considera
el segmento OF de longitud fija igual a k.
Luego se considera un punto cualquiera 4
sobre la recta m y se traza el segmento DA, y
una recta paralela a DA que pase por F. La
interseccidén de esta recta con la recta £ se denota
por C. Entonces los tridngulos ODA y OCF son
semejantes. Por lo tanto,

op _ 04

0Cc ~ OF

?

y entonces

OF = OC - OA4
Figura 6 OC- OA =k

Por lo tanto, el tridngulo BCA tiene 4rea constante e igual a k, para todo punto A4
sobre la recta que pasa por los puntos Oy F.

La investigacion continia, y se pasa ahora a discutir situaciones relacionadas con
el perimetro. En los dos casos presentados anteriormente se pregunta a los estudiantes:
“;Cuales son los tridngulos de perimetro minimo?”” Utilizando el meni Medici6n en
¢l CdG podemos calcular el perimetro de todos los tridngulos de manera dindmica y
crear una tabla de valores para ambos casos. Dichas tablas pueden ser transferidas a
una hoja de clculo como Excel, o a la hoja de cdlculo de un paquete integrado, como
Claris Works o Greatworks. Una vez transferida la tabla se puede hacer una grafica y
determinar el punto minimo. Volviendo Juego al CdG puede establecerse cual de los
triangulos satisface esa condicién, Como vemos, hay muchas ideas en esta investiga-
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cidn; una que se destaca por sf sola es 1a del estudio de la diferencia entre el drea y el
perimetro de una figura geométrica. Mediante esta actividad se pueden despejar dudas
acerca de estos conceptos, ya que la computadora permite explorar de manera dindmica
objetos matematicos en un contexto significativo.

Una vez realizada la investigacion en el modo experimental como se ha presentado,
los estudiantes podrian ser invitados a escribir justificaciones geométricas o algebraicas
para apoyar sus conjeturas.

El ejemplo anterior tlustra 1o que propongo como estrategia didactica en 1a ensefianza
de la matemdtica apoyada por el uso de una computadora en el aula. En tal estrategia
la clase es entendida como una comunidad de aprendizaje donde se hace matematica y

donde la computadora sirve de soporte a esta actividad. Se invita a los estudiantes a

“hacer matemitica” y a expresarse matematicamente en vez de memorizar 1o que
expone el profesor; se les invita asimismo a hablar bien matematicamente:

hablar bien sigfica hablar con razdn; si el nino aprende de memoria una definicién, las mis
de las veces repite una bella frase sin darse cuenta de lo que dice; su hablar es sélo, un
“verbalizar.” Para expresarse, aprenderd mds escribiendo que hablando, y mds observando
que repitiendo. (Castelnuovo, 1963/1979, p.-201).

La eleccion es nuestra; debemos escoger, pues, entre ensediar a los estudiantes **a hacer™
matemadtica o a ensefiarles a “verbalizar” matemdtica. Esta decision estd estrechamente
relacionada con la eleccion entre educacién matematica y entrenamiento en mate-
mdtica, como lo sefialamos en la primera parte de este trabajo.

Conclusion

En este material he presentado algunas ideas generales acerca del uso de las microcom-
putadoras como herraniienta cognitiva en la enseflanza de la matemdtica en la escuela,
y dos ejemplos de como realizar investigacion matenidtica en el aula apoyada en tal
herramienta, Argumenté que fas micros pueden ser introducidas en la clase de

matemdtica como estacion de trabajo, como una alternativa a la estrategia de llevar a

los estudiantes a un laboratorio de computacion donde —en general— se descontexma-
liza la actividad matematica y no se tiene una clara percepeidn de lo que se estd haciendo.
Esto y otros efectos sobre 1a formacidn de concepeiones errdneas en aritmética, han
sido documentados en el caso del uso masivo de computadoras en srael, en el wabajo
de Nora Hativa. En el aula, la computadora puede ser utilizada tanto por el docente
para hacer demostraciones. como un pizarron elecerdnico. como por los estudiantes. para
la realizacion de tareas especiticas dentro del proceso de investigacion o de resolucion de
problemas en matematica.

El otro punto importante desarrollado en este articulo es que la introduccion de
nicros en I escuela debe hacerse para fa implementacion de estrategias diddcticas
especiticas para las materias que se-ensefian en aquélla, Tal es el caso de los ejemplos
presentados aqui. Con ellos se ilusira 14 introduccion de una micro en et aula como
hercamientd cognitiva para implementar una ensefanza de fa matendica basada en la
investigacion. En otas pilabras, las computadoras y las herramientas intonmdneas
deberfan ser introducidas en la ensefanza de la matemdtica como respuesta i una
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estrategia did4ctica establecida previamente, y no como una solucién en busca de un
problema (Bigum, 1987).

Con la introduccidn de micros en el aula se espera que el profesor reflexione acerca
de los posibles usos de estos aparatos en la ensefianza y aprendizaje de la matemdtica,
pero al mismo tiempo —<como argumenta Bigum (1987b)— se espera que revise sus creen-
cias sobre estos procesos. Por lo tanio, debemos considerar la relacion entre las concep-
clones que tiene una cierta comunidad de un medio determinado y las formas como la
misma es ufilizada. Segin expresan Brown, Collins y Duguid (1989), tenemos que
reflexionar sobre lo siguiente:

LLa comunidad y su punto de vista, tanto como la herramienta misma, determinan la forma
en que la herramienta es wtilizada [...].' Como las herramientas y la manera ¢n que son
utilizadas reflejan los insights particulares acumulados en las comunidades, no es posible usar
una herramienta apropiadamente sin comprender la comunidad o cultura en ta cual se wiliza
(p. 33). [Trad. del autor].

Para concluir, pienso que en general las ideas didacticas deberian preceder y no seguir
a las innovaciones tecnologicas. El mejor ejemplo que tenemos de esto son las ideas
desarrolladas por Emma Castelnuovo en los afios 60, las cuales podemos implementar
ahora con mayvor facilidad mediante las tecnologias informéticas desarrolladas en la
ultima década.
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