





'Contenido

Editorial
Articulos:
+  Recursos intuitivosque favorecenla admon
defracciones: Estudiode caso
» Ladidactica delas matematicasenla
perspectiva sistématica
» Elproblema dela evaluacion enel dreade
matematicas
- Unarelacién breve y sumaria sobre el origen
y evolucién de la palabra matematica
«  Lautilizacién del humor para facilitar la
comunicacién entre educadores matematicos
«  ¢Quésignificarealmente la g? El significadoy
: - la ensenanza del signonegativo enla fisica
Notasde Clase: .

- Meétodode Newtony caos
« Tustracién del usode la historia dela matematica
en unaensefianza centradaen problemas
Historia de la Educacion Matematica
- Encuesta sobre los métodos de trabajo delos
matematicos
Seccion de Problemas:
- Problemas propuestos porlaFilial Pedagégica
“ Asamble de Guaimar4” Ciegode Avila, Cuba
Resefias de Libros:
- Ensefiar Matematicas
- Estudiarmatematicas: El eslabén perdido entre
ensefianzay aprendizaje
+ Masalldde losnumeros (medzta cionesde un
matemético
Resefade trabajosde investigacion:
- Laadgquisicién del concepto de nimero vinculado
al proceso aditivo en nifios de primaria: el uso del
cuadrito vacio

Resefias

Resefiade eventos
- XXICongresoIntemacional del Grupo Psicologia
enlaEducacién Matematica
- SeminarioIntemacional sobreInnovaciones Educativas
en Ciencias Naturales y Matematicas
Notas yNoticias

Marta Elena Valdemoros
Josefina Ontiveros

Ma. Antonia Casanova

Héctor Federico Godinez Cabrera

Pablo Fiores Martinez

Simén Mochén

~

GuillermoPastor
Carlos Sanchez
yConcepcién Valdés

Santiago Valiente
Juan Diaz Godino

Santiago Valiente
Alma Nora Arana Hernandez

Carlos A. Cuevas

Armando Martinez

18
35
44
52
64

81
86

97

101

103

108

114

116

118

121
125

EDUCACIONMATEMATICA

SUSCRIPCION

Publicidad
Laura Morfin Chong

ISNN 0187-82988. Impreso en México

Se publica en los meses de abril, agosto y diciembre
Val.9 - No.3 - Dictembre, 1997 - Tiraje 2000 ejemnplares

anual, incluidos gastos de envio. En México: $ 75.00. Otros paises: US$ 30.00
Envie Cheque o giro postal o bancario a
Nebraska 199, Col. Napoles, 03810 México, D. F. Tel. 52309 94. Fax5431173

Envie sus colaboraciones a ia1edaccidn, en la misma diteccion.
Las opiniones expresadas en los articulos son responsabilidad de los autores.
© 1989, @ 1997 por Grupo Editorial Iberoamérica, S.A. de C.V.
Cualquier artfculo o parte de él podrd ser reproducido con el previo permiso de
Grupo Editorial Iberoamérica y de su autor, y deberd hacerse mencion de la fuente.

Produccién: Grupo Editorial Iberoarmérica, S.A. de C.V.
Franqueo pagado publicacién periodica, permiso provisional autorizado por SEPAMEX. Certificado de licitud de titulo No. 4243, de contenido No. 3459,




Comité Editorial

Elfriede Wenzelburger (t)

Coordinaciéon
Guillermina Waldegg
Centro de Investigacion y de Estudios Avanzados
San Borja 938, 03100 México, D. F.
Tel. (525) 575-02-64, Fax. (525) 575-03-20 e-mail gwaldega@mailer.main.conacyt.mx

Alicia Avila Storer Teresa Rojano Ceballos
Universidad Pedagdgica Nacional Centro de Investigacion y de Estudios Avanzados
Patricia Balderas Canas . Maria Trigueros Gaisman
Universidad Nacional auténoma de México Instituto Tecnolégico Auténomo de México
David Block Sevilla Santiago Valiente Barderas
Centro de Investigacion y de Estudios Avanzados Escuela Normal Superior de México
Eduardo Mancera Martinez Nicolés Grepe Philp
Universidad Pedagégica Nacional GrupoEditorial Iberoamérica

Comité Internacional de Colaboradores

Egberto Agard White,
Universidad de Panamé
Departamento de Matematicas
Panama, Republica de Panama, C. A.

Analida Axdila,
Universidad de Panama
Panamé, Reptiblica de Panams, C. A.

Michele Artigue,

Université Paris 7

IUFM de Reims y equipo DIDIREM,
Villebon sur Yvefte, Francia

Carmen Azcérate,

Departamento de Didéctica de la Matemética
ylas Ciencias Experimentales

Barcelona, Espafia

Sergio Ballerteros Pedrozo,
Universidad Pedagdégica Enrique José Varona
La Habana, Cuba

Elisa Bonilla,

Direccion General de Materiales y Métodos
Secretaria de Educacion Publica

México, D. F.

Carlos Bosch,

Instituto Tecnoldgico Auténomo de México
Departamentode Mateméticas

México, D. F.

AlbertoCamacho Rios,
Instituto Tecnoldgico de Chihuahua IT
Chihuahua, México

Jose Contreras Francia,
The Ohio State University
Columbus, USA

César Cristobal Escalente,
Universidad de Quintana Roo
Cheturnal, Quintana Roo, México.

Miguelde Guzman,
Universidad Complutense de Madrid
Madrid, Espana

José Angel Dorta Diaz,
Universidad de La Laguna, Depto. Anélisis Matemético
La Laguna, Espafia

Ed Dubinsky,
Georgia State
University, EUA

Daniel Eudave Muiioz, ,
Universidad Auténoma de Aguascalientes,
Departamento de Educacion
Aguascalientes, México

Joselina Ferrera Nifiez,
Universidad Pedagdgica
Naciona! “Francisco Morazan"
Honduras



Luis Ferrero,

Centro de Profesores y Recursos

Majadahonda

Madrid, Esparia

EugenioFilloy Yagiie,

Depto. de Matemética Educativa CINVESTAV
Meéxico, D. F.

Alfinio Flores Peiiafiel,

Arizona State University

Tempe, USA

Jesiis Roberto GarciaPérez,

Universidad Michoacana de San Nicolés de Hidalgo,
Departamento de Matemética Educativa

Morelia, Michoacan, México

PedroGémez,

Una Empresa Docente, Universidad de los Andes
Bogotd, Colombia

Silvia Gémez Calderdn,

Universidad Auténoma de Baja California, Facultad de Ciencias
Ensenada, B.C., México

Fredy Gonzalez,

Instituto Pedagdgico de Maracay

Universidad Pedagégica Experimental Libertador
Maracay, Venezuela

Sarah Gonzalezde Lora,

Centro Latinoamericano de Investigacién y Desarrollo
en Educacién Matemadtica

Pontificia Universidad Catolica Madre y Maestra
Centro Latinoamericano de Investigacién y Desarmrollo
en Educacion Matemaética

Santiago de los Caballeros, Reptiblica Dominicana
Angel Gutiémnrez,

Depto. de Didéctica de la Matematica E.U. de Magisterio
Universidadde Valencia

Valencia, Espafia

ArturoHernandez Ramirez,

Instituto Tecnoldgico de Cd. Madero

Cd. Madero, Tamaulipas, México

José Ramén Jiménez,

Universidad de Sonara, Departamento de Matemadticas
Hermosillo, Sonora, México

MoisésLedesma Ruiz,

Escuela Normal Superior de Jalisco

Guadalajara, México

Antonio Jose Lopes,

Centro de Educagao Matematica

Séo Paulo, Brasil

Eduardo Luna,

Banty University, Department of Mathematics and Computer
Science, School of Arts and Sciences

Miami Shores, USA

EmilioLluisRiera,

Instituto de Mateméticas, UNAM

México, D. F.

ArmandoMartinez Cruz,

Northem Arizona University

Flagstaff, EUA

Jorge MartinezS.,

Universidad CUDEC

Querétaro, México

RodolfoMéndez Balderas,

Benemérita Escuela Nacional de Maestros
Meéxico, D. F.

Leonel Morales Aldana,

Universidad Gdlvez

Guatemala, Guatemala

Luis Enrique Moreno Ammella,

Depto. de Matemética Educativa CINVESTAV
Meéxico, D. F.

Julio Mosquera,

Universidad Naciaonal a Distancia

Caracas, Venezuela

Ma. del RocioNava Alvarez,

Escuela Normal Superior del Estado de México
Toluca, México

Sofia Josefina Ontiveros Quiroz,

Centro de Investigacion en Ciencias Fisico-Mateméticas
Fac. de Medicina, Universidad Auténoma de Querétaro
Querétaro, México

FidelOteiza, v
Depto. de Matematica y Ciencias de la Computacién
Universidad de Santiago de Chile

Santiago de Chile, Chile

Francois Pluvinage,

Rectorat de Strasburg-Service FORM
Strasburg, Francia

LuisRadford,

Université Laurentienne

Ecole de sciences de I'education

School of Education

Sudbury, Canadi

LuisaRuiz Higueras,

Departamento de Didéctica de las Ciencias
Facultad de Ciencias de la Educacién
Universidad de Jaen

Jaen, Esparia

Patrick Scott,

New Mexico State University

Las Cruces, EUA

Isabel Soto,

Centro de Investigacion y Desarrollo de la Educacién
Santiago de Chile, Chile

Guadalupe T. de Castillo,

Universidad de Panamé

Panamé, Republica de Panamé

Marco Antonio Valencia Arvizu,
Universidad Auténoma de Sonora

Hemnasillo, México

EduardoZarate Salas,

Universidad Pedagdgica Nacional

Meéxico, D. F.

Grupos Colaboradores

Comité Interamericano de Educacién Matematica (CIAEM)
Comisién Nacional de Educacién Matematica de Chile

Asociacién Nacional de Profesores de Matematicas de México

Colsgio de Profesores de Educacién Secundaria "Moisés Sdenz”
P ' - L




Editorial -

Ha sido frecuente en los editoriales de Educacjé.ri Matemadtica, lamencién a que la Revista
presenta y responde a la gran diversidad de enfoques e intereses de los miembros de la
comunidad de educadores que la lee o la nutre.con sus escritos. Asimismo se ha hecho
referencia continua a la existencia de distintas metodologias y acercamientos a los asun-
tos que se abordan. Tal diversidad, se dice también en no pocas ocasiones, es reflejo de
unestadodela cuestxon en Amenca Latina eincluso en Iberoamérica (en los tiltimos afios
investigadores de Espafia han hecho valiosas contribuciones a la Revista). Y efectiva-
mente, puede percibirse —analizando los indices de la publicaciéon- que igual se presen-
tan propuestas de enseflanza (con mayor o menor sustento en la investigacién o la
experimentacién) que se incluyen documentos szre historia de las matematicas o sé
hacen andlisis de tipo epistemologico referidos a conceptos matematicos especificos; en
los ultimos afios se comiienza también a considerar a los actores de la educacién ma-
tematica en tanto que profesores y alumnos, es decir, ubicados en la situacién escolar.
No es extrafio, por otra parte, que los trabajos que no abordan directamente €l problema
de la ensefianza, mencionen como fin tltirno la intencién de contribuir a su mejoramiento
aun cuando en su contenido no se refieran directamente a ella. Las contribuciones, pues,
como se ha dicho, abordan perspectivas y niveles diversos de un mismo fenémeno: la
ensefianza de las matemaéticas. Y los editores de la Revista parecen asumir (como par-
te de una comunidad que se expresa ya por cerca de una década a través de ella) que
la gran gama de intereses, enfoques y metodolog\as en tanto que resultado de la
complejidad, es inevitable. :

Después.de 20 afios de producir explicaciones y reflexiones en el campo (y a casi 10 .
afos ininterrumpidos de edicién de la Revista) si bien es incuestionable que el fenémeno
de la educacién matematica es de suyo complejo (y de ahi en buena medida se justifica
la diversidad) pareceria pertinente, €l reflexionar de manera detenida y compartida
acerca de las identidades, las fronteras, las diferencias, y los nucleos de la educacién
matematica: /es ésta una practica educativa?, /es un campo de reflexién?, jes un campo
de reflexion sobre el sujeto cognoscente o sobre el sujeto alumno?, /es lo que podriamos
llamar psicologia de las matematicas?, o esto ultimo es apenas el insumo para alimentar
lo que seria una didactica, méas cercana a la educacién matematica? (/O es que la
educacién matematica es todo esto?, Nos parece que estas preguntas no han sido lo
suficientemente discutidas y no estan atn resueltas.

Nos parece que es tiempo de comenzar la reflexién y el debate sobre el asunto. Ha-
bria que tratar de caracterizar los distintos enfoques, hacer un inventario de problemas,
de métodos, de acercamientos, de paradigmas que aparecen como telones de fondo.
Al igual que en este ntimero se hace una interesante resefia de la evolucion del signi-
ficado de la matemaética, pareceria pertinente (a diez afios de publicacién de Educacién
Matemadtica) comenzar a hacer un balance de la produccién en el campo, no sélo en
términos de sus contenidos y problemas, sino también en términos de los paradigmas y
metodologias que la sustentan. En otras palabras, valdria la pena apuntar hacia una
revision y caracterizacién de lo qué, en la practica, es la educacién matematica en el
mundo hlspano en su vertlente reflexion sistematica sobre el asunto.

Bt
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ARTICULOS

Recursos lntmtwos que
Favorecen la Adicion de Fracciones:
Estudio de Caso

Resumen

A través de una amplia investigacion referida al lenguaje de las fracciones y al vineplo de éste con
los correspondientes conceptos, enel cuarto gIado deprimaria de una escuela ptiblicaaplicamos un ‘
cuestionario exploratorio mediante el &ual pudimos reconceer algunas modalidades frecuentes de
desempefio de los nifios. Uno de tales patrones es el que ahora estamaos comunicando, atendiendo
- alesclarecimiento que puede promover a nivel de las propuestas y procesos diddcticos comprome-
tidos en el aula. Esa modalidad de desempefio (exhibida por varios miembros del grupo en estudio)
se caracterizé por la facilidad con la que dichos alumnos podian resolver adecuadamente los pro-
blemas aditivos, cuando éstos eran expresados mediante un pictograma (en marcado contraste con
las tareas en las que los mismos nifios fracasaban ya que debian abordar las situaciones aditivas
desde tratamientos algoritmicos convencionales), El seguimiento realizado alrespecto asumidla for-
ma de un estudio de caso cuyo punto de partida lo constituyeron los resultados obtenidos en algu-
nastareas del cuestionario exploratoro. El instrumento primordial del estudm de caso se desarrolld
a partir de la seleccién de la alumna que en el cuestionario presento de manera sistematica el pet-
fil antedicho, quien fue entrevistada de medo individual. Complementanamente tal ‘estudio se
enriquecié mediante la reatizacion de algunas observaciones de ‘clases (lo cual nos proporciond
informacion acerca de los modelos didacticos adoptados por la profesora a cargo del grupo escolar).

Abstract: During the development of a recearch refened ro me language of fractions and its
relantionship with the corresponding concepts, we apphed d questionnaire in the fourth grade of
a primary school. This report is centered on Fabiola case; who was interviewed by us because she
exhibed an effective use of pictorial representations and-the. concrete aids linked with the sum of
fractions (in contrast with her own wrong algorithmic handle). The casestudy was compound by
some qualitative observations of classes and the Fablola 8 results in the questionnaire and in the
1r1terv1ew

Marco Tedrico I A

Laborde (1990) destaca la estrecha proximidad planteada entre'el lénguaje «natural» y el
 lenguaje matematico, en todos los espacios en los que éste se expresa. Especificamente,
la escritura matematica se estructura a partir de la amalgama de 1a escritura de la lengua

Martha Elena Valdemoros Alvarez
Departamento de Matematica Educativa
Centro de Investigacion y de Estudios Avanzados del [P
México, D. F.,
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y de un conjunto propio de signos (xsimbolos motivados», «iconos geométricosy,
spictogramass) que Tesuitan combinados con letras y con los significantes técnicos de
los numerales. De conjunto, la activa construccién —por parte del estudiante— de todos
estos instrumentos simboélicos se encuentra acompaiiada por multiples dificultades
cognitivas derivadas de la gran diversidad de aquéllos y de los obstdculos asociados a
su correspondiente articulacion.

Una de las aportaciones fundamentales de Behr, Lesh, Post y Silver (1983), Lesh, Post
y Behr (1987) ha consistido en destacar la confluencia de modos diversos de representa-
cién que estan involucrados en los procesos de simbolizacién adscritos a la ensefianza y
el aprendizaje matematicos (especificamente, dibujos o diagramas, simbolos escritos, re-
presentaciones asociadas al uso de materiales concretos fijos o manipulativos, entre los
mas relevantes). Asimismo, los investigadores citados han enfatizado la complejidad
que asumen todos los procesos de «traducciény desde un sistema de representacién a
otro. Los primeros planteamientos retoman y enriquecen las formulaciones originales de
Bruner (1966), quien en €l aprendizaje reconocié la sucesiéon de representaciones de la
actuacién (venactive representationss, segun las propias designaciones del autor),
representaciones icénicas y representaciones simbdlicas, a través del desarrollo de
procesos cognitivos en espiral crecientemente complejos. Con lo cual, 1as coincidencias
bésicas entre aquellos investigadores y Bruner estan referidas a la naturaleza de di-
chas representaciones. ‘ '

A partir de sus estudios centrados en los nimeros naturales, Sastre y Moreno (1980)
identifican algunos enlaces entre el lenguaje verbal (esto es, las expresiones de la
lengua asociadas al aprendizaje y la ensefianza matematicos), los signos aritméticos
involucrados v los dibujos usados en tales situaciones diddcticas. Sastre (1984) resalta la
circunstancia de que —tanto en Ia linea histérica de desarrollo de esos modos diversos
de simbolizacién, como en el terreno actual de su construccién por parte de cualquier
sujeto— la confluencia de aquéllos concita mukliples dificultades. Con el propésito de
trascender algunos de dichos obstaculos cognitivos y a modo de crear un puente hacia
el uso de los signos arit-méticos, de naturaleza convencional y arbitraria (entendiendo
como «arbitraria» aquella caracteristica del signo que destaca la ausencia de rasgos
perceptuales comunes entre este Ultimo y el objeto designado por dicho signo), Sastre
propone el uso mediador de ciertos dibujos que permitan la asignacion de sentido al plano
grafico, dada la similitud que dichas representaciones guardan con los objetos reales
simbolizados. Esto tiltimo pudiera resumirse en los siguientes términos: para presentar
al nifio los modos de simbolizacién arbitrarios asignados a determinadas
entidades numéricas y sus respectivas operaciones, es conveniente comen-
zar con los modos no-arbitrarios de simbolizacién de contidades relacionadas

_con esas mismas entidades (ya que los modos no-arbitrarios de simbolizacién son
més accesibles al sujeto por las similitudes que guardan con los objetos reales designados
en la experiencia del aula). A

En el terreno de las fracciones, Kieren et al. (1985) optan por introducir a través de
dibujos las tareas aritméticas de reparto propuestas al nifio, ya que por esa via éste
puede llegar a expresar con mas claridad su pensamiento matematico. De ese modo, .
los investigadores mencionados afirman que el nifio desarrolla espontineamente el
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walgoritmo gréficor de la suma de fracciones (es decir, sustituye de hecho el algoritmo
convencional por dibujos que representan dicha operacion). Tal «algoritmo graficos faci-
lita al escolar la resolucién de la tarea, al tiempo que permite al investigador realizar una
mejor exploracion de sus elaboraciones mentales.

Por otra parte, Kieren (1983, 1984, 1988) reconoce que la particidn, \a formacién de
una unidad divisible y la equivalencia cuantitativa (a los que él identifica como «me-
canismos constructivos» de la fraccién) constituyen la raiz cognitiva primordial de los
diversos contenidos seménticos intuitivos que cualquier escolar puede constituir, con
respecto al mencionado conjunto numérico y mediante el respaldo de la ensefianza.

Streefland (1990a, 1990b) enfatiza que los estudiantes encuentran sus propios cami-
110s (sus propias modalidades de representacién, agregamos nosotros) para desarrollar
operaciones en cierto terreno numérico; ése es un punto de partida éptimo para la
correspondiente organizacion de la ensefianza. En particular, Streefland {1991) considera
que la construccién de modelos visuales cumple el papel de brindar importantes ca-
nales para el desarrollo de los procesos de matematizacién de los alumnos.

Enrecientes reportes de investigacién (Valdemoros, 1991, 1992a, 19933, 1993b, 1994a)
han sido descritas y analizadas con gran detalle algunas modalidades de desempefio
infantil, tanto en el terreno de la identificacion de fracciones como en el de la suma de
dichos nimeros. En el marco de presentacion de diversas tareas aditivas, portadoras
de la misma informacién cuantitativa expresada mediante distintos sistemas de
representacion, los nifios (de 9y 10 afios de edad) pudieron tomar el dibujo como un canal
idéneo para la explicitacién de su pensamiento. Tal rasgo estuvo tan acentuado que los
escolares apelaron espontdneamente a dicha forma de representacion, aun en las
situaciones en las que se requerian otras modalidades de respuesta. Esa tendencia se
vio reflejada en el desarrollo de soluciones adecuadas y en los planteamientos incon-
clusos o incorrectos (las ultimas circunstancias nos hacen advertir que, siendo el dibujo
un poderoso canal de expresién para los nifios, requiere ser tratado por la ensefanza, a
fin de alcanzar su maxima eficacia).

El estudio de caso

Los sefialamientos que efectuamos en la presente seccion del articulo se encuentran
fuertemente sustentados por otros reportes de investigacion (Valdemoros, 1992b, 1994b).
El estudio que estamos comunicando aqui estéa referido a un caso, cuyo punto de partida
lo brindé un cuestionario exploratorio centrado an las fracciones y aplicado en cuarto
grado de una escuela primaria ptblica. Tras el andlisis del mencionado cuestionario pu-
dimos identificar una importante tendencia en algunos estudiantes de ese grupo escolar,
quienes podian resolver adecuadamente los problemas aditivos cuando éstos eran
expresados a través de un pictograma (en contraste con el propio manejo inadecuado del
algoritmo convencional); tal dominio intuitivo y pictérico de las situaciones aditivas
constituye el problema del presente estudio de caso. A posteriori, desarrollamos algu-
nas observaciones directas del aula y una entrevista con la nifia que exhibié de modo
sistematico la tendencia que acabamos de describir. Seguidamente presentamos los
aspectos metodologicos fundamentales que sostienen este estudio de caso.
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Combinando métodos

El estudio de caso estuvo inmerso en una amplia investigacién, la cual se inicié con un
cuestionario exploratorio aplicado a 37 estudiantes de cuarto grado de primaria, antes de
la Reforma Educativa de 1993. La meta fundamental del mismo fue indagar qué vinculos
eran reconocibles entre la construccion del lenguaje de las fracciones y de los conceptos
ligados a tales nimeros. El cuestionario estuvo conformado por 29 problemas de distinta
naturaleza; entre ellos, 15 tareas fueron referidas a la suma y resta de fracciones. El lti-
mo constituyé el &mbito desde el cual comenzamos €l estudio del caso que nos ocupa;
con ello, el cuestionario se transformé en el primer instrumento involucrado en dicho
estudio de caso ya que nos permitié abstraer el perfil basico de éste.

El segundo instrumento metodolégico del presente estudio fue la observacién directa
del aula, en circunstancias en las que la maestra a cargo del grupo. desarroll6 algunas
actividades de ensefianza centradas en las fracciones. La inclusién de este recurso es-
tuvo motivada por la necesidad de conocer los tratamientas diddcticos que recibieron
los 37 estudiantes mencionados previamente. Esté canal también nos permitié corro-
borar el tipo de desenvolvimiento detectado -8 través del cuestlonano— en los nifos
asociados al caso. '

- El tercer instrumento metodoldgico fue la entrevista, la que reunié la informacién
primordial del estudio de caso. La misma adopté una modalidad individual de desa-
rrollo, apegandose a una meta inicial de exploracién cuya subsiguiente ampliacién nos
condujo a designarla como «entrevista didactican: Dicha identidad no fue adoptada
porque dispusiéramos de alguin «modelo de ensefianzas preestablecido a ser incluido
en la entrevista, sino que tal distincién sirvio a los fines de caracterizar, de algin modo,
su propia naturaleza. En contraste con las ya cldsicas entrevistas desarrolladas en el
ambito de laMatématica Educativa {(de caracter exploratorio, mayoritariamente), ésta fue
proyectada para ser realizada en dos tiempos: originalmente se concretaria una labor de
investigacidon netamente exploratoria, en tanto que ~habiendo agotado los limites de la
primera fase- la entrevistadora asumiria luego un papel mas propositivo, procurando
introducir tareas paralelas o problemas simplificados, cuando el sujeto entrevistado evi-
denciara algun obstaculo cognitivo momentaneamente infranqueable (sin que el prota-
gonismo del dltimo fuese abandonado, en esta nueva etapa). Asi, organizamos una
entrevista compuesta por 10 tareas ligadas a la suma y resta de fracciones {expresadas
en distintos planos de representaciéon y susceptibles de ser comparadas entre
si, por parejas de problemas), las que resultarian depuradas a postenon de la elec-
cién del estudiante a ser entrevistado.

Validacion del estudio

El contraste entre los tres métodos —en lo que al caso considerado se refiere- estuvo
previsto como el recurso estabilizador de todo el seguimiento efectuado por distintas vias,
en tanto permitié reconocer los modos mas regulares de desenvolvimiento del sujeto.

Con dicha confrontacién de métodos aplicamos ciertos procedimientos para la
validacion de la investigacidn. Especificamente, apelamos a una triangulacion de todas



B EnucacaonMateranca B Vol. 9-TNo. 5 - Diciembre 1997 B © GEl . m Pag. 9 . m

las situaciones cuyos contenidos cognitivos y diddcticos fueran comunes Y constatamos
por esa via la permanencia de los rasgos fundamentales del caso.

El cuestionario y el perfil del caso

Las respuestas desarrolladas por los 37 estudiantes, a traves del cuestionario, nos per-
mitieron reconocer una gran diversidad de procesos cognitivos susceptibles de ser
inferidos, desde las soluciones planteadas frente a las tareas de suma de fracciones. Sin
embargo, muchas de las repuestas manifiestas requerian mayor profundizacién y una
¢4ptima reconstruccién de los procesos Cognitivos‘ a ellas ligados, en la direccién de po-
der constatar las hip6tesis que llegamos a formular en cada una de tales situaciones. Esa
fue la condicion basica exhibida —entre otros- por el caso que aqui nos ocupa.

¢Cuales fueron los rasgos primordiales de este caso? El cuestionario nos facilitd el
reconocimiento de cierta regularidad manifiesta en algunos alumnos: cuando la suma
de fracciones era introducida mediante un problema verbal, estos niiios (7/37)
apelaban a tratamientos algoritmicos incorrectos, en contraste con las solu-
ciones adecuadas que ellos desarrollaban en presencia de la misma suma de
fracciones, a partir del uso de un dibujo (una figura geométrica, una coleccién de
objetos dados por la investigadora, o bien, una representacién pictérica libremente
seleccionada por los escolares). Es decir, los mencionados estudiantes podian superar
Sus propios errores algon’tmicos,‘en las situaciones en las que abandonaban el ambito
de los signos convencionales y arbitrarios, desarrollando pictéricamente la suma de
fracciones a través de un dibujo; con ello, los nifios conformaban eficazmente sus
valgoritmos graficos» (segun la designacion de Kieren, 1985, destacada por nosotros
con anterioridad). '

Asimismo, llegamos a detectar otro rasgo relevante asociado al caso, €l cual invo-
lucré el reconocimiento de la unidad. De conjunto, el grupo escolar incorporado a nuestro
estudio evidenci6é una fuerte tendencia: en las tareas que requerian la elaboracién
personal de un problema asociado a cierta suma (nivel de «invencién» de problemas, por
parte del nifio) los estudiantes escogieron situaciones de medicién bastante conven-
cionales, pero no pudieron reconocer una unidad de medida compatible con cada uno
de tales planteamientos. Los escolares vinculados a este caso (7/37) también expresaron
esa dificultad, en el nivel de formulacién del problema verbal; sin embargo, ellos mis-
mos podian trascender dicho obstaculo cuando escogian un dibujo y desarroliaban un
calgoritmo grafico». Ilustramos esto mds adelante {en la Tabla 1 y en la seccion a
ellaasociada).

Por todo lo anterior, caracterizamos el caso como expresion de un dominio intui-
tivo de las situaciones aditivas referidas a las fracciones, el cual estuvo favo-
recido por el uso de representaciones pictoricas.

Tal dominio intuitivo podria devenir de un ejercicio generalizado y eficiente de los
"mecanismos constructivos' de la fraccion ("particiéon’, "equivalencia cuantitativa' y
“formacion de unidades divisibles", Kieren, 1983, 1984, 1988), aplicados luego en el
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4ambito de la adicién, espacio de mayor complejidad cognitiva. En esos términos
formulamos la hipétesis del caso.

Para la realizacion de la entrevista y la consiguiente profundizacién del caso, entre
todos los alumnos vinculados a éste (7/37) escogimos a Fabiola. El motivo de dicha de-
cision estuvo referido a su desempeiio general eficiente, el cual nos permitiria abordar
su manejo de la adicién de fracciones, sin la interferencia de otros obstaculos cogni-
tivos. En las 15 tareas del cuestionario ligadas a la suma y resta de fracciones, Fabiola
frecuentemente evidencié ciertos errores sintéacticos tipicos (al desarrollar los algoritmos
convencionales), en tanto que el dibujo le permiti6 acceder sistematicamente a solucio-
nes correctas, a nivel de la elaboracién de «algoritmos gréficos» (dicho recurso fue
espontaneo en las situaciones de resta de fracciones, bloque de tareas del cuestionario
en el que nosotros no demandamos a los nifios el uso de representaciones pictéricas,
dadas las dificultades de su articulacién con la sustraccién).

El caso, a la luz de la observacion del aula

La observacion directa constituy6 el canal por el cual llegamos a reconstruir algunas
caracteristicas primordiales de la ensenanza recibida por este grupo escolar. De ese
modo, constatamos que el modelo basico usado para la identificacién de la fraccién y el
subsiguiente establecimiento de comparaciones numéricas, fue el geométrico; en cuyo -
marco prevalecieron los significados de la relacién parte-todo y 1a medida. En tanto que
en el terreno de la adicién de fracciones, los tratamientos fueron eminentemente algo-
ritmicos. Esto ultimo facilitd, en parte, el completamiento de la hipétesis ya formulada:
si el dominio intuitivo de la adicion previamente descrito no fue propiciado por la
ensefianza, emergia entonces como un ejercicio espontaneo de los nifios ligados al caso.

La observacién directa del aula favorecid la eleccién de Fabiola, ya que la pudimos
identificar como la alumna con mayor participacién, durante el desarrollo de las
actividades colectivas de la clase.

La entrevista y sus resultados

En esta seccién exhibimos la Tabla 1, la que contiene los problemas presentados a
Fabiola y las correspondientes respuestas finales planteadas por la nifia. Ante la tras-
cendencia de algunos pasajes de esta entrevista y de ciertos procesos de resolucién
intermedios (ausentes en dicha tabla), nos centraremos particularmente en ellos, a tra-
vés del andlisis.

En la Tarea 1, Fabiola elabor un texto estatico (es decir, un escrito en el que no se
registraron cambios asociados a una secuencia temporal). Aunque el mismo involucré
una situacién de medicién, la nifia no identificé una unidad de medida que le resultara
compatible. Por otra parte, ambas fracciones estuvieron referidas a distintas clases de
objetos. Tales inconsistencias de su discurso imposibilitaron el planteamiento final de un
enunciado interrogativo, dado que éste incorporaria un cierre de sentido (irrealizable
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bajo dicha modalidad de articulacién). Asimismo, las inconsistenciag del-dxécurso re-
cién aludidas, revelaron cudles eran los principales obstaculos cognitivog enfrentados

por la alumna.

Tabla 1. Tareas y soluciones desarrolladas en la entrevista de Fabiola.

Tareal
Inventa unproblema que contenga 2/8 + 2/4

L
“Benitotiene 2/8de manzanag

y2/4deciruelas = 2/9 + 2/4 = 2/12"

Tarea2 “Carlos tiene 1/2 de chocolaresyle dio 1/4a su
Inventa unproblema que contenga 1/2 — 1/4 | hermano. ; Ahora cuénto tienede chocolates?”
V2 - 14 =14
Tarea3
Escoge una figuraenlaque puedas 3
Tepresentar. 2/8 + 2/4 4

Confrontacion delas tespuestas
alasTareas1y3.

Tarea4 "Juan compr6 medio chocolate y solamente
(Cémorepresentarias 1/2 — 1/4, se comid la mitad de lo que tenia, o sea,
conlapizy papel? un cuartode chocolate.”
Tareab Fabiola evidencid gran conflicto ante ambas

soluciones eintentdratificarlas, diciendoque
eran equivalentes. Con la ayuda de nuevos
dibujos, ellareconocié su error sintéctico.

Reconstruccion de dos soluciones contra-
dictorias, frente a unos probiemas del cues-
tionario exploratorio que inclufan la misma
informacién cuantitativa.

Tarea6 La estudiante realizo esta tarea sin conflicto

Contraste entre las soluciones alguno y confirmé que la fraccién 1/4 era el
delasTareas2y4. resultado comtin de ambos problemas.

Tarea 7 En la entrevista, Fabiola rectificd €l error sintactico

que previamente manifestara en el cuestionario
exploratorio, gracias al desarrallo de un nuevo ‘algo-
nitmo gréfico’. Este ltimo {como el dibujo confor-
mado en el cuestionario) brindé una representacion
coriecta de la resta considerada.

Tarea8
Eneste conjunto, representa: 1/2+2/6

Fabiola también escribié dos fracciones

Tarea9
Usa los bloques pera tepresentar, en esta figura: 2/8+2/4

)

equivalentes.

La nifia combind dos tipos diferentes de blo-ques y sefial a '6/8’
comoe] comespondiente resultado.
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Tabla 1. Tareas y soluciones desarrolladas en la entrevista de Fabiola. {(continuacién)

Tarea 10
En estafigura, utilizalos bloques \ : C /
pararepresentar: 1-2/5 .
\ / Ella dijo: "sacamos dos quintos... quedan
tres quintos".

Con ‘tespecto al tratamiento algoritmico vinculado al texto de la Tarea 1, la
entrevistada sumo entre sf los denominadores (como si fueran nimeros naturales).

En presencia de la Tarea 2, la nifia desarrolld dos intentos de solucién. En el pri-
mero de los cuales, ella escribié: "Carlos tiene 1/2 kilo de chocolates y 1/4 de
frituras"”. A pesar de que no lleg6 a finalizar la elaboracidén del mencionado texto, a
través de él pudieron ser identificadas los dos obstéculos cognitivos sefialados en el
parrafo anterior: la ausencia de una unidad de medida ligada a la segunda fraccién
(en contraste con la primera fraccidn, la que resultd asociada a una unidad de medida
convencional) v la referencia de ambos sumandos a clases distintas de objetos (o sea, a
diversos referentes concretos). Finalmente, en el segundo intento escribié el texto
contenido en la Tabla 1, el cual es portador de una reelaboracién o reestructuracién
rectificadora de su interpretacion inicial. Aqui, la resta le permitid a Fabiola referir la
operacion a una Unica clase de objetos {esto es, al mismo referente concreto) e iniciar
el trdnsito hacia la identificacién de cierta unidad de medida iddnea.

En cuanto al ultimo manejo algoritmico de la estudiante (en la Tarea 2), su mani-
fiesto dominio de la equivalencia podria ser atribuido a la familiaridad con la que pudo
reconocer a las fracciones involucradas en la resta. Como consecuencia de ello, la solu-
ci6n planteada fue correcta. '

Asimismo, la diversidad evideniciada en ambas actividades escritas (Tareas 1y 2)
pusieron de relieve una notoria inestabilidad en las soluciones propuestas, en presen-
cia de los problemas vérbales. En esto y en vinculacion con los obstaculos cognitivos
reconocidos previamente, Fabiola exhibié similares patrones de respuesta, tanto en el
cuestionario exploratorio como en la entrevista.

En el marco de resoluciéon de la Tarea 3, la entrevistada escogid consecutiva-
mente distintos todos continuos, a 10s que subdividid conforme a estrategias de particién
de diferente naturaleza. El salto de una figura a otra estuvo dado en términos de des-
carte del modelo precedente; con lo cual, su tercera figura emergié como la respuesta
definitiva. Seguidamente, reproducimos las representaciones pictéricas desarrollados
por Fabiola (véase la Figura 1).

Primer dibujo Segundo dibujo Tercer dibujo

W feo

' ‘ Figura 1. Diserios de Fabiola, asociadasalaTarea 3
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Tabla 1. Tareas y soluciones desarrolladas en la entrevista de Fabiola. (continuacién)

Tarea 10
En esta figura, utiliza los bloques N\ 2 ii 7
pararepresentar: 1-2/5 .
\ / Ella dijo: "sacamos dos quintos... quedan
tres quintos”.

Con respecto al tratamiento algoritmico vinculado al texto de la Tarea 1, la
entrevistada sumo entre si los denominadores (como si fueran nimeros naturales).

En presencia de la Tarea 2, la nifia desarrolié dos intentos de solucién. En el pri-
mero de los cuales, ella escribid: "Carlos tiene 1/2 kilo de chocolates y 1/4 de
frituras”. A pesar de que no llegd a finalizar la elaboracién del mencionado texto, a
través de él pudieron ser identificadas los dos obstaculos cognitivos sefialados en el
parrafo anterior: la ausencia de una unidad de medida ligada a la segunda fraccién
(en contraste con la primera fraccién, la que resulté asociada a una unidad de medida
convencional) y la referencia de ambos surnandos a clases distintas de objetos (o sea, a
diversos referentes concretos). Finalmente, en el segundo intento escribié el texto
contenido en la Tabla 1, el cual es portador de una reelaboracion o reestructuracién
rectificadora de su interpretacion inicial. Aqui, la resta le permiti6 a Fabiola referir la
operacién a una vnica clase de objetos (esto es, al mismo referente concreto) e iniciar
el transito hacia la identificacion de cierta unidad de medida idonea.

En cuanto al ultimo manejo algoritmico de la estudiante {en la Tarea 2}, su mani-
fiesto dominio de la equivalencia podria ser atribuido a la familiaridad con la que pudo
reconocer a las fracciones involucradas en la resta. Como consecuencia de ello, la solu-
cién planteada fue correcta. '

Asimismo, la diversidad evidenciada en ambas actividades escritas (Tareas 1y 2)
pusieron de relieve una notoria inestabilidad en las soluciones propuestas, en presen-
cia de los problemas verbales. En esto y en vinculacién con los obstaculos cognitivos
reconocidos previamente, Fabiola exhibié similares patrones de respuesta, tanto en el
cuestionario exploratorio como en la entrevista.

En el marco de resolucién de la Tarea 3, la entrevistada escogié consecutiva-
mente distintos todos continuos, a los que subdividié conforme a estrategias de particién
de diferente naturaleza. El salto de una figura a otra estuvo dado en términos de des-
carte del modelo precedente; con lo cual, su tercera figura emergié como la respuesta
definitiva. Seguidamente, reproducimos las representaciones pictéricas desarrollados
por Fabiola (véase la Figura 1).

Primer dibujo Segundo dibujo Tercer dibujo

o

_Figura 1. Disefios de Fabiola, asociadas ala Tarea 3
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Se nos dificultd la reconstruccién del pensamiento ligado a dichas rectifica-
ciones pictéricas, ya que nuestra entrevistada no mantuvo un didlogo fluido. Con gran
esfuerzo y ante nuestas preguntas, la nifia expreso (con respecto a los dibujos 1 y 2):
"son dos cuartos y un cuarto (que significa dos octavos) ... son tres ... tres cuartos”.
Alreconocer a "tres cuartos" como el resultado, se centrd en el numerador e intenté divi-
dir el todo inicial en tres partes. No obstante, en la tercera figura pudo imaginar y loca-
lizar concretamente el complemento de tres cuartos, sefialando la parte no pintada del
cuadrado. A posteriori, reconstruyé mentalmente el proceso de identificacién de la
fraccion, mientras decia: "un octavo, dos octavos ..." (en tanto, desplazaba su indice
sobre las dos partes iluminadas junto al lado izquierdo de la Gltima figura) “un cuarto
y un cuarto” (indicando, luego, las partes pintadas del lado derecho de dicho cua-
drado). Al concluir, escribié el numeral «3/4». El sentido del sombreado fue reconocible
a través de sus ultimas verbalizaciones, a partir de las cuales se abrieron paso algunas
fracciones unitarias; dichas explicitaciones y la existencia de cuatro patrones diferen-
ciados de sombreado ratifican las afirmaciones de Kieren (1985), con respecto al
papel generador que cumpien las fracciones unitarias. Muchos de los compatieros de
Fabiola desarrollaron sombreados semejantes a éstos, en el cuestionario.

La Tarea 4 enfrentd a Fabiola con una demanda inexistente en el cuestionarno
exploratorio, donde evitamos la inclusién de actividades que -directa o indirecta-
mente- propiciasen. la representacién pictérica de la sustraccién, en virtud de la mar-
cada ambigliiedad que suelen detentar esos dibujos. Decidimos abrir tal espacio de
exploracion en la entrevista, atendiendo a la riqueza que ésta facilita, en-el dmbito
de confluencia y articulaciéon de distintos tipos de representacién. Por ello, la con-
signa de trabajo de la Tarea 4 fue expresada en ténminos tales que permitiese la pro-
pia eleccién de Fabiola, en el "plano grafico" o “de lapiz y papel" (designaciéon que
genéricamente incluye la escritura, el dibujo o cualquier otra clase de marcas sobre el
papel}. En una primera aproximacion, la estudiante escribié: "Juan compré 1/2 de
papel de lustre, pero solamente ocupé 1/4. ;Cuanto papel le sobr6?" Frente a
lo cual, nosotros le sugerimos que lo dibujase y la nifia realizé los disefos exhibidos
en la parte superior de la Figura 2. Para dotar de sentido a lo dibujado, espontaneamente
Fabiola escribié un nuevo texto: "Juan habia comprado medio chocolate y sélo se
comio la mitad de lo que tenia, o sea, un cuarto de chocolate." Puede obser-
varse que la alumna ha propuesto por ambas vias de representacién, en este espacio
de resolucién de problemas, un modelo muy dindmico.

Nosotros le preguntamos a la nifia si agregaria algo mas a la ya realizada secuencia
de dibujos o si asi era suficienternente clara. Ante lo cual, Fabiola amplié la serie pictorica,
agregandole dos disefios encadenados por el sentido (los mismos se encuentran
reproducidos en la parte inferior de la Figura 2). Bajo la ultima modalidad de
representacién secuencial, ella reconstruyd el todo e identificé la unidad a la que la
fraccién estaba referida.

La Tarea 5 ¢onsistio en el contraste entre dos soluciones contradictorias, correspon-
dientes a las Tareas 1y 3 (en las que a la misma surna le asigné resultados diferentes).
Al advertir dicha circunstancia, la entrevistada dioc muestras de un profundo conflicto
cognitivo. Luego, se esforzé por mantener como vélidas ambas soluciones, por lo que
llegd a afimmar que las fracciones (2/12 y 3/4) explicitadas por ella como resultado de
la suma, eran "equivalentes". Para poner a prueba tal error, demandamos a la nifia la
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Figura 2. Secuenciapictdrica asociada a laTarea 4

realizacién de un dibujo que le permitiese confirmar lo que estaba planteando. Por
dicha via, Fabiola comprobd que la supuesta equivalencia entre 2/12 y 3/4 era falsa.
Fue notoria -mediado este recorrido en torno a la Tarea 5- la prevalencia circunstan-
cial del algoritmo sobre los recursos intuitivos de la representacion pictorica, en virtud
de que Fabiola parecia aferrarse a la pseudo-certeza provista por las entidades numeé-
ricas y su manejo sintactico; este dltimo constituyé la fuente del error, ya que la alum-
na establecié un algoritmo no convencional para la suma, en la Tarea 1, dando después
por verdadera la equivalencia entre ambos resultados obtenidos en el plano de los pro-
cedimientos sintacticos.

Lo destacado en el parrafo anterior ofrece una velada advertencia acerca de los
peligros que conlleva una ensefianza unidireccional, como la que -en este caso- NoSotros
pudimos reconocer (a través de la observaciéon directa del aula). En dicho escenario
advertimos que Fabiola y sus compafieros fueron orientados hacia el manejo
predominantemente algoritmico de la fraccién, quedando relegados los tratamientos
intuitivos e informales, durante el desarrollo de las actividades grupales.

Las Tareas 9 y.10 de la entrevista introdujeron la manipulacién de ciertos mate-
riales concretos (los Blogues de Zullie, 1975), en asociacién con la suma y resta de
fracciones, por cuyo intermedio nos adentramos en la exploracion de las «representa-
ciones de la actuacién® (en el sentido de lo designado por Bruner, 1966, como "enactive
representations"). Fabiola realizé algunds breves ensayos previos, comparando entre si
dichos bloques (de diferentes formas, tamarios y colores) y sobreponiéndolos altema-
tivamente a las figuras dadas. Con bastante rapidez, la escolar resolvié adecuada-
mente ambos problemas; las respectivas respuestas han sido incluidas en la Tabla 1.
En particular, ante la Tarea 10 Ia nifia cubrié toda Ila figura con los bloques triangu-
lares, pararetirar luego dos de éstas y expresar "tenemos cinco quintos... sacamos dos
quintos ... quedan tres quintos"” (la Figura 3 contiene la reconstrucciéon del men-
cionado proceso); este pasaje de la entrevista esclarecio el rol estructurante desem-
pefiado por la unidad, la cual fue inicialmente representada, traducida y explicitada
por la alumna ("tenenos cintco quintos" en asociacion con 1, en tanto cubria toda la fi-
gura), antes de centrarse en la resta indicada por el enunciado del problema {1 - 2/5)
y dar solucién a éste.
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Usa los bloques para representar, en esta figura: 1 - 2/5

NVAVAVER VAV

“Tenemos cinco quintos... sacamos dos quintos...
quedan tres quintos"

Figura 3. Proceso deresalucion vinculadoala Tarea 10

Su desenvolvimiento en estos dos ultimos marcos de tarea, reveld que Fabiola
habia generalizado el dominio pictérico de la adicidén de fracciones a otros terrenos
muy concretos de representacién, los que permanecieron ligados al plano de la accién
y la experiencia.

Lag Tareas 6, 7 y 8 fueron realizadas con marcada facilidad, razén por la cual no
nos detenemos en un andlisis egpecifico de las mismas. ’

Conclusiones

Fabiola pudo generalizar un reconocimiento primordialmente intuitivo de las rela-
ciones entre fracciones y las operaciones de adicién y sustraccién, desde el plano
pictérico hacia otras modalidades de representacién concreta. Con lo cual, tales re-
cursos conformaron los procesos mas fluidos y accesibles que la entrevistada com-
prometio, en la resolucién de los problemas propuestos.

En general, a través del uso de las representaciones concretas destacadas en el
parrafo anterior, la nifia evidencié adecuadas identificaciones de la unidad, en los di-
versos contextos de tarea, a la par que efectud particiones correctas en la mayoria
de los todos considerados y accedié a un manejo elemental de la equivalencia entre
fracciones. Es decir, lo antedicho nos permitidé constatar la hipétesis formulada pre-
viamente, ante este caso.

La entrevistada manifesté fluctuaciones en el dominio de dichos "mecanismos de
construccién de la fraccién’, cuando tales recursos intuitivos entraron en competen-
cia con los procedimientos sintacticos y algoritmicos, en los que llegé a depositar su
mayor confianza (por influencia de una instruccién previa hdsicamente respaldada
por estds ltimos).

El Caso de Fabiola puede ser de gran interés para el maestro, ya que pone de
relieve la necesidad de otros puntos de partida y nuevas orientaciones a plasmar en
la ensefianza (distintas de la eminentemente algoritmica), habiendo reconocido al-
gunas tendencias espontaneas de los nifios, las que podrian alcanzar mayores niveles
de eficacia en tanto fuesen fortalecidas desde el frabajo en el aula. Especificamente,
Fabiola evidencia que la incorporacién del dibujo a la ensefianza brindaria al
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estudiante una potente fuente de representaciones cargadas de sentido, en tanto
el dibujo fuese convenientemente vinculado con la propia experiencia del sujeto
cognoscente, con los contenidos instruccionales a los que resulte referido y con
otros modelos intuitivos de ensefianza (entre otros, aquellos gue se apoyan en el

uso de materiales concretos).
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ARTICULOS

La Didactica de las Matematicas
~en la Perspectiva Sistémica*

Resumen

—

El objetivo de este trabajo es ofrecen una muestra de lo que la perspectiva sistémica aporta al de-
bate de la construccién de una teoria de la educacién matematica. Se parte de una reflexion
sobre el programa de trabajo del grupo internacional Theory of Mathematics Education (TME),
que plantea la necesidad de un nuevo paradigma para encarar el alto nivel de complejidad
del fendémeno educativo en cuestién. Tal novedad la constituiria el enfoque de los sistemas
complejos. Se exponen sintéticamente los aportes de dos autores europecs, quienes ofrecen
diferentes bases para la eventual construccion de una teoria sistémica de la didéctica de las
matematicas. Finalmente, tomando en consideracién la teoria luhmanniana de los sistemas
autorreferentes y autopoiéticos, se ofrece una visién personal de lo que ésta aporta para replan-
tear la problematica, destacando las inusitadas formas que toma a la luz de esta teoria.

Abstract. This atticle offers a sample of what systems approach contributes to the debate
about the construction of a theory of mathematics education. The starting point is the woi-
king program of the International Group Theory of Mathematics Education (TME), that states
the necessity of a new paradigm in order to cope with educational complexity at large. Such
new paradigm is the complex systems approach. At first, we summarize the constributions of
two European authors, then, in the framework of the Luhmannian theory, we show unusual
forms to think some traditional problems of the didactical field.

¢Con qué finalidad queremos desarrollar
la teoria de la educacién matematica?
Ciertamente porque se quiere tener

la opcidn de considerar la educacion
matematica como una ciencia

¥ no hay ciencia sin teoria.

Elfriede Wenzelburger **

*  El contenido de este trabajo es un tratamiento especifico a algunas de las ideas desarrolladas en la
tesis doctoral "Didactica y Teoria de Sistemas. Hacia una articulacién tedrica", realizada en la Facul-
tad de Filosofia y Letras de la UNAM, la cual conté con el apoyo del Programa SUPERA por un aiio.

** *Teoria e investigacion en educacién maternatica®, Ponencia presentada en el TME-4, Qaxtepec, Mor., 1990.

Sofia Josefina Ontiveros Quiroz
Universidad Autonoma de Querétaro
México
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La reflexion a nivel mundial sobre la construccion tedrica de la didactica de
las matematicas tiene, en cierta forma, un origen fechable. En el programa del V Con-
greso Internacional de Educacién Maiemética, celebrado en Australia en 1984, se
propuso como drea tematica la «Teoria de la Educacion Matematican. E! objetivo
fue proponer y discutir cuestiones referentes al desarrollo de tal teoria. La tarea
logré convocar a gente de gran renombre en el campo, entre otros, H. G. Steiner
y H. Steinbring de Alemania, N. Balacheff y G. Brousseau de Francia, L. P. Steffe y
T. J. Cooney de Estados Unidos, Juan Diaz Godino de Espaia y Elfriede Wenzelburger
de México.

De aqui surgié un grupo internacional que se dié a conocer como ‘el TME",
denominacién derivada de sus siglas en inglés: Theory of Mathematics Education.
Presidi6 este grupo el Dr. Steiner, entonces director del Institut flir Didaktik der
Mathematik de la universidad de Bielefeld en Alemania. Este equipo buscé concentrar
los esfuerzos, las investigaciones y los evenios académicos que en la comunidad
internacional trataran esa tematica.

Con la expectativa de hacer avanzar la construccién de un corpus tedrico que
diera coherencia y unidad a la extensa y diversificada produccién del campo, se inicia-
ron y continuaron -por lo menos durante una década- estos trabajos. El objetivo era
ambicioso vy la necesidad acuciante: disponer de una teoria legitimada como cientifica
y, por ende, legitimizante del quehacer de la comunidad en educacién matematica.

Al parecer los resultados fueron magros. Juan Diaz Godino, a proposito de éstos,
escribia en 1991: «...no resulta facil apreciar en ellos un avance en la configuracion
de una disciplina académica, esto es, una teoria de caracter fundamental que esta-
blezca los cimientos de una nueva ciencia por medio de la formulacion de unos con-
ceptos basicos y unos postulados elementales.» (p. 26). Sin embargo, sentida como una
necesidad real, el esfuerzo ha persistido de diferentes maneras y con diferentes
resultados.!

Ciertamente en México la reflexién en esta materia tampoco ha estado ausente,
como puede constatarse en el informe del 20. Congreso Nacional de Investigacion
Educativa.? Y los articulos que continiian publicandose al respecto hacen patente que
el tema sigue vigente en las preocupaciones de los educadores matematicos del
pais. Sin dejar de reconocer 1o que estas aportaciones han siginificado, por una parte,
y al margen del impacto nacional e internacicnal asi como de la misma vida y desarrollo
del grupo TME, por otra, a nosotros nos interesa rescatar lo que en su programa de
trabajo planted, a nuestro juicio, una de las posibilidades mas ricas de teorizacién

1 EnelICME-7 (7th International Congress on Mathematica Education) el Dr. Jeremy Kilpatrick retomé
la cuestion y de alli surgié una comision formada por Kilpatrick, Balacheff, Howson, Sfard y Sierpinska-.
que convocd a una tarea similar a la del TME. Aunque maés enfocada a definir la investigacion en
educacién matematica, planteaba comouna cuestién previa la prequnta sobre la especificidad del objeto
de estudio. CFr. *What is Research in Mathematics Education, and What Are Its Results?", Discussion
Document for an ICMI Study, Boletin no. 33, ICMI Secretary, Dinamarca, 1992, p. 17.

2 Apropésito, lama la atencién en este informe que no se mencione nada sobre el TME, a pesar de que
su 4a. Conferencia Internacional se celebrara en Oaxtepec, Mor., en 1990. K
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en el campo de la educacién mateméatica. Nos referimos en concreto al enfoque
sistémico. Especificamente, a la perspectiva de los sistemas complejos, autopoiéticos
y autorreferentes. : ’

La vision sistémica en educacién matematica

Puede afirmarse que este enfoque habia ya aparecido en los trabajos de la escuela
francesa de didactica de las matematicas. Es comun y conocido para los entera-
dos que los desarrollos tedricos de esta escuela se basan en conceptos sistémicos, tales
como «sistema didacticon, «noosferan, «entornos, «condiciones ecologicas», etc. Sin
embargo, también es facil reconocer que estas concepciones estan bastante lejos de
la moderna teoria de sistemas. Por esta razon, nosotros consideraremos la apari-
cién de este enfoque en el debate de la didactica de las mateméticas a partir de la
constitucién del TME, ya que fue en su programa de trabajo donde se formalizd su
utilizacién para acometer los problemas de construccién de una teorfa de la didactica
o la educacién matemaéticas.

A continuacién presentaremos una sintesis de la propuesta del TME y dos de
los aportes, a nuestro modo de ver, mejor centrados en sus lineamientos. Finalmente,
haremos una exposicién breve del planteamiento de Niklas Luhmann y algunas re-
flexiones personales sobre la cuestion.

Podria decirse que el acta constitutiva del TME fue su programa de trabajo.
Este documento, redactado por el Dr. Steiner, recoge y condensa el debate sobre
la identidad de la llamada educacién matematica. Por supuesto, la discusién so-
bre el caracter cientifico de sus producciones también se hace presente. Steiner
(1985), en el docu-mento revisado y enriquecido con diferentes aportaciones, finca
todo el planteamiento del programa en una idea vertebral: «La educacién matematica
es un campo cuyos dominios de referencia y accién se caracterizan por una extrema
complejidad.» (p. 11). El reconocimiento de esta complejidad lleva a la propuesta de
asumir un marco tedricc acorde: «Un enfoque sistémico con sus tareas autorreferen-
tes puede ser entendido como un meta-paradigma organizador para la educacién
matematica. Estc parece ser una necesidad a fin no s6lo de enfrentamos con la
complejidad en toda su extensién, sino tamkién porque el caracter sistémico se manifiesta
en cada problema particular del campo.» (p. 11).

El documento expresaba asi una visiéon compartida por muchos: la educacién
matematica como un sistema complejo donde podian distinguirse multiples subsiste- -
mas. Al respectio, Kilpatrick (1981) hahia ya sefialado: «disefiar y conducir estudios
que puedan manejar las complejidades de estos multiples contextos es tal vez el mayor
reto que enfrentamos.» (p. 24). Sin duda, empezaba en este campo a tomarse concien-
cia de que la complejidad del objeto no podia seguirse argumentando como excusa
para el desorden tedrico, sino que la propia complejidad debia ser teorizada. De aqui
surgié la demanda-propuesta de un tratamiento sistémico del problema.
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En opinién de Steiner este desafio dividia a la comunidad. Mientras que unos
" reaccionaban a la extrema complejidad de lcs problemas en educacién matematica
afirmando que era imposible atacar esos problemas de una manera cientifica y qué,
por lo tanto, la educacién matemética nunca podria Hegar a ser una ciencia o un campo
con fundamentacidn cientifica, otros procedian a la sistematica reduccién de comple-
jidad por medio de seleccionar y favorecer un aspecto especial, haciendo de esta
especificidad el centro determinante del campo total. Otro elemento que enrarecia
mas el panorama era el hecho de que, con frecuencia, se asignara un papel prefe-
‘rente y dominante a ciertas disciplinas, teorfas o métodos para establecer las orienta-
ciones basicas y los métodos de investigacion de la educacién matematica. Esto ponia
en el tapete de la discusién el asunto de la interdisciplinariedad, donde muchos critj-
caban el fuerte préstamo de teorias de otras disciplinas ante la falta de teorias
sdomésticas». Entre otros, Sanders se quejaba de que «la investigacién educativa que
hunde sus raices en las teorias y paradigmas de las disciplinas relacionadas puede ha-
cer avanzar esas disciplinas, pero no necesariamente avanza el conocimiento cientifico
del proceso educativo.» {citado por Kilpatrick, 1981, p. 23).

Agravando esta situacion se tiene, por otra parte, que entre quienes piensan que
la educacién matematica como ciencia es posible, v que de hecho existe como tal,
proliferan las mas diversas definiciones; también su clasificacién es motivo de desa-
cuerdo. Hay quienes las clasifican como un campo especial de las matematicas, como
una rama de la epistemologia, como una ciencia cognitiva, como un subdominio de la
pedagogia o de la didactica general, como una ciencia social, como una ciencia de
frontera, como una ciencia aplicada, como una ciencia fundamental, etc., etc.

Frente a este alto nivel de complejidad del problema, Steiner (1985) concluye:
«Aparentemente hay necesidad de una base teorética que nos permita un mejor
entendimiento e identificacién de las diversas posiciones, aspectos e intenciones
que subyacen las diferentes definiciones de educacién matemdtica en uso, para ana-
lizar las relaciones entre ellas e integrarlas en una comprension dialéctica del campo
total. Aunados a una perspectiva sistémica, una filosoffa complementaria y una teoria
de la actividad parecen proveer las herramientas conceptuales adecuadas para en-
carar este probleman. (p. 12).

Si bien Steiner es, en cierta medida y en ese momento, el portavoz de la tenden-
cia sistémica en educacién matematica, él mismo no hace sino marcar ciertos linea-
mientos y recoger diversogs puntos de vista para una eventual produccién en esa
linea. Por ejemplo, menciona que el debate a la fecha sobre el estatuto cientifico de la
educacién matematica se enfoca més a la cuestién de en qué grado ésta se aproxima
a una ciencia normal en el sentido kuhnniano. Aqui se advierte que la inclinacién es
considerar el desarrollo de una teoria én sus tres fases: preparadigmatica, multiparadig-
mdtica y monoparadigmatica, habiendo cierto acuerdo en que el estadio que ha alcan-
zado la did4ctica de las matematicas es el intermedio, aun cuando ciertas areas de
la investigacién tendrian caracteristicas de ciencia normal, como es €l caso de los estu-
dios sobre adicion y substraccién.
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Sin embargo, llama la atencién sobre un sefialamiento de Romberg (1983), quien
dice que el paso critico es ir de las macro aseveraciones al analisis micro. Es decir,
se necesita mas investigacion y de mayor amplitud sobre el estatuto del desarrolio ted-
rico, de la construccién de modelos, del uso de paradigmas, etc. Se necesitan estu-
dios comparativos del desarrollo tedrico de la educacion matemaética en otros paises
y de los instrumentos epistemoldgicos usados. Revisar lo que se hace en otros campos
con similares problemas de construccién, por ejemplo, el caso de la fisica tedrica donde
algunos promueven el abandono del punto de vista que sostiene que una teoria es
un conjunto de enunciados propios y exclusivos, en favor de una combinacién que
produzca un nicleo tedrico y un conjunto asociado de aplicaciones acordes. Aparente-
mente hay razones para esperar que esto fuera mas util en la conceptualizacién del
papel que juegan las teorias y sus aplicaciones a la educacién matemética.

En el marco de la discusién macro vs. micro modelos, el documento de referencia -
plantea una posicién intermedia. No se comparte la opinién de algunos en el sentido
de que la educacién matematica no necesita modelos globales sino una coleccién de
modelos relativamente especificos para situaciones especificas, en cambio, se sos-
tiene que el desarrollo de ambos es importante, porque sélo dentro de un macro modelo
pueden los micro modelos eventualmente ser integrados. Por otra parte, se cuestiona
la supuesta oposicién radical entre éstas y otras dicotomias comunes en el campo,
preguntandose si tales antagonismos o «contradicciones» no podrian ser mejor tratadas
bajo el concepto de complementariedad.

La complementariedad refiere no a la simuitaneidad de A y no-A sino a la paradoja:
A porque no-A. En este sentido, el principio de complementariedad lo que reconoce es
lo inevitable de la dualidad en todo conocimiento. En palabras de Pattee que Steiner
cita, «La complementariedad puede ser vista como el reconocimiento de la paradoja.
Esta tiene sus raices en el dualismo sujeto-objeto y en la paradoja basica del determi-
nismo y el libre albedrio... No es en modo alguno un concepto claro y bien distinguido,
pero es rico y sugestivo. El principio de complementariedad no promueve la resolucién
de la oposicién binaria central... Por el contrario,... el principio de complementariedad
requiere simultaneamente el uso de modos descriptivos que son formalmente incompa-
tibles. En lugar de tratar de resolver contradicciones aparentes, la estrategia es aceptar-
las como un aspecto irreductible de la realidad.» (p. 15) El ntcleo de todas las
complementariedades seria la de conocimientc y actividad, la cual aparece en el debate
académico como el problema de la relacién entre teora y practica.

Surge de estas reflexiones la necesidad bdasica que plantea el TME: contar con
un marco tedrico 0 un metaparadigma que combine selectividad y unidad. Fun-
damentalmente se trata de disponer de una teoria que permita lidiar con la comple-
Jidad de 1o educativo, con sus diversas manifestaciones, con sus paradojas, con sus
multiples contextos, con sus relaciones inter, intra y trans sistémicas. Ante ello Steiner
(1985) concluye: «Puedo vislumbrar basicamente tres componentes del TME, que
estan, por supuesto, interrelacionados:

— meta-investigacion y desarrollo de meta-conocimiento conrespectoalaedu-
cacién matematica como disciplina.
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— desarrollo de una perspectiva comprehensiva de la educacién matemadtica
que comprenda investigacion, desarrollo y préctica por mediode un enfoque
sistémico. ‘ , :

— desarrollo de un papel regulador dindmico de la educacién matematica
como disciplina con respecto al interjuego teoria-practica y a la coopera-
cién interdisciplinaria.» (p. 16)

Sus metas explicitas y primarias fueron «darle a la educacién matematica un mayor
grado de auto-asertividad y auto-reflexividad para promover otro modo de pensar y de
mirar los problemas y sus interrelagiones». (p. 16)

£Como se concret6 esa «nueva forma de pensar» entre quienes buscaban construir
una teoria de la educacién matematica? Una muestra de los primeros intentos son los
trabajos de Seeger (1985) y Scholéglmann (1985) que resefiamos en el siguiente apartado.
Ellos muestran el nivel de la mira que el TME se impuso v, tal vez, ello mismo explique
por qué tan pocos aceptaron el reto.?

Las primicias

Falk Seeger y Wolfgang Scholéglmann iniciaron la busqueda de respuestas al
problema de la construccion tedrica de la didactica o educacién matematicas -tales como
su autonomia, larelacionteoria-practica, suobjeto de estudio, su cientificidad- formuldndolas
a la luz de la teoria de sistemas. Estos fueron sus primeros avances.

Seeger (1985) propone como conceptos claves para elaborar la nocién de autonomia:
actividad, auto-organizacion y habitus. Con el concepto de actividad busca esclarecer la
relacién teoria-practica en términos de teoria de la educacion matematica y prdctica
de la educacién matematica, partiendo de laidea de «resistencia de la practica al cambio»
para una reconstruccion del concepto de préctica. Por lo que toca a su tratamiento de
la actividad, su marco es psicolégico, especificamente recurre a la teoria de la actividad
de Leontiev, enfocdndola a la actividad de ensefianza. Mas aun, centrandose en la
actividad del profesor, cuyo motivo es la ensefianza y el aprendizaje de la matematica
en el aula. En seguida, el modelo de actividad se aplica al problema del percatamien-
10 o toma de conciencia que el maestro realiza sobre su propia actividad.

Seeger trabaja sobre la cuestion de la toma de conciencia de la actividad do-
cente en el clasico sentido autorreferencial del sujeto que se autopercata de si mismo.
Para este autor, como para muchos otros, existen contenidos conscientes e incons-
cientes en la enseflanza matematica y la toma de conciencia «espontéanea» solo es
lograda en los contenidos explicitos.* Apoyandose en el trabajo de G. H. Mead,

3 Nodeja de ltamar la atencién que, dada la amplia influencia y reconocimiento de la obra piagetiana en
la educacién, la teoria de sistemas, fundamento de dicha obra, no resulte atractiva para la mayoria de
los estudiosos del campo de la educacién matematica.

4 Sindudala conceptualizacion méas divulgada en este sentido esla de "curriculum oculto”, referida alos
contenidos escolares implicitos, que son aprendidos incluso con mayor eficacia que los contenidos
explicitos.
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formula como prerrequisito para el desarrollo del si mismo, de la identidad, de la
autoconciencia, el ser capaz de verse a si mismo en €l otro. Este otro es la comunidad
en pleno, es, en térmminos de Mead, «el otro generalizado». Pero si la propia identi-
dad depende de este percatamiento del otro generalizado, entonces tal identidad
no puede ser producto de una introspeccién individual .5

Es en este proceso de significacién y desarrollo de la autoconciencia que Seeger
sitia el corrimiento de la linea de demarcacién entre conceptos explicitos e implicitos.
Esta busqueda de significado para si se ajusta a lo que se concibe como procesos
auto-organizados. Aqui el autor hace un primer intento por articular su exposicién
sobre la toma de conciencia con el enfoque de sistemas, tratando de explotar lo que
él llama «el potencial heuristico del concepto para la teoria de la educacién matema-
tican. La nocién es aplicada a los siguientes problemas: la actividad como un sistema,
el sistema social que conforman los maestros y la teoria y la practica como sistemas,
todos auto-organizados. La tesis basica de los sistemas auto-organizados es que la
estructura y funcién de un sistema cumple el propdsito primario de una continua
autorrenovacién o autopoiesis, es decir, el sistema esta ocupado primariamente con la
renovacién de si mismo a través de si mismo, todo 1o demas es secundario. Esto signi-
fica, adicionalmente, que la cuestion esta centrada en el proceso. La resistencia de la
practica docente al cambio se interpretaria, asi, como una consecuencia del caracter
auto-organizado de esa practica.

En el contexto de la discusién que plantea Seeger, la actividad del maestro y en
particular su autonomia, seria el puntd de partida de una teoria sistémica de la educa-
cién. Si el mecanismo que hace de los sistemas unidades auténomas es la autopoiesis,
esto implicaria que el auto-concepto de la practica en términos de un modelo input-
output iria en contra de la propia autonomia del sistema. Al parecer, para este autor, en
la practica de ensefianza se darfan simultdneamente funciones que obedecen a una-y
otra concepcién: «hay una funcién de la escolarizacién que cumple una relacion
input-output y hay una funcién de la escolarizacién que es autdénoma y autorreferen-
cial» (p. 16 ). Para Seeger la nocién de autonomia del sistema con respecto a su entorno
podria concebirse como el origen «de una cierta forma de ‘conciencia’ del sisteman
(p. 11) la cual, obviamente, no puede ser implementada, dadas las caracteristicas
autopoiéticas del sistema. Al respecto, se sefiala; «Esto, sin embargo, no implica, que
la investigacion cientifica y la practica educativa no puedan asociarse en el proceso
de auto-organizacién. Pero la investigacién tiene que tomar en cuenta que este pro-
ceso no puede ser determinado ni por los métodos cientificos ni por sus resultados.»
(p. 12). En la perspectiva del autor la investigacién y la teoria cientifica sélo pueden
establecer una relacién cooperativa con la actividad docente. Entre teoria y practica
existiria una «interfase» caracterizada por un intercambio de temas de los cientificos
y teorias de los practicos, aunque, en sus propias palabras, «no es eéste el punto de
encuentro entre ‘el pensar’ como teoria, opuesto a la practica como ‘el hacer’. « (p. 12)

Apunta ya aqui la concepcion de la ciencia como parte del entorno de lo educa-
tivo y, por lo tanto, como no determinante de éste: «wel campo de la educacion

5 Lo anterior implica un distanciamiento que permite resignificar la propia actividad en una dimensién
social en el concepto de Luhmann, es decir, como sentido para uno que es también sentido para otros.
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matematica reacciona a su entorno y al mismo tiempo cambia en menor 0.mayor me-
dida los rasgos del entorno que son relevantes para la ensefianza de las matema-
ticasn. (p. 17). Seeger sefiala aqui, algo que es un verdadero pilar de la concepcién
autopoiética de los sistemas, que la relacién entre sistema y entorno (educacién/cien-
cia) es una relacion de coevolucion. El impacto de este enfoque ha sido muy importante
en la teorizacién de la relacién teorfa/practica, un impacto que también se ha dejado
sentir, en opinién de Seeger, sobre Bourdieu y su teoria de la practica.

El concepto bourdieuano de habitus, clave en su teoria, contiene la nocién de
autorreferencia propia del enfoque de los sistemas autorreferenciales y autopoiéticos.
Bourdieu define el habitus como disposiciones que simultdneamente son practica
estructurada y estructurante de la practica, «principios de generaciéon y estructura-
cién de practicas y representaciones que pueden ser objetivamente ‘reguladas’y ‘regular’
sin ser en ningun sentido el producto de la obediencia de reglas» (Bourdieu, 1977, p. 85).
El habitus trasciende las intenciones subjetivas y los proyectos conscientes tanto
individuales como colectivos. Esto supone el abandono de la busqueda de los princi-
pios generativos de la actividad practica sélo dentro del sujeto (y en éste, sélo dentro
de su cabeza) para cambiar la mirada hacia la practica como sistema auto-organizado.
Una consecuencia de este cambio de mira es también la necesidad de abandonar
una perspectiva exclusivamente interaccionista como base para la reconstruccién
conceptual de la practica de ensefianza.®

Asi pues, la actividad del maestro establece una practica definida y es, a su vez,
determinada por una practica definida. Basicamente el concepto de habitus se centra
en esta autorreferencialidad de la practica. Desde el punto de vista del analisis cienti-
fico esta teoria de la practica obliga a replantear el problema de la practica de la teoria.
Como Seeger lo expone: «Obviamente, la clase de herramientas conceptuales, asi como
la actitud general hacia la propia practica teorética determina el resultado de un analisis
cientifico de la practica. Esto implica que una teoria de la practica tiene su reflejo
sobre la practica y simultdneamente sobre su relacién con la practica. En otras pala-
bras, el sujeto que teoriza la practica inflinge a la practica una alteracion fundamen-
tal, alteracidn que estd condenada a pasar inadvertida pese a ser una condicién
constituyente de la operacién cognoscitiva.» (p. 32)

En resumen, para Seeger, la autonomia de la actividad del maestro constituye un
sistema auto-organizado de la préctica, como estructura estructurante de la propia
practica y de la propia teoria como practica. Esta constituiria la idea bésica para una
teoria sistémica de la educacién matematica.

Scholdgimann (1985), otro de los autores elegidos para esta muestra, parte de un
reconocimiento comun en la discusién sobre la construccién teérica de este corpus
de conocimiento: «La principal dificultad ante nosottos radica en la extrema comple-

6 Respeto a la interaccién, Bourdieu advierte: “Describir el proceso de objetivacion y orquestacion
en el lenguaije de la interaccion y la mutua adaptacion es olvidar que la interaccion misma debe su
forma a las estructuras objetivas que han produt:ido las disposiciones de los agentes interactuantes
yqueles confieren sus posicionesrelativas enla interaccién y en cualquier otraparte.” Bouxdieu, P (19
Outline of a Theory of Practice, translated by Richard Nice, Cambridge: University Press,
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jidad de la didactica de las matematicas como un sistema de referencias y acciones»
(p. 59). Y se pregunta jcOmO vamos a manejar esta complejidad?. Para responder
acude a los aportes tedricos de tres autores: Niklas Luhmann, Jirgens Habermas y
Jean Piaget.

Con referencia a Luhmann, sefiala cémo sé6lo con una reduccidén estructurada de
complejidad el hombre puede ganar orientacién para la percepcion y la accion, pero como
es incapaz de llevar a cabo tales procesos por si mismo, los sistemas sociales tienen

. que adelantarsele. De hecho la identidad de estos sistemas depende de los procesos
reductivos que van especificandose para cada sistema y, por lo tanto, los caracterizan.
Esta reduccién es correlativa a la tendencia a fragmentar los problemas en unidades
que faciliten atender a su solucioén, sin embargo, una consecuencia légica es la dificul-
tad de recomputar las soluciones al detalle en una solucién integral. Para Schologl-
mann la didactica encara este problema al enfrentar su alto grado de complejidad
mediante procesos reductivos y, en su opinién, una manera de salir del dilema es me-
diante la interdisciplinaridad. Aunque esta opcién hacer surgir otros problemas. «No
existe, por ejemplo, una metateoria orientadora en las disciplinas referenciales general-
mente aceptada, que gobierne las relaciones entre la teoria y la practica... Pero incluso
si tuviéramos teorias generales aceptadas, aun careceriamos de lineas guia para inte-
grar en un todo los conceptos al detalle .» {p. 61).

Dado que las diversas disciplinas académicas cifran su autonomia en su capacidad
para distinguirse unas de otras, no es de sorprender que la tendencia haya sido evitar
intersecciones entre ellas. Scholdéglmann propone superar esta resistencia a traveés
de una composicién de teorias dentro de un marco comprehensivo con una suerte de
«bandas de flotacién» que permitan proteger la sustancia de la teoria individual.’
Para evitar la arbitrariedad en la seleccién de teorias se propone, por un lado, atender
a normas y, por otro, atender a la practica y prueba empirica de los marcos imagina-
dos. Las normas tendrian por base un «Menschenbild» (concepto de hombre). Con ello,
la educacién matematica rebasaria el ambito del subsistema matematicas y revelaria
sus multiples funciones sociales tanto como su condicionamiento societal.

Esta sociedad, comprendida como sistema, constituye a la vez el entorno del estu-
diante, forma el terreno de fondo de la existencia individual mediante una tradicién
de creencias compartidas por consenso en términos de Habermas. Este autor sostiene
que en las sociedades altamente desarrolladas son necCesarios mecanismos adicio-
nales para enfrentar los problemas emergentes, uno de tales mecanismos es el actuar
comunicativo. Este concepto designa el manejo de una situacién a través del desarro-
llo de una definicién comun de ésta por sus actores y elaborando un plan comun
para enfrentar los problemas sobre la base de una argumentacion racional. Es una
busqueda cooperativa de la verdad ligada a un proceso comun de aprendizaje, donde
sélo en virtud del consenso es posible €l actuar orientado.

7  Algo parecido planteamos nosotros al proponer utilizar el concepto matematico de conjunto borroso
para delimitar el campo de pertenencia de lo educativo, esto es, fronteras difusas en la definicién
de las disciplinas donde la especificidad fuera gradual y no abrupta. CFr. Ontiveros Quiroz, J. (1993)
“La educacidn, lo educativo y los problemas de su definicion" en Revista Pistas Educativas, no. 69,
Instituto Tecnologico de Celaya.
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En suma, el concepto de accién comunicativa significa una orientacién por con-
senso, una argumentacién racional y un proceso comun de aprendizaje, que sirve
como un procedimiento de resolucién de problemas. Dado que las matemaéticas son
hoy dia parte del entorno comun de la sociedad, que atienden a la resolucion de proble-
mas y que existe una conexiéon muy estrecha entre método matematico y racionalidad,
Scholéglmann considera adecuado el concepto habermasiano de sociedad para la
construccion sistémica de la educacién matematica. La conexién entre matematica y
accién comunicativa se revela especialmente en la relacion entre aplicaciéon de las
matemaéticas y racionalidad. «Las ciencias naturales son el intento de la humanidad
por entrar en contacto con la naturaleza de un modo racional. La importancia central
de las matematicas en este contexto radica en €l hecho de que ellas posibilitan el regis-
tro de fendmenos naturales en un primer nivel 16gico. Los hombres tienen asi la
oportunidad de resolver a distancia problemas de la naturaleza. Ellas introducen un
nuevo nivel en el cual presentan y tratan los fenémenos y se comunican sobre elios.
En este sentido la aplicacién de las matemaéticas es conducida por el deseo de un
procedimiento especificamente racional.» (p. 66).

En la accién comunicativa el proceso de aprendizaje es puramente un proceso so-
cial, pero para la busqueda de una realizacién didactica hace falta una descripcion del
proceso a nivel individual. Para esto se recurre a la epistemologia genética de Piaget.
La «abstraccion reflexivan, que en la teoria piagetiana constituye la fuente de la
inteligencia, es la precondicién individual para €l aprendizaje social, es decir, para

la accién comunicativa.

El autor concluye que lo que se gana con este marco tedrico para la didactica de
las matematicas es una mayor claridad en la percepcion de las interrelaciones en-
tre matematicas y sociedad. Advertir la importancia de una definicion comuin del
problema, sin lo cual la accién consensada es imposible. Por lo que toda al maestro, él
deberia también soportar propuestas con argumentos racionales, a fin de lograr la
aceptaciéon del grupo. Una consecuencia tedrica es la diferenciacion de modelos
en modelos regulados por normas y modelos regulados por teorias. Finalmente, respecto
a la metodologia Scholdéglmann concluye: «La accién comunicativa que es un proce-
so comun ‘de la resolucién de problemas sobre la base de argumentos racionales
y decisiones consensadas no requiere nuevas propuestas metodoldgicas.» {p. 68).

El nuevo paradigma

Dado el alto nivel de complejidad de la teoria luhmanniana, pretender una exposicion
simple parece una empresa imposible. Por otra parte, si nos atenemos a su densidad
tedrica corremos el riesgo de resultar tan obscuros que la importancia de su aporta-
cién al problema que nos ocupa podria pasar inadvertida. Vamos pues, en aras de la -
claridad, a tomarnos el atrevimiento de sacrificar un tanto las profundidades de la teoria.

En la perspectiva sistémica de Luhmann el punto de partida es la unidad de law_
diferencia sistema/entorno. Uno no puede existir sin el otro, ya que, precisamentg. 1
sistema se constituye trazando operativamente un limite que lo diferencia del-entori
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Lo caracteristico de un sistema es que existe como unidad de operacion, es decir, se
produce y reproduce en virtud de una homogeneidad suficiente de operaciones
que definen su unidad. No hay por tanto un sistema sin un modo especifico de opera-
cién propia, ni operacion alguna que no pertenezca a un sistema. La reproduccién de
esa diferencia es constante, ya que si dejara de producirse, el sistema se disolveria en
el entorno.

QOtro rasgo propio de los sistemas es que esa diferencia constitutiva aparece
como gradiente de complejidad. El entorno es siempre mas complejo que el sistema, -
esto es, el sistema es una reducci¢én de complejidad, es una complejidad organizada.
Aqui se hace necesario precisar qué entiende Luhmann por complejidad. Para este
autor, la definicién se basa en la distincién entre elemento y relacion. El namero de
relaciones posibles aumenta exponencialmente al aumentar el nimero de elementos,
de tal manera que un sistema se ve forzado a seleccionar los elementos que relaciona
porque no puede hacerlo simultdneamente con todos. Eso conlleva a que sélo algunas
relaciones, entre todas las posibles, se actualicen y, en consecuencia, siempre queden
otras en calidad de posibilidades. Esta selectividad es 1o propio de la complejidad e im-
plica que para toda operacion existe un ambito de posibilidades alternativas.

La idea de generacion y autogeneracion recursiva del sistema la expresa Luhmann
con el concepto de autopoiesis, que él importa de los trabajos de Maturana (1989)
en biologia. No es ciertamente la aplicacién de un concepto bioldgico al campo de la
sociologia sino el reconocimiento, desde la teoria de sistemas, de que existen formas
universales que se realizan en diversos drdenes: organico, psiquico y social. De éstos,
s6lo los dos tiltimos operan en el mundo del sentido. El que se circunscriban a este mun-
do es lo que permite deslindarlos radicalmente de todo tratamiento biolégico. Operando
ambos en el mundo del sentido se diferencian, no obstante, por su forma de procesa-
miento. Mientras que los sistemas psiquicos procesan pensamientos y su forma es la
conciencia, los sistemas sociales procesan comunicaciones y su forma es precisamente
la comunicacién.

Resulta ahora claro porqué en esta perspectiva tedrica los sistemas sociales son
autorreferenciales y autopoiéticos: porque todas sus operaciones estan referidas a si
mismos y su objetivo es producirse a si mismos a partir de si mismos. Para los sistemas
sociales, repetimos, la forma de su autopoiesis es la comunicacion. Por tanto, los limites
de esta forma son limites de sentido. En la medida en que comunican, todos los siste-
mas sociales son iguales; en la medida en que se comunican de modo distinto, son
diferentes. Ahora bien, ¢sen razén de qué se produce esta diferenciacién? Lihmann
entiende la sociedad moderna como una sociedad funcionalmente diferenciada. Dife-
renciaciéon funcional significa que los sistemas sociales se distinguen por las tareas
que desempeiian en el sistema sociedad completo. La economia, la politica, la ciencia,
el arte, Ia intimidad, el derecho y la educacién son sistemas sociales que se han
especializado sobre la base de una diferenciacién de funciones, en razén de que tie-
nen como tarea resolver problemas especificos de la sociedad.

En este concepto de modermnidad los sistemas renuncian a la multifuncionalidad.
Precisamente porque cada sistema esta diferenciado por su funcién respectiva sélo a
éste le compete dicha funcién. Dada la confusién actual en el debate pedagdgico
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sobre 10 que pertenece al sistema educativo y 10 que pertenece al sistema cientifico,
este dispositivo tedrico es especialmente util para establecer distinciones. Tenemos
entonces que un sistema monopoliza su funcién y que renuncia a extenderla a toda
la sociedad. Bajo este monopolio el entorno se vuelve incompetente. Por ejemplo, para el
sisterna educativo, su entorno, que incluye entre otros al sistema cientifico, es educa-
tivamente incompetente. Con fundamento en esta exclusividad funcional los sis-
temas alcanzan una clausura de operacion y establecen sus limites.

Ahora bien, si sociedad y comunicacion es lo mismo, ¢cudl es el mecanismo me-
diante el cual un sistema social produce su especificidad funcional?. Necesariamente
debe ser uno de naturaleza comunicativa. En efecto, Luhmann sostiene que la espe-
cificidad sistémica esta dada por un cédigo binario de la forma A/no-A. El cédigo es
un fenémeno especifico de comunicacién que tiene como Ultimo fundamento la
disposicién binaria del lenguaje: posibilidad de constniccion total de la realidad bajo
el aspecto de un si 0 un no. Los c4digos de los sistemas no son sino derivaciones
lingtiisticas de este hecho fundamental. Esto significa que cada sistema dispone
en exclusiva de un cédigo con el cual opera. Dado tal cidigo, es posible distinguir con
suficiente univocidad las operaciones que pertenecen al sistema y las que no. De este
modo el sistema puede identificarse a si mismo con un c¢ddigo. En nuestro caso nos
interesa preguntarnos por aquéllos que especifican al sistema educativo y al cientifico.
¢Existen tales codigos? ¢Cudles son?

Para Luhmann €l sistema cientifico opera con el cddigo falso/verdadero. Los valores
de este codigo marcan las comunicaciones cientificas diferenciandolas de las otras
comunicaciones que acontecen en la socgiedad. En el caso del sistema educativo se
considera que no existe un codigo tan evolucionado como el del sistema cientifico, sin
embargo, dado que el sistema existe, alguin cédigo debe tener. En efecto, éste es la
diferencia mejor/peor. La educacién tiene, asi, la posibilidad de seleccionar, es decir,
de atribuir algin valor del cédigo, al comportamiento y los logros de los alumnos.
El sistema opera mediante la construccion de largas y complejas secuencias de seleccion
que constituyen las carreras (censuras, reconocimientos, recompensas, sanciones,
diplomas, calificaciones, promociones, certificaciones, graduaciones, etc.).

Distancidndonos un tanto del autor, y de las interpretaciones que algunos de
sus estudiosos hacen, nosotros derivamos de su teoria que el cédigo del sistema educa-
tivo es, en realidad, éxito/fracaso. ;Qué otra cosa es mejor/peor sino mas exitoso/
menos exitoso?. Ciertamente, el sistema educativo busca primariamente lograr cambios
en el entorno psiquico de la sociedad, pero ese impacto s6lo puede procesarlo como
comunicacién. De la competencia de sus estudiantes o egresados de participar en
la comunicacién, el sistema educativo atribuye el éxito o el fracaso. El hombre depen- -
de de la comunicacién para sus contactos con otros hombres, ésta restringe y distri-
buye las posibilidades de tales contactos. La comunicacién es una solucién emergente
de carécter evolutivo que precede a los sujetos y que les provee de estructuras de sen-
tido. Toda forma de experiencia subjetiva humana tiene que partir de estas formas pre-
estructuradas. Para alentar estos contactos la evolucion social ha producido formas
condensadas de motivaciones: el amor, el poder, el dinero, la verdad. Cada una de
ellas sirve de base de operacién a un sistema. Aparentemente el sistema educativo o. -
dispone de un medio tal. La clase, el sistema de interaccion escolar, fungiria COﬁO
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equivalente funcional, ya que motivaria a los alumnos a aceptar la intencién educativa
del docente. Sin embargo, €l éxito escolar como un medio de asegurar contactos
comunicacionales improbables, sobre todo fuera del sistema educativo, puede conden-
sar tantas motivaciones como lo hacen los medios de otros sistemas.?

Si no existiera este instrumento de codificacion binaria en el sistemna educativo, el
hecho pedagégico se desintegraria en una red abierta de aprendizajes que se difun-
dirian por todas partes y no constituirian una unidad discreta como sistema. Tedrica-
mente es crucial percatarse de que la identidad de lo educativo, de la pedagogia y
de la didactica sdélo pueden darse a partir de la explicitaciéon de la unidad del sis-
tema educativo.

Un par de consecuencias de este marco de teoria y nuestras propias interpreta-
ciones para el problema que aqui tratamos son las siguientes:

1. Los planteamientos luhmannianos fuerzan a una reconsideraciéon del concepto
de autonomia. Los sistemas sociales, debido precisamente a la presion de la diferencia-
cién, imponen a la fuerza su autonomia como un correlato de la elevada complejidad
social. Lo que a la pedagogia le parece un espacio y un valor por el cual luchar, es a
la vez, una presién estructuralmente impuesta, a saber, es condicién necesaria de la
diferenciacion en sistemas especificos v la eliminacién de tareas operativamente ya no
continuables para otros sistemas funcionales. En consecuencia, la autonomia no es
resultado del reconocimiento cientifico de un campo de accién para algo que alega
saber o poder hacer la pedagogia o la didactica. La autonomia es un presupuesto de
la especializacién, es una condicién y un resultado inevitable de Ia diferenciacién
funcional de la sociedad moderna. Como reflexién del sistema educativo, la pedagogia
(didactica) es una descripcion autorreferida del sistema y por ello es auténoma. En esta
teoria, la reflexién es la referencia del sistema a si mismo, como su referencia a otros
sistemas es prestacion.

¢Qué consecuencias tiene esto en el debate de la construccién tedrica de la didac-
tica de las matematicas? Un ejemplo es el siguiente. En las dltimas décadas el concep-
to de teoria en el ambito cientifico se presenta como un programa de investigacion.
Como tal sélo puede ser aplicado en el sistema cientifico y tinicamente a procesos de
investigacién. La pedagogia (did4ctica) no puede comprenderse a si misma como pro-
ducto de una teoria en ese sentido especifico del sistema cientifico, esto es, no se trata
de una teoria aplicada. Lo pedagégico-didactico es una forma de comunicacién que
seproduce cuando el sistema se refiere a si mismo. Asicomo unsistema psiquicono puede
pensarse a si mismo desde otro sistema psiquico, el sistema educativo no puede ser
reflexionado por otro sistema que no sea él mismo. Esto significa que el sistema cientifico
no puede «decirle» al sistema educativo lo que él es. Sélo el sistema se define a si mismo.

Para Luhmann esto tiene implicaciones fuertes en el debate educativo. Entre otras,
la siguiente: siempre se atribuye una relacién estrecha entre la metodologia de inves-

8 Ennuestra opinion, especificamente la clase; el espacio por excelencia de la didactica, dispondria de
un subcodigo de operacion que no dejaria de ser selectivo, esto es, atribuyendo éxito o fracaso. Ese
subcddigo seria entender/no entender.
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tigacion y la metodologia de la ensefianza, como si la metodologia de 15 investigacion
aplicada al sistema educativo fuera metodologia de la ensefianza o como sj e] desarrollo
de técnicas docentes pudiera ejecutarse como proceso de investigacién generando
resultados cientificamente sostenibles, o también, como si mediante «actitudes cons-
tructivistasr se pudiera poner bajo control cientifico los fenémenos que aparecen
en la ensefianza. En tales posturas se subestima la diferencia de las funciones y refe-
rencias sistémicas de ciencia y educacion, respectivamente.

El déficit tecnoldgico del sistema educativo, como ausencia de un conocimiento
causal asegurado que pueda dirigir la ensefianza, se convierte en el punto de partida
para sobrecargar las expectativas respecto a la investigacion de la ensefianza. Simple-
mente se presupone que ¢on un comportamiento tedrico cientifico y metodolégicamen-
te comecto ya se presentara el éxito. Pero eso esta por verse. Las formas lingliisticas
de la ciencia y la educacién divergen; esto es un resultado inevitable de la diferencia-
cién de los respectivos sistemas. En la etapa de evolucién de los sistemas funcional-
mente diferenciados de la sociedad actual, este limite se ha trazado de un modo
relativamente nitido. Acaso quepa oscilar algo sobre él, pero no erigir complejas obras
conceptuales con iguales posibilidades de éxito en ambos lados. Resulta por demas
evidente, que el lenguaje del procesamiento de datos no es un lenguaje adaptado al
sistema interactivo de la ensefianza. Ciertamente el sistema educativo, con base en
la prestacién, puede beneficiarse de los productos del sistema cientifico, pero no sin
antes procesarlos a través de sus formas propias y auténomas de produccion sistémica.

Actualmente la investigacién genera la demanda de un andlisis mas profundo del
sistema interactivo de ensefianza: la clase. Se quiere proceder de manera mas ade-
cuada a la complejidad del sistema. Pero, precisamente ante su complejidad, volvién-
dose modesta, la investigacién se retira a la intencién de ofrecerle al maestro meras
posibilidades de analisis. En la investigacién de la ensefianza, en la dependencia de
su propia metodologia, sus resultados y su carencia de resultados practicos, el pedagogo
se encuentra no tanto con deficiencias de la investigacién, sino més bien, con el pro-
blema de la tecnologia. Si la investigacién de la enseflanza aprovecha una tecno-
logia propia, poco le sirve si su objeto, el sistema interactivo de la ensefianza, no
posee tecnologia.’?

"De hecho, la sustitucion de la tecnologia de la educacion por la metodologia de
la investigacién es una forma de esquivar el problema de la tecnologia de la ense-
fianza. El déficit tecnolégico, sigue dejando pendiente cdmo realizar la intervencion en
los procesos formativos a través de premisas, si es que acaso es posible. La decisién
de la pedagogia de fundamentarse en la ciencia la obliga a adoptar la légica de ésta y,

9 Por tecnologia se entiende aqui la totalidad de reglas de un sistema segun las cuales se lleva a cabo
un proceso de modificacion, por ejemplo, el que los alumnos aprendan lo que se les ensefia. No tiene
un sentido de ciencia aplicada. Se refiere estrictaments al nivel operativo del sistema. El concepto
relacionado, déficit tecnoldgico, no significa accion equivocada, incorrecta o torpe en el proceso
educativo, que en todo caso no pueda ser corregida con base en la competencia, la intuicién o
la experiencia del maestro. Déficit tecnoldgico se entiende como una situacién estructural de inse-
guridad sobre si se actud bien o mal en la realizacion factual de la ensefanza, expresa la falta de
reglas tecnoldgicas para intervenir y controlar la modificacion que se lleva a cabo. Es el no saber
con certeza cudles premisas tienen éxito y cudles no. Basicamente es un problema de incertidumbre.
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por lo tanto, responder por el control de los efectos. Pero la dualidad de ensefianza
{formacién cognoscitiva) y educacién (disciplina) que producen efectos de conocimiento
y caracter, respectivamente, hacen suponer categorias de causas desiguales, lo cual
plantea la interrogante -de c6mo y bajo qué condiciones se puede establecer una rela-
cion entre causas tan distintas.

2. Una de las estrategias argumentativas en la discusién sobre la existencia o no
de una teoria de la didactica de las matematicas, ha sido definir primero lo que se enti-
ende por teoria, o mas aun, lo que se entiende por teorfa cientifica, proceder luego a
una caracterizaciéon de lo que aparece en el campo de la educacién matematica
como teoria de si misma, comparar ambas y emitir un juicio sobre la cientificidad de
esta ultima. Por esta via no ha sido muy dificil concluir que no se dispone de un tipo
tal de teoria, o peor atn, que no se tiene siquiera una teoria. ¢ C6mo se mira esta discu-
sién a la luz de la perspectiva luhmanniana?

La reflexion critica sobre la realidad y la posibilidad de la educacién ha consti-
tuido lo que, de modo general, se ha entendido por pedagogia, mientras que lo propio
de la ensefianza en el salén de clases ha constituido la didactica. La reflexién se
ha concebido asi como un pensamiento centrado en la determinacion del verdadero
contenido de una tradicién. Para Luhmann la reflexién tiene un sentido diferente. En
la teoria de sistemas so6lo puede hablarse con propiedad de reflexion cuando se trata
de una operacién autorreferencial que tiene como base la diferencia sistema/entorno.
Esto significa que pensar y escribir sobre un sistema no constituye de suyo una reflexién.

Cuando el sistema genera comunicacién sobre si mismo va constituyendo, en un
proceso de diferenciacion evolutivo, temas propios del sistema. Algunos de estos temas
se consolidan y forman una reserva temaética que constituye una semantica particular
de ese sistema. En general, la seméantica es el patrimonio conceptual de la sociedad,
por tanto, de los sistemas parciales; entre ellos el sistema educativo. Es una especie de
provisién de posibles temas listos para una entrada subita y rapidamente compren-
sible ern procesos comunicacionales concretos que se ha almacenado especialmente
con estos fines. -

Este conjunto especifico de temas, como tipificacion del sentido, sensibiliza a la
sociedad a ciertos contenidos de la comunicacién antes que a otros, de este modo
la orienta en dos niveles: uno familiar y otro mds elaborado y abstracto donde apare-
cen las teorias. Las teorias surgen en este contexto como reducciones de complejidad.
Esta reduccién se da cuando la estructura de relaciones de una formacién compleja
puede reconstruirse mediante otra formacién compleja con menos relaciones. Cierta-
mente este es un concepto de teoria sujeto a controversia, aunque para Luhmann
hay en ella mas acuerdos que diferencias ya que éstas se remontan principalmente a
la cuestion de si se entiende la ciencia como busqueda de las explicaciones mas correc-
tas. o bien como forma particular de aumento y reduccién de complejidad.

Para este enfoque, 1a teoria es una forma de red de complejidad del sistema de
comunicacién que reintroduce la complejidad en el sistema en calidad de conceptos,
pero advierte, no toda la complejidad puede ser procesada conceptualmente. De
hecho los sistemas no comprenden cabalmente su propia complejidad, lo que hacen
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en cambio es problematizarla. El sistema, por un lado, produce, y por otro lado, reac-
ciona ante una imagen bomrosa de si mismo. Se dice entonces que las teorias no se
definen por su objeto sino por la delimitacién de una problematica. De aqui que
Luhmann afirme que las disciplinas normalmente no fundan su independencia en
sus objetos, sino en sus perspectivas o en el planteamiento de problemas propios, lo
cual permite tematizar todos los objetos, siempre y cuando sean relevantes en
esa perspectiva.

En esta légica de los sistemas sociales como sistemas de comunicacién, la defini-
cion realiza lo definido. Lo anterior significa que la did4ctica es exactamente lo que la
didactica diga que es. Ateniéndonos a la concepcién luhmanniana, una teoria didac-
tica seria el resultado de poner en sintonia reciproca una multiplicidad de decisiones
tedricas diferentes, «inicamente esta forma relativamente amplia del disefio de teoria
-que permite reconocer qué tanto mas es posible, qué decisiones han sido tomadas
y cudles hubieran sido las consecuencias si en este lugar se hubiera decidido de ma-
nera distinta, s6lo esta forma nos parece adecuada como proposicion de una autodes-
cripcién [del sistema educativolr. (Luhmann y De Georgi, 1993, p. 442).

Una aportacién a la teoria didactica en esta perspectiva dejaria de buscar la defini-
cién de su esencia, abandonaria la obsesién por atraparla y fijarla de manera inmutable
al tiempo y al espacio. Al ser la contingencia la modalidad de los sistemas sociales,
entonces, la tarea de la teoria seria realizar esa forma en si misma. Ya no se trataria de
que las afirmaciones tedricas «concordaran con su objetos. La teoria seria el esfuerzo
permanente -siempre cambiante, siempre contingente- de dar cuenta de la auto-
poiesis de un sistema.

En conclusion, la pedagogia {didactica) como reflexién del sistema educativo no
precisa definit un objeto de estudio para existitr como teoria. Esta es un forma de
operar propia del sistema cientifico y, ademds, sujeta al cuestionamiento de las nue-
vas teorias del conocimiento. En todo caso, 10 que precisa es explicitar la distincidén
o distinciones propias con que el sistema se observa y se describe a si mismo. A la dis-
tincion mejor/peor se le atribuye aqui una posicién central en la construccién de
una teoria pedagdgico-didactica, pero sélo en el sentido de que a partir de ella organi-
zamos la consistencia de la teoria, es decir, el contexto de una multiplicidad
de distinciones.

Sin duda los planteamientos del enfoque sistémico de Niklas Luhmann des-
pliegan una nueva forma de pensar los problemas de construccién teédrica de la peda-
gogia vy la didactica que no podemos ignorar. Ciertamente se estd en los primeros
intentos y no sabemos adin si esta teoria tan sofisticada produzca mas problemas de
los que resuelva, sin embargo, parece que vale la pena explorar su potencial
de ordenamiento tedrico, cuyos rendimientos podrian ser altamente benéficos para
el debate no sdlo de la didactica de las matematicas sino de la educacion, la peda-
gogia y la didactica en general.

Particularmente, en el campo de la educaciéon matematica queda pendiente el
dar cuenta de la especificidad de una teoria en didactica de las matematicas. Por
ahora, nosotros sélo hemos trabajado en direccién de la demanda de Diaz Godino:
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establecer unos conceptos basicos y unos postulados elementales; y siguiendo las lineas
del programa del TME: partir de una concepcién sistémica para tal tarea. No dudamos
que las aportaciones de otros interesados en esta problematica lograran avanzar la
construccion de una teoria de la didactica de las matematicas. -
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ARTICULOS

El Problema de la Evaluacion
en el Area de Matematicas

Resumen

La evaluacion de los habilidades basicas culturales de los nifios, juega un papel esencial en
la eficiencia de 1a educacién. De diferentes modelos de evaluaciéon depende el proceso educa-
tivo y los resultados que se puedan obtener.

Si esto ocutre, en general con todos los sujetos curriculares, se vuelve un elemento decisivo
en matematicas. La pequerla tasa de éxito se encuentra casi siempre cerca de las matematicas.
Este articulo es una reflexion sobre las dificultades en la evaluacion de las habilidades mate-
maticas, también proporciona informacién global sobte la respuesta de los nifios y propone un
modelo de evaluacion mas formativo y cualitative, que puede contribuir en el mejoramiento
permanente del proceso educativo. :

Abstract. The assessment of the basic cultural skills of the children, plays a essential 1ole in effi-
ciency of education. From the different models of assessment depends the instructive process
and the results it can obtain.

If this happens, in general with all the curricular subjects, this becomes a decisive element
in Mathematics. The small ratio of success is found nearly always in Mathematics.

The article is a reflection about the difficulties in the assesment of Mathematic skills, it also
gives a global information about the output of the children and proposes an agsessment model
more formative and qualitative, that can contribute in the permanent improvement of the ins-
tructive proccess.

La reflexién sobre los conceptos y funciones de la evaluacion en el sistema educa-
tivo plantea una serie de interrogantes referentes a su problematica y a los condicio-
namientos que ejerce sobre los procesos de ensefianza y aprendizaje. Por lo tanto, el
4nimo de los comentarios que siguen no es otro que el de compartir las dudas, las
experiencias, las posibles soluciones, los caminos recorridos, las propuestas para conti-
nuar avanzando..., en definitiva, los pensamientos que provoca la evaluacién, como
tema complejo y comprometido en cuanto que se aplica a la valoracién o enjuiciamiento
de lo humano.

En funcién del modelo de sociedad que se plantea, predomina uno u otro modelo
de evaluacién en los sistemas educativos, pues su finalidad puede estribar en conse-
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‘guir alumnos «con cabezas bien llenas» (evaluacién sumativa, puntual, normativa,
memoristica) o en que éstos lleguen a poseer «cabezas bien hechas» (evaluacidén con-
tinua, formativa, criterial); en definitiva, la educacién de un pais jugard un papel
fundamental segun sea instrumento para seleccionar a la poblacién ¢ para desarrollar -
sus capacidades -de todo tipo- al maximo. Y la seleccién -no nos engafiemos- se rea-
liza fundamentalmente a través de la evaluacion.

Dentro de los procesos de ensefianza y aprendizaje de cualquier etapa educa-
tiva, parece que la problemadtica de aprender y evaluar suele centrarse, con especial
énfasis, en ¢l drea de Matematicas.

Creo que el problema arranca, en su base, de la pretensién que tradicionalmente
se ha mantenido de querer «medir» procesos de aprendizaje y formacién, trasplantando,
casi de modo automatico, las técnicas para valorar los rendimientos o resultados de
la produccién de una empresa, al ambito, absolutamente distinto y totalmente perso-
nal, de la educacién.

Evaluacién es un concepto relativamente reciente en el campo educativo; se incor-
pora a partir de 1916!, cuando Fayol (1961) lo introduce en los &mbitos empresariales.
Hasta entonces, cada vez que se intenta valorar la formacién o instruccién de la persona
se habla de «examen» o «medidar. Tanto esta «medida» como la evaluacién empre-
sarial intentan plasmar el rendimiento obtenido en términos numeéricos -costumbre dificil
de desterrar y que llega hasta nuestros dias-, 1o que contribuye a que la valoracién
atribuida a una persona, ademas, la «califique» 0, mejor aun, «clasifique» dentro de
unos parametros sociales establecidos (Casanova, MLA.: 1996, 10-11).

Lo que se puede «medirn facilmente no es lo mas interesante de la educacién, no
es la formacién alcanzada por una persona. Podemos medir la memorizacién de conte-
nidos conceptuales, la aplicaciéon de determinadas técnicas de estudio, el uso comrecto
de férmulas para la resolucién de problemas, etc.; pero todo ello -la vertiente instruc-
tiva- no conforma a una persona edutcada, sino que es solamente un medio para que
la persona llegue a su formacién total. Los contenidos constituyen un material de tra-
bajo sobre el cual poder conseguiir los objetivos educativos planteados, que en el desarro-
llo humano se centran mdas en la asuncién de unas actitudes determinadas (positivas,
criticas, participativas, solidarias...) ante el mundo, que en el almacenamiento de
gran cantidad de conocimientos. «Formar cabezas bien hechas en lugar de cabezas
bien llenas» (Montaigne) es una frase -ya utilizada al principio- que resume claramente
los comentarios anteriores.

No obstante, no le quito valor, en absoluto, al dominio de los contenidos cultu-
rales que ha venido acumulando la humanidad hasta nuestros dias. Puedo asegquurar,
incluso, que lamento verdaderamente cémo, en muchos casos, se hace patente el
bajo nivel cultural de gran cantidad de jévenes, porque se les priva de la posibilidad
de gozar con la cultura, de disfrutar con su creacion y con su contemplacién. Refirién-
donos a los campos de las ciencias fisicas, quimicas, matematicas..., 0 de las multiples

1 Estaeslafecha delaprimera edicién de Ia obra a la que se hace referencia. La que actualmente puede
consultarse con mayor facilidad es la de 1961, que se cita en ia bibliografia.
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técnicas que ahora se desarrollan, también se les priva de poder progresar personal
y socialmente en ellos, de colaborar en el avance y la comprension del mundo.

Pero quiero marcar un fuerte contraste, que viene a reforzar la idea central del
comienzo. Si fueran ciertos el lema de Francis Bacon: «Saber es poder», o el pensarniento
socratico sobre el error, entendiéndolo como el resultado de un defecto en el saber,
de modo que aumentando el saber pueden superarse los errores del pasado, los sis-
temas educativos basados fundamentalmente en la transmisién de conocimientcs
{como han sido y son los actuales) nos hubieran conducido a un mundo més justo
para las personas, por una parte, y mas equilibrado e inteligente con la naturaleza, por
otra. No nos encontrariamos ante una humanidad responsable del nivel de deterioro
del medio ambiente actual y de la carrera de armamentos llevada a cabo durante
la segunda mitad de nuestro siglo; en definitiva, con una «civilizacién que cuanto mas
sabe mas se amenaza a si misma» (Ramirez, J.L.: 1991), y mas es un riesgo para
la supervivencia del planeta.

Por tanto, hay que insistir en la importancia de la creacién de actitudes en la
educacién, que nos pone de manifiesto la mayor atencién que es necesario prestar a
los procesos formativos sobre la exclusiva constatacion de los resultados de memoriza-
cién de datos conseguidos por los alumnos (Casanova, ML.A.: 1992, 41-43).

Se preguntan algunos profesores de Mateméticas, como pueden llevarse a cabo
estos procesos, como cambiar el planteamiento de las juntas de evaluacién que se k-
mitan a constatar el numero de reprcbados y aprobados habidos, por qué se da esa
gran cantidad de reprobados en Matematicas, cémo se estd evaluando para que esto
suceda, qué posibilidades existen de gerneralizar in sistema con otro modelo de eva-
luacién... Preguntas/problemas, todos €llos, que dibujan la situacién de la ensefianza,
en este caso de las Matematicas (y no muy distinto, por desgracia, en otras materias),
de la practica habitual del aula, del qué y cémo aprenden los nifios y los jévenes, del
qué y cdmo se evalian sus aprendizajes, de lo que la sociedad pide al sistema educativo
(;0 solamente sistema selectivo?)... Las preguntas resuitan elocuentes en cuanto que
reflejan el dia a dia de nuestro quehacer como profesionales de la educacién, condicio-
nados por un sistema social que impregna la actuacion de todos sus integrantes.

¢Por qué un profesor de Matematicas tiene mads dificultades que el de otra disci-
plina para fijarse en el proceso de razonamiento de sus alumnos? Creo que en la resolu-
cién de un problema, por ejemplo, es mas importante conocer cémo se ha llegado a
su resultado final que ese Unico resultado. Y, ademds, también creo que no es dificil.
Pero claro, da més trabajo que limitarse a mirar el dato, cifra o cantidad final. Si se
quiere que un alumno aprenda, es imprescindible saber en que puntos fella, para ayu-
darle a superarlos. Solo con la comprobacion del resultado no se conoce dénde ha
estado la dificultad en el proceso de resolucién. IJn ejemplo:

«Supongamos una simple suma de ochosumandos, todos elics de mas de cinco

cifras. Supongamos que veinte alumnos han coincidido en el mismoerror curiosa-
mente: todos elloshan puesto en la terceracifrade lasuma/resultado, comenzando -

por la derecha, 1a cifra de las centenas, un 6 en vez de un 7. Probablemente (...} « . . .
el profesor/corrector de turno, diagnosticara a todos lcs alurnnos con un mismo :
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dictamen: una M (mal){...) y propondr4 a todos el mismo tratamiento: repetir la

suma (o0 hacer otras tantas). Pues bien, no hace falta mucha imaginacién para

advertir que el error {...) puede ser debido a veinte procesos mentales diferen-
tes (...}, cada uno de los cuales, para ser destruido, requerira intervenciones
técnico-did4cticas cualitativamente distintas. (...) Por ejemplo:

— Unalumno puso 6 en vez de 7, porque se olvidé de sumarlas que se llevaba
dela columna anterior;

— Otro alumno, porque padece una ligera miopia y confundié en la columna
anteriorun 3conun 8;

-— Otro alumno, porque tomé los sumandos al dictado de un compariero y oyé-
malun nimero; :

— Lo mas grave de todo: un alumno de los veinte «acertds y fue calificado por
su profesor/corrector disparatadamente con una B (bien), porque se equivocé
dos veces, en vez de una (...) El resultado observable era correcto, los pro-
cesos reales (= 1a calidad real) del trabajo del alumno eran doblemente in-
correctos...» (Fernandez Pérez, M.: 1988, 160-2).

La evaluacién de los procesos es posible aplicando una metodologia adecuada y
teniendo una organizacién -en el centro y en el aula- que permitan levar a cabo tra-
bajos en grupo -grande o pequeiio-, utilizar los espacios del Colegio o Instituto de
forma que favorezca la flexibilidad de las actividades, manejar técnicas tales como la
observacién, el andlisis de tareas, la entrevista, la encuesta..., y aplicar instrumentos

_como son las escalas, los cuestionarios, las listas de control..., para la recogida de datos
que deriven en la evaluacion, supliendo asi €l exclusivo recurso del «examen» tradi-
cional para valorar la enorme complejidad que conlleva la formacién de una persona
para un mundo en permanente cambio. Piénsese, por otra parte, en la imposibilidad
de evaluar la capacidad de cormunicacién oral -que afecta a todas las areas, también
a Matematicas- si no es mediante las técnicas e instrumentos que estamos propo-
niendo (Reyzabal, M.V.: 1993).

El problema no .consiste en que en las juntas de evaluacién, cada dos meses,
se constaten los reprobados y aprobados. El problema radica en cémo se ha llegado a
esas calificaciones. Posiblemente, si modificasemos nuestras practicas de evaluacién
habituales en el sentide en que vengo comentando, las juntas servirian no sélo para
hacer recuento de «notas», sino para profundizar en el porqué de ese final, positivo o
negativo, de un alumno determinado. Logicamente hay que pensar que si un alum-
no plantea un conflicto, éste no sdlo se refleja en una asignatura, sino que aparecera
en otras (posiblemente, muchos alumnos con problemas exclusivamente en Mate-
maticas pueden provenir de un deficiente profesor de Matematicas). El intercambio de
opiniones entre el profesorado, ayudara a comprender las dificultades en el proceso
evolutivo-cognitivo del alumno y a tomar las medidas necesarias para que las supere,
asi como para orientarle, académica o profesionaimente, de cara a su futuro.

¢Por qué hay mayor nimero de reprobados en Matematicas que en otras mate-
rias? ¢Son mas dificiies de comprender estos contenidos que otros? ¢Son inadecuados
los programas para las edades de los alumnos a quienes se dirigen? ¢;Practican los
profesores una metodologia inadecuada, rigida, homogénea para todo el alumnado
sin considerar las caracteristicas o intereses individuales? jTendré falta de formacion
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pedagdgica este profesorado? ¢Se utiliza la evaluacion para la mejora de los procesos
o solamente para la comprobacién de los resultados? Por tanto, ;se evalia correcta-
mente esta disciplina?

Otra serie de preguntas que se traducen en una nueva serie de problemas. Pro-
blemas que, por otra parte, son generales, no se limitan a un pais determinado. En
Espafia, concretamente, el dltimo estudio realizado sobre las calificaciones que los
alumnos obtienen en las diferentes areas de aprendizaje (MEC: 1993) se refiere al
curso 1991-1992, y pone de manifiesto los resultados que presento en la tabla anexa
B1 (Bachillerato y Curso de Orientacién Universitaria) y en la tabla anexa E1 (tres til-
timos cursos de la Educacion General Béasica). En ambos puede comprobarse que,
efectivamente, el nivel mas bajo de superacién corresponde a Matemaéticas (salvo en
el caso de 22 curso, donde, no obstante, aparece como la segunda en dificultad).

Informacion mas reciente es la obtenida en la evaluacion realizada por el Instituto
Nacional de Calidad y Evaluacién (INCE: 1996), aplicada en la totalidad del Estado espafiol,
y referida -entre otros aspectos- a los resultados obtenidos por los alumnos y alumnas en
Educacién Primaria? (primer ciclo: 6-7 afios de edad) y 62 curso de Educacion General
Basica (del sistema anterior todavia vigente, 11 afios de edad). El 4rea de Matematicas,
yaen estos primeros afnos escolares, resulta tambiénla de peores resultados y, por lotanto,
la que presenta mayor dificultad (cuadro 1). En el primer ciclo de la Educacién Primaria,
los alumnos superaron el 61,22% de las cuestiones planteadas, y en 62 curso de EGB, el
50,1%. Por facilitar un elemento comparativo de estos datos, en el drea de Lengua (que
también suele presentar dificultad), los alumnos del primer ciclo superaron el 71,3% de
las cuestiones, y en 62 curso, €l 64,1%. Por tanto, las diferencias de éxito se cifran en un
10,08% en el primer ciclo, y en un 14% en 62 curso.

Cuadro1: Nivelesde superacionen Lenguay Matematicas

Nivel escolar i.engua Matematicas
Primer ciclo de Educacién Primaria 71.3% 61.22%
' Sexto curso de EGB 64.1% 50.10 %

Habria que afiadir una reflexién por lo que se refiere a los datos de Educacién Pri-
maria, Y es que es el mismo maestro el que imparte Lengua, Matematicas y Cono-
cimiento del Medio, por lo cual no existe la posibilidad de diferencia de criterios en
la aplicacion del modelo evaluador elegido.

Son datos para pensar y plantearse seriamente si no vale la pena cambiar tanto
el modelo de ensefianza de las Matematicas como el modelo de evaluacién del apren-

2 Laestructuraactual dela educacién obligatoria espafiola, a partir de 1990, abarcala Educacion Primaria,
de seis cursos de duracién y la Educacién Secundaria Obligatoria, de cuatro cursos. Organizativa y
curricularmente, los seis afios de Primaria se dividen en tres ciclos; por lo tanto, cada cicle consta de
dos cursos. La Secundaria Obligatoria se estructura en un primer ciclo, de dos afios, més terceroy cuarto
cursos, con la divisién tradicional en la que cada afio académico se corresponde con un Curso escola:
El ciclo constituye una unidad a efectos de programacién, evaluacion, asignacién de profesorado Y
organizacion en general; es decir: es un curso que dura dos afios.
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dizaje en el sistema educativo y, si cabe, con prioridad en esta materia por las ma-
yores dificultades que presenta. A las alturas del siglo en que vivimos, cuando los
enormes conocimientos que posee la humanidad se multiplican diariamente, cabe
considerar la necesidad de una rigurosa seleccidn de los que resulten realmente
imprescindibles para la generalidad del alumnado (Casanova, M.A.: 1995, 93-97),
para su formacién y su desenvolvimiento en la vida, dejando de lado otros que re-
cargan los programas innecesariamente y que sélo serdn utiles a un sector minoritario
de la poblacién que continuara sus estudios en dreas especificas en las que los nece-
sita y que, por lo tanto, podrd adquiritlos y ampliarios cuando avance en etapas su-
periores del sistema educativo.

¢Es posible y viable un modelo de evaluacion que favorezca la mejora de los pro-
cesos de enseflanza y aprendizaje? (cuadro 2) (Es posible utilizar la evaluacion para
elevar el nivel cultural y educativo de las generaciones jévenes? Creo, sinceramente,
que, desde un punto de vista profesional, hay que contestar que si. Que no s6lo es po-
sible sino que es imprescindible. ;A qué conduce lo contrario? A que la sociedad
camine, cada vez mas, hacia el distanciamiento entre las clases sociales/clases cul-
turales, y, de esta forma, el mundo sea gobernado por una élite que econdmica y
culturamente resulta no sélo inalcanzable sino hasta incomprensible para los demas.
La tarea de la educacién deberia ser acortar esas distancias, ya existentes, y no
aumentarlas. Pero la presion social es fuerte y el sistema educativo es parte integrante
de la sociedad competitiva que tenemos, por lo que, evidentemente, no resulta facil
implantar un nuevo modelo de evaluacién, ya que la educacién institucional puede
servir tanto para cambiar los modelos sociales como para perpetuar los existentes.

-——-—{ Procesode ensefianza aprendizaje puesto en practica J——————

\
ﬁ’ Observagién desu desarro]loj

I

Elresultadoque seva obteniendo
jestaenloslimites delo aceptable?

|

Continuacién del pgoceso ¢Existeunaalternativa
tal y como se disefié aesapropuesta?

(o)
S

3 .
Puesta en practica A 3 3
de unanuevapropuesta :Esnecesario Continuacién
, cambiarlapropuesta, dela
(totalo parcial) total o parcial? mistma propuesta

Cuadro2. Aplicacién delaevaluacién formativa (tomado de Casanova, M. A : 1995, 68)
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TablaB1
Calificaciones en BUP-COU, por cursos
CALIFICACION
POSITIVA NEGATIVA
Junio Sept. Total Sept.

Primero
Matematicas 59.4 99 69.3 30.7
Lengua Espariola y Literatura 66.3 95 75.8 242
Geografiae Historia 69.9 6.6 76.4 28
Ciencias Naturales 70.6 70 776 24
Inglés 89.7 90 78.8 212
Francés 747 7.2 819 18.1
Dibujo/Diseflo 81.2 59 87.1 12.9
Musica 81.3 6.8 87.1 129
Etica 91.5 10 925 75
Francés segundo idioma 878 56 e ¢4 65
Educacion Fisica y Deportes 920 28 94.8 52
Formacién Religiosa 93.6 28 96.4 36

Segundo
Fisica y Quimica 62.3 99 72.2 278
Mateméticas 627 10.0 72.7 21.3
Latin 69.2 88 780 20
Inglés 69.9 97 79.6 204
Francés 740 6.3 80.3 19.7
Lengua Espafiola y Literatura 7.7 74 832 16.8
Geograffae Historia 80.9 6.2 87.2 128
EATP-Disefio : 878 35 91.3 87
Francés segundo idioma 89.6 53 94.9 5.1
Educacién Fisica y Deportes 936 26 96.2 38
EATP-Otras 95.0 13 96.3 37
EATP-Hogar 96.4 0.2 96.5 35
Etica 9.1 12 973 27
Formacién Religiosa 96.2 11 g97.3 27
EATP-Informética 9.7 14 98.1 19

Tercero
Matematicas . : 827 11.6 744 256
Fisicay Quimica 67.2 10.6 77.8 22
Latin 68.0 124 804 19.6
Francés 74.1 75 81.6 184
Ciencias Naturales 75.3 6.6 818 18.2
Inglés 71.2 13 - 825 175
Geografiae Historia 76.9 69 83.8 16.2
Griego ' 79.6 6.1 8.7 143
Lengua Espailola y Lietartura 805 75 87.9 121
Filosofia 82.0 72 89.2 10.8
EATP-Disefio 88.7 41 92.7 7.3
Etica 947 15 96.2 38
EATP-Hogar %5 11 96.6 34
Educacién Fisica y Deportes 940 26 96.6 34
Francés segundo tdioma M40 30 970 30
EATP-Otras 96.5 08 - . 974 26
Formaci6n Religiosa 96.9 08 97.8 22
EATP-Informética 964 16 98.0 20

ooy

Fisica 66.5 9.7 76.3 237
Mateméticas 66.3 10.0 76.3 27
Biologia 708 69 777 23
Quifrnica ’ 68.4 93 778 22
Geologla . 704 80 78.4 216
Francés 68.7 115 80.2 198
Historia del Arte 704 1.2 81.6 184
Historia Mundo Contemporéneo 700 121 82.1 179
Materméticas Il - 703 126 829 17.1
Dibujo Técnico 779 59 83.8 16.2
Lengua Espariola 21 117 8.8 16.2
Filosofia 73.5 104 8.9 16.1
Latin 70.0 140 84.1 15.9
Inglés 73.1 115 846 154
Literatura R 733 17 850 150
Griego : .. 824 83 90.7 93

Todoslos valores son porcentajes sobre el total de alumnos evaluados.
Laordenacion esascendente por cursos y descendente pordificultad delas asignaturas.
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TablaEl
Calificaciones en EGB, por cursos
CALIFICACION
POSITIVA NEGATIVA
Junio Sept. Total Sept.

Matermdticas 1.1 78.7 213
Inglés 10.7 0.1 199
Lengua 11.8 814 18.6
Francés 10.2 815 185
Cienclas Naturales 10.1 8.4 166
Ciencias Sociales 108 84.0 16.0
Artisticay Pretec. 71 9.8 42
Educacién Fisica 87 978 22

Matematicas. 111 76.3 237
Inglés 10.1 774 2.6
Lengua 96 795 205
Francés 69 80.1 19.9
Ciencias Naturales 10.6 820 18.0
Ciencias Sociales 9.6 820 18.0
Artistica y Pretec. 73 95.1 49
Educacién Fisica 5.8 979 21

Matematicas 145 833 18.7
Lengua 134 83.6 164
Francés 71 83.7 16.3
Inglés 146 844 156
Ciencias Naturales 122 849 15.1
Cienclas Sociales 119 855 145
Artistica y Pretec. 65 9%6.2 48

Educaci6n Fisica 65 98.2 18

Todos los valores son porcentajes sobre el total de alumnos evaluados.
Laordenacién es ascendente por cursos y descendente por dificultad de las dreas.

Continuamos, asi, al final de estas reflexiones, con ideas contradictorias y dificiles
de superar, pero que sugieren nuevos caminos por donde avanzar y en los que hay
que adentrarse para alcanzar las metas de mejora que nos propone la evalua-

cién formativa.
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ARTICULOS

Una Relacion Breve y Sumaria
sobre el Origen y Evolucion
del Significado de la palabra Matematica

Resumen

Etimolégicamente, la palabra matemaética significa estudiosa o la ciencia por excelencia, segun
que sea traducida del adjetivo femenino mathematiké o del nombre neutro plural mathémata.
En la época de Platén, las matematicas incluian la aritmética, la geometria y la astronomia.
Los pitagdricos incluyeron también a la musica. San Isidoro de Sevilla definié la matematica
como la ciencia que estudia la cantidad. El algebra y el calculo ampliaron el significado de
la matematica, el cual se complicé con el resurgimiento del método axiomatico y la creacién
de nuevas geometrias, situacién que prevalece hasta nuestro tiempo. Sdlo el trato constante
con la matematica y el conocimiento de su desarrollo histérico, remontandose hasta el significa-
do mismo de la palabra, puede hacer que tengamos una mejor idea sobre €l significado de ella.

Abstract. Etymologically, the word mathematics means studious o1 science par excellence accor-
ding to its translation from the femenine adjective mathematiké or from the plural neuter noun
mathémata. At the time of Plato, mathematics included arithmetic, geometry and astronomy.
The Pythagoreans also included music. Saint Isidore from Seville defined mathematics as the
science which studies quantity. Algebra and calculus broaden up the meaning of mathematics,
which became very complex because the axiomatic method rose up again and new geome-
tries were created. Only the active experience in mathematics and the knowledge of its his-
toric development, getting back to the meaning of the word itself, can give us a better idea
about mathematics.

Para comprender cabalmente el significado de la matemdtica es necesario remontarse
hasta el origen de dicha palabra. Ista nos llega de la lengua griega y su origen estd
en el verho poavlavelv {manthanein) que significa aprender, especialmente por el
estudio, aunque también por la practica y la observacion.! (pavOove v es infinitivo
y se enuncia povOove —primera persona del singular- que es como aparece en los
diccionarios de griego clasico).

El infinitivo activo en aoristo de pov@ovetv es poetv (mathein) que significa
haber aprendido y, del vocablo paBetv, se origina toda una familia de palabras
entre las cuales se encuentra podnpo (mathema), la cual es de género neutro y signi-
fica, cliencia. También significa aprendizaje, estudio, ensefianza, conocimiento, talento,

Héctor Federico Godinez Cabrera
[nstituto Tecnologico de Ledn
México
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disciplina. Por ejemplo, en Platén nos encontramos con la expresion To padnuo. 1o ne pt
tog tafe1c? (la ciencia de la estrategia). En muchos otros textos se encuentra la pa-
labra po@npa la cual, segun el contexto, puede matizarse con alguno de sus signifi-
cados que acabamos de mencionar.

podnpo se usaba en el siglo V, a.C., para designar en general cualquier tipo de
estudio o instruccién. En el siglo IV, -y esto serd decisivo para la significacion
de matematica-, pofnpotoe (mathémata), que es €l plural de padnpa, comienza a
emplearse para designar a tres ciencias: la aritmética, la geometria y la astronomia.
Esto se comprueba con la expresién tpio po@npota que utilizan Platén? y Arkytas
de Tarento® para referirse a esas tres ciencias. A partir de entonces, la expresion
To pabnpoato serd exclusiva para designar en conjunto a la aritmética, la geometria
y la astronomia.

Como 1o podnuato esta en plural, la traducciéon que siempre se le ha dado es
las ciencias matemadticas o, simplemente, las matemdticas. Aqui se encuentra
la explicacion del porqué se emplea el plural matematicas mas frecuentemente que
el singular matemadtica.

Como la traduccién literal de Tt paBnpato es las ciencias, podemos entonces -
afirmar que las mateméticas, desde el punto de vista etimolégico v pristino, se pueden
definir como las ciencias de las ciencias o, mejor dicho, la ciencia. por antonomasia
0 la ciencia por excelencia.

De la palabra padnpua deriva el adjetivo pa@npoatikog (mathematikds) del cual,
a su vez, deriva la palabra espafola matemdtico. De la frase de Platén®: tov &n
podnuotikov Tvee aAAn v o@odpa e AeTnv dtavolot kote pyolope vov..., los tra-
ductores coinciden en que a opaBnpuatixog se le puede asignar el significado si-
guiente: el que trabaja fuertemente con su intelecto, el que se dedica a la ciencia o a
algun trabajo intelectual.

El texto de Platdn recién citado, y otros que en su contexto tienen la palabra
paénpetikog, -asi como el significado mismo del sufijo tkog, el cual es aptitud-, nos
dan elementos para afirmar que, etimoldgicamente, la palabra espafiola matemdtico
significa el que tiene gusto por aprender, estudioso, el que se dedica fuertemente a la
ciencia o a algin trabajo intelectual, aficionado del aprendizaje.

El femenino de padnpotixog es podnuotikn (mathematikJ) vocablo que, por lo
tanto, significa etimolégicamente la que tiene gusto por aprender, estudiosa. Llama
la atencién el hecho de que poénpatikn, y no padnue, fue la palabra que se usd
para designar a cada una de las podnpoate (Recordar que pofnpa es el singular de
HOBNULOTE).

¢Por qué se les llamo po@npartikn a cada una de las pa@nuorto? No hay certeza al
respecto; sinembargo, hay unateorialacualafirma quelos aristotélicos llamaron pa@mpotikm
a aquélla ciencia que, para poder conocerla, es necesario primero instruirse en ella®. Para
ellos, una poBnpoTikn era la geometria; otra, la astronomia; otra, Ja aritmética. Considera-
ban que las demas ciencias podian comprenderse aun sin haberse estudiado. ‘
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El plural de 1 poi@npoctue es oo paénponikal, y Aristoteles lo llega a usar en lugar
de ta poénporo’. El también emplea el singular po@npomikn para referirse a las
pofnpoto o podnuamcoa como unasola ciencia. Por ejemplo, afirma que cAle gTL KO
1 noBnp Ttk Oe wpNTLKM, es decir: la (ciencia) matematica es también especulativa®.

Al traducirse podnpatkn como matemdtica, tenemos entonces que el signifi-
cado etimolégico de matematica es estudiosa 0 gustosa por aprender, aunque es claro
que ya desde Aristoteles ponporikn tenia una acepcion diferente: era una grAogogua
f8e wpntikm, es decir, una filosoffa tedrica ¢ ciencia especulativa. Hay otra expresién
que Aristételes empled en lugar de to podnpoto y oa podnpotikon. Es el sustan-
tivo neutro plual To padnponko’ (ta mathematika). Es muy posible que debido a
esta expresion, la latinizacién se realizd con la palabra mathematica y, posteniormente,
la castellanizacion con matematica.

De lo expuesto hasta aqui, tenemos que cuatro son las palabras griegas que han
dado lugar a las espafiolas matematicas y matematica:

— Hafnpota que es el plural de poBnpa, es traducida como las ciencias
matematicas o, simplemente, las matematicas.

— HoBnuoatikol, que es el plural de po@npatikn, se traduce de igualmanera
que paBnuato.

— poBnuonka, palabra gue sélo aparece en plural y que deriva de oo
setraduce igual que las dos anteriores.

— poBnponxr, que deriva de poBnpua, se traduce como la ciencia mate-
méticao, simplemente, la matematica.

Como hemos visto, desde Platén se llamé matemdticas a la agrupacién de la
geometria, la aritmética y la astronomnia, aunque los pitagoricos habian incluido tam-
bién a la musica. Posteriormente, durante el tiempo de Arquimedes (siglo I, a.C.)
se incluian también la mecanica, la Optica, la geodesia y la logistica. (La logistica,
AongTtikn, era el arte de calcular, a diferencia de la aritmética, apl@unnkm, que
era la ciencia o la teoria de los niimeros de manera abstracta. La logistica era, pues,
como la aritmética practica). Esta agrupacion no prosperd y se sigui¢ considerando
posteriormernte la agrupacién pitagoérica.

Al imponerse el latin en Europa, los vocablos griego po@npoto, podnuotikot,
polBnuoanika y poBnportikn se latinizaron en mathematica, palabra en singular que
se referia a las cuatro ciencias de la clasificacién pitagérica. Asi, en el siglo VIII, San
Isidoro de Sevilla nos dice que mathematica, latine dicitur doctrinalis scientia, quae
abstractam considerat quantitatem... Cuius species sunt quattuor: id est Arithmetica,
Musica, Geometria et Astronomia®®. (Llamamos en latin matematica a la ciencia doctri-
nal que tiene por objeto el estudio de la cantidad abstracta... Cuatro son las materias
que la integran: la aritmética, la musica, la geometria y la astronomia).

Ademas de indicar que la matemética estd formnada por cuatro ciencias, San Isidoro
de Sevilla da una definicién de ella: ciencia que estudia la cantidad abstracta. Durante
la Edad Media se continuara con esta definicién y agrupacién de la matematica.
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El Diccionario de la Lengua Castellana de Cobarruvias Orozco, de principios del
siglo XVII, «definia» la matemética de la siguiente manera: Dicese propiamente de la
geometria, aritmética y astronomia, porque éstas, por excelencia, se llamaban ciencias
matematicas. En el mismo siglo XVII el dlgebra se incorpora a las disciplinas que
conforman el cuerpo de las matematicas y, con la apariciéon del céalculo diferencial
e integral, las matemdticas no se reduciran ya a sélo tres o cuatro ciencias; esto hara
que su significado vaya ampliandose.

Un intento por dar una definicién general de matematicas lo encontramos ya en
la famosa Histoire des Mathématiques de J.F. Montucla, de los primeros afios del siglo
XIX: Les Mathématiques, c’est la science des rapports de grandeur ou de nombre, que
peuvent avoir entr'elles toutes les choses qui sont susceptibles d'augmentation ou
de diminution". (Las matematicas es la ciencia de las relaciones de tamafio o de nu-
mero que pueden tener entre si todas las cosas que son susceptibles de aumento o
de disminucién).

Hasta la segunda mitad del siglo XIX, la matemadtica (o las matematicas) se
siguié definiendo como Ja ciencia que trata de la cantidad o como la ciencia del nu-
mero, la magnitud y la forma. Estas definiciones satisfacian a la mayoria. Sin embargo,
empezd a tomarse en cuenta la afirmacién que Leibniz habia hecho a fines del siglo
XVII: La matemadtica es la I6gica de la imaginacién que se ocupa de todo aquello que,
en el dominio de la imaginacién, es susceptible de determinacién exacta'?. Boole afir-
maria mas tarde (en 1854) que no forma parte de la esencia de la matematica el ocu-
parse de las ideas de numero y de cantidad!®.

Hoy nos damos cuenta con claridad que la definicién de Leibniz y la de Boole no
hacen mas que mostrar el nivel de abstraccién al que habian llegado estos matematicos
y reflejan también la experiencia personal que sobre la matemaética habian alcanzado.

La definicién de Leibniz, anteriormente citada, empez6 a tomarse méas en cuenta
con la aparicién de las geometrias no euclidianas. La invencién y el desarrollo de éstas
propicié que resurgiera el método axiomatico y se formara la légica matematica, la
cual vino a desempefiar un papel importantisimo en la matemaética y a dar un nuevo
matiz al significado de ésta: si tuviéramos que seflalar una caracteristica primordial de
las ciencias matemadticas eleginamos la insistencia en la demostracion Iogica de las
cosas™. Es indudable que la vinculacién de la l6gica con la matemdtica es mads es-
trecha o, si se quiere, mds clara y evidente que con cualquiera de las otras ciencias'®.
Durante los primeros sesenta afios del siglo XX, la mayoria de los matematicos insis-
tieron en la demostracién logica de los conceptos matematicos, legando a identificar a
la légica con la matematica. Bertrand Russell afirmd: la matemadtica y la 16gica son idén-
ticas'®. E1 mismo Russell sostuvo que la I6gica se ha vuelto mds matemadtica y la mate-
matica mds légica. Como consecuencia, ahora es imposible trazar una linea divisoria
entre ambas: de hecho, las dos son una sola'’. La definicién de matematica se dio,
entonces, como sinénimo de légica o en funcién de ésta.

Como la légica matematica y el método axioméatico caminaron de la mano, tam-
bién se defini6 en funcién de éste a la matematica. Asi, Luis Enrique Erro establecié el
significado de la matematica de la siguiente manera: Las matematicas son la ciencia
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abstracta pura en la que se parte de un sistema de proposiciones abstractas exento
de contradicciones y de toda implicacién intuitiva, pero que contiene explicitamente
todas las suposiciones que han de intervenir en el desarrollo ulterior, y que tiene por
objeto encontrar proposiciones védlidas mediante la operacion de reglas ldgicas pre-
establecidas’®.

Estas definiciones estan establecidas en el contexto de la comiente logicista, la
cual, como 1o hemos mencionado lineas arriba, tuvo una enorme influencia en la ma-
yoria de los matemaéticos. El mismo Jean Dieudonné reconoce que no pudo evitar en
un determinado momento la influencia de esta corriente: durante un afio entero, yo
me pasé el tempo fabricando un sistema légico que resultara satisfactorio porque
estaba preocupado hasta el punto de necesitar demostrarmme a mi mismo que era po-
sible hacer matematicas de manera totalmente coherente'. Esta experiencia lo llevé
al convencimiento de la separacién entre la ldgica y la matematica, al grado de afirmar
que los mateméticos ya no se interesan por la légica y que los lazos que unen a la
l6gica matematica con los problemas de las matemaéticas de nuestro tiempo son cada
vez mas tenues?,

El grupo Bourbaki, del cual Dieudonné fue miembro fundador, intenta explicar
en qué consiste la matematica y en dicha explicacién es notorio que se excluye
intencionalmente la palabra légica: Las matemdticas es el estudio de las relaciones
entre objetos que en forma deliberada no se conocen, y sélo se describen por algunas
de sus propiedades, precisamente aquellas que se adoptan como axiomas bésicos de
partida de su teoria®!. :

Como su desarrollo ha llevado a la matematica (al menos hasta el momento) a
convertirla en una disciplina de tipo deductivo, en la que su esencia radica en las
relaciones que hay entre objetos de los cuales no importa su naturaleza, los esfuerzos
que se hacen por definirla parecen que van encaminados a mejorar la definicién de
Bourbaki: Las matemadticas es la ciencia que estudia por medio del razonamiento
deductivo las propiedades de seres abstractos (numeros, figuras goemsétricas, funcio-
nes, espacios, etc.) asi como las relaciones que se establecen entre ellos?.

_Asi como los logicistas y los bourbaquistas tratan de explicar el significado de la
matematica de acuerdo con su Apostura@, que no es mas que la manifestacién de
Sus experiencias y convicciones dentro del quehacer matematico, de igual manera
los seguidores de la corriente o escuela intuicionista, los de la formalista y los de la
conjuntista intentan explicar en qué consiste la matematica; lo cual hace que definirla
sea muy complicado, aumentando esta situacion conforme mas se desarrolla. Morris
Kline dijo que el problema actual de las matemdticas es que no hay una sino
muchas matemdticas®®. Sin embargo, desde los albores del siglo XX, Henri Poin-
caré manifestaba su unidad al afirmar que Ja matematica es el arte de dar el mismo
nombre a cosas diferentes?*.

Dar el mismo nombre a cosas diferentes, no es mas que el proceso de abstraccién.
Este proceso es un razgo esencial de las matematicas ya que mediante él se obtiene
generalidad. (Esto, los griegos lo comprendieron cabalmente). Asi, las férmulas matema-
ticas que se aplican a una circunferencia abstracta se aplican de igual manera a una
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circunferencia determinada por una rueda, 0 a una que presente esta forma en una
estructura de ingenieria. Otro ejemplo de esta situacion lo tenemos con la suma. Con
este nombre nos referimos a suma de mimeros reales, suma de funciones, suma de
vectores, suma de matrices, etc. Estamos dando el mismo nombre a cosas diferentes.
En este caso, a estas operaciones las representamos con el signo + por su parecido
esquemadtico, aunque su contenido es diferente. Una definicién de matemaéticas
que creo alude o contiene la caracteristica expuesta en estas ultimas lineas es la que
proporciona Santiago Valiente: Las matematicas es la ciencia que estudia, analiza e
interpreta las abstracciones numeéricas, espaciales y funcionales de las leyes de la
naturaleza, de la sociedad y del pensamiento®.

Al tratar de definir la matemética, algunos autores de nuestros dias han retomado
la definicién antigua pero dandole un matiz logicista y formalista. Asi, Jean Weber
afirma que Ja matemdtica es una rama de Ia Iégica que posee una estructura sistem4-
tica dentro de la cual se pueden estudiar las relaciones cuantitativas®. En esta definicién
se puede observar que, aunque la autora se muestra de la escuela logicista, su defini-
cién se puede simplificar en la expresion antigua: la ciencia que estudia la cantidad.

El pensamiento de Bertrand Russell sobre la esencia y significado de la mate-
matica puede considerarse como un ejemplo que ilustra la postura, actitud y evolu-
cién del pensamiento de quizas la mayoria de los mateméticos y de los estudiosos de
esa disciplina y, ejemplifica a la vez, la dificultad de explicar el significado de la
matemadtica: En el afio 1901 Russell dijo: la matemdtica es la ciencia sobre la cual
nunca sabemos lo que decimos, ni si lo que decimos es verdadero?. En el mismo
ano afirmaba convencido que uno de los triunfos mds importantes de las matema-
ticas modemas consiste en haber descubierto lo que las mateméticas son realmente®®.
Luego, en 1903, en su obra Los principios de la matemdtica parecia decir lo que ésta
era realmente: la matemadtica y lo 16gica son idénticas; aunque parrafos més ade-
lante decia: definir la l6gica, 0 la matemética, no es facil en absoluto®. Y, en 1959, en
su obra Mi evolucién filoséfica confesaba concluyente: la espléndida certeza que siem-
pre habia esperado encontrar en las matemdticas se perdié en un desconcertante
enredo... Verdaderamente, es un laberinto conceptual complicado®.

De todo lo expuesto hasta aqui, podemos damos cuenta que es muy dificil dar
una definicién de matematicas que satisfaga a todos. A la vez, podemos afirmar que
para comprender el significado’ de la matematica se requiere de un buen conocimiento
general de ella y de su historia; es decir, de su evolucién; porque como afirma Dieudo-
nné: No puede entenderse una ciencia si se ignora su evolucién®. Tenemos entonces
que aceptar cabalmente la afirmacién de Courant y Robbins: tinicamente la experiencia
activa en matemadticas es la qué puede responder a la pregunta: )qué es la matematica?*2.
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ARTICULOS

La Utilizacion del Humor
para Facilitar la Comunicacion
entre Educadores Matematicos

Reswmen

En este articulo estudiamos las ventajas de que se uttlicen chistes, relacionados con la educacién y
conlas matematicas, para facilitar que las educadores matematicos reflexionen sobresus concepciones.
Para mostrar el alcance de esta reflexion se analizan dos chistes, tratando de obtener de ellos una
amplia variedad de significados.

Abstract: In this paper we show the advantages of using jokes related to Education and Mathe-
matics as aresurce to facilitate the reflecting about the conceptions of the mathematics teachers,
‘students, and mathematics education searchers. In order to illustrate this reflection we analyze
two jokes, trying to take out the variely of meanings that can be obtained from them.

1. Introduccion

¢Qué pasa cuando x tiende a infinito?....
Que infinito se seca

Este chiste pone de evidencia el uso particular que hacemos, en €l colectivo que se
ocupa de la educacion matematica, de términos que son de uso comurn, como es el verbo
tender. Cuando he contado este chiste a compaferos, profesores o investigadores
en Didactica de las Matematicas, ha habido que repetirlo varias veces para que
entendieran la 16gica de la respuesta. Es frecuente que los profesores no entendamos
por qué los alumnos exclamaban jjtres!!, jjene!l cuando escribimos en la pizamra el
factorial de 3 o de n. En mis clases con estudiantes de quinto curso de la licenciatura de
Matematicas, de la Universidad de Granada, observé con extrafieza que algunos
estudiantes para profesor rechazaban que el alumno aprendiera Matematicas; tras
una entrevista comprendi que estos estudiantes estaban identificando aprender con
aprender de memoria, y el aprendizaje memoristico estaba siendo criticado en esas
clases (Flores, 1995).

Pablo Flores
Departamento de Didéctica de la Matemética
Universidad de Granada
Espana
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El proceso de comunicacién entre los profesores, alumnos, padres, representantes
sociales, investigadores, etc. que forman parte de la «comunidad educativa» se produce
mediante una «jergar de términos que hacen que este grupo social se distinga de otros
grupos. El uso de una jerga puede caer en el ridiculo, si suplanta una ausencia de
significacién, o si propone una proliferacién de términos especificos que relienen los
discursos. Asi, en los afios 70, mientras se reglamentaba en Espafia la Ley General de
Educacién (LGE, desde entonces), una revista presentara una vifieta en la que un gato
mautlaba (;Miau, Miau!), un perro le contestabaladrando (jGuau, Guaul}, y otros animales
entonaban sonidos empleando las mglas ligadas a esa ley (jCOU, COU!, {BUP, BUP!,
EGB!, [LGE!, ..etc,}).

En los congresos de educadores matematicos se reunen personas de diferentes
intereses, que tienen una jerga matematica comun, pero con referencias profesionales
diferentes. Las jergas educativas presentan matices que dificultan la comunicacién en
tre diversos grupos, y no siempre somos conscientes de estas diferencias de matiz.
Es preciso que aclaremos el significado que el emisor atribuye a sus reflexiones y
argumentaciones para que el receptor pueda entenderlo (o pueda entender por qué
no se produce la comunicacién).

Un primer punto de referencia para la comunicacion 1o constituyen las concep-
ciones y creencias de los comunicantes sobre el proceso de la educacion matematica.
Estas creencias tienen la particularidad de que se consideran que son compartidas
por el grupo. Sin embargo, como se ha mostrado mediante la investigacién epistemo-
logica y didactica (Thompson, 1992, Flores, 1995), no son univocas. No han sido unicas
a lo largo de la historia de las Matematicas ni lo son en la situacién presente. Estas
concepciones influyen en la forma en que realizamos nuestro trabajo.

Se hacen precisos puentes para facilitar la comunicacién entre los sujetos impli-
cados en la ensefianza de las Matematicas. La comunicacién no puede estar basada en
la dominacién de los unos por los otros, sino en que cada grupo comprenda la pos-
tura que adoptan los demas, y puedan aprovechar las reflexiones de los otfos grupos
para su desempeiio profesional particular.

Para que se produzca esta comunicacién no podemos limitarnos a emplear la 16-
gica del lenguaje, ya que, como hemos visto, esta légica estd repleta de interpretaciones
contextuales que ademds se consideran univocas. La naturaleza evocadora del len-
guaje, sin embargo, nos puede ayudar a extraer imagenes variadas, no unicas, de
cémo que se interpreta el lenguaje mediante los procesos de relacién con la naturaleza.

Para Lakoff y Johnson (1980) esta cualidad metaférica es intrinseca al lenguaie,
es decir, la idea de que el lenguaje es univoco es una ilusién, ya que todo lenguaje
pone en contacto la forma en que cada interlocutor interpreta el objeto de la
comunicacién. También para Postman y Weingartner, (1975) «Todo lenguaje es metd-
fora en uno u otro grado. La tinica realidad no metafdrica es la misma «realidad» (p. 102)

1 COU: Curso de Orientacién Universitaria, BUP: Bachillerato Umfxcado y Polivalente, EGB: Ensefianza
General Basica.

SR
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Sin embargo, la cualidad evocadora del lenguaje es a veces dificil de compartir,
especialmente en el terreno de la educacién matematica. Quizas colabore a ello el que
en Matematicas se aspire a formalizar y emplear un lenguaje preciso, mientras que en €l
terreno de la educacion se intenta describir y actuar sobre relaciones humanas, con lo
cual el lenguaje recoge su caracter evocador, tanto cuando se habla de enserianza
como cuando se emplea en la comunicacién didactica en el aula.

Al analizar estos hechos desde la Didactica de las Matematicas aparecen conflic-
tos entre los siguientes elementos: un lenguaje -metafdrico- como medio de comunica-
cién entre los educadores matematicos; la aspiracion de los profesores a formalizar
conceptos y relaciones matematicas; y una actividad humana, la educacién, que no
es formalizable y que a su vez se realiza con un lenguaje metaférico.

Los profesores de Matematicas, en el contexto de aula, y los formadores de profesores
y didactas, en los contextos correspondientes, caemos en la tentacién de la «ilusiéon de
transparencia», que consiste en creer que 10 que se ha transmitido mediante una
explicacién logica, bien estructurada, serd captado y comprendido por el receptor.
Una manera de romper esta tentacién en el proceso de comunicaciéon entre educa-
dores matematicos es hacer evidente la naturaleza metaférica del lenguaje, y mediante
este lenguaje metafdrico intercambiar experiencias, poner en comun Iepresentaciones
y ayudarnos de las experiencias ajenas para resolver los dilemas profesionales que
aparecen en nuestro trabajo docente e investigador.

En este articulo trato de argumentar que una de las maneras de explicitar la natura-
leza metafdrica del lenguaje es emplear elementos metaféricos tan plasticos, estéticos
{Freud, 1969), y sugerentes como son los chistes. Como ademas los chistes tienen
una componente lidica, permiten desdramatizar las diferencias existentes entre la
comunidad de educadores matematicos, empezando por aceptarlas, como aceptamos
nuestra jerga.

La idea de emplear chistes en la comunicacién es muy usual, especialmente
para adornar y quitar seriedad al discurso. La propuesta que hago aqui va mas en el
sentido del matematico John Allen Paulos, que ha hecho del chiste un apoyo funda-
mental de sus argumentos. Paulos ha recogido en uno de sus libros las alusiones
humoristicas a la matematicas (Matemédtics and Humor, 1980). En otro libro ha resaltado
de manera humoristica la cualidad evocadora de los argumentos logicos (Pienso,
luego rio, 1994), y en el mas reciente, ha empleado los chistes como refuerzo para
interpretar matemaéticamente la realidad cotidiana, tal como aparece en los periodicos
(Un matermnadtico lee el periédico, 1996).

En este articulo pretendo mostrar como los chistes ayudan a poner en comunica-
cién diferentes interpretaciones de los fendémenos caricaturizados. Este contraste de
interpretaciones es la esencia misma del humor (Freud, 1969), y permite que los inter-
locutores perciban de manera plastica la existencia de estas diferentes formas de repre-
sentacién. El chiste desdramatiza la comunicacién, a la vez que nos puede suministrar
un punto de reflexién sobre la légica imperante en nuestras creencias y concepciones
sobre la ensefianza de las Mateméticas. Una actitud critica hacia esta l4gica facilita
la reflexién sobre la practica y permite la comunicacién con los otros miembros de la
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comunidad educativa. Y si logramos ser criticos con 1a logica personal, podremos
comprender un poco mejor la 1dgica de las otras personag implicadas en le; tarea de la
educacién matematica. Como Watzlavick (1980) sefiala: Precisamente porque el golpe
de ingenio, el chiste, se alza soberanamente por encima del sentido y de la légica de una
determinada concepcion del mundo, sacude el orden de cualquier mundo y puede
por ende convertirse en instrumento del cambio (p. 54-55).

2. Analisis del chiste

Uno de los andlisis més completos del chiste es el que realiza Freud (1969). Recogiendo
algunas caracterizaciones que realizan diversos autores, Freud sefiala que el chiste es:
a) Conducta activa del sujeto; b} -Un juicio desinteresado: ¢) Apareamiento de lo
heterogéneo; d) Contraste de representaciones; e) Sentido en lo desatinado;
) Sucesién de asombro y esclarecimiento; g) Peculiar brevedad.

Las caracterizaciones ¢, d, e, { y g nos han hecho reconocer que para que se dé este
contraste de representaciones, deben darse al menos dos representaciones en conflicto.
Cada una de estas representaciones tiene una légica interna que comparten el emisor y
elreceptor. Enlos chistes caracterizados por el contraste de representaciones, aparecerian
al menos, los siguientes elementos:

Componentes de una situacién comica

1. Una légica familiar (Planteamiento)

2. Unas expectativas que se siguen (Nudo)

3. Una légica inesperada de salida (Desenlace inesperado)

Voy a emplear este esquema de componentes para estudiar el contenido de al-
gunos chistes, pero sin un fin analitico que a su vez destruiria el humor (Paulos, 1994).
Mi intencidn con este andlisis es facilitar la comunicacion, en el sentido que propone
Watzlawick (1992), quien se sorprende de que Freud «(.) lo considere [al chiste] solo
como «calle de direccién tnicas, es decir, del inconsciente a la conciencia, y que no
haya sacado la conclusién obvia de que el lenguaje del chiste puede utilizarse también,
a la inversa, como medio de comunicacién con el inconsciente. (p. 55).

Partiendo de esta idea de que €l chiste permite la comunicacion con el incons-
ciente, voy a tratar de analizar los posibles significados que se le atribuyen a algunos
chistes, y con ello estaremos profundizando en la forma en que pueden interactuar
los sujetos en la comunicacién.

En el chiste de introduccién, la pregunta «qué pasa cuando x tiende a infinito» tiene -
una légica en el discurso de las Matematicas. En esta 16gica (que seria la logica familiar
de los educadores matematicos) se emplea €l verbo intransitivo «tender», con sentido
dindmico, relacionado con la idea de limite («tender hacian). Introducidos en esta ldgica
se espera que la respuesta a la pregunta esté relacionada con el dlgebra de limites, y sea
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de naturaleza matematica. Sin embargo, hay otra l6gica implicita {otra representacion
posible), en la que se utiliza el sentido transitivo del verbo «tenderm, en el que el
complemento directo es «infinitos, concebido como un objeto fisico (lo que es una
simplificacién corriente en la ensefianza). Este efecto sorpresa se veria menguado
mediante la vifieta de la figura 1, en la que apenas se pierde un poco de efectismo,
pero no el sentido de la comunicacion que encierza €l chiste.

X tendiendo a infinito

Figura 1: Escenificacién de x tendiendoa infinito
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3. Analisis de algunos chistes y su repercusién en la
comunicacion dentro de la comunidad de educacién
matematica

Para mostrar la cualidad comunicativa que se genera mediante los chistes, voy a analizar
dos de ellos. El primero estd contenido en una secuencia de vifietas. Posteriormente
analizaré un chiste menos secuencial.

3.1 Andlisis del contraste de representaciones que aparecen en EL GATO FILOSOFO Y
LAS CALCULADORAS, de Geluck.

Fijémonos en la tira comica del Gato Filésofo, de Philippe Geluck, (figura 2), aparecida
en la revista «E! Vibora» de hace algunos afios. Antes de analizarlo contextualicemos
el proceso que se trata en el chiste, lo que nos permitird contemplar de manera mas
explicita las l6gicas implicitas en cada secuencia.

& IGUAL

! CALCULO DOS MASTRES
ESPOSIBLE MENTAL ALC ACINCO
INICIAR AL PORMEDIO ?swcr%g?cns CALCULADORAS CALCULADGRAS

ELECTRONICAS.

NINO.

Figura 2. Tira cdmica: El gato fildsofo y las calculadoras

La tira comica analizada se refiere a la suma de nimeros naturales. Esta opera-
cién puede contemplarse desde tres puntos de vista complementarios. La visién con-
ceptual se ocupa del concepto de suma, de sus significados, entendidos como el tipo
de problemas que se resuelven mediante la suma en un contexto concreto (Godino y
Batanero, 1994). La visién algoritmica o de cédlculo atiende a las estrategias que
se emplean para obtener el resultado de la suma de varias cantidades. La visién
algebraica se ocupa de las propiedades de la suma.

Los significados de la suma pueden ser variados, aunque €l mas conocido esta
relacionado con la unién de conjuntos. (Ejemplo: si en el bolsillo derecho tengo
3 caramelos y en el izquierdo 2, en total tengo 2+3 caramelos). En esta forma de con-
cebir la suma, el nimero se interpreta como la cantidad de objetos de un conjunto.
Pero elnumero natural puede interpretarse también como un orden (por ejemplo, estamos
en el segundo piso - piso 2-), ¥ entonces la suma tendria un sentido de avance (estoy
en el segundo piso y subo 3, {en qué piso me encuentro?). La investigacion relativa a
los problemas aditivos ha mostrado que los alumnos interpretan de manera diferente
estos problemas y en general resuelven con distintos grados de éxito segun el sentido
de suma empleado. En Matematica formal también se ha definido la suma de diversas
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maneras, en particular se puede considerar que la definicién conjuntista hace una
consideracion del nimero como cantidad, mientras que la definicién axiomatica de
Peano, por ejemplo, parte de una consideracién del numero como ordinal, en la que
cada numero salvo el cero es el siguiente de otro numero natural. Estas reflexio-
nes pertenecen al dominio conceptual de la suma.

Una vez definida la operacién, se plantea el problema de calcular el resultado de
la misma. La realizacién practica de operaciones aplicando la definicién (por ejemplo,
si queremos obtener el resultado de 2+3 basta con tomar un conjunto de 3 elementos
y otro de 2, disjunto con el primero, y contar el nimero de elementos de la unién de
ambos), se complica en caso de disponer de mas numeros 0 si queremos sumar canti-
dades mas grandes. Para solventar este problema, en Matematicas seutilizan algoritmos
de célculo, que se han hecho muy familiares. El algoritmo tradicional de la suma esta
basado en la escritura posicional de los nimeros, y comienza con la colocacion de las
cantidades a sumar en una columna en la que coincidan los digitos de cada nimero
que ocupan la misma posicién (unidades debajo de unidades, decenas debajo de dece-
nas, etc.). Posteriormente se realiza la suma de los digitos que ocupan cada posicién,
y se aplica la estrategia de llevarse segun esta suma exceda la decena. La suma de
los digitos se suele aprender de memoria, con obleto de aumentar la rapidez de
cdlculo (tablas de la suma).

Por ultimo, la consideracion algebraica de la suma consiste en estudiar sus
propiedades, con vistas a poder generalizar resultados, a la vez que reducir los célculos.

Para estudiar el poder evocador de este chiste voy a identificar las componentes
del mismo segun el esquema anterior.

a) Contexto familiar: Calculadoras y calculo.

La calculadora permite obtener el resultado de la operacion. Su funcién es la de
una «cdmara oscurar en la que se introducen los datos y nos responde con la solucion.
En el contexto de ensefianza se suele emplear la calculadora para obtener el resultado
de una aperacion, no para referirse a 1os aspectos conceptuales de la misma.

b) Expectativa:

EI profesor va a argumentar sobre las ventajas de aprender a calcular mediante
la calculadora. Los profesores de ensefianza primaria suelen rechazar el empleo de la
calculadora en clase ya que su uso Iimpide que los alumnos se aprendan las tablas de
las operaciones, con lo que puede constituir un obstdculo para el cdlculo mental, en
contra de lo que dice el gato filésofo en la primera vifieta.

c) Logica inesperada:
Las calculadoras son objetos. La suma corresponde a una agrupacion y enumeracion
de objetos, también de calculadoras. Dirige la atencién al aspecto conceptual de Ia suma.

En este analisis observamos un salto de una visién de la suma a otro. De la perspec-
tiva algoritmica a la visién conceptual. La calculadora es un instrumento que permite
obtener el resultado de operaciones aritméticas, lo que es coherente con confrontarla
con otra forma de obtener el resultado como es el cédlculo mental. Estamos movien-
donos pues en el plano algoritmico. Posteriormente, la calculadora es considerada como
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un objeto, con el que se puede realizar la agrupacién que corresponde a una suma. En
este momento se est4 utilizando una definicion de suma como reunion, con lo que se
rompe con la expectativa de discutir sobre los algoritmos de célculo, y sobre todo con e}
sentido de cdmara oscura, desplazdndonos al plano conceptual.

Pero ademads, en la tercera vifleta de esta tira se produce otzo salto entre planos.
Una vez realizada la reunién de conjuntos, y con ello la suma, hemos obtenido el resul-
tado de la operacién aplicando la definicion de suma. El resultado debe ser correcto si
se ha realizado el conteo de objetos adecuadamente, todo ello en el plano conceptual.
Sin embargo, el gato filésofo verifica el resultado mediante la calculadora. Hemos
pasado del plano conceptual al plano algoritmico.

Analicemos estos saltos. La clasica dialéctica que se suscita en la comunidad
educativa sobre el empleo de la calculadora en la ensefianza primaria y su efecto nega-
tivo sobre el cdlculo mental se mantiene entre quienes enfatizan la importancia de
«saber sumar» (de manejar algoritmos) respecto a quienes enfatizan la importancia
de resolver problemas de sumas. En esta tesitura, los detractores de la calculadora
llegan a confundir el aspecto calculista con el conceptual. Se confunde el concepto de

* suma con el algoritmo de la misma. Pero ;cudl es la razon ultima de que 2 + 3 sea igual
a b, la calculadora, la tabla o el recuento de objetos?. ;Porqué se discute el empleo
de la calculadora en la enseflanza de la aritmética elemental si luego se asume que la
calculadora establece la veracidad de los calculos? Por su parte, los partidarios de
la calculadora se mueven en la ilusién de que la comprension del concepto de suma
pueda llevar a obtener €l resultado en las ocasiones en que las necesite el alumno.
Con este anélisis hemos podido profundizar un poco en el problema.

Como vemos la secuencia analizada sugiere preguntas muy interesantes y posibi-
litan una discusién en profundidad de la forma de acceso al conocimiento aritmético:
¢CcOmo se obtiene la suma?, la esencia de ese conocimiento: ;qué significa sumar? y
a la validacién de los resultados: ;cémo se establece la comeccién de un célculo
aritmético? Perotambién suscitareflexiones sobrela ensefianza: ¢ cémo ensefiar la suma?,
el conocimiento del profesor: ¢es suficiente el aprendizaje de conceptos para manejar
el calculo? jqué papel tiene la calculadora en la ensefianza?, etc.

Pero lo que queremos destacar en este articulo es que esta tira da la oportunidad
de mostrar una confrontacion entre puntos de referencia de una manera lidica. El lec-
tor de la vifieta puede a partir de ésta romper la ilusién de absolutismo de su vision
particular, y empezar a sentir la existencia de otras formas de percibir problemas
didacticos como los aqui planteados referentes ala utilizacion de la calculadora en clase.

3.2. Analisis del chiste «Leccion Particular», de Decloseaux

Esta vifieta (figura 3) aparecié en la edicién francesa del libro de Glaeser, Matema4ticas
para el alumno profesor, de 1973. En esta época se vive el boum de la Matematica mo-
dema en la ensefianza. El texto de Glaeser presenta una nociones de Matemaética
modema, que debe dominar el profesor de Matematicas. Las aportaciones didécticas
que se hacen en este libro son breves, y tratan especialmente de mostrar.al lector la
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importancia de esos conceptos, y de su formalizacion. Recordemos que en Mate-
matica modermna se postula la relacion de pertenencia, mediante la cual se puede
identificar cuando un elemento forma parte de un conjunto. Ademas se introcduce una
notacién muy precisa. En el campo de los conjuntos se utilizan las llaves -{ y }-
para introducir entre ellas los elementos del conjunto; la relacién de pertenencia se
nota €, y el conjunto vacio P.

f

A f,/ § /
70 i C/
@ @) R L
-/l I

Figura 3. Lecci6n particular

Es frecuente encontrar en los libros franceses vifietas y chistes que den un toque
de humor a los conceptos matematicos. Descloseaux es un autor muy empleado en
estas circunstancias. En general los chistes que aparecen en este texto tratan de
quitar aridez a los conceptos.

La propiedad «® e {d}» hace una distincién entre el vacio como elemento y el
vacio coma conjunto, y a la vez presenta una propiedad de la relacion de pertenencia
que delimita su significado. Al introducir el simbolo del conjunto vacio entre llaves
hemos definido un conjunto con un elemento {precisamente el vacio -es como si en
una caja de madera encerramos una caja de cartdn vacia, la caja de madera no esta
vacia, sino que tiene un objeto/elemento-). El vacio (la caja de carién vacia) es un ele-
mento (objeto} del conjunto que tiene como elemento al vacio (de la caja de madera).
De esta forma se esta formulando una propiedad que permite precisar el significado de
la relacion de pertenencia.

Aundque el chiste consta de una vifieta, podemos encontrar los componentes que
hemos destacado.

a) Logica familiar: Relacién de pertenencia y conjunto vacio.

El profesor tiene que ensefiar al almno las Matemdticas conjuntistas, en la que se
incluye la relacién de pertenencia y el conjunto vacfo. Una afirmacién matematica
interesante, gue resume las caracterizaciones de la pertenencia y del vacio, es que el
conjunto vacio es un elemento del conjunto cuyo elemento es el vacio, con lo que se
establece la diferencia entre el conjunto vacio y el conjunto que tiene al vacfo como
elemento. El alumno debe saber esta propiedad.
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b) Expectativas que se siguen: La ensefianza del profesor particular.

El profesor particular, que tiene que ayudar al alumno a «aprobarley a] Dprofesor del
colegio, utiliza estrategias para conseguir que €l alumno conozca la afirmacion citada,
Lo importante es que el alumno repita esta afirmacion cuando se la pregunten, cop Io
que se trata de que el alumno incruste en su mente el resultado (o el proceso).

c) Logica inesperada: Ironia sobre la metafora de ensefianza o sobre Ia
propiedad.

El autor ironiza sobre la metéfora de ensefiar como dejar grabado, y de la mente
como receptaculo a llenar (o a grabar). ;O quizds ironiza sobre la drdua tarea de enseniar,
que lleva al profesor a pensar en grabar los conceptos en la mente del alumno?
En cualquier caso, la aparicién de un animal tan emblemdtico en la enseflanza como es
el asno nos lleva a pensar en la facilidad de grabar (incluso a un asno) una propiedad
tan complicada, o a sentir lo dificil que es hacer que determinados alumnos apren-
dan (retengan, almacenen, graben) propiedades. (Hemos de afadir que la «grabacion»
no se produce exactamente en «la cabeza» del asno).

La primera interpretacién nos muestra un salto en la representaciones. El pro-
fesor se plantea ensefiar al alumno una propiedad que puede caracterizar la relacién
de pertenencia, y recurre a su incrustacién en la mente.- Pero esta incrustacién se
puede hacer incluso con un animal tan poco inteligente como el asno. El asno (como
el alumno) no es consciente de la marca que le incrustan en su piel {(en su mente),
con lo que puede inferirse la dificultad de que lo incrustado en la memoria sea reco-
nocido como conocimiento matematico. La segunda sin embargo, nos hace sentirnos
complices con nuestros comparnieros cuando percibimos la dificultad de ensefiar a
determinados alumnos.

La lectura actual del chiste puede ser mas llamativa. La Matematica moderna se
ha considerado como un error didactico, que ha llevado a situaciones ridiculas. {Recu-
erdo una situacion en la que, en clase de adultos, les pidieron a los alumnos que pusie-
ran tres ejemplos del jjjconjunto vacio!!!???). En esta ensefianza de la Matematica
moderna se llegdé a confundir el intento de formalizar las Matemaéticas y establecer
un lenguaje preciso, con el contenido de lo que es hacer Matematicas. Parte de los
conceptos conjuntistas eran formalizaciones de acciones cotidianas, y estas formaliza-
ciones se constituian en conceptos escolares. Era como si intentaramos ensenar a
hablar a un nifio habldndole de lingiiistica. Es decir, se introdujeron como contenidos
matematicos escolares reflexiones formales de Matematica superior, y algunas de las
reflexiones diddcticas y psicolégicas. Desde la postura actual, la afirmacién «® e {®}»,
que se pretende que el alumno retenga es, pues, considerada excesivamente formal y
sin interés hoy en dia. El profesor particular que en su momento se preocupé de esta
ensefianza veria ahora que su esfuerzo no ha tenido otro fin que el superar las exigen-
cias obstrusas de otro profesor, sin que este aprendizaje colaborara a la comprension
del alumno (asno) de las Matematicas.

4, Conclusiones

En las clases de Practicas de Ensefianza de Mateméticas en institutos de bachille-
rato, que se imparte a alumnos de 52 curso de la Licenciatura de Matemadticas, me he
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planteado como primer objetivo el que los estudiantes perciban la dificultad del pro-
ceso de comunicacién didactica. Para ello he pedido que busquen formas de interpretar
estos chistes. Para poner en comun y profundizar en estas interpretaciones he em-
pleado los andlisis realizados en este articulo, con lo que, de una manera natural, hemos
entrado en aspectos del conocimiento profesional del profesor de matematicas (signifi-
cados diferentes de las operaciones, niveles de analisis en el pensamiento numerico, etc.).

La importancia de las creencias y concepciones de 1os estudiantes (v de los profe-
sores) para su formacién ha sido destacada en la investigacién en didactica de las
matematicas (Thompson,1992). Para detectar estas creencias, que pertenecen al nivel
sub-consciente se hacen precisos métodos indirectos. En diversas investigacions se
hanempleado vifietas para hacer que los sujetos expliciten sus creencias (Johnston, 1994).
En otras se han empleado como reactivos paradojas (Movshovitz-Hadar y Hadass, 1990,
Flores, 1996) para provocar que los estudiantes para profesor profundicen sobre los
conceptos matemaéticos. También se han utilizado las metéforas para favorecer la
comunicacion con los sujetos investigados (Johnston, 1994; Bullought y Stokes, 1994), o
para caracterizar las representaciones que se hacen los profesores sobre las Matema-
ticas (Presmeg, 1992; Ponte, 1992, Dormolen, 1991). En este articulo he querido destacar
el valor de los chistes como reactivos para explicitar representaciones, tal como recogia
Freud (1969). Los chistes, ademas, tienen la ventaja de procurar un clima distendido
pero con un amplio campo de significados posibles, con lo que permiten compartir
interpretaciones sin sentirse juzgado en esta tarea. :

Tal como he intentado mostrar aqui, considero que para poner significados en comun
se precisa una actitud abierta que nos permita aceptar que existen otras formas de
interpretar los fendmenos y que encierran coherencia. De esa forma podriamos evitar que
a partir de nuestras creencias se generen mitos de los cuales puedan derivarse rigidos
juicios de valor. . :
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ARTICULOS

ZQueé signo realmente tiene la "g'?:
Fl Significado y la Enseianza
del Signo Negativo en la Fisica

Resumen

En este articulo se describen algunas concepciones erréneas que existen en la ensefianza de la
fisica, especialmente en la cinematica. Esto estd intimamente relacionado con la ensenianza de
las matematicas ya que esta problemdtica es debida a Ia falta de entendimiento de! signo apro-
piado en variables fisicas.

E! propdsito principal de este escrito es aclarar este tipo de ideas, ademds de dar algunas sugeren-
cias didacticas para la ensefanza de estos temas. En particular se recomienda poner mas énfasis
arepresentaciones graficas y numeéricas en ef salén de clase.

Abstract. We describe in this paper some misconceptions that exist in the teaching of physics,
specially within kinematics. This is closely related to the teaching of mathematics since these
conceptions are due to the lack of understanding of the proper sign in physical variables.

The main purpose of this article is to clarify these ideas and to give some didactical suggestions
for the teaching of these subjects. In particular it is recommended to give more emphasis to graphi-
cal and numerical representations within the classroom.

Introduccion

En clases de fisica los alumnos preguntan frecuentemente ;qué signo tiene la “g”
(la aceleracion de la gravedad)? De acuerdo a nuestra experiencia, en muchas oca-
siones desafortunadamente la respuesta que se da es del tipo: “negativa hacia arriba
y positiva hacia abajo”. Ya es tiempo de que se aclaren estas concepciones
errdneas que nacen en cierto sentido de una instruccién basada en formulas, haciendo
aun lado 1a ensenanza de conceptos y principios fisicos. Como se vera en este articulo
la idea anterior de los dos signos, uno para arriba y otro para abajo, rompe artificial-
mente el movimiento en dos pedazos que no permite una resolucién integrada del
problema ni una representacion grafica adecuada.

La problematica anterior esta relacionada con algunas ideas intuitivas sobre
aceleraciéon. ¢Es cierto que cuando un tren frena estd desacelerando? La respuesta

Dr. Simén Mochén

Departamento de Matematica Educativa
Centro de Investigacién y Estudios Avanzados del I.P.N., México, D. F.




B EoscaconMaremarica @ Vol. 9-No. 3 - Diciembre 1997 B © GEI B Pag. 65 =

posiblemente sorprendera a la mayoria de los lectores. Estas nociones estan tam-
bién conectadas con una falta de entendimiento sobre velocidades negativas (y tiem-
pos negativos).

En las siguientes secciones trataremos de aclarar estas ideas, ademas de dar al-
gunas sugerencias didacticas para la ensefianza de estos temas. En particular, se vera
la necesidad de poner més atencion a las representaciones graficas y numéricas
(reduciendo el énfasis en procedimientos puramente algebraicos) y de mantener siem-
pre presente la conexién con la situacion real, es decir, la interpretacién de estas
representaciones.

Velocidades y tiempos negativos.

Un problema tipico de movimiento en el salén de clase es el siguiente: “"Un camién
de carga sale de una ciudad A, a una velocidad de 50 km/hr en direccidon de una ciu-
dad B. Simultdneamente, un autobus sale de la ciudad B en direccion contraria, a una
velocidad de 90 km/hr. Si las ciudades estan a una distancia de 630 km, ¢cuando y
en qué punto se encontraran? '

A nivel Secundaria, posiblemente los procedimientos para resolver problemas como
éste, deben ser de preferencia aritméticos, poniendo énfasis en el entendimiento del
problema y permitiendo estrategias propias de los alumnos. Un ejemplo de solucion seria:
“los dos vehiculos recorreran un total de 140 kilémetros en cada hora, asi que les llevara
un tiempo de 630/140 = 4.5 horas. En este tiempo el autobis recorrié 90 x 4.5 = 405
kilébmetros y el camién 50 x 4.5 = 225 Kilémetros.”

A nivel Preparatotia sin embargo, ya deben aparecer mas tipos de representa-
ciones del problema, enfatizando la habilidad de interpretacién de éstas dentro del
contexto real. Por ejemplo, la representacién grafica de este problema estaria dada
por la figura siguiente. Un estudiante deberia poder reconocer que una recta en la gra-
fica de posicién contra el tiempo representa un movimiento con velocidad constante
cuyo valor esta dado por la pendiente de la recta.

700 e
&0 >
™~ : carmion
500 < /
0 /\X\ 1
autobus | ]
0 ™~
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100 \ m
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Se puede observar en la grafica que el camién y el autobus se encuentran a las
4.5 horas y en el kilometro 226 desde la ciudad A. Existe ademas, dentro de estas grafi-
cas, una informacion muy variada que convendriarescatar en clase. Por ejemplo: cuanto
tardara el autobus en llegar a la ciudad A?, ¢donde se encuentra el camién de carga
en este momento?, Jcuanto tiempo le llevara al camién llegar a la ciudad B? Pero para -
que los estudiantes puedan construir esta grafica, es esencial que conozcan el signifi-
cado de velocidades negativas (y tengan una buena base en la graficacion de rectas).

Las velocidades negativas aparecen cuando se ha definido un sistema de coorde-
nadas que indique la direccion positiva. En el ejemplo anterior, el sistema de coordena-
das elegido para la grafica esta definido implicitamente por el kilometraje de la ciudad
A a la B. Con éste, la velocidad del autobus es negativa e igual a -90 kmv/hr. El signifi-
cado de este valor es que el autobus esta decreciendo su posicion a razon de 90 kilo-
metros por hora, es decir, va del kilémetro 630 al 540, al 450, . . .

Otro tipo de fepresentaciones son también importantes. Por ejemplo, las ecuaciones
de la posicién de cada uno de los vehiculos estan dadas por:

Pramion = 50t y Bauobs = 630-901¢

Estas estan en la forma de una recta y = mx + b. Se puede observar que el valor
de Ia velocidad del vehiculo aparece en cada una de las ecuaciones de arriba como
el coeficiente de la t, que corresponde a la pendiente en la ecuacion general de una
recta. Asi, la velocidad tiene el significado geométrico de ser la pendiente de la recta
en la grafica de posicién contra el tiempo (para velocidad constante). El lograr que
el estudiante se dé cuenta de esta equivalencia no es trivial, pero es un hecho tan
importante y util que debe ser tratado en clase trazando e interpretando este tipo de
graficas dentro de situaciones reales. Se observa en la figura anterior que la recta
correspondiente al camién tiene una pendiente de 50 km/hr y que la del autobus de-
crece con una pendiente de -90 km/hr.

El concepto de veloc1dad negativa sugiere que se. utlhce con culdado la bien cono-
cida férmula d = v t. Esta no da la posibilidad de tener velomdades negativas, ya que
la distancia d y el tiempo t se consideran siempre como positivos. Una férmula més
adecuada para estas situaciones- seria la siguiente:

Ap = v At

“El cambio de posicion es igual a la velocidad por el cambio del tiempo”

Esta fc’)rmula €s congruente con las ecuaciones que se dieron anteriormente
del camién y el autobls tomando Ap = P -DPgy At = t - t, para cualquier dato
conocido (¢, py)-

La representacion numérica, como por ejemplo una tabla de valores, resulta tam-
bién muy atil para que el estudiante conecte las otras dos representaciones anterio-
res. Es importante que el estudiante pueda extraer de la gréfica o de la ecuacién, va-
lores especificos del movimiento, conectando estas tres representaciones.
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Propongamos otro problema similar. “Un coche rojo pasa a 100 km/hr por donde
se encuentra estacionada una patrulla en la carretera. Después de una hora, la patrulla
recibe un aviso de que ese coche fue robado y va a su alcance a 140 km/hr. ; Cuanto
tiempo tardara en alcanzarlo?” La representacion gréfica resulta muy til para entender
la situacién presentada y resolver el problema. Debemos trazar una recta que pasa
por el origen y con pendiente de 100 kmv/hr, representando el coche rojo y otra recta
que salga del eje t ent =1y con una pendiente de 140 km/hr, correspondiente a la pa-
trulla. Estas se muestran en la figura siguiente:

1 . P

an Al
v
500 /
40 . /
coche 30 /
20 \ 7
/ T — patrulla
100
hr
0
0 1 2 3 4 5 6

Se aobserva claramente en ella que la patrulla alcanzara el coche a 350 km de distan-
cia de donde estaba parada, después de 2.5 horas de que arrancé. Otra respuesta
equivalente seria decir que la patrulla alcanzard el coche 3.5 horas después de que
éste larebasa. Aqui se puéde notar laimportancia de dar al tiempo un significado relativoe
y no absoluto, es decir, se debe especificar desde cuando se esta contando el tiempo.

Las ecuaciones que representan el movimiento de estos dos vehiculos, con las
cuales se puede corroborar la solucion grafica, son las siguientes:

Peoche = 100t y : Ppatrutia = 140 (t - 1)

Si se cambian las condiciones del problema: por otras, es facil obtener una res-
puesta casi inmediata con el método grafico. Por ejemplo, para la nueva situacién:
“scuanto tardaria en alcanzar. el .coche 10jo si- el aviso a la patrulla llegara dos
horas después?”, la grafica de la patrulla seria ahora la recta paralela a la anterior,
pero que corta el eje t en dos, Si la pregunta fuera; “¢cudl seria este tiempo de alcance
si la velocidad de la patrulia fuera.de 120 km/hr, 100 km/hr u 80 knm/hr?”, tendriamos que
ir decreciendo la pendiente la recta que la representa de acuerdo con estos valores.

En el ultimo caso de la velocidad de la patrulla de 80 km/hr, es obvio que nunca
alcanzara el coche. Sin embargo, la solucién algebraica de: Peoocne = 100ty Ppatrutia = 80
(t - 1) existe y es: t:= -4 horas.Conviene no descartar automaticamente solu-
ciones negativas en el tiempo como “imposibles”, ya que hay situaciones en las que
pueden tener sentido. Por ejemplo, para el siguiente problema muy similar al anterior:
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“Un coche rojo pasa a 100 km/hr por un restaurante en una carretera. Después de una
hora, una patrulla pasa por el mismo lugar a 80 km/hr, ¢dénde y cudndo se encuentran?”
La solucién t= -4 hr, representa que cuatro horas antes de que el coche rojo cruzara por
el restaurante, pasé a la patrulla 400 kildometros atras. La figura siguiente ilustra esta
situacién. Hay que hacer la aclaracién de que los valores del tiempo dependen de cuél
es el instante que se toma como t=0. '

7
L~

N
\ 5

400
600

Aceleraciones negativas.

Intuitivamente pensamos el frenado de un objetc en movimiento como una aceleracion
negativa. ;Es esto correcto? Analicemos una situacion concreta: “Un tren que viaja a 180
km/hr (60.nmv/s), frena 100 metros antes de llegar a su estacion hasta detenerse. iCudl fue
su aceleracidn, sise supone uniforme?, ;qué tiempo tardé en detenerse?” Veamos primero
queé respuesta obtenemas aplicando la férmula correspondiente. Los libros de fisica dan -
una lista de ecuaciones para el movimiento uniformemente acelerado’, entre las cuales
se encuentra:

v = vZ + 2ad

Para el problema anterior, v,=50m/s, v,=0m/s y d= 100 m. Sustituyendo estos
valores en la ecuacion, obtenemos una aceleracién de: a =-12.5 m/s2. La férmula coin-
cide también con la intuicién al dar un valor negativo para la aceleracion.

Examinemos otra vez esta situacion, pero desde el punto de vista de una persona
que mide distancias desde la estacidon del tren. Cuando empieza el tren a frenar esta
a una distancia de 100 metros (posicién = 100} y cuando llega a la estacién su dis-
tancia es de cero (posicién = 0). De acuerdo con este punto de referencia, su posicion
estuvo decreciendo con €l tiempe y por lo tanto su velocidad es negativa. Para esta
persona, la velocidad inicial del tren debe ser de —50 mv/s v la final de 0 mv/s. Pero ahora,
su velocidad pasé de un valor negativo a cero y por lo tanto, ésta se incrementé (el cero

*

En realidad, existen algunas variaciones en estas ecuaciones. Aqui usaremos una de ellas.
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es mayor que ~-b0). Cuando la velocidad aumenta como en este caso, la aceleracion
debe ser positiva 11

¢Quién tiene razén, la intuicién y la férmula o la persona en la estacién? La res-
puesta es que ambas formas de razonamiento son correctas. La diferencia entre ellas
es simplemente el sistema de coordenadas empleado. En el primero, al escribir v, =50
m/s, estamos definiendo el sentido positiva en la direccién del movimiento del tren.
En el segundo analisis, al tomar a la estacién como el origen, las coordenadas adquie-
ren una direccién contraria al movimiento del tren.

Esto nos dice que en realidad no hay intrinsecamente velocidades v aceleraciones
positivas o negativas, sino que dependen de la direccién de nuestro sistema de referen-
cia, es decir, el eje de coordenadas que se emplee.

Desde luego que siempre que sea posible, debemos escoger un eje que esté en
la direccién del movimiento (algo que hacemos intuitivamente), porque asi las veloci-
dades serdn positivas. Sin embargo, en muchas situaciones esto no seria conveniente,
como en el caso de dos objetos que se muevan en direcciones contrarias o el caso de
caida libre, en el cual el objeto puede moverse en direcciones diferentes en tiempos
diferentes. Esta tltima situacién se analizara con detalle en la siguiente seccién.

Caida libre.

Empecemos proponiendo un problema de caida libre: “Desde lo alto-de un edificio de
30 metros se lanza una piedra. ;Cudl debe ser su velocidad inicial para que tarde
10 segundos en llegar al suelo?” Inspeccionando las férmulas de caida libre, pode-
mos concluir que la mas apropiada para resolver este problema es la siguiente:

1
d=v,t+ =at?
© 2

Tenemos d, ayt y queremos calcular v, Realmente parece un problema-sencillo
para un estudiante (“sustituir en la férmula”), a menos que queramos que lo re-
suelva correctamente y que entienda lo que esta haciendo.

Las primeras preguntas que habria que contestar para resolver este problema serian:
¢es el valor comrecto para la variable d igual a 30 metros o -30 metros?, ;se debe tomar
la aceleraciéon como a=-g** = -10 m/s? o como a = g= 10 m/s??, ;debo obtener un
valor positivo 0 negativo para v,? Puede parecer sorprendente, pero todas estas posi-
bilidades son correctas como veremos a continuacion.

La tnica manera de contestar sin ambigiiedad las preguntas anteriores es escogien-
do un eje de coordenadas (con su origen, direccion y escala). Como vimos en las sec-
ciones anteriores, esto nos permite asignar valores y signos a las variables.

** Tomaremos para la aceleracion de la gravedad g el valor de 10 m/s?, en vez de un valor mas exacto.
Sugerimos se haga esto también en clase para no perderse en calculos numéricos y asi dar prioridad a
la resolucién y entendimiento del problema.
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En la figura siguiente damos tres maneras de escoger el eje de coordenadas para
el problema anterior (existe una infinidad de posibilidades pero éstas tres:son las
mas idéneas).

o [ e

origen _ arigen

30m| om| - o 30m

@ . wm @

arigen

Examinemos las consecuencias de cada una de estas elecciones del eje, al cual
le asociaremos la coordenada z. Para el caso (a), el origen estd colocado donde se
lanza la piedra, €l eje apuntando hacia arriba. Esto implica que el valor de la-aceléra:
cioén de la gravedad debe tomarse como negativo ya que actda en la direccién con-
trara al eje. Ademas, ent=0, z=0 y queremos que en 't =10, z = -30. La ecuacién
de movimiento.seria: . . ot i . , :

z=v@+?4w47

En base a lo anterior, la solucién del problema estaria dada por la ecuacion:
-30 = vo(lo) + —( 10)(10)2 lo cual. da un valor de v, 47 m/s La pledra debe
aventarse hacia arnba (dueccmn posmva) con esta velomdad

Para el caso (b) en la figura anterior, el eje apunta ahord hacia abajo. La acelera-
ci6n de la gravedad debe tomarse ahora como posmva (actua enla dlreccmn del eje).
Otravez, erit=0,z=0" pero la condmén se expresa como t— 10 z 30: La ecua-
cmn de movumento sena entonces : :

‘iz = Ot + (10)‘t2

... En este caso, la solucién del problema estarfa dada por; 30 = v,(10) + (10)(10)2

lo cual da ahora un valor de v, = 47 m/s. Esta velomdad negatwa representa que la
piedra debe aventarse hacia amba (dlreccmn negativa). o ;

...Bl caso (c) es igual que el primero en direccion, pero el suelo se ha escogldo como
el ongen Por lo tanto, 1a aceleracién.de la gravedad debe ser positiva, ademas.ent= 0,
z= 30 y se requiere que para t = 10, z = 0. La ecuacién de movimiento-seria-ahora:
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z =30+ vt + % (-10)¢2

En este caso, la solucién del problema estaria dada por: 0 = 30 + v,

(10) + % (-10)10)% que es la misma ecuacion que para el primer caso.

Como se puede notar, la ecuacién generalmente -usada de distancia:

d= vot + 1 at? no es lo suficientemente general para describir correctamente
el movimiento. Una forma mas aproplada sena

D =D, + Vgt +'%at2
donde ' p representa la’posicién del objeto en-el tiempo t y p, su. posicion inicial.
Esta tiene dos diferenicias fundamentales. Utiliza a la posicién como variable en vez de
la distancia y contiene ademas su valor inicial {la variable distancia no permite.va-
lores negativos, lo cual la hace que sea dificil de representar con una sola ecuaeién).

Perola pregunta que todav1a quedana por aclarar sena (,tlene sentido usar un solo
31gno de 1a constante g en toda la trayectoria del’ ob]eto cuando mtumvamente se’ ve
que “desacelera” subiendo y “acelera” ba]ando? La fuerza grawtacmnal existe y tiene
una -direccion ﬁ]a mdependlentemente de que el objeto esté 0 no ah1 asi que no
tendna sentido que camblara su 31gno al capncho del movumento del objeto Lo que
en reahdad esta sucedlendo es que la 1dea mnntlva “desacelera subiendo, acelera
bajando” es errénea. ’ :

Reconstruyamos mentalmente el movumento de la piedra para las. dos direc-
ciones pos1bles del eje. Cuando el eje apunta ha01a amba (dlagrama 1zqu1erdo de Ia
figura s1gu1ente) la pledxa sale hama amba con una velocidad de 47 m/s. En el punto
méximo de su trayectoria, su velocidad llega a cero Esto nos mdlca que la veloci-
dad decrece en esta porcién de su movimiento y ‘por o tanto 1a aceleracién debe ser
negativa. Al descender la-piedra, su velocidad se vuelve negativa porque va en con-
tra de la direccidon del eje. La velocidad en esta"segunda porIcion sigué'decreciendo
(Om/s...-47 m/s ...-94 m/s ..}y por.lo cual su aceleracién sigue siendo negativa.

7w 7 D onvst s

i-HMms o ' o g5494m/s

Aceleraciénnegativaen todoel trayecto " .. 7. I\ Aceleracién positiva en tddoel trayecto
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Como podemos ver, con €l eje hacia arriba, la piedra al caer desaceleta y no ace-
lera como la intuicién nos dicta. El problema es que nuestra intuicién cuando la piedra
cae, pone automaticamente un eje apuntando en la direccion del movimiento, hacia
abajo. Este valor negativo de la aceleracion en todo el trayecto es congruente con el
valor negativo que se usé para el primer y tercer casos ((a) y (c)).

Cuando €l eje apunta hacia abajo (diagrama derecho de la figura), la piedra sale
hacia arriba con una velocidad de -47 m/s. En el punto maximo de su trayectoria, su
velocidad liega a cero. La velocidad crece en esta porcién y por lo tanto la aceleracién
debe ser positiva. Al descender la piedra, su velocidad se vuelve positiva porque va
en la direccion del eje. La velocidad en esta segunda parte continua incrementan-
dose y por lo cual su aceleracidn sigue siendo positiva.

Con el eje apuntando hacia abajo, 1a piedra al subir acelera contrario a la intuicién
(nuestra intuicién tiende a poner implicitamente un eje en la direccién del movimiento,
“es decir, a observar el movimiento desde ésta perspectiva). Este valor positivo de
la aceleracion en todo el trayecto es congruenie con ¢l valor que se usd para el se-
gundo caso ().

La conclusién més importante entonces es que el signo de la aceleracién de-
pende solamente del eje de referencia usado y no de la direccién del movimiento.
Desde luego que podemos utilizar siempre un eje en la direccion del moyimiento,
pero esto en problemas en los que el objeto se mueve en ambas direcciones, rom-
peria artificialmente su movimiento en dos secciones. A nivel secundaria posiblemente
sea recomendable estudiar so6lo situaciones que impliquen una sola direccién de
movimiento, pero a nive! preparatoria y superior, se deben estudiar situaciones com-
pletas sin romperlas en dos partes ficticias. '

Es ilustrativo examinar las graficas que corresponden a los tres ejes escogidos
antes para resolver el probiema. Para el primer caso (el eje hacia arriba con su origen
en donde se lanza la piedra), la figura siguiente muestra las graficas de posicién (z) y
velocidad (v) en funcién del tiempo (). '
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El estudiante debe poder interpretar estas graficas dentro de la situacion real
que describen y de acuerdo al eje de referencia utilizado. Por ejemplo, aqui el nivel
Cero en Z representa €l techo del edificio y el valor z = -30, el suelo. La altura maxima
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se alcanza aproximadamente 110 metros por armriba del techo del edificio (140 metros
arriba del suelo). Se puede estimar de la grafica que el tiempo en el que sucede esto
es aproximadamente 4_ segundos después de que la piedra se lanza al aire. La grafica
de velocidad muestra que ésta decrece siempre y se hace negativa a partir de este tiem-
po, indicando que la piedra esta cayendo. La aceleracién es siempre igual a -10 m/s?

Para el segundo caso (el eje hacia abajo con su origen en donde se lanza la pie-
dra), la figura siguiente muesira las graficas de posicion y velocidad.
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Nétese que el fendmeno fisico es exactamente el mismo, lo tinico que hemos cam-
biado es su descripcién matematica por medio de un eje de referencia diferente pero
también valido. La velocidad ahora es creciente indicando una aceleracién constante
positiva. La posicién debe interpretarse desde un punto de vista de alguien en el
techo del edificio, mirando hacia abajo.

Sugerimos al lector que obtenga las graficas del tercer caso y las interprete de
acuerdo con el eje seleccionado. Conviene mencionar aqui que se debe tener cuidado
con una confusién muy comun de los estudiantes de pensar a la grafica como la trayec-
toria misma del objeto.

Propongamoes un tltimo problema para mostrar cémo las tres representaciones
descritas (la grafica, la numeérica y la simbolica) pueden entrar en juego y ser utiles
para su solucién. “Un globo aerostatico se eleva verticalmente desde el suelo a una
velocidad de 20 my/s. Después de 30 segundos, se deja caer un costal de arena. ;,Con
qué velocidad y en cuanto tiempo llegara el costal al suelo?”

Como dijimos anteriormente lo primero que debemos elegir es el eje de referencia
con el cual nos conviene describir el movimiento. Sin éste, no tenemos derecho ni si-
quiera de asignar los valores iniciales de la posicidn y la velocidad y por lo tanto no tendria
sentido empezar a usar férmulas. El eje mas natural para este problema es el que tiene
su origen en el suelo y apunta hacia arriba. Con éste el valor de la aceleracién de
la gravedad debe tomarse como negativo.

La primera etapa del movimiento ocutre a velocidad constante (debemos aclarar
aqui que el movimiento del costal en este problema si esta compuesto de dos seccio- -
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nes naturales. Una a velocidad constante v la otra como caida libre). La ecuacién de
esta parte esta dada por:

z=20t (z en metros y 't en segundos)

~ Después de 30 segundos, el globo se encontrara a 600 metros de altura sobre el
suelo. En este punto comienza la segunda etapa del movimiento del costal. ;Cudles
son las condiciones iniciales del costal de arena? Obviamente para t = 30 segundos, z
debe tener un valor de 600 metros, pero ademds, su velocidad debe ser igual a la del
globo, es decir de 20 m/s. Con esto, la ecuacién del costal estara dada por:

= 600 + 20(t — 30) + %(—‘10)@ - 30)2

Notese que ésta tiene una translacién de 30 segundos (t —30) para poder usar
los valores iniciales en t = 30. Esta ecuacion esté referida al tiempo t que empieza a
correr desde que el globo cornienza a subir. Otra posible ecuacién para el movumento
seria: z =600 + 20t - 5t2. Sin embargo, esta variable t y la que aparece en- la pnmera
etapa serfan diferentes. La t de la ecuacién anterior empleza a contar desde que se
suelta el costal de arena y por lo tanto tiene otro eje de referen01a que la primera ecua-
cion. Esto demuestra nuevamente que los tiempos son relativos y debe uno especificar
desde qué evento se esta tomando el origen.

+ - Las gréaficas:de. la posicién 'y la velocidad en:funciéndel tiempo pueden -gene-
tarse usando una calculadora o ‘una hoja.de célculo electrénica. De la tabla de valores
construida para esto, podemos obtener algunos datos‘aproximados como por ejemplo
que a los 32 segundos llegara el costal a su maxima altura de 620 metros vy que
aproximadamente a los 43 segundos llegara al suelo. En contraste, las gréaficas, siempre
y. cuando -estemos: entrenados: para-ello, nos ayudan a-observar- el desarrollo giobal
del movimiento y-por lo tanto es importante que-se incluyan en la didactica de la fisica.
Las graficas correspondientes a este problema se muestran enla:figura siguiente.
Se puede comprobar en ambas que la velomdad €s contmua a los 30 segundos es de—
cir, no sufre un salto en su valor L SRR IR O :

e [ e o ] T R
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Los procedimientos algebraicos se pueden dejar al ultimo para obtener los valores
exactos y verificar las estimaciones hechas. Aqui, se debe sefialar el valor del calculo
estimativo frente a resultados “exactos”. Por ejemplo, resolviendo la ecuacién
correspondiente para el tiempo de contacto con el suelo, obtenemos un valor “exacto”
con calculadora de 43.135528 segundos. Debemos ensefiar que este valor no es real-
mente exacto y que 6 decimales en una respuesta en segundos es una precisién
demasiado exagerada. Valores como 43 o 43.1 segundos serian mas que suficientes
para la mayoria de las aplicaciones practicas.

Conclusiones

Existen muchas concepciones erréneas en la fisica que seria importante investigar
(ver por ejemplo, Driver, R., 1993). En particular, en este articulo discutimos una de
ellas: el signo de la aceleracion. La intuicién nos lleva a pensar que cuando el objeto
aumenta su rapidez; la aceleracién debe ' ser positiva ¥ cuando frena su aceleracién
debe ser negativa. Esta forma de asignar el signo a la aceleracion, define implicita-
mente un eje én la diréccién del movimiento y-como ya vimos, causa dificultades
en el entendimiento y en la resolucmn de problemas en los que hay movimiento en
ambas direcciones.

Como observamos también, lo anterior esta intimamente relacionado con la falta
de un tratamiento sistemaético en el salén de clase de velocidades negatiVasy Su nece-
sidad para el planteamiento correcto de algunos problemas. Los conceptos de posi-
cién'y distancia, aun cuando muy diferentes, son tratados como sinénimos. Esto debe
evitarse. Una pelota, que sube y baja desde el suelo; ha recomdo dos veces su altura
maxima, pero su carnblo en poswlon €s cero.

: Otro‘ob‘stéculo para un mejOI'entendimiento de este tipo’ de situaciones, es €l
acercamiento basado en formulas que se le da ala fisica eri- el salén de clase. Este enfo-
que debe complementarse -con Tepresentaciones graficas:y numéricas que ayuden
al alumno a hacer mas facil la conexién con la situacién real. Un enfoque algebraico
tiende a descontextualizar el problema, hundiendo al estudiante en un mar de sim-
bolos sin significado. También notamos que hay una falta de precision en la escritura
de muchas férmulas, lo cual puede causar varias dificultades.

En el afo escolar de 1994-95 realizamos un estudio sobre las practicas matema-
ticas a nivel preparatoria y el efecto que puede tener en ellas una hoja de calculo
electronica (Rojano, T. et al, 1995). Durante ese afio, los estudiantes desarrollaron varios
modelos mateméticos de fenémenos en la fisica, la quimica y la biclogia, apoyados
por la hoja de célculo. En lo que se refiere a practicas matematicas, esta investigacion
reveld que los estudiantes mexicanos son ensefiados por medio del pizarron de la clase,
casi siempre de lo general a lo particular y con un énfasis en algoritmos. En las clases
inglesas, por el contrario, hay mayor interaccién entre profesores y estudiantes,
empezando los temas primero con ejemplos practicos para llegar poco a poco a lo general
y poniendo el énfasis en la lectura de tablas y gréficas. Se observé que estas diferen-
cias se manifestaban en su comportamiento al resolver problemas. Por ejemplo, mientras
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que los estudiantes ingleses se sentian a gusto con respuestas aproximadas y estimacio-
nes, los estudiantes mexicanos estaban casi obsesionados por encontrar la respuesta
exacta y se centraban en las férmulas del fendémeno. Esto sugiete que la ensefianza
en nuestro pais debe dirigirse hacia enfoques mdas numéricos y graficos, dandole el
valor que se merecen a las estimaciones y las aproximaciones.

Uno de los objetivos de la fisica es el modelaje de situaciones reales por medio de
herramientas matematicas. Sin embargo, no sélo debemos tener a nuestra disposiciéon a
las férmulas como representaciones posibles. Podemos y debemos utilizar otras formas de
representacion, que hoy en dia con el soporte de las computadoras pueden resultar ser
mas apropiadas.

En resumen, proponemos modificar la ensefianza de la fisica siguiendo las siguien-
tes tres sugerencias como guias:

Eldesarrollo conceptual del alumno debe ser un objetivo primordial.
» Sedebe dar énfasis a otras representaciones como la gréfica y la numeérica.

Enloposible, se debenmantener presenteslas conexiones conla situacién real.
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22" NOTASDE
CLASE

Método de Newton y Caos

Resumen

En este trabajo se muestra como el método de Newton permite introducir informalmente en
los primeros cursos de calculo conceptos de la teoria de sistemas dindmicos como periodici-
dad, dependencia de la condicién inicial y caos. Para ello se incluye el material que puede
ser presentado a los alumnos una vez que se haya discutido brevemente el método de Newton.

Abstract. The purpose of this note is to show how Newton's method can be used early in the
first Calculus courses to introduce informally some concepts of Dynamical Systems such as
periodicity, dependence on the initial condition and chaos. We inciude the material of a lec-
ture that can be presented to the students after a brief discussion of Newton's method.

1. Introduccion

El método de Newton para aproximar raices es una de las aplicaciones de la derivada
que con frecuencia se presenta en los primeros cursos de céalculo diferencial e integral.
Ademds, es quizas uno de los algoritmos iterativos mas interesantes que pueden
ser comprendidos con relativamente poca informacién matematica. El propésito de esta
nota es mostrar ¢6mo en los primeros cursos de célculo el método de Newton per-
mite presentar informalmente conceptos de la teoria de sistemas dinamicos tales como
periodicidad, dependencia de la condicién inicial y caos. La siguiente seccién con-
tiene el material que puede ser presentado a los alumnos una vez que se haya discu- ~
tido brevemente el método de Newton. En la seccién final se incluyen algunos
comentarios acerca de cémo surgié el problema estudiado en la segunda seccion y
que pueden ser de utilidad para el maestro.

2. Un acercamiento al caos

El método de Newton es uno de los algoritmos mas eficientes para aproximar raices.
Es facil ver que cuando la aproximacion inicial no es suficientemente cercana, el me-

Guillermo Pastor
Instituto Tecnoldgico Autonomo de México
México, D. F.
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todo puede pfoducir un resultado distinto at deseado. La figura 1 muestra que atin cuan-
do la funcién cuenta con una raiz, es posible obtener una sucesion divergente.

Figura1

Otro problema que con frecuencia enfrentamos puede apreciarse en la figura 2, donde
el método nos lleva a una rafz diferente de la que buscébamos.

Rafz buscada Rafz encontrada

Consideremos ahora la funcién.

(4x — L3

\f' (x) =

Es inmediato que la funcién no esta definida para x =0 y que su Unica raiz
se encuentra en x = 3/4. Sin embargo, nuestro objetivo sera estudiar qué tan sensible
es el método de Newton a los valores de la aproximacion inicial Xy La denvada de I esté
dada por,

4
(4x)1.’3(4x . 3)2/3

f (X)\ =

de modo que

_f®) _ _ tax = 9V3(4x)4/3(ax — 3273
f'{x) T 4(ax)/3
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= x - (4x - 3)x
= 4x ( - x)
Por lo tanto, el método de Newton produce en este caso la férmula recursiva
Xpe1 = 4xn(1 - Xn)
Denotaremos por F{x) a 4x(1 - x).

Veamos que solo es posible converger a la raiz si 0 < x, < 1. Observemos primero
que si x, es negativa, entonces 1 - x, > 1, de modo que X,,, = 4x, (1-x) vuelve a
ser negativa. Ademas,

|4x,,(1 - x,,)| = 4x,1 - Xy
Porlotanto, lim x, = —o si X, es negativa. Ademas, si x, > 1, entonces 1-x
n-doe
<0, de modo que X,.1 = 4X,(1 — x,) es negativa. De aqui se sigue que si x, > 1,

volvemos a obtener que lim x;, = —oo.
n-—eo

Si 0.<x, <0, entonces 4x,,(1 - x,,) 2 (. Como ademas la funcién F alcanza su
valor maximo en x = 1/2'y este valor méximo es 1, tenemos que 0 < X, < 1 cuando
0<x, <1. Finalmente, si x,= 1, entonces X, =0 vel meétodo se detiene, ya que
no podemos evaluar la funcién f en este punto.

A pesar de que la expresién 4x (1 -x) es muy simple, al iterarla obtenemos polino-
mios cada vez mas complicados. Jor ejemplo,

Xz = F(F(%)) -
()
‘ 16(X0 - 5X02 + 8X03 - 4X04)

Procediendo de esta forma se puede verificar facilmente que F3(x) es un polino-
mio de grado ocho, y en general, la k-ésima iteracién de la funcién F es un polinomo
de grado 2%,

Existe afortunadamente una manera muy simple de estudiar las iteraciones de F
cuando 0< x,<1. Sea 6= cos1(1- 2x,). Es facil verificar entonces que x, = (1/2)(1 -
cos(0)), por lo que

il

axo(1 - xo)

41/ 2)(1- cos(e))(l -(172)1- cos(e)))
41/ 2)(1 = cos(B))(1 / 2)(1 + cos(®))

1= cos?(8)

sin2(6)

(17 2)(1 - cos(20))

De esta forma vemos que si X, = (1/2)(1 - cos(8)), entonces x, = (1/2)(1 - cos(279)).
Veamos algunas consecuencias curiosas de este hecho.

X4
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Sixg =(172f1- cos( 2n ) , entonces
27 - 3

s of2)

Como este valor es 3/4, esto significa que para esta aproximacion inicial, después
de exactamente n pasos llegamos a 1a raiz.

Si escogemos Xy = (1 / 2)(1 - cos ) entonces

=(1/ 2)(1 - cos( ::21("1 D

27 — 1) 2kn + 2kn
(1/21—003(( ) * }

(1 / 2)(1 - cos( 2k ))
21]
Asi, si aplicamog-€l método de Newton con una aproximacién inicial de la forma

(1/ 2)(1 - cos(—z-f—knj))

cada n pasos regresamos a nuestra aproximagion inicial. Decimos entonces que x, es
un punto periédico de periodo n. Es claro que en este caso no convergemos a la raiz.
A cada entero n> 1, le podemos asociar 2%-'-1 puntos periédicos de periodo n, uno por
cada k que satisfaga 0 < k < 27!, Observemos ademdas que variando conveniente-
mente los valores de n y k podemos acercarnos arbitrariamente a cualquier valor
inicial X, a través de puntos periodicos.

Pero si escogemos nuestra aproximacién inicial de la forma

xp = (1/ 2)(1 - cos(—z—zk—nﬁ)), entonces

=/ z)(1 - cos( Z2h ))

(1/ 2)(1 ~ cos(2kn))
=0

y el método se detiene sin que hayamos alcanzado la raiz. Procediendo como en el
caso de los puntos periddicos, deducimos que hay una infinidad de puntos X, paralos
cuales el método de Newton se detiene sin haber alcanzado 1a raiz, y ademas, cual-
quier aproximacion inicial X, puede ser aproximada por puntos donde el método se
detiene sin haber alcanzado la raiz.

En resumen, hay una infinidad de aproximaciones iniciales para las cuales el mé-
todo converge en un ntimero finito de pasos, hay una infinidad de aproximaciones ini-
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ciales que son peri¢dicas, y hay también una infinidad de aproximaciones iniciales donde
el método de Newton se detiene sin alcanzar la raiz. Ademas, dada cualquier
aproximacién inicial x,, con 0<x, <1, ésta puede ser aproximada arbitrariamente por
valores donde elmétodo es periodico, o bien, donde el método se detiene. Estoeselcaos!

¢Es usual esperar un comportamiento cadtico al aplicar el método de Newton?
El ejemplo que analizamos es de hecho muy especial, ya que la funcién f no es deri-
vable en x = 3/4, que es la raiz que buscamos. El siguiente resultado nos garantiza
que el método de Newton converge a la raiz bajo condiciones poco restrictivas si la
aproximacion inicial x, es cercana a la raiz. En [3] aparece una demostracién ele-
mental de este teorema.

Teorema. Sea [ una funcién con segunda derivada continua en un intervalo I
con centro en una raiz r de f. Supongamos existen numeros positivos m y M

tales que lf' (X)l 2my |f"(x)| < Men I Sila aproximacién inicial X, satis-
face ]xo - I, < 2m/ M, entonces x, convergea r cuando n tiende a infinito.

3. Comentario final

Uno de los sistemas dinamicos cadticos mas simples es el que se obtiene al iterar la fun-
cion Mx) = 4x{1 - x) en el intervalo [0, 1]. La descripcién que aqui presentamos
para analizar este sistema dindmico se debe a R. Devaney y aparece en [1]. De hecho,
la familia de funciones cuadraticas Fiu(x) = px(1 - x), con p > 2 + /6 produce
sistemas dindmicos cadticos. Podemos entonces producir funciones donde el método
de Newton es cadtico al resolver la ecuacién diferencial

px(l1 - x) = x - ;’y—|
cuya solucién general viene dada por

_ C(l_LX +1— lJ)l/p.—l

y = (ux)llu—I

Si ademas LL es es un entero par, obtenemos una funcién con dominio en todos
los reales distintos de cero. Para obtener mds informacién acerca de sistemas dinami-
cos caéticos y de la convergencia del método de Newton recomendamos ademas del
texto de Devaney los de J. Sandefur (4] y P. Henrici [2].
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NOTASDE
CLASE

Ilustracion del Uso de la Historia
de la Matematica en una Ensenanza
Centrada en Problemas

Resumen

El objetivo de estas notas es comunicar nuestras reflexiones sobre una de las miiltiples formas en
que la Historia de la Matematica puede usarse, sin hacer referencia explicita a ella, para una
ensefianza centrada en problemads. lustramoseste propésito con tres problemas provenientesde la
amplia y fértil historia de los tridngulos rectangulos, donde se mezclan ideas simples y asequibles
de teoria de los numeros, algebra y geometria.

En los presupuestos didacticos y las consideraciones metodolégicas que exponemos al comienzo,
asi como enlasrecomendaciones que expresamos al final, presentamos suscintamente alternativas
para el profesor.

Abstract. The main purpose ofthis notesis to communicate our reflections about one of the variety
of ways in which the history of mathematics may be used, without explicit reference to it, in the
realm of problein centered teaching. We illustrate this proposal with three problems whose origin
is in the ample and fertile history of the rectangle triangles, where there is a blend of simple ideas
of the number theory, algebra and geometry.

In the didactic assumptions and methodogical considerations initially made, as well as, in the
recommendations presented at the end, we provide, briefly, some alternatives for the teacher.

Ex praeterito, spes in futurum
aforismo clasico

Introduccion

Los autores han tenido la oportunidad de colaborar en varios paises ibero-americanos,
en diferentes actividades educativas, principalmente en formacién de profesores. Hemos
confrontado dificultades, hemos desarrollado experiencia y quisierasmos compartir refle-
xiones y posibles soluciones.

¢Cudles son las deficiencias detectadas? Son muchas y diversas, pero nuestra
experiencia profesional nos conduce a significar cuatro tipos principales:

Carlos Sanchez Fernandez
Concepcion Valdés Castro

Universidad de la Habana
Cuba
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+  Deficienciasheuristicas. - Dificultadesen laresolucién de problemas. Encontramos
profesoresque cuandoseleshabla de problemas comienzan atener «problemasy.

+  Deficiencias motivacionales.-Carenciade la suficiente motivacion pararesolver
los problemas. En muchos casos el profesor se considera obligadoaresolver
todoslos problemas en la pizarra, mecénica y friamente, dejandoalos alumnos
conun sentimientode frustracién e inferioridad.

+ Deficiencias culturales.-Relacionadas conla cultura matematica y general
necesarias paracomprender laesenciadelplanteamiento delos problemasy para
expresar con precision y claridad susideas sobre los problemas

« Deficiencias parroquiales.-Visién unilateral y estrechasabre la Matematica, la
cual se concibe comoun conglomeradode catedras ( quizas sea mejor decir
«catedrales» ) independientes, con una jurisdiccion limitada a las minimas
parcelas del conocimiento matematico.

Consideramos que la Historia de la Matematica, en concordancia con otros muchos
elementos pedagogicos, puede ejercer una influencia terapéutica en el remedio de es-
tos tipos de dolencias, que se enfrentan mejor en una ensefianza centrada en problemas.

Presupuestos didacticos

Tomando en consideracién los tipos de problemas fundamentales antes sefialados, s
que concebimos nuestra accion sustentada en los cinco presupuestos siguientes:

1.-.Alumnos y profesores deben considerarse inmersos en un contexto socio-cultural
que condiciona ciertas ideas previas acerca de lo que es la matematica, como se desarro-
116, cudl es el objetivo de su enseflanza, para qué se aprende Ia resolucién de problemas,
cual es el papel del profesor y del alumno en este aprendizaje. Estas preconcep-
ciones condicionan la aparicion de bloqueos de tipo afectivo, culturales y cognoscitivos
que marcan fuertemente la actividad de aprendizaje.( Guzman1991).

2.-La ensenanza de la resolucién de problemas es como un arte, en el sentido
dado por Stanic y Kilpatrick (1989), pero un arte que se desarrolla de forma colectiva,
mediante las interrelaciones propias del grupo de alumnos con el profesor y de los alum-
nos entre si. Al igual que los aprendices de pintura que se ejercitan «copiando» las
grandes obras del pasado, asi podemos utilizar la historia del problema matematico
para introducir a los alumnos en el arte de la resolucién de problemas, pero siempre
procurando apreciar ese arte desde un punto de vista critico.

3.- La pregunta, el didlogo, la duda, €l cuestionamiento critico, son parte funda-
mental del método de trabajo en la sala de clase. Se debe enseiiar al alumno no solo a
resolver los problemas que propone el profesor, sino también a plantearse problemas.
En el didlogo se detectan las preconcepciones y 1os obstaculos presentes en el alumno
y se puede determinar mejor el trabajo en la zona de desarrollo potencial (Vigotsky 1988).

4.- La actividad del alumno es un elemento fundamental en nuestro enfoque, pero
no debe entenderse de forma mecanicista. Esta actividad puede ser desarrollada no solo
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individualmente, sino también en forma conjunta con otros alumnos organizados en
pequeios grupos, o en interaccién directa con el profesor. (Galperin 1984).

5.- La linea de metodologia historicista que considera la matematica a través del
estudio de los caminos de su desarrollo esta mas cerca de la matematica «vivar que
cualquier otro esquema ahistérico. El enorme valor heuristico del enfoque histérico en
la ensefianza de la Matematica reside, ante todo, en que la desarticulacién abstracta
se hace activa, gozando de la potencia de la certeza historica. La Historia de la Mate-
matica, revestida de una fuerza y expresion critica, estimula y objetiviza el pensamiento
creativo. (Sanchez Fernandez 1995).

Nuestras consideraciones metodolégicas parten del principio de que no existe un
método universal, aplicable en cualesquiera condiciones. El profesor debe acercarse con
espiritu pluralista, flexible, tendiendo puentes entre los diferentes enfoques metodolégicos
(Minujin Zmud 1995 ), asi como nosotros hemos pretendido lograr en la conformacién de
nuestra alternativa.

Problemas ilustrativos

A continuacién pretendemos ilustrar como se puede aplicar la historia sin necesidad
de hacer referencia explicita a ella. La Historia sitve como fuente surtidora de problemas,
contextualiza y guia en la realizacién de las actividades. El profesor en concordancia
con las condicionantes del contrato didactico, determina ¢émo, cuando y ddénde expli-
citar lo histérico. En el texto ilustrativo que sigue, sefialamos con paréntesis, posibles
momentos de referencia histérica, sin desarrrollar la citacién. El profesor interessado
puede organizar a su gusto y necesidad, la exposicion.

Problema 1. Encontrar tridngulos rectangulos cuyos tres lados tengan longitud entera

La forma de desarrollo del problema dependera del nivel y la formacién previa de los
alumnos.- Supondremos que se tiene un grupo de alumnos de los ultimos afios de
enseflanza media o de los primeros arios de ensefianza superior.

¢Qué significa encontrar tridangulos rectangulos con lados de longitud entera?

Hay que hallar 3 nameros enteros a, b, ¢, tales que
2+ b% =c? (1)
Puede experimentarse buscando algunos ejemplos particulares. En seguida se
nota que si (a, b, c) satisface la ecuacion (1), entonces ( ma, mb, mc )} también la satis-

face. Nétese que si cualesquiera 2 de los niimeros a, b, ¢ tienen un divisor comuin, enton-
ces el tercero también lo tendra.

Podemos asi proponer el hallazgo de un método para generar tros (a, b, ¢) con
dos de ellos primos entre si y que satisfagan (1).
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Sugerencia 1 Tratemos de reducir el problema a otro mas simple. Nuestra ecuacion
tiene 3 variables, ¢serd posible reducir el nimero de variables? Por ejemplo,dando
una relacién entre dos de ellas. Sabemos que ¢ > a luego podriamos suponer ¢ = a + 1.
¢Qué se tendria en ese caso?

Se observa que a?+ b*=(a+ 1) = b%=2a+ 1, 0 sea, b debe ser impar. Sea b = 2n +
1, entonces (2n + 12 =2a+ 1, de donde a = 2n® + 2n'y ¢ = 2n2 + 2n + 1, lo que pro-
duce los trios:

(2n+1, 2n%*+2n, 2n%+ 2n+ 1) n € N (Solucién de Pitagoras, Dixon 1952 )

(Seran éstos todos los trios posibles? Se observa que el trio (8, 15, 17) no esta in-
cluido. Podria proponerse hacer ¢ = a + 2. De forma similar a la anterior se obtienen los
trios ‘

(n-1, 2n, n?+ 1) n € N (Solucién de Platén, Dixon 1952)

Este método, en principio, pudiera continuarse y encontrar otros trios, pero es’
dudoso que se pueda obtener una férmula generadora de todos los trios.

Este momento es oportuno para reflexionar acerca de lo que se ha logrado y el ca-
mino seguido. Puede entonces proponerse enfocar el problema de otra forma, usar
otra estrategia y tratar de ver si puede hallarse una férmula generadora de todos
los posibles trios.

Sugerencia 2. Al hacer la reduccién de 3 a 2 variables usamos una relacion entre
2 de las variables. ¢{No habra otra forma de reducir a 2 las variables en la ecuacién (1)?
No es dificil obtener de los alumnos la idea de dividir por una de las variables y llegar

a la ecuacién equivalente
2 2
a b
=] +1=| =1 (2
(C) ( c ) ( )

. . . a b
Asi el problema se transformd en encontrar los pares de numeros racionales (E ' -C-),

1
que satisfacen (2). Nétese que si se hallan dos nimeros racionales < -s que satis-

facen (2), entonces (Iq)* + (kp)? = (kq)* y se tiene una solucién de (1). Por tanto, tenemos
un problema equivalente:

«Hallar las soluciones racionales de la ecuacién
x2+y2 =1 (3)

¢Podemos interpretar el problema en otro lenguaje matemadtico? Por ejemplo
¢En lenguaje geométrico? ‘

Con un poco de experiencia en geometria analitica, debe surgir rdpidamente la idea
de encontrar puntos de coordenadas racionales en la circunferencia de radio unidad (3).
Hagamos una figura.
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»
-

Los alumnos pueden observar rdpidamente que
existen puntos racionales triviales

(1,0),(-1,0),(0,1),0,-1)

El problema consiste en determinar otros pun-
> tos no triviales cuyas coordenadas sean racionales.

¢De qué manera podemos determinar puntos
de la circunferencia?. Interceptandola con rectas.
¢Cuales son las rectas mas simples?

La respuesta esperada es y = mx. Después de ensayar esa familia de rectas, se ob-
serva que el problema se transforma en encontrar m tal que m? + 1 sea el cuadrado
de un racional, o sea, un problema semejante al original.

¢Qué otra familia de rectas , que sea relativamente simple, pudiera considerarse?

Tomemos una familia de rectas que pase por uno de los 4 puntos racionales tri-
viales. Por ejemplo, y = mx —1 pasa por el punto (0, -1) y tiene pendiente real m. -

2m  m? - 1)
m+1 ' m+1
Evidentemente si m € Q, también x € Q, y € Q. Luego, hemos encontrado un método
para generar puntos racionales de la circunferencia. ¢;Los generara todos? Es evidente
que si m recorre todos los valores reales, entonces la recta y = mx -1 interceptara
sucesivamente todos los puntos-de la circunferencia, por tanto, debemos analizar si
se cumple la implicacién ’

El otro punto de intercepcién con la circunferencia es (

2 _
2m eQ X 1 eQ=>meQ

m? +1 ‘m? +1
En efecto, sea——z-m— = £ & Q.Entonces debe cumplirse am? - 2mb +a = 0
m? +1 b
de ahi que
m = 2bi«/4b2—4a2 - b+ Vb2 — a?
- 2a a
Por otra parte,

(bi«/bz—az)z_l ;
m -1 _ a ' _ b2+ byb? —a? -4 ~k g
m? + 1 —\2 2 4 pJb2 — a2 |
(b+/b2—a2) . b% + byb? - a
=N o] +

- a

entonces:

b(l - KWb? - & = bz(k—1)+'1a2 ca= k= Lo b2 —a? eQ
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pero k = I es imposible, ya que |71 < 1, luego tiene que ser Vb2 — a2 € Q y de

ahi que m € Q.

Asi que todas las soluciones racionales de (1) vienen expresadas por
2m _m: -1

Tmet) T mrl
Es decir, hemos resuelto totalmente el problema auxiliar. Debemos regresar al
problema original.

meQ

Haciendo m = g se tiene:

2pq _ pt-¢g?

2 7Y =3 2
p*+q Pt +q
y sustituyendo en (3) se ve que

a=p?-q~b=2pgc=p?+q,peNqgeN (4)
Basta considerar p, q primos entre si y de diferente paridad.

‘Hemos obtenido, entonces, una solucién general al problema propuesto (Solucién
de Diofanto, Dixon 1952)

" Ahora el profesor podria aprovechar para reflexionar sobre el método usado. Una
posible via de trabajo consistiria en analizar la posibilidad de extender el método para
buscar puntos racionales en otras curvas, por ejemplo, en las curvas dadas por polino-
mios de segundo grado. En dependencia de la profundidad y el alcance que pre-
tenda ddrsele a esta actividad, puede llegarse hasta problemas abiertos de la aritmética
de las curvas y multiples problemas de la geometria algebraica (ver p.e. Sanchez F. 1996,
o Stillwell 1994 ).

También seria productivo unanalisis comparativo de los dos métodos; la comparacion
entre los resultados y los métodos, asi como sus posibilidades respectivas.

Sugerencia 3. Otra variante para atacar el problema propuesto, que exige mayores
conocimientos y habilidades por parte de los alumnos, pero que permite la introduccién
general al trabajo con estructuras- algebraicas como dominios de factorizacién unica,
se basa en ideas introducidas por Gauss. La idea consiste en «descomponer» en fac-
tores el primer miembro de la ecuacién (1): (a + ib)(a - ib) = c2y trabajar en el
dominio de los enteros gaussianos. Aqui es interesante dejar que los estudiantes
den rienda suelta a su imaginacién y con la sugerencia de que utilizen analogias
(por generalizacién ) entre el conjunto de los enteros y el conjunto de los enteros
gaussianos, se pueden extender las propiedades de divisibilidad y obtener las for-
mulas (4) de generacion de los trios. (ver Kleiner 1986)

Esimportante, una vez searealizado este trabajo «informal», haceruna reconsideracion
profunda del método seguido, establecer las «propiedades» usadas y encontradas por
analogia, y con ello, construir el puente entre intuicién, imaginacién y los conceptos
establecidos, 0, en otras palabras, realizar lainstitucionatizacién del saber. ( Brosseau 1983)
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Estas tres estrategias para la resolucion del problema propuesto, pueden dar lugar
a una gran variedad de situaciones en la clase, en dependencia del grupo de estudian-
tes, su nivel de desarrollo matematico, sus conocimientos, intereses y el método suge-

rido por el profesor.

Destaquemos que es posible, e incluso altamente recomendable, desarrollar en
forma paralela las tres estrategias, con tres grupos pequelios de estudiantes. Se
recomienda que cada cierto tiempo ( de acuerdo con el ritmo de trabajo de los estudian-
tes ) se realicen una o varias actividades conclusivas de discusién, donde cada grupo
tenga la oportunidad de exponer y defender la estrategia por el utilizada, colectivizando,
de esta forma, los resultados y logros obtenidos por los grupos individuales.

Es importante proponer a los alumnos que piensen en las posibles aplicaciones de los
resultados alcanzados.

Si los alumnos no proponen otras aplicaciones realmente significativas, puede su-
gerirse la construccion de tridngulos con sus tres lados y la altura entera. (Dixon 1952)

En dependencia de las caracteristicas de la actividad que se realiza, puede explotarse
mas ampliamente la idea con otros problemas relacionados.

Problema II. «Dados dos tridngulos rectangulos ;existira un tercer tridangulo rectdngulo
cuya hipotenusa sea el producto de las hipotenusas de los triangulos dados? (VIETA)

Ante todo se «algebriza» el problema, es decir, se traduce a un lenguaje apropiado, asi
" se convierte en:

Sic2 = g2 + b2, ]2 = m? + n? iexistiran p, q tales que (c])2 = p? + q??0de
forma equivalente, ;tales que
(a2 + b2)(m* + n?) = p? + ¢ ?
Si los alumnos se familiarizaron con la tercera estrategia sugerida antes, entonces es
posible que mas o menos rapidamente piensen en la utilizacién de nimeros complejos:
Es claro que ,
2 ’ 2
¢z =|a+ 1,12 =|m+ |
luego
2 |2 . 3\[2
22 = |a + Bf'|m + i = |(m + m)l
lo que daria inmediatamente la respuesta
; 2 2
(a2 + b?)(m? + n?) = (am — bn)" + (an + bm) (5)
osea,

p =|am»‘bn|,q = an + bm (6)
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¢sera este el unico triangulo «producton? Surge enseguida la posibilidad de considerar
los complejos conjugados en cada caso, lo que, en principio, daria 4 soluciones. Puede
comprobarse que realmente existe otra solucion esencialmente distinta:

p=am+ bng = Ian-—bm| (7)

¢Existird alguna otra relacién entre los triangulos «factores» y el triangulo
«producton?

Ahora pudieran realizarse algunos experimentos, con casos particulares mas sen-
cillos, por ejemplo cuando los tridngulos factores son iguales.

Por simple observacion puede notarse la relacion entre los angulos en cada caso
y realizar la demostracion utilizando los numeros complejos.

En este momento resulta interesante realizar comentarios que permita a los alum-
nos comparar las estrategias utilizadas y el desarrollo histérico. Vieta utilizo esta mul-
tiplicacién de tridngulos y sus propiedades sin usar los niimeros complejos (que aun
no eran aceptados), sino precisamente, como herramienta sustitutiva a los mismos.

Este problema puede desarrollarse mas extensamente proponiendo, por ejemplo,
hallar las «potencias» sucesivas de los tridngulos y de esa manera llegar a formulas
donde se puedan reconocer las llamadas férmulas de Moivre (halladas de esta forma
por Vieta, mas de un siglo antes ) que sirven para expresar sen n¢, cos ne en funcion
de sen, cos ¢. (ver p.e. Bashmakova y Slavutin 1976 6 Sanchez Fernandez 1995)

PROBLEMA 3 ;Cuando un niimero entero n puede escribirse como suma de dos cuadrados?
Consideremos que todo cuadrado es suma de dos cuadrados.

La férmula (5) indica que el producto de dos nimeros que sean suma de dos cuadra-
dos es a su vez suma de dos cuadrados. Esto sugiere que nos limitemos inicialmente
a los mimeros primos, simplificando el problema.

Después de alguna experimentacion se observa que los primos que no se pueden
descomponer en suma de cuadrados son 3,7,11,19, 23,... y, al buscar una regularidad,
se observa que son de la forma 4n + 3. Se demuestra facilmente que un primo de la
forma 4n+3 no puede ser suma de cuadrados.

Por otra parte, todo nimero primo, excepto 2, es impar, luego quedan los nu-
meros primos de la forma 4n + 1.

¢Serd posible descomponerlos siempre en suma de dos cuadrados? (Teorema
de Fermat). La respuesta a esta pregunta no es inmediata ni simple y es posible condu-
cir a los alumnos, al menos, por dos caminos diferentes:

a) usando nuevamente las propiedades de los enteros gaussianos. (ver Herstein 1964)

b) mediante la aplicacién de formas cuadraticas binarias. (ver Dixon 1952)
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La respuesta definitiva para un entero arbitrario puede obtenerse a través del lema
de Euler : «cada divisor de la suma de dos cuadrados de primos relativos es también
una suma de dos cuadrados» (Dixon 1952)

Asi que, resumiendo, los enteros que se descomponen en sumna de dos cuadrados
son de la forma 2'a®b donde cada factor primo de b es de la forma 4n + 1.

Es claro que el desarrollo de cuestiones como esta tltima requieren de una orienta-
cion clara y precisa del profesor. Al introducir al alumno en campos que Son NUevos
para el, debe de mantenerse un balance adecuado entre autonomia y control, evitando
que el alumno recorra todo el camino histérico, pero de tal forma , que se sienta participe
del hallazgo de los nuevos conocimientos, que sienta la profunda necesidad de cada
concepto nuevo introducido, tal y como lo sintieron aquellos que lo introdujeron por
primera vez en la historia.

Estos problemas que tienen una larga e interesante historia, permiten su trata-
miento en muchas formas. Por ejemplo, la escritura de un nimero como suma de tres
o cuatro cuadrados seria una continuacion fructifera que servirfa para introducir a los
alumnos en dominios numeéricos no conmutativos .

El problema de la descomposicién en cuatro cuadrados lleva de una forma bastante
natural a la introduccién de los cuaterniones (ver Herstein 1964), a su vez, €l estudio de
los cuaterniones es una excelente motivacién para la introduccién de estructuras
algebraicas mas abstractas y para la vinculacién con otras ramas de la Matematica como
el analisis vectorial.( Sdnchez Fernandez 1990, 1991 y 1993)

Recomendaciones al profesor

Existen muchas formas de insertar nuestro método en el proceso de aprendizaje,
sefialemos algunas de las que nos parecen mas efectivas:

a) seminarios de problemas con relativa independencia de otras disci-
- plinas tradicionales del curriculum, procurando, ademds, el abjetivode inte-
graciénde conocimientos.

b) cursosde nivelaciénal comienzode unodelosniveles deensefianza secun-
dario o universitario. Se puede usar también, para comprobar el nivel alcan-
zado y para familiarizaral grupo con el profesor.

¢ estudiode untema determinadodentrode unadisciplina concreta. Puede
ayudar a integrar conocimientos de la misma disciplina y de esa disciplina
conotras.

d) reciclaje sobre unamateria especifica, en un momento apropiadodel curso.
De esta forma se retoman los temas, ya explicados en forma tradicional,
buscando una sistematizacién de los conocimientos. )

e) clubesdematematicao circulosde interés, con participaciénvoluntaria. Un
buen trabajo permitiria captar mas alumnos voluntarios. La complementa-
cién con boletines y otros documentos paradidacticos, pueden generalizar
las mejores ideas.
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El conocimiento mas profundo y amplio de la Historia de la tematica donde esta
inmerso un problema dado, permite tener una perspectiva a largo plazo del conjunto
de problemas y situaciones problematicas que seran presentadas y preveer algunas de
las situaciones que podrian surgir de forma esponténea en la relaciéon con los alumnos.

Tener presente que un rasgo caracteristico, definitorio, de un problema, es que debe
motivar a la persona que lo va a resolver y que el desempefio del individuo frente al
mismo, estara fuertemente correlacionado con el interés por darle solucién. La Historia
es fuente inagotable de tales motivaciones.

A través del andlisis histérico y epistemol6gico de las diferentes vias de resolucion
de un problema, el profesor puede situarse mejor para comprender los posibles obs-
tacules didacticos y epistemoldgicos que debera enfrentar. En otras palabras, el profesor
estard mejor preparado para comprender las causas de los errores de sus alumnos y
el porque no entienden el problema.

Es conveniente la reflexiéon previa sobre ¢cémo y cudles habilidades de tipo meta-
cognitivo puede desarrollar en €l marco de un problema, como ubicar al alumno en la
«practica de la matematica», como «introducirlo a la Reinas. (Lester 1988)

Bstar consciente que si bien una buena y concienzuda preparacion de la acti-
vidad ayudara al éxito de la misma, jamas sera posible realizar una planificacién previa,
una programacioén exacta de toda la actividad, como cuando la docencia se desarrolla
de forma tradicional. En otras palabras, puede planificar y realizar un control, pero
nunca de forma autoritaria debe limitar la iniciativa y la originalidad. Esta caracteris-
tica del contrato didactico debe quedar bien clara desde ‘el comienzo de la actividad
y no debe ser violada en todo su desarrollo, porque es la unica forma de conseguir
una atmoésfera propia de un «colectivo de investigadores noveles con un buen orien-
tador cientifico»
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HISTORIA
DE LA
EDUCACION
MATEMATICA

Encuesta sobre los Métodos de Trabajo
de los Matematicos'

L'Enseignement Mathématique, Tomo IV (1902) y Tomo VI (1904)

L e

1. En qué época, segun sus recuerdos, y en qué circunstancias, le nacié el gusto
por las matematicas? ¢El gusto por las ciencias matematicas es hereditario en
su caso? (hay entre sus antepasados o entre los miembros de su familia (her-
manos, hermanas, tios, primos, etc.) personas especialmente dotadas para
las mateméticas? ¢ Tiene algo que ver el ejemplo o la influencia de estas personas
para la inclinacién de usted hacia las matematicas?

2. ¢Cudles son las ramas de las ciencias matemaéticas hacia las cuales se siente
usted particularmente atraido?

3. ¢Se siente usted atraido sobretodo por el interés de las ciencias matematicas
en si mismas, o por las aplicaciones de estas ciencias a los fendmenos de la
naturaleza?

4. ;Conserva usted un recuerdo preciso de su manera de trabajar cuando reali-
zaba sus estudios y cuado su la meta principal era asimilar la riqueza de otros y
no tanto realizar investigaciones personales? jtiene usted sobre este punto
alguna informaci6n interesante que comentar?

1 Esta encuesta fue elaborada por varios matematicos de principios del siglo con la ayuda del
célebre psicologo ginebrino Claparéde y de su colega Flournoy, y se difundié a través de la revista
L’Enseignement Mathématique. La revista public el cuestionario que presentamos aqui, consis-
tente en algo mas de 30 preguntas, con la stplica a los lectores de que enviaran sus Irespustas a la
redaccion. Algunas preguntas se refieren a aspectos mas o menos “objetivos” (en la medida en que
lo pueda ser un cuestionario), como las referentes al ruido exterior o al clima en relacion al tra-
bajo matematico; pero muchas otras tienen un caracter introspectivo y pretenden penetrar en la
naturaleza del tema a través de la reflexion de los propios actores. La encuesta tuvo, en su momento,
una serie de criticas de orden técnico y de contenido (por ejemplo, se le reprochaba que no se inclu-
yeran preguntas sobre los estados psicolégicos o las emociones en el momento de la creacién mate-
matica, ni sobre situaciones de fracaso o de error) pero la principal critica se centré en el pablico
que respondié al llamado de L'Enseignement Mathématique. Salvo algunas excepciones notables
como Boltzmann y Darboux, casi todos los lectores que contestaron la encuesta eran matematicos
desconocidos, sin trabajos que hubiesen marcado una linea de desarrollo dentro de esta ciencia.
Por esta razén, el interés que despert6 el andlisis de las respuestas fue secundario. Afios mas
tarde, Claparéde organizé un coloquio sobre este mismo tema al que asistié gente tan notable como
Poincaré, Louis de Broglie y Paul Valery. Jacques Hadamard, por su parte, aplicé partes de esta en-
cuesta, de manera personal, a algunos cientificos de la talla de A. Einstein. N. de la T.
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10.

11.

12.

13.

14.

Una vez que termind las matematicas basicas (que corresponden, por ejemplo,
al programa de la licenciatura en matematicas o equivalente), jen qué direc-
cién considerd usted que debia orientar sus estudios? ¢buscé usted desde el
principio adquirir una instruccién general mas extensa sobre varios aspectos
de la ciencia antes de producir o de publicar algo serio? ; buscé usted, por el
contrario, profundizar en un punto particular estudiando casi sélo lo indispen-
sable para este proposito, y no fue sino hasta después que se extendié poco
a poco? Si usted empled otros métodos, /puede indicarlos brevemente? ;cudl es
el que usted prefiere?

¢Ha tratado usted de entender la génesis de las verdades, descubiertas por
usted, que més aprecia?

¢Cudl es, en su opinién, la parte de azar o de inspiracién en los descubrimien-
tos matematicos? ;esta parte es tan grande como parece?

¢Alguna vez le ha sucedido que de pronto llega a descubrimientos 0 solu-
ciones sobre un tema completamente extrafio a sus investigaciones del mo-
mento, y que corresponden a busquedas anteriores infructucsas? ¢ha llegado
usted a calcular o a resolver problemas en suefios? {0 a ver, al despertar en
la mafana, soluciones o descubrimientos completamente inesperados o bien
vehementemente perseguidos la vispera o los dias anteriores?

(Considera usted qué sus principales descubrimientos fueron el resultado de
un trabajo voluntario, dirigido en un sentido preciso, o bien llegaron a su men-
te espontdneamente, por asi decir?

Cuando ha obtenido usted un resultado sobre un tema del (ue Se propone pu-
blicar sus investigaciones, ¢redacta usted inmediatamente la parte correspon-
diente de su trabajo o, por el contrario, acumula sus resultados en forma de
simples notas y s6lo inicia la redaccién cuando tiene un conjunto importante
de éstas?

De manera general, jqué importancia atribuye usted a las lecturas en materia
de investigacién matematica? ¢qué consejo daria usted sobre este punto a un
joven matematico dada la instruccion cldsica habitual?

Antes de emprender un trabajo, ¢trata usted, para empezar, de asimilar los tra-
bajos que se han producido sobre el mismo tema? ’

¢Prefiere usted, por el contrario, dejar su espiritu en entera libertad, a reserva
de verificar después mediante lecturas sobre el tema, la parte que le es original
en los resultados que obtuvo?

Cuando aborda un asunto, ¢trata usted de estudiar de una vez de la manera
mas general posible los problemas mas o menos. precisos que usted plantea?
¢habitualmente, prefiere usted tratar de entrada casos particulares, o bien abor-
da un caso extenso que generaliza progresivamente después?
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16.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

¢Hace usted alguna distincion, en cuanto al método, entre el trabajo de inven-
¢ién vy el de redaccién?

¢Le parece que sus habitos de trabajo son esencialmente los mismos desde
que terminé sus estudios?

En sus principales investigaciones, ¢ha persistido en un objetivo, sin disconti-
nuidad, o bien ha abandonado el tema en ciertos momentos para regresar a él
mas tarde? Si usted ha practicado los dos métodos, ;cual, en general, le ha
parecido mejor?

¢Cual es, en su opinién, el tiempo minimo que un matematico, que tiene
otras ocupaciones cotidianas, debe dedicar al dia, a la semana y al ario, a las
matematicas para legar a cultivar con resultados ciertas ramas de las mismas?
¢le parece que es mejor, cuando uno tiene la oportunidad de elegir, trabajar

.un poco todos los dias (por ejemplo, una hora diaria como minimo)?

(a) ¢Cudles son sus distracciones u ocupaciones favoritas, o sus gustos domi-
nantes, fuera de sus estudios de matematicas o en sus momentos de asueto?
(b) Las ocupaciones o distracciones artisticas, literarias, la musica y la poesia
en particular, ¢le parece que distraen la invencién matematica, o bien que
la favorecen por el reposo momentaneo que proporcionan al espiritu?

(c) ¢Se siente usted atraido por asuntos de orden metafisico, ético o religioso o,
por el contrario, estas cosas le repugnan?

Si usted tiene ocupaciones profesionales absorbentes, ;como se las arregla
para conciliarlas con sus trabajos personales?

¢Qué consejos, enresumen, darj’a usted (a) aun joven estudiante de matematicas?
(b) ¢a un joven matematico que, habiendo concluido sus estudios ordinarios,

~ desea dedicarse a la carrera cientifica?

Preguntas particulares relativas al modo de vida del
matematico ' :

22.

23.

24.

25.

¢Cree usted que es util para el matematico observar algunas reglas particu-
lares de higiene: régimen, horas de cormida, pausas necesarias?

¢Cuadl le parece a usted que debe ser la duracion del suefio cotidiano?
El trabajo del matemético dentro de una jomada, en su opinién, ¢debe ser in-
terrumpido por otras ocupaciones 0 por ejercicios fisicos adecuados a la edad

y a la fuerza de cada uno?

(a) ;Es necesario, por el contrario, mantenerse dentro de una misma tarea
la jornada entera, sin dejarse distraer por nada, para tomar después jormadas

completas de descanso?
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26.

27.

28.

(b) ;Tiene usted fases marcadas de excitacién y vehemencia, y después de
depresion e incapacidad de trabajo?

{(c) ¢Ha usted notado si estas alternancias presentan alguna periodicidad
regular y, en ese caso, cudl es aproximadamente el nimero de dias de la fase
de actividad y de la fase de inercia?

(d) Las circunstancias ambientales, fisicas y meteorolégicas (temperatura, luz
u obscuridad, estaciones del afio, etc.), tienen alguna influencia apreciable
sobre su capacidad de trabajo?

¢Qué ejercicios fisicos practica usted o ha usted practicado como distracciéon
del trabajo intelectual? ;cuéles prefiere?

iPrefiere usted trabajar por la mafiana o por la tarde?
Los periodos vacacionales, si es que los toma, jlos dedica usted a trabajos

matematicos (y en qué medida) o bien los dedica enteramente a la distraccion
y al descanso?

Observaciones finales

Hay, naturalmente, muchos otros detalles que serfa 1til conocer por medio de esta
encuesta: ) ’ :

29.

30.

a) Si se trabaja mas facilmente parado, sentado o acostado;

(b) en el pizarrén o sobre el papel; :

(c) hasta que punto los ruidos exteriores son distracciones;

(d) si es posible resolver un problema cuando se toma un paseo o cuando se
viaja en ferrocarril ‘ s

(e) la influencia de excitantes y calmantes: tabaco, café alcohol, etc. sobre
la cantidad y la calidad del trabajo

Desde el punto de vista psicolégico, seria muy interesante saber de qué imél-
genes internas, de que forma de “palabra interior” se valen los matematicos;
si éstas son motrices, auditivas, visuales o mixtas, y si dependen del tema de
que se ocupan.

Si alguna persona conoci6é de cerca a algun matematico ya desaparecido y esta
en condiciones de proporcionar informacién sobre algunas de las preguntas anteriores,
le suplicamos tenga a bien hacerlo. Esta serd una aportacion importante y Util para
la historia de la ciencia matematica y de su desarrollo.

Traduccion: Guillerrnina Waldegg



SECCIONDE
PROBLEMAS

Problemas Propuestos por la Filial Pedagdgica
“Asamblea de Guaimaré”, Cuba

_

Nivel superior

En un triangulo equilatero de lado 1 se inscribe un rectangulo de tal manera que el
lado del rectangulo paralelo al lado del triangulo tiene longitud x. ¢Para qué valor
de x las tres circunferencias inscritas son iguales, como se muestra en la figura?

T
[N
L

Nivel medio

Dada la ecuacion x?+ px+ qg=10...(1)

a) ¢Cuales han de ser los valores de p y ¢ para que las raices de la ecuacion (1)
sean precisamente p y g?

b) Construir la ecuacion cuadratica cuyas rafces sean los cuadrados de las raices
de la etuacion (1).

¢) ¢Qué solucién debe existir entre p y g, para que una de las raices de la ecua-

cién (1) sea el doble de la otra?
d) Si p = -2, ¢cual ha de ser el valor de q para que una de las raices de (1) sea

el cuadrado de la otra?
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Nivel elemental

Encuentre los nimeros naturales de cuatro cifias N = Tedn tales que: -

a) Los numeros estén entre 1 000 y 1 300.
b) Cada cifra sea el producto de dos numeros consecutivos.
c) 5mc+u=du

Agradecemos toda: correspondencia que se envie a la direccién de Editorial Ibero-
américa con las respuestas a esta seccién. A los remitentes que envien soluciones
cotrectas se les enviard un juego de tres nimeros de nuestra revista.
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Claudi Alsina, Carme Burgués, Josep Maria Fortuny, Joaquim Giménez
yMontserrat Torra

Ensenar Matematicas '

Editorial Grao, Series Pedagdgicas, Barcelona, 1996.

Con este titulo los autores se dirigen al lector que tiene experiencias escolares varia-
das y que ha centrado su interés en la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas
en alumnos de 3 a 16 afios. La obra se nos ofrece como “un manual de reflexion y
orientacién, tanto para aquellas personas que se inician en el oficio de ensefiar como
para aquéllas que, compartiendo con nosotros afios de experiencia, nos hagan el
honor de constatar sus planteamientos con los que aqui se apuntan."!

Esta obra tiene como fundamento a ung experiencia continua en la ensefianza de
la matemaética del nivel elemental de la escuela espafiola. Esta construido sobre cuatro
capitulos claves, con la pretensiéon de hacer ver la importancia de una enseflanza
especializada reforzada por una concepcién sélida de la didéctica de la matematica.

El capitulo 1, Ensefiar Matematicas, estd compuesto por tres apartados: 1.1 Elogio
a las matematicas, 1.2 Mirar atras criticamente y 1.3 Retos de hoy. En el primero, los au-
tores desarrollan una defensa a la matemaética escolar como forma de accién y pen-
samiento a partir tres preguntas basicas: ' ‘ '

- ¢Porqué es necesario aprender [y por 1o tanto ensefiar) matemavicas?
— ¢Cuéndo hay que aprender matematicas? y
- ¢Cb6mo se puede aprender y por tanto ensefiar matematicas?

Un péarrafo, a mi modo de ver, dicho por los propios autores da respuesta a ellas:

"Dicho apresuradamente hoyla educacion podriabasar suliberacion en ser menos
canénica e historicista y mucho més versétily actual, buscar menos respuestas y
fomentar maspreguntas, planificarse menos horizontal y més verticalmente, evitar
la monotonia y abrirse al enfoque imaginativo, apartarlos mecanismos y desarrollar
méslasideas, sermasbreve ymas profundo, menos analitica y més din4mica, menos
ejerciciosy masproblemas, menos memoria y mas conocimients, menos abstraccién
ymas experimentacién previa, menos rigor absurdo y mas conocimiento viable".2

1 Péag.b5.
2 Pag. 10.
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En el segundo apartado, los autores nos hacen ver que los alumnos se enfrentan,
en los primeros anos de aprendizaje, a una matematica escolar en donde hay gran
avance, impulso y participacién generalizada y de buen nivel, pero una vez que las
asignaturas se convierten en curriculo, horarios, objetivos de actitudes, valores y nor-
mas, la comunicacién educativa se hace conservadora con curriculos acartonados,
muy alejados de las necesidades inmediatas de los alumnos.

Mucho se ha escrito acerca de lo que debe ensefarse, aunque todo cambio curri-
cular sin el apoyo real y comprometido de los maestros y de toda la sociedad corre el
riesgo de no convertirse en una nueva forma de hacer. Pero en toda reforma curricular
se distinguen dos tipos de maestros: los comprometidos, dindmicos y participadores y
los despreocupados y conservadores y la idea es incorporar a todos al nuevo proceso
cuando, se supone, hay participacién de personas mas profesionalizadas y en un mundo
en el que la-matematica es "un método objetivable de seleccién o promocion' y el
mal desempefio en ésta puede orillar a adquirir miedo e inseguridad, levar al bloqueo
y, por ende, al fracaso.

Con estas ideas se desarrolla el apartado, hablando de la eleccién profesional
cuando vence la educacién obligatoria y se muestra como es-que muchos de los
que deciden seguir estudiando voltean sus tendencws vocacionales hacia estudios
"sin matematicas".

Hay que ir, pues, hacia una nueva matematica en la que "... deberiamos ser capa-
ces de ensefiar matematicas arraigadas al lugar y a los contextos sociales, linguisticos,
culturales, etc. Provocar mil situaciones que nos lleven a problemas interesantes.
Globalizar bloques de contenidos y ser tanto histéricamente cultos como ludicos en
la dindmica, pero siendo conscientes de que, tal como ha comentado H. Sinclair:
"<<Los nifios aprenden en poco tlempo lo que la humanidad tard6é miles de afios
en aprender>>*,3

En la educacién obligatoria es necesario atender a la diversidad en el grupo escolar,
apoyando a los de mayores impedimentos, pero sin descuidar a la media del grupo,
haciendo referencias constantes a otras asignaturas que permitan un planteamiento
globalizado de la ensefianza; en donde campeen la historia y la motivacién histérica,
que provoque investigacion y esté sazonada con problemas interesantes.

Sin embargo, la matematica que ensefiamos esta llena de bostezos, pues se prio-
riza la culminacién del programa y ello entra en choque con los procedimientos y las
actitudes. El alejamiento de las aspiraciones y necesidades de los alumnos es un factor
mas que aleja al maestro y a su materia del alumno, y, si se agrega a esto una ensefian-
za seria usada ademas con rigor, se provocan confusiones entre la estructura de la ma-
teria v la forma de evaluarla que se remiten, en la mayoria de las ocasiones, a la
aplicacién de un examen escrito, ofrecen un panorama deplorable en la ensenanza de
esta asignatura en la educacién béasica.

El tercer apartado Retos de hoy, es muy 1ico en propuestas. A partir de los es-
critos mas importantes en esta década, se tienen por objetivos en la ensefianza de la
matemética en la educacién bésica:

3 Pag. 16.

P
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*1. Ofrecer una educacion matematica interesante para todo el mundo,
a la luz de nuevos horizontes de vida que nos rodean, incor-
porando nuevas tecnologias y medios audiovisuales e intentando
una actitud social nueva sobre la importancia de educarse matema-
ticamente bien.

2. Pasarde la simple transmisjon de conocimientos, verdades o técnicas
a crear una verdadera estimulacion del aprendizaje donde primen
los métodos, los modelos y las estrategias sobre los contenidos
concretos, donde inducir, resolver, decidir, deducir, representar,
verbalizar, explorar, investigar, etc., sean verbos que marquen la
nueva dinamica y jubilen antiguas costumbres como la de calcular
rutinariamente.

3. Considerar que el aprendizaje es una labor continua que forma parte
de la vida de la persona y a la cual habrd que ayudar siempre a
cualquier edad y en todas las situaciones, consiguiendo poner en
cada caso los medios adecuados de todo tipo*.

Después de hacer un andlisis somero desde la Revolucién Industrial, a partir de
la maquina de vapor, los autores pasan al estudio de las diversas energias usadas en
el siglo XX y del campo de la cibemética al de la informatica; hacen un paralelismo
entre ellos en cuanto a los problemas de acumulacion, transmisién y cuantificacién y
la importancia del mundc de la informatica en el desarrollo acelerado del mundo ac-
tual, pues ese andlisis "... era necesario para entender que la educaciéon matematica
tiene el reto ineludible de sintonizar con el mundo nuevo".®

En este andlisis donde el maestro debe ensefiar lo que conviene y por ello hay que:

- educar en un entorno concreto, recurriendo a lo inmediato, a la
informacién a la mano y usando la infraestructura del entorno, sus
noticias y sus formas de comunicacién. '

- globalizar e interdisciplinar, aglutinando conocimientos, contenidos,
métodos y recursos con una idea comun para lograr una visién de
conjunto, relacionando la matematica con las demés asignaturas.

- obtener la culturizacién pendiente, a través del.conocimiento de los
origenes, retomar sus problemas fundamentales, los conceptos que
los originaron, el cémo y el por qué surgieron y quiénes los desarro-
llaron; esto es, usar del método histérico.

— evaluar como accién positiva.

Los autores tocan aspectos medulares referentes a cuestiones poco o nada conside-
radas en la accién docente, como la evaluacion considerada como una actividad
positiva y a la diversidad de formas evaluativas que se tienen a la mano; la necesidad
de la experimentacion diaria y la de futuro; desarrollar actividades de intercambio
con colegas, participando en agrupaciones y asistiendo a eventos educativos; utilizar

4 Pag. 20-21.
5 Pag. 22.
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a la educacién matematica como una forma de investigacion, misma que ya existe y
hay que hacerla llegar al profesorado por medio de publicaciones; formar educa-
dores a futuro con una nueva orientacién, para los que sea muy importante y equili-
brado saber mucha matematica, conocer mucha pedagogia y estar muy curtidos de
experiencias; tener claro que hay que ensefiar una matemadtica para todos y ensefiada
por todos; diversificar las formas de actuacioén en la clase; hacer del espacio de la
clase un ambiente dinamico y de variados recursos; hacer que la matematica esté en
todas partes; usar materiales y tecnologia modemos como el uso de peliculas y vi-
deos; usar un. lenguaje de comunicacién del momento; llegar a la conciencia de
participacién de la familia y de toda la sociedad en el cumplimiento de las tareas
educativas; y tener la conciencia y el animo de estarse poniendo al dia, dia con dia.

Los tres siguientes capitulos tienen en lo general una estructura similar, la cual
permite hacer generalizaciones y ampliaciones de un nivel a otro. En estos capitulos
se habla de la enserfianza de las matematicas en los ciclos: de 3 a 6 afios (parvulos),
de 6 a 12 anos (primaria) y del2 a 16 afios (secundaria), que son los espacios tem-
porales en que se desarrolla la educacion obligatoria en Espaiia.

En cada una de las introducciones a estos capitulos, los autores establecen lo
que podemos llamar la caracterizacién de los educandos y los propdsitos que se
deben perseguir, el proceso educativo que le corresponde y cémo lograrlo. Ademas
se definen las caracteristicas de la matematica que se ensefia en cada uno de estos ni-
veles, el tipo de compromiso que se establece en las situaciones de aprendizaje,
los procedimientos importantes de aprendizaje que hay que revalorar y, para cada
nivel, el andlisis de:

conceptos y hechos
actitudes, valores y normas
modelos de ensefianza
materiales mas importantes
tipos de evaluacién
actividades especiales, y el
enlace entre ciclos

Asi, por ejemplo, para €l caso de los procedimientos clave para cada nivel, los au-
tores nos determinan que:

a) En péarvulos son la observacion, la relacién y las estrategias de
resolucién de problemas.

b) En primaria son la observacién, la manipulacion, la experimentacién,
la relacién, la estimacion, el tanteo, el uso de lenguajes matematicos,
la resolucién de problemas y el manejo de técnicas especificas.

©) En la secundaria son la mejora de habilidades generales, rutinas
algoritmicas especificas, estrategias heuristicas genéricas o especificas,
las competencias cognitivas y 16gicas y la promocién de bases para un
pensamiento avanzado.
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En igual forma, el libro es interesante por cuanto van proponiendo y discutiendo
para cada nivel, cuéles son los: '

conceptos y hechos

las actitudes, valores y normas
los modelos de ensefianza

los materiales més impcrtantes,
entre otras cosas mas que.

Como se apreciard, una idea importante que se desarrolla a través de las paginas
de este singular libro, est4 en el hecho de que los autores hablan de un modelo educativo
equivalente con el que se presenta en nuestro pais desde 1993, y de ahi el interés
que puede tener el que maestros interesados en los enfoques actuales en la ensefianza
de la matematica conozcan y se sumerjan en los conceptos que campean en esta obra.

Santiago Valiente Barderas

Py



RESENAS

Resenas de Libros

Yves Chevallard, Marnianna Bosch y Josep Gascon:

Estudiar Matematicas: El Eslabén Perdido entre Ensehanza y
Aprendizaje

Institut de Ciences de I'Educacié de la Universitat de Barcelona y Editorial
Horsori, 335 pp, Barcelona, 1997

La publicacién de este libro es -desde mi punto de vista- un verdadero acontecimiento
editorial para todas las personas interesadas por los problemas de la ensefianza y
aprendizaje de las matematicas. Sinceramente pienso que el libro ser de gran utili-
dad para los profesores de matematicas, los padres y alumnos, pero también, y muy
especialmente, para los formadores de profesores y los investigadores en Didactica
de las Matematicas.

En un estilo y formato comprensibles el libro plantea delicadas e importantes
cuestiones sobre la naturaleza de las matematicas, su lugar en la sociedad y en la es-
cuela, asi como sobre el papel del estudio de problemas matematicos, las técnicas
de resolucién de problemas y la teoria correspondiente en el aprendizaje de las
matematicas.

El libro aporta varias nociones de gran interés para comprender la ensefanza y
el aprendizaje de las matematicas y los factores que influyen en estos procesos. Se da
gran importancia al concepto de estudio, que abarca tanto el trabajo personal de un
alumno enfrentado a un problema, 0 a un contenido escolar, como también el trabajo
del experto matematico que se enfrenta a un nuevo problema. La ensefianza es una
ayuda mas en el proceso de estudio, que es reinterpretado y presentado como un as-
pecto clave para el logro del aprendizaje.

De este modo, 10 diddctico -entendido como lo relativo a los procesos de estudio-
se reconoce no sdlo en €l estudlo cooperativo en la escuela dirigido por el profesor,
sino en la propia actividad del rnatematlco profesional, en el seno de la propia familia,
el estudio individual, etc.

La incorporacién al discurso de la Didactica de las Matematicas de la nocién
de estudio, permite un nuevo punto de vista para afrontar su problematica, resal-
tando que los principales protagonistas del aprendizaje matematico son los propios
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estudiantes. Los profesores dirigen el estudio y los padres ayudan a sus hijos a estu-
diar y a dar sentido al esfuerzo que se les pide. El fruto esperado de este esfuerzo con-
junto es el aprendizaje de las matemaéticas por parte de los alumnos.

El libro est4 organizado en cuatro capitulos o unidades con una estructura original.
Las unidades comienzan presentando un «episodio» consistente en una entrevista de
una periodista a profesores sobre una situacién de estudio y ensefianza de las matema-
ticas en un instituto. Este episodio se usa como contexto para desarrollar el contenido
de la unidad, usando los didlogos entre una supuesta profesora de Didactica de las
Matematicas y uno de sus estudiantes. Las principales ideas que surgen en este anali-
sis didactico dialogado se sintetizan y completan con diversos comentarios, profundiza-
ciones y anexos.

Como se ve la estructura de cada unidad es compleja pero esta presentada de
una manera comprensible, amena y eficaz para situar al lector ante la problematica
tratada y comunicar las ideas de los autores.

Describimos, a continuacion, sucintamente el contenido de cada unidad, utilizando
parte de la informacion dada por los autores en los apartados de sintesis de las mismas.

Unidad 1: Hacer y estudiar matematicas. Las mateméticas en la sociedad.

Se abordan cuestiones que estan en la base del tema de la ensefianza y el aprendizaje
de las matematicas, como las siguientes: ;qué son las matematicas, en qué consisten
y para qué sirve hacer matematicas en la sociedad?

Con frecuencia en el seno del sistema de ensefianza de las matematicas se tiene
la creencia que las unicas necesidades sociales matematicas son las que se derivan
de la escuela. Este reduccionismo -o ‘*enfermedad didctica®- lleva a considerar que
las matematicas estan hechas para ser ensefiadas y aprendidas, que la «ensefianza
formal» es imprescindible en todo aprendizaje matematico y que la Unica razén por la
que se aprenden matematicas es porque se ensefian en la escuela. Se reduce asi el
«valor social» de las matematicas a un simple «valor escolar», convirtiendo la ensefian-
za escolar de las matematicas en un fin en si mismo.

«¢Qué hacer para que los alumnos se sitlen como matematicos ante las cues-
tiones matematicas que se les plantean en la escuela, y para que asuman ellos
mismos la responsabilidad de sus respuestas?» ‘

En esta primera unidad se describen los procesos de ensefianza y aprendizaje de |
as matematicas como aspectos particulares del proceso de estudio de las matemati-
cas, entendiendo la palabra estudior en un sentido amplio que engloba tanto el
trabajo matematico del alumno, como el del matematico profesional que también
«estudia» problemas de matematicas. Lo didactico se identifica asi con todo lo que
tiene relacion con el estudio y con la ayuda al estudio de las matemaéticas, identifican-
dose entonces los fenémenos didéacticos con los fendmenos que emergen de cualquier
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proceso de estudio de las matematicas, independientemente de que dicho proceso
esté dirigido a utilizar las matematicas, a aprenderlas, a ensefiarlas o a crear matema-
ticas nuevas. La Didéactica de las Matematicas se define, por tanto, como la ciencia
del estudio de las matematicas.

Unidad 2: E] curriculo de matematicas. Las matematicas en la escuela

La visién antropolégica que asumen los autores sobre las matermaticas les lleva a enfa-
tizar su componente de actividad humana, y por tanto a presentar la idea de obra
matematica COImo una nocién importante para comprender los problemas de seleccién
de los contenidos matematicos a ensefiar. Tanto la escuela como 1o que en ella se ensena
(el curriculo) son obras abiertas, siempre inacabadas, que evolucionan con la socie-
dad, fruto de decisiones (o falta de decisiones) humanas. El curriculo de matematicas
no es arbitrario, como tampoco lo es la manera en que se transforma la matematica
en el seno de una institucion escolar (transposicion didactica)

Para que un tema o contenido matematico (una obra en la terminologia de los au-
tores) forme parte del curriculo obligatorio, ademés de que la sociedad considere
su estudio interesante por si mismo, debe ayudar a acceder a muchas otras obras de
la sociedad. Pero existen dos peligros: que las matematicas ensefiadas sean en si
mismas inaccesibles para muchos jovenes, que no conduzcan a ninguna parte, es
decir, que se pierdan las cuestiones a las que dichas matematicas responden y que,
por tanto, aparezcan como una obra cerrada, muerta.

Unidad 3; Matematicas, alumnos y profesores. Las matematicas en el aula

Aqui se aborda el problema didactico de encontrar o inventar situaciones que consti-
tuyan un buen «laboratorio» para que un grupo de alumnos pueda avanzar eficaz-
mente en el estudio de un tema (una obra), en este caso, el dlgebra elemental en 2
de ESQO. De los Didlogos se desprende que una situacién adaptada al estudio de una
nueva cuestion debe cumplir dos condiciones inseparables:

(1) La situacién se debe poder elaborar con materiales pertenecientes
al medio matemdtico de los alumnos, es decir, al conjunto de ob-
jetos cuyas propiedades se dan mas 0 menos por sentado y que se
puedan manipular de forma bastante segura. Es preciso que
los alumnos tengan una verdadera familiaridad matematica.

(2) La situacién debe ser susceptible de generar algunas de las cuestio-
nes que dan origen a la obra que se quiere estudiar. Esto significa
que mediante una pequefia variacion de ciertas tareas y cuestiones
conocidas par'los ‘alumnos, ha de ser posible provocar la aparicién
de los principales tipos de problemas y técnicas que componen la
obra en cuestion. v '
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Puede darse el caso (y quiza sea esto 1o més habitual) que, para una obra mate-
matica concreta y un grupo determinado de alumnos, no se conozca ninguna situa-
cién que permita hacer avanzar de manera Optima a los alumnos en el estudio de la
obra considerada, lo cual significard que el problema didactico planteado no tiene
una solucién conocida.

Pero incluso si se dispone de una buena situacion para avanzar en el estudio de
la cuestién planteada, no todo queda en manos del saber hacer del profesor.
El rendimiento de las técnicas didacticas depende ante todo del contrato didictico en el
que actian conjuntamente profesor y alumnnos. Es éste el que define lo que ser po-
sible o imposible hacer en clase, lo que tendra sentido para los alumnos y el profesor
de una manera compartida. Antes de ser eficaces, las técnicas didacticas tienen que
ser aceptables y significativas para los actores del sistema didactico.

Para entender los hechos didacticos que pueden observarse en una clase de
matematicas, es preciso interrogarse sobre la estudiabilidad de la cuestién matemaética
planteada y sobre las restricciones que emanan del contrato didactico.

Unidad 4: La estructura del proceso de estudio. Las matematicas en vivo

Una obra matematica surge siempre como respuesta a una cuestién o a un conjunto
de cuestiones. Pero, jen qué se materializa dicha respuesta? En una primera aproxima-
cién podramos decir que la respuesta matematica a una cuestién cristaliza en un con-
junto organizado de objetos ligados entre si por diversas interrelaciones, esto es, en una
organizacién matemadtica. Dicha organizacién es el resultado final de una actividad
matematica que, como toda actividad humana, presenta dos aspectos inseparables:
la prdctica matematica 0 upraxis» que consta de tareas y técnicas, y el discurso razo-
nado o «logos» sobre dicha practica que esta constituido por tecnologias y teorias.

No hay praxis sin logos, pero tampoco hay logos sin praxis. Al unir las dos caras
de la actividad matemaética se obtiene la nocién de praxeologia: para responder a un
determinado tipo de cuestiones matematicas hay que elaborar una praxeologia mate-
madtica constituida por un tipo de problemas determinado, una o varias técnicas,
su tecnologia vy la teoria correspondiente.

Elaborar una praxeologia matematica supone para cualquier «estudiante», ya sea
matemético investigador o alumno de matematicas, entrar en un proceso de estudio
‘que, como tal, no es un proceso homogéneo sino que esta estructurado en diferentes
momentos. Dichos mOmentos hacen referéncia a una dimension o aspecto de la activi-
dad de estudio, mas que a un periodo cronolégico preciso.

Los autores distinguen los siguientes momentos puestos en relacién con los dife-
rentes elementos que constituyen la obra matematica y con las relaciones que se
establecen entre ellos:

1) Primer encuentro con los objetos matematicos que constituyen un
tipo de problemas.
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2) Exploratorio. Durante esta fase se explora el tipo de problemas
intentando construir una técnica adecuada para abordarlo en su
conjunto, o bien para un subtipo.

3) Trabajo de la técnica. Dominio, puesta a punto y nueva creacién
de técnicas matematicas. Es un momento que desempefia un pa-
pel integrador, ya que supone el desarrollo natural del momento
exploratorio y por ello creador de nuevos objetos matematicos, y
también como la fuente de las necesidades tecnoldgico-tedricas.
De aqui se deduce que si no se presta suficiente atencioén a esta
dimensién de la actividad matematica se crea un abismo entre
la exploracién puntual y rigida de problemas por un lado, y los
discursos «teoricos» (justificativos e interpretativos) por otro.

4) Tecnologico-tedrico. Este momento se refiere a los dos niveles de jus-
tificacion de la practica matematica: la tecnologia de la técnica, que
se mantiene mas cerca de la técnica, y la teoria, un poco mas alejada.

5 Institucionalizacién. En algin momento, el profesor -0 el propio
estudiante, sea matemaético o alumno- deber fijar cudl sera la «buena
técnican  de resolucién de una tarea, asi como a la organizacién
matematica en su conjunto y en toda su complejidad. Se instituciona-
lizan elementos tecnoldgicos y tedricos, los subtipos de problemas,
etc. Si el matematico no quiere perderse entre todo lo que esta

¥ haciendo, con cierta regularidad, tendrd que institucionalizar el
producto de su trabajo: precisar qué técnica utiliza, qué elementos
forman parte del entorno tecnolégico-tedrico -y cudles no-, a qué
subtipos de problemas se puede aplicar la técnica y a cudles no, etc.
Si no realiza este proceso, su propia actividad se volvera ilegible
para él mismo.

6) Evaluacion de la obra matematica en su conjunto. Se trata aqui
del momento en el que se pone a prueba el dominio de la obra.
El estudiante debe ponerse a prueba, evaluarse, constatar si domina
o no el nuevo objeto.

En cada unidad se incluyen, ademaés, varias cuestiones y problemas matematicos
-presentados como ‘pequerios estudios matematicos’- que se proponen al lector, para los
que se ofrecen diversas vias y ayudas al estudio, que permiten superar posibles bloqueos
y se agrupan al final del libro. Segfm los objetos matematicos puestos en juego en cada
caso, estas vias de estudio estan clasificadas en cuatro niveles de dificultad, abarcando
lasecundaria obligatoria, bachillerato, primeros ciclos de carrera universitaria y licenciatura.

Los «pequefios estudios matematicos», no son, por tanto, una simple coleccion de
problemas resueltos, ya que cada cuestion abierta puede ser abordada de forma di-
versa, y las ayudas intermedias ofrecidas dejan un margen de iniciativa y esfuerzo per-
sonal al estudiante, acorde con la teoria didactica desarrollada en los didlogos entre
la profesora y el estudiante. :
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Como profesor de matematicas e investigador en Didactica de las Matematicas
s6lo me resta agradeceder alos autores Yves Chevallard, Marianna Bosch y Josep Gascon,
el excelente trabajo realizado y congratularme de que esta primera edicion se haya es-
crito en castellano. Espero que el éxito editorial que les auguro contribuya en breve
plazo a que sea traducido a otras lenguas, aumentando de este modo su influencia en
la mejora del estudio de las matematicas a nivel internacional.

Juan Diaz Godino
Departamento de Didactica de la Matemadtica

Universidad de Granada

$



RESENAS

Resenas de Libros

John Allen Paulus:
Mas Alla de los Numeros (meditaciones de un matematico)
Tusquets Editores, Serie Metateues No. 31, Barcelona, 1993

En un estilo tan personal como el que circunscriben a sus obras de divulgacion, el
autor, John Allen Paulus nos habla de lo matematico y no de la matematica.

Esta es una obra en donde el autor se sumerje en la realidad matematizable; en un
lenguaje cotidiano comenta de la matematica del entorno sirviendo como un buen
traductor entre la matematica, los matematicos y lo que éstos quieren decir de aquélla.

Se tocan diversas ramas de la matemética, de los hombres que la construyen o la
han construido, sus anécdotas significativas y de las connotaciones que dan a sus
experiencias, pero siempre en un afan formador de juicios, si no claros, sin con plenitud.

Los temas clasicos afloran. Es el caso de los referentes a las secciones cénicas,
la induccion matematica, los nimeros primos y otras mucho méas actuales como la
teoria del caos, los fractales y la iteracién, sin dejar de lado al humor matematico y
la ética que acomparia a sus realizadores.

Resulta evidente que la principal preocupacién de Paulus es la divulgacién
matematica basada en juicios de valor que, por si mismos, deben por fuerza entusias-
mar al lector y, con ello, ayudar a desterrar el analfabetismo matematico, como el
propio autor lo define. Como el autor interviene en el contenido con compromiso y
hace referencia constante a sus propias experiencias, podemos decir que en la obra
se descubren -¢Por qué no habria de ser asi?- posturas autobiogrificas que resultan
agradables porque le dan cardcter mas humano a las obras de los hombres v se evita
la impersonalidad que en otros autores hace que sus escritos sean algo asépticos o
faltos de compromiso.

En 70 capitulos breves, de no mas de cuatro paginas cada uno, Paulus desarrolla
la hazafa de divulgacién, tocando todo lo que, supuestamente debe ser puesto en
considerancion, para llevar de la mano a lectores de mente matematica, muchos de
ellos sin saber que la tienen, para apreciar el inmenso poder de la matematica, a fin
de comprender un mundo complejo, rico en interpretaciones, y dejar que la claridad
vaya antes que la formalidad, cuando estas dos entran en choque.
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En lo personal me han parecido interesantes y bien presentados los temitas refe-
rentes a El estilo matematico, La cinta de Mabius y orientalidad, La conciencia hu-
mana y naturaleza fractal, Etica y matemadticas, La filosofia de la matematica, Humor
y matemmatica, La notacién cientifica, La teoria del juego, La teoria del caos'y Zenén y
el movimiento, sélo por nombrar algunocs que, en el repertorio amplio del contenido
se destacan. : -

Es innecesario un listado de los 70 temitas para una resefia y el espacio que se
cuenta para ella pero, sin lugar a dudas, en todos Paulus demuestra que los tiene bien
pensados y que si no aporta nada nuevo en lo matematico, si lo hace en la internacién
de las ideas que de ellos se derivan, en descubrir algo a partir de sus juicios de valor
y en la manera en la que enfoca temas basicos, algunos controvertidos, otros no resuel-
tos totalmente y, otros mas que son de gran actualidad y de vigencia plena.

Y, pues como €l autor manifiesta: «...Sin embargo, la matematica proporciona un
modo de entender el mundo, y el hecho de desarrollar una conciencia o una perspec-

tiva matematica puede ayudarnos en nuestro comportamiento matematicon.

Santiago Valiente B.



RESENAS
DETRABAJOS

La Adquisicion del Concepto de Nuimero Yinculado al
Proceso Aditivo, en Ninos de Primaria:
El Uso del Cuadrito Vacio [].

Este trabajo, se aboca al andlisis de la construcciéon del concepto de numero en
estudiantes de segundo afio de primaria. Para realizar el estudio se examina un libro
de texto de primero de primaria cuyos ejercicios interrelacionan los siguientes tdpicos:

1) Diferentes representaciones simbélicas de la adicion planteadas con la ayuda del
cuadrito vacio (0J):

Aquellas en las que solo aparece un cuadrito: a+ O =c,a+b=0,0+b=c.
O dos cuadritos: OO0 + O, - a+0O 0O, O+b O
Otwes: O+ 0O+0, Oo+0
0
Ocuatro: O +0 +0+ 0.

Incluso situaciones en las que se mezclan el cuadrito vacio con los lenguajes
verbal y numérico: O + O

8 ocho

2) Los conjuntos de objetos visualizados mediante una representacion grafica
{imégenes).

3} Los enunciados verbales de los ejercicios contenidos en el texto.

El estudio se lleva a cabo con una serie de actividades, desde la elaboracién de un
examen diagnostico para elegir a los candidatos a la entrevista clinica, la evaluacién y
seleccién de los estudiantes, hasta el analisis tedrico de las respuestas a las preguntas
planteadas.

Se eligieron 8 estudiantes, los cuales exhiben diversos niveles de avance en la
construccién del concepto de numero mediante el uso que le asignan al cuadrito vacio
en las expresiones antes mencionadas. Se concluye, que algunos nifios no llegan a
identificar en dichas representaciones, a los sumandos (componente binaria de la adicién

Alma Nora Arana Hermandez
Departamento de Matematica Educativa

Centro de Investigacion y Estudios Avanzados, IPN
México, D. F.
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0 suma) y por tanto a diferenciarlos del resultado o total. Son los guadritos vacios de
la notacién O + O, los que ayudan a construir la idea de sumando.

A cierta construccion de sumando, le comresponde una Estrategia de Conteo.
Y viceversa, cada Estrategia de Conteo, trae consigo una forma particular de percibir
al sumando. :

La percepcién cada vez mas nitida de los sumandos, induce una evolucién en las
_estrategias de conteo, asi como del concepto de numero.

En este estudio, a través de las diferentes notaciones, se identifican estrategias
de transicion entre Contar Todo y Seguir Contando.



RESENAS

Reseiias de Eventos

Resena del XXI Congreso Internacional
del Grupo Psicologia para la Educacion en Matematicas

El asistir al congreso convocado por el International Group for the Psychology of
Mathematics Education (PME) es una de las experiencias mas afortunadas para todos
- aquellos que nos dedicamos a la investigacién y/o ensefianza de las matematicas.
El PME es, sin duda alguna, el evento mds importante en el &mbito internacional, para
todos aquellos que estan interesados en los procesos de la ensefianza de las matemati-
cas, prueba de ello es la diversidad de trabajos que se realizan y la afortunada reu-
nién de los investigadores méas connotados en esta area de investigacion.

Este arfo el evento se desarrollé en la ciudad de Lahti, Finlandia v en una rdpida
revision de las Memorias (Proccedings) de esta reunién encontraran trabajos de: D. Tall,
E. Dubinsky, S. Vinner, J. Kaput, N. Balacheff, C. Hoyles, R. Davis, P. Cobb, T. Rojano,
E. Yackel, G. Goldin, P. Goldenberg, R. Noss, A. diSessa, R. Sutherland, A. Sfard, B. Schwarz,
P. Boero, D. Reid, J. Mamona, y muchos mas que por la brevedad de esta resefia me
es imposible anotar. "

La eficiencia con la que se desarrollé el programa muestra la experiencia de mas
de 20 anos en desarrollar estos eventos en las diferentes latitudes de nuestro planeta.
El congreso convocado desde el afio anterior, con el tema: Educacién Matematica,
Tecnologia y Cambio, inicid sus trabajos el dia 14 de julio, dia dedicado al registro de
participantes y ubicacién de lugares de hospedaje, en esta ocasion se registraron mas
de 330 participantes de los siguientes paises: Australia, Austria, Brasil, Canada,
Colombia, Corea, Cyprus, Dinamarca, Espafa, Estonia, Finlandia, Francia, Alemania,
Grecia, Hong Kong, Inglaterra, Iran, Israel, Italia, Japdn, Malasia, México, Holanda, No-
ruega, Nueva Zelanda, Portugal, Rusia, Sudéfrica, Suecia, Taiwan, USA. Este mismo
dia inician los trabajos con la asamblea de apertura y la primera sesion de lectura suge-
rida “Neuromagnetismo un acercamiento a la neurociencia cognitiva” a cargo de
Sari Levénen. :

Al dia siguiente iniciaron los trabajos a las 8:30 a. m. con la pnmera de las 11 sesio-
nes dedicadas a la presentacion de los diversos trabajos de reportes de investigacion.
Cada sesion contenia 11 exposiciones simultdneas. Asi en el congreso se presentaron



M EoucaconMatemitica @ Vol. 9-No. 3 « Diciembre 1997 RO GEl W Pag. 119m

122 reportes de investigacion en donde se expusieron diversos trabajos de los investiga-
dores de los paises arriba anotados y como muestra de ello anotamos: Una expresion
de la idea de refinamiento sucesivo en ambientes de geometria dinamica, (O. Hazzan &
P. Goldenberg -Israel); Usando la computadora para improvisar pensamiento concep-
tual en integracion (H. Ye Yoon -Nueva Zelanda); Aprendizaje de teorias de distribu-
cién de la inteligencia (P. Cobb -USA); El significado de las pruebas (J. Galdino -Espafia);
Planeacion del discurso matematico (A. Sfard -USA); Estudio de la aproximaciér;
constructiva en educacién matematica (N. Tadao -Japon); Unidades cognitivas, conexio-
nes y pruebas matematicas (D. Tall y T. Banard -UK); Una nueva aproximacion para
sistemas tutoriales inteligentes: un ejemplo para actividades estadisticas {Bueno vy
Cuevas -México), etc., etc.

Se realizaron 5 conferencias plenarias entre las que podemos destacar a: “Caja
de herramientas abierta: nuevos fines y nuevos medios en el aprendizaje de las
maternaticas y ciencia con las computadoras”, impartida por Andrea A. diSessa: “De
la intuicion a la inhibicién -matemdticas, educacién y otras especies en peligro” por
Shlomo Vinner; etc. '

Un panel plenario con el tema convocado y coordinado por K. Crawford con
la participacion de Janet Ainley con el tema: Roles para el profesor y para la computadora;
Nicolas Balacheff exponiendo: “Algunas interrogantes de los ambientes de aprendi-
zaje matematico” y James Kaput con: “Profundizacién del impacto de la tecnologia
mas alla de la asistencia con formalismos tradicionales a fin de democratizar del ac-
ceso a la ideas que subyacen al calculo”.

También se constituyeron 3 foros de investigacién que abordaron temas como:
Pensamiento numérico elemental, con la participacién de David Tall, Robert Davis y
Dagmar Neuman; Investigacion sobre el concepto de funcién con la participacién de
B. Schwarz, y Michal Yerushamy, etc.

Se formaron 9 grupos de trabajo para continuar el desarrollo de temas como:
“Pensamiento matemdtico avanzado” coordinado por David A. Reid; “Geometria”
coordinado por M. A. Mariotti & A. Mesquita; “Ensenanza y aprendizaje de la estadis-
tica” coordinado por Carmen Botanero y John Truran; “ Estructura y procesos algebrai-
cos” coordinado por Teresa Rojano y Luis Radford, etc.

Se integraron 5 grupos de discusién que abordaron temas como: “Teoria de numeros”
coordinado por Stephen Campbell y Rina Zaskis; “Las tareas terminadas-abiertas
y evaluando el pensamiento matematico” coordinado por Peter Sullivan; “Teoria simié-
tica”, coordinado por Adam Vile y Luis Radford, etc.

Se tuvieron ademas 55 comunicaciones orales y 21 trabajos presentados en posters.

Cabe mencionar que de mas de 170 propuestas de reportes de investigacion sdlo
se aceptaron 122 y de 77 comunicaciones orales se aceptaron 57.

El viernes 18 por la tarde, se determiné que la préxima reunion del PME se llevara a
cabo en Sudafrica v se eligieron nuevos miembros del comité internacional. Con tristeza
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vimos que Tere Rojano vicepresidente de dicho cornité y representante de México
habia terminado exitosamente su periodo.

El evento termind el sibado 19 de julio dejando, para muchos de los que asisti-
mos, un grato recuerdo de los investigadores que conocimos y algunos otros que tu-
vimos la oportunidad de saludar pero fundamentalmente un andlisis de las ideas
expuestas y un largo trabajo por hacer, y que para muchos de nosotros constituyen
temas de investigacion. -

En lo personal agradezco la cortesia con la que me acogieron en Lahti y el don
de su experiencia.

Carlos A. Cuevas
Departamento de Matematica Educativa
Centro de Investigacion y de Estudios Avanzados del IPN



RESENAS

Resenas de Eventos

R
Propuesta de articulo de difusion para “Educacion 2001”

Seminario internacional sobre innovaciones educativas en
Ciencias Naturales y Matematicas

Los dias 13 al 15 de octubre, en la ciudad de Cuernavaca, estado de Morelos, se realizé
el Seminario Intemacional sobre innovaciones educativas en Ciencias Naturales y
Matematicas. Inicialmente la idea fue una propuesta de la Organizacién para la
Cooperacion y Desarrollo Econémicos (OCDE), a la cual México pertenece desde 1994.

Antecedentes

La OCDE inicié en 1990 un proyecto de Innovaciones educativas en Ciencias Naturales,
Matematicas y Tecnologia (SMTE -por sus siglas en inglés), que involucré a trece paises
con la realizacién de 23 estudios de caso alrededor de estas asignaturas, desde los
niveles de educacién bésica hasta los de nivel superior. Cada pais escogi6 su o sus estu-
dios de caso; en algunos correspondieron a politicas educativas gubernamentales y en
otros a iniciativas personales o de un pequerio grupo de investigadores o maestros.
¢Por qué una organizacién como la OCDE se interesdé en la educacién en estas
asignaturas? Resulta que varios paises al final de la década pasada ya habian detec-
tado la importancia de mejorar la educacién en éstas, como un factor clave para la
prosperidad econdmica futura, ademds de que era muy evidente a nivel mundial
la impopularidad de estas asignaturas entre los alumnos.

Cuando la OCDE sistematizo sus estudios de caso en el libro Matematicas, Ciencia y
Tecnologia. Innovaciones educativas®, destacaron las siguientes necesidades como
los principales motivos de las reférmas en la educacién de estas asignaturas: mejorar
la economia de los paises, superar la insatisfaccion en su estudio propiciando conexiones
con el mundo y los intereses de los alumnos, contar con ciudadanos mejor preparados
como parte de sus derechos e incluir la diversidad de los alumnos en la ensefianza

1 Editado por Paul Black y J. Myron Atkin, impreso en México por Grupo Editorial [beroamérica, S.A.
de C.V. y distribuido por la OCDE en México, durante el Seminario.
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(el llamado derecho a la inclusividad en la educacién, problema agudo en algunos
paises). Por otro lado, se identificaron tres grandes tendencias, mismas que paises como
México y Argentina hanreconocido en sus propuestas curriculares. Estastendencias son:

. Importancia de que los alumnos desarrollen trabajo practico y actien sobre
los objetos de conocimiento para generar aprendizajes significativos.

- Explicitacién de las conexiones que hay entre las ciencias y otros campos
del conocimiento como objetivo fundamental del proceso de ensenanza.

+ Reconocimiento, a través de los enfoques de ensefianza, de que tanto las cien-
cias naturales cuanto las mateméticas son herramientas para conocer y ex-
plicar el mundo que nos rodea.

A partir de que el libro antes referido aparecié en su edicién en inglés -Changing
the Subject. Innovations in Science, Mathematics and Technology Education?-, en abril
de 1996, la OCDE organizé ocho reuniones de diseminacién en diferentes paises de
Europa, Estados Unidos de América, Japén, Australia y, finalmente, México. En particular
en esta ultima se propuso involucrar a los paises de América Latina. Con esta idea ini-
cial se afiné dicho seminario entre la OCDE y la Secretaria de Educacion Publica (SEP),
quien introdujo el propésito explicito de profundizar en las acciones de la reforma
educativa iniciada en México en 1993, a partir de la discusién de las experiencias de
los paises miembros de la OCDE que participaron en el proyecto SMTE, asi como de las
de los latinoamericanos.

Inauguracion del Seminario

En el acto inaugural del seminario estuvieron presentes el Dr. Carlos Javier Martinez
Le6n, Secretario de Bienestar Social del Gobierno del estado de Morelos y el maestro
Olac Fuentes Molinar, Subsecretario de Educacion Basica y Normal de la SEP. A sus
palabras de bienvenida y al discurso inicial respondi6 el Dr. Alejandro Tiana Ferrer,
Presidente del Centro de Investigacion e Innovacion Educativa (CERI) de la OCDE duran-
te 1996.. Posteriormente el Dr. Edwyn James, consultor de la OCDE presenté los
antecedentes del proyecto SMTE y el maestro Olac Fuentes Molinar dictd una conferencia
sobre los retos centrales de la educaciéon y en particular para la educacién en ciencias,
en México. Dos ponentes de la OCDE, Dr. Kurt Riquarts de Alemania y Dr. Edward
Britton de los Estados Unidos de América, expusieron dos estudios de caso del pro-
yecto SMTE, para completar un encuadre general.

Los temas analizados ‘

Con este marco de referenicia, que tuvo como antecedente un documento base
que se repartié previamente a los asistentes, se discutieron tres grandes temas sobre
las innovaciones educativas en ciencias naturales y matematicas: “Aspectos curricula-

2 Publicado por Routledge -Londres y Nueva York- y la OCDE.
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Evaluacién del aprendizaje” y “Formacion inicial y actualizacion de maestros”.
Cada tema inici6 con una reunion plenaria en la que participaron ponentes de la OCDE,
de América Latina y de México.

Myron Atkin (E.U. ) y Maria Saez (Espafia) fueron los ponentes de la OCDE para la
plenaria sobre "Aspectos Curriculares”; por parte de México y América Latina: Elisa
Bonilla (México), Ana Maria Pessoa de Carvalho (Brasil) y Laura Fumagalli (Argentina).

Para la plenaria sobre “Evaluacion del aprendizaje”, por parte de la OCDE hablaron
Paul Black {Inglaterra) y John Williamson (Australia). México y América Latina tuvieron a
los siguientes ponentes: Sylvia Schmelkes, Hugo Balbuena (México) y Gilberto Alfaro
(Costa Rica). Por ltimo, para “Formacion inicial y actualizacién de maestros” la OCDE
presento a John Olson (Canada) y George Porter (Irlanda), México a Armando Sanchez,
Argentina a Faustino Beltran y Chile a Grecia Gélvez. Ademas de estas tres plenarias y
sus respectivas sesiones de trabajo, se programoé una exhibicién de materiales educativos
donde se expusieron los avances mas significativos en estas areas y dos ponencias
magistrales, a cargo de la Dra. Teresa Rojano y del Dr. José Antonio Chamizo, sobre las
innovaciones educativas en matematicas y ciencias naturales en México.

Después de cada reunion plenaria, los asistentes se dividieron en sesiones de trabajo,
para discutir, con base en las ponencias y en el documento base, en grupos pequerios.
En estas sesiones, la participacion fue muy nutrida y entusiasta, por lo que se considera
que se cumpli6 el propdsito planteado para el Seminario.

Algunas coincidencias que se reiteraron por parte de varios de los ponentes yen las
sesiones de trabajo fueron:

+ Mostrar a la ciencia y a las matemaéticas como empresas humanas, excitantes,
divertidas y con propésitos. Por lo mismo, la conexion entre diferentes disciplinas
debe aproximarse mas al trabajo actual de los cientificos.

+ Centrar la educacion en los alumnos, lo que requiere modificar el paradigma actual
de la ensefianza centrada en los profesores.

- Involucrar a los alumnos en la evaluacion, lo que a su vez puede favorecer la
responsabilidad por su propio aprendizaje.

- Inculcar en los maestros y en los alumnos procesos de aprendizaje para toda la vida
y bien conectados con la sociedad.

- - Favorecer el trabajo colaborativo entre los maestros desde la planeacion inicial de
susclases hastalareflexién de sus experiencias docentes cotidianas, como factores
para desarrollar su profesionalizacién. Las reformas necesitan tiempo para que los
maestros las hagan suyas y puedan incorporar las innovaciones educativas,
ademas, como parte de su necesidad de formacién permanente. Si en este tzabajo
colaborativo se involucran investigadores y especialistas, los resultados pueden
mejorarse.

- Desarrollar en los maestros la competencia en su disciplina, situaciones de
aprendizaje no tradicionales, habilidades pedagdgicas y de evaluacién
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Aspectos organizativos

Con el objeto de preparar el programa y la invitacién a los ponentes de América Latina
se integrd un comité cientifico con especialistas de México, de diferentes instituciones
académicas con amplia trayectoria en desarrollo curricular, investigacién educativa o
formacion de maestros. Por otrolado, con el apoyo de la Secretaria de Relaciones Exteriores
se logrd la asistencia de especialistas de los paises de Centroamérica y de tres del Caribe.

La asistencia al Seminario fue de 230 especialistas de los siguientes paises: Alemania,
Argentina, Australia, Belize, Brasil, Canadd, Colombia, Costa Rica, Cuba, Chile, El
Salvador, Espafia, Estados Unidos de América, Francia, Guatemala, Honduras, Inglaterra,
Irlanda, Jamaica, México, Nicaragua, Panamd, Republica Dominicana y Venezuela. Por
parte de México participaron: equipos técnicos de las entidades federativas, del D.F.y de
diferentes areas de la SEP; autores de los libros de ciencias naturales y matematicas,
Tevisores, equipos técnicos externos y especialistas de otras instituciones educativas. Los
trabajos de coordinacién operativa, traduccién, filmacién y atenciéon involucraron a 30
personas mas de apoyo.

Productos en preparacion

Durante el seminario se realizaron entrevistas con diferentes especialistas, con el objeto
de elaborar programas para la red satelital de la Secretaria de Educacién Publica -
EDUSAT-, que reproduzcan algunos de los puntos centrales de las ponencias y de las
discusiones. Por otro lado, existe el proyecto de elaborar un libro que desarrolle los temas
centrales del Seminario, a partir de las sesiones plenarias y las de trabajo, pensado para
el profesor en servicio.

Al finalizar el seminario se organizaroﬁ tres reuniones de expertos para analizar: los
programas de formacion inicial y de actualizacién de educacién basica; el programa de
actualizacién de educacion media superior; y qué es lo basico de la educacién en ciencias
y matematicas. En estas reuniones, los especialistas de México tuvieron la oportunidad
de profundizar en los temas antes planteados, con los ponentes de la OCDE y algunos de
AméricaLatina.
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Notas y Noticias

L T,

Congresode Multimedia y Telecomunicaciones en Educacién

La Asociacién para el Avance de la Computacién en la Educacién (Association for the
Advancement of Computing in Education AACE) organiza dos congresos mundiales
que se llevaran a cabo en forma conjunta: el Congreso Mundial de Multimedia e
Hipermedia Educativos y el Congreso Mundial en Telecomunicaciones Educa-
tivas. Ambos tendrén lugar del 20 al 25 de junio de 1998 en Friburgo, Alemania, teniendo
como huésped la Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg, de Alemania.

Estos congresos son foros interdisciplinarios para la discusion y diseminacion de
informacién sobre investigacién, desarrollo y aplicaciones de los diferentes temas
asociados con multimedia, hiperraedia y educacién a distancia. Los congresos cubren
todas las disciplinas y todos los niveles educativos y atraen anualmente mas de mil
participantes de mas de cincuenta paises.

Los temas del proximo afio incluyen:

. Para el congreso de media: :
Arquitecturaspara sistemas tecnoldgicos educativos, Autoria, Desarrollos
en paises especificos, Evaluacién de sistemas de multimedia e
hipermedia, Interfase hombre-computadora (MCI), Mejora de la -
ensefianzaen el aula, Ambientes de aprendizaje interactivo, Ambientes
y medios inteligentes, Integracién de la pedagogia, la didacticay MCI, -
Herramientas de estructuracion del conocimiento, Aprendizaje de
idiomas, Aprendizaje através de laacciéri, Los medios enla educacién,
Metodologias para el desarrollo de sistemas tecnoldgicos educativos,
Multimedia e inteligencia artificial, Aplicaciones de los multimedia e
hipermedia, Navegacion, Software dered para bases.grandes dedatos,
Aplicaciones, ideas y acercamientos novedosos  Asuntos pedagdgicos,
Simulaciones para el aprendizaje, aApliCaciones;pequeﬁas, Software
para investigacion educativa, Amlqigpgé" -especificos para &reas
educacionales especiales, Realidad ¥irtualy 2srebeyes? = -
Los temas para el congreso de telecomu;ﬂcagién;Aeducativa incluyen:
Inteligencia artificial .y. telecomunicaciofiés; T Colaboracién entre la
escuela, 1a universidad y la industria,*Comunicacion mediada por
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computadora, Trabajo colaborativo apoyado en la computadora,
Estrategias de conectividad e implementacién, Aprendizaje cooperativo
y colaborativo, Disefio de sistemas para educacién a distancia,
Educacién a distancia y teleaprendizaje, Evaluacién, Fuentes de
ingreso, costo y beneficio, Educacién global, Modelos instruccionales
en telecomunicaciones, Ambientes integrados de desarrollo, Multime-
dia y telecomunicaciones, Educacién en linea y en red, Fundamentos
pedagdgicos, Asuntos de politica, ética, estdndares y legales, Areas
rurales, en desarrollo y remotas en el mundo, Asuntos sociales y
culturales, Estrategias de enseflanza y aprendizaje, Teleconferencias,
Modelacién del usuario/estudiante en la educacién a distancia. '

La Asociacién para el Avance de la Computacién en la Educacién invita a proponer
articulos, paneles, mesas redondas, tutoriales, talleres, demostraciones o carteles. Todas
las propuestas serdn revisadas para determinar su inclusién en el programa, en las
memorias y en las memorias en CD-ROM. La fecha limite para la recepcién de trabajos
es el 23 de Octubre de 1997.

Para mayor informacién se puede conectar a la red en la direccion:
http:/www.aace.org/conf/edmedia

0 enviar sus datos a:
ED-MEDIA 98/AACE
P.O.Box 2966
Charlottesville, VA 22902 USA
FAX 804-978-7449
Correo de voz: 804-973-3987
Correoelectronico: AACE@virgivia.edu

Congreso internacional sobre ensenanza de matematicas

Con el objetivo de examinar nuevas formas de ensefianza de las matematicas a nivel
universitario se ha organizado el Congreso Internacional sobre la Ensefianza de
Matematicas en Samos, Grecia, del 3 al 6 de julio de 1998. Este congreso pretende dar
oportunidades a profesores universitarios de todo el mundo que estan involucrados en la
introduccién y el uso de formas innovadoras de ensefianza de discutir y compartir
experiencias sobre la ensefianza de las matematicas en la universidad.

Los temas del congreso son:

- Investigacion educativa: Resultados de investigacién enensefianza de
las matematicas y en evaluacién del aprendizaje de los estudiantes.
Tecnologia: Integracién efectiva de la tecnologia de todo tipo en el
curriculum de ensefianza de las matematicas en la universidad.

+ Formatos innovadores de ensefanza
Educacién a distancia

+ Cursos especificos: Reforma en cursos especificos y evatuacién de los
resultados
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Otras disciplinas: Efectos de los cambios en la ensefianza de las
matematicas en otras disciplinas, cuales son las necesidades de las
disciplinas atendidas por las matematicas, cursos interdisciplinarios.

Entre los conferencistas invitados se encuentran:
+ Andrew Gleason de la Universidad de Harvard, EU
Colette Laborde de la Universidad Joseph Fourier de Francia
» Jan Persens de la Universidad de South Capa en Sudafrica
+ David Tall de la Universidad de Warwick en la Gran Bretafia
+ Jerry Uhl de la Universidad de Illinois de EU
» Bert Waits de la Universidad Estatal de Ohio de EU
« Erich Ch. Wittmann de la Universidad de Dortmund en Alemania

Las secciones de presentacion de trabajos consistirdn de sesiones simultaneas
de 20 minutos. Habra también sesiones de carteles.

a) Identificacion de la propuesta de trabajo o de cartel

b) Titulo de la propuesta

¢) Nombre deiosautores, asi como direcciones postales y electrénicas de
la persona con la que se desea se haga contacto

d) Un resumen de una y media paginas a doble espacio

e) Una identificacién del tema de la conferencia bajo el cual puede
incluirse el trabajo.

Deben enviarse TRES copias por correo a:
Profesor Williams Barker
Department of mathematics
Yale University
P.0. Box 208283
New Haven, CT 06520-8283
Teléfono: (203) 432-7316
Fax: (203) 432-7316
Correo electrénico: bbarker@math.yale.edu

La compafifa John Wiley publicard las memorias y estaran disponibles durante
la conferencia.

Las propuestas de trabajos deben enviarse antes del 27 de octubre de 1997. La
notificacién alos autores se hard el 24 de noviembre de 1997 y el envio del trabajo completo
debe hacerse antes del 1 de febrero de 1998.

Los organizadores de la conferencia son:
» Ignatios Vakalis de la Universidad Capital,
- Deborah Hughes-Hallett de la Universidad de Harvard y
+ Nikos Hadjisavvas de la Universidad del Egeo.

Los costos de registro a la conferencia son de $100.00 délares sin memorias y
$120.00 con memorias.



M Pag. 128 EoucaconMatemarica W Vol. 9-No. 35+ Diciembre 1997 B © GEI W

Para mayor informacion puede consultar la red en
http://icg fas harvard.edu/™ samos98

Seminario nacional sobre calculadoras y microcomputadoras
en educaciéon matematica

La red universitaria y tecnoldgica del Sistema Nacional de Formacién de Profesores de
Meéxico, a través de la Divisién de Ciencias Exactas y Naturales, del Departamento
de Matematicas y del Programa de Maestria en Matematica Educativa de la Univer-
sidad de Sonora invita a la comunidad académica a participar en el

Seminario Nacional sobre Calculadoras y Microcomputadoras en Educacion Matematica

Que se llevara a cabo en las instalaciones del Departamento de Matematicas y del
Programa de Maestria en Matematica Educativa de la Universidad de Sonora los dias

- 10, 11y 12 de diciembre de 1997 conjuntamente con la semana regional de Investiga-

cién y Docencia-en Matematicas del 8 al 12 de diciembre de 1397.

El Seminario Nacional sobre Calculadoras y Microcomputadoras en el Aula e
Investigacion en Educacion Matematica tiene como objetivo fundamental el difundir y
promover lainvestigacion en esta drea del conocimiento. Las actividades académicas que
se desarrollaran estan dirigidas a mostrar aplicaciones de los resultados de investigacior.
sobre el uso de las calculadoras y las microcomputadoras en el aula para ensefiar un tema
especifico de matematicas.

Se invita a participar en el seminario ya sea como ponente o como asistente. Para
mayor informacién comunicarse, usando preferentemente log medios electronicos a:

Seminario Nacional sobre Calculadoras y Microcomputadoras en Educacién

Matematica'97

Universidad de Sonora, Unidad Centro

Departamento de Matematicas, Edificio 9-K

83000 Hermosillo, Sonora, México

Teléfono: (62) 59-21-55

Fax: (62) 13-41-29

Correo electrénico: semnal@gauss.mat.uson.mx

o bien a través de:
Martha Comnejo
Departamento de Matematica Educativa
CINVESTAV
Dakota 379, Col. Napoles
MéxicoD.F. 03810
Teléfono (5) 543-07-37 6 70
Fax: (5) 543-07-13
Correo electrénico: mat_educ@mvax].red.cinvestav.mx
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También puede consultar la seccién “eventos” dela pagina de Matematica Educativa
en la red en:
http://dcen.uson.mx/mat_educ

Trabajos para un nuevo libro

El grupo de Pensamiento Matematico Avanzado que es parte del Grupo Internacional
de Psicologia y Ensefianza de las Matematicas (PME) que es a su vez un subgrupo de la
Comision Internacional para la Instruccién en Educacion Matematica (ICMI), ha cen-
trado su actividad en todo tipo de pensamiento matematico, en particular en el desarrollo
y en la extensién de las teorias de la psicologia de la ensefianza de las matematicas
con la idea de cubrir no Unicamente las matematicas escolares sino también las
matematicas universitarias. Este interés incluye la recopilacién de informacion sobre
investigacion reciente, discusion de los aspectos matematicos y psicoldgicos del
pensamiento matematico avanzado e investigacion en el pensamiento en las areas
especificas de las matematicas.

Un proyecto reciente de este grupo consiste en la escritura de un libro sobre la
enseflanza de las matematicas en la universidad. Este libro tendra las siguientes
caracteristicas:

Accesibilidad: Ellenguaje serd tal que los profesores universitarios sin entrenamiento
en psicologia del aprendizaje podrdn usar el libro. El precio no sera muy alto.

Foco: Ellibro se organizara alrededor de temas comunes en los curricula universitarios.
Tratard sobre temas que son centrales a muchos de los aspectos -de la ensefianza de
las matematicas contemporaneas, tales como la demostracién, el uso de tecnologias
y la comunicacién de la naturaleza y €l estilo de las matematicas.

Colaboracién: entre los autores se incluirdn matematicos pertenecientes al grupo
AMT y al PME pero también autores que no pertenecen a estos grupos.

Aplicabilidad: Los articulos serdn directamente aplicables a la ensefianza, sin so-
bres implificacion de los temas y asuntos involucrados.

Las personas que quieran colaborar en la escritura de este libro pueden enviar,
antes del 1 de noviembre una notificacién de su intencién de contribuir junto con sus
restumenes de articulos a David Reid quien es el coordinador del libro. Estos resume-
nes seran enviados a miembros de la comunidad para revision y comentarios. El 15 de
diciembre, con base en el material recibido y en los comentarios sobre el mismo,
se anunciara la estructura del libro. Para el 30 de junio de 1998 se mandan los articulos
al coordinador de libro y se discutiran en el congreso PME 22. Si est4 interesado
en participar por favor envie una notificaciéon de intencién y un resumen a:

Dr. David Reid
Faculty of Education
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Memorial University

St John's NF

A1B 3X8 Canada

Fax: 1-709-737-2345

Correo electronico: dareid@morgan.ucs.mun.ca

Si tiene alguna pregunta o desea mas informacién, favor de dirigirse a la misma
persona.

Conferencia de lared

Del 1 al 5 de Noviembre de 1997, en el Royal York Hotel de Toronto, Canadd, se llevard
a cabo la conferencia mundial de la WWW, Internet e Intranet. Si desea conocer
el programa y si desea registrarse puede hacerlo a través de:

http fWww. aace org/coni/webnet

En esta conferencia habra seminarios corporativos y de desarrollo tales como:
- IBM: Educacién y tecnologia en el siglo XXI
+  Microsoft: Seminario del Desarrollador de Active X
. Silicon Graphics: El efecto de lared: Aprendizaje a distancia vialared
« Hyperware: Manejo de sitios grandes de Intemet e Intranet: El
acercamiento de Hyperware

Esta conferencia es organizada por la Asociacién para el Avance de la Computacién
en la Educacién (AACE) en colaboracién con la industria WWW/Internet.

Ademas de los seminarios habra conferencias invitadas, paneles, tutoriales, talleres,
presentacién de trabajos, grupos de d1scu310n exposiciones de eqmpo y un progra-
ma social.

Ademas de toda la actividad de 1a conferencia, Webnet97 anuncia que se establecera
una Librerfa Webnet que vendera libros de los conferencistas invitados asf como una gran
seleccién de libros recientemente publicados en telacién a los temas de la conferencia.

Si desea mayor informacion puede obtenerla en la direccién antes mencionada de la
red o poniéndose en contacto con:
Garret Paulin ‘
Correo electrénico: gerret@aace. ora
Teléfono: 804-973-3987 :
Fax: 804-978-7449

Nueva revista

El Journal of Interactive Learning Research recibe articulos relacionados con la teoria
subyacente, el disefio, la implementacién, la efectividad y el impacto de ambientes
interactivos para el aprendizaje y en el entrenamiento. Esta es una revista con arbitraje
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serio que publica cuatro veces al afio la Asociacién para el Avance de la Computacion
en la Educacién (AACE) que es una organizacién profesional.

Los tipos de ambientes que pueden presentarse como reportes de investigacion en
esta revista incluyen: sistemas de autorfa, herramientas cognitivas para el aprendizaje,
aprendizaje de idiomas asistido por computadora, sistemas de evaluacion por computadora,
entrenamiento por computadora, comunicaciones mediadas por computadora, aprendi-
zaje colaborativo apoyado en computadora, ambientes de aprendizaje distribuidos,
sistemas desoporte electrénico, ambientes interactivos de aprendizaje, sistemas multime-
dia interactivos, juegos y simulaciones interactivas, agentes inteligentes en Internet,
sistemas de tutoria inteligente, micromundos, sistemas de aprendizaje basados en
realidad virtual, descripciones de ambientes de aprendizaje, estudios teéricos, estudios
experimentales, revisiones de literatura, estudios metodolégicos y puntos de vista.

En términos de estructura los articulos deben identificar un problema de aprendizaje,

- aclarar los tipos de oportunidades de aprendizaje que un ambiente o sistema dado puede

proporcionar, describir su implementacion y, si es apropiado dar alguna evidencia de su
efectividad e impacto.

La revista pretende publicar varios nimeros especiales para esta al dia y para
presentar posiciones controvertidas y criticas responsables. A través de una seccién de
“Interpretaciones Alternativas” y de la pagina en la red del JILR, se espera animar un
didlogo interactivo que influya el campo como un todo. Todo tipo de participacion es
bienvenida.

Si desea ver la guia para el autor puede referirse a la red en:

http:/www.aace.org/pubs/jilr

Otros congresos

El V Congreso Intemacional sobre la Ensefianza de la Estadistica tendré lugar del 21
al 26 de junio de 1998 en Singapur. El tema del congreso serd: Educacién en estadis-
tica-Expandiendo la red. Mayor informacién en

http:/www.nie.ac.sg:8000/~ wwwmath/icots.htmil

Lareunién del PME 22 se llevard a cabo del 12 al 17 de julio de 1998 en la Universidad
de Stellenbosch en la ciudad de Stellenbosch en Sudafrica que se encuentra a 50 km. de
Ciudad del Cabo. el contacto para informacion acerca de este congreso €s:

Alwyn Olivier

Teléfono: +27 21 808 2299

Fax: +27 21 808 2498

Correo electrénico: aio@akad.sun.ac.za

Red: http://www .sun.ac.za/local/education/pme22
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El Congreso Intemacional de Psicologia Aplicada tendr4 lugar en la ciudad de San
Francisco, Estados Unidos, del9al 14 de Agosto de 1998. Para mayor informacion se puede
contactar a:

Congress Secretariat, APA Office of International Affairs
750 First Street NE

Washington, DC 20002-4242, USA

Fax: 1 202336 5956

Correo electrénico: icap@apa.org

Red: http://www.unifr.ch/psycho/pme/forthconf.html. -

Publicaciones

El Proyecto Nacional Francés anuncia la aparicién de los libros:

L'enseignement de l'algebre lineaire en question. Panorama de la Recherche en
Didactique sur ce theme. Por J.L. Dorier (ed). Costo 250 Francos Franceses

Regardes croissés sur la Didactique. C. Blanchard Laville, Y Chevalard, M.L.
Schubauer Leoni (eds). Costo 170 FF.

L'implication statistique. R. Gras (ed) Costo 170 FF

Se puede ordenar en
Editions Le Pensée Sauvage
BZP 141 ’
38002 Grenoble Cedex
France
Correo electrénico: penseesauvage@dlal oleane.com
Correoelectrénico: nicolas.balacheff@imag.fr
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Notas y Noticias

III Congreso Iberoamericano de Educacion Matematica
I CIBEM

Caracas, Venezuela
Julio 1998

Programa cientifico

Incluye conferencias central por ponentes invitados, conferencias paralelas, paneles
de expertos, comunicaciones breves, grupos de trabajo y posters.

Se hara énfasis en las areas siguientes:

Rescate de la educaciéon publica y de otros espacios publicos para una educacion
matematica de calidad para todos.

- Los aspectos politicos de la educacién matematica como disciplina y como
actividad que se realiza en laescuela.

- Avances en el desarrolio de una educacién matematica que responda a los asuntos
criticos de la ensefianza, €l aprednizaje y la evaluacién de las matematicas en
Iberoamérica.

+ Andlisis de las reformas educativas en la region y su impacto sobre la ensefianza
de las mateméticas en la escuela.

+ La formacién de docentes a todos los niveles como un aspecto crucial para €l
mejoramiento de la ensefianza de las matemaéticas en la region.

Informacion adicional

Los resumenes de los trabajos deben ser enviados al Comité Técnico antes del 30 de
Enero de 1998. Todos los trabajos serdn sometidos a un proceso de arbitraje. Las res-



B EoucaconMatzunca B Vol. 9-No. 3 - Diciembre 1997 m © GEI B Pag. 135m

Conferencias Paralelas (CP)

Las conferencias paralelas tendrén tna duracién de cuarenta y cinco minutos, seguida
de un derecho de palabra de quince minutos. Se desarrollaran tres (3) sesiones de
conferencias paralelas. Los ponentes serdn escogidos por invitacion.

Paneles de Expertos (PE)

Se realizaran cuatro (4) paneles de expertos durante los dias ordinarios del congreso.
Tendran una duracién total de dos (2) horas y se efectuaran en dos dias consecutivos a
razén de una (1) hora por dfa. Estaran formados por cuatro ponentes y un moderador.
Cada experto expondra durante quince minutos. Seguido de una hora de discusion
entre los expertos. Entre los temas a ser tratados estdn los siguientes: reforma curricular,
uso de tecnologias, evaluacién y, problemas culturales y sociales.

Comunicaciones Breves (CB)

Habra tres (3) sesiones dedicadas a comunicaciones breves. Las comunicaciones bre-
ves tendran una duracién de veinte minutos seguidas de diez minutos de preguntas.
Los temas serén libres y de escogencia del proponente. Las comunicaciones breves
estaran sujetas a un proceso de arbitraje. Se consideraran trabajos de investigacién
(cuantitativa o cualitativa), propuestas metodoldgicas, reflexiones tedricas y didacticas,
propuestas curriculares, elaboracién de materiales instruccionales y de evaluacion. Para
el caso de los trabajos de investigacién, el resumen debe incluir: titulo, tema o problema,
metodologia, resultados y conclusiones. El comité técnico organizara las comunica-
ciones aceptadas por grupos tematicos.

Grupos de Trabajo (GT)

Los grupos de trabajo se reunirdan durante cuatro (4) sesiones de dos horas cada una.
Los temas a tratar se muestran en la lista tentativa anexa. Cada grupo de trabajo estara
‘integrado por : un coordinador, un organizador local, un grupo de ponentes y por
participantes del congreso los cuales hayan manifestado previamente su deseo de
pertenecer al grupo. Los grupos de trabajo son propuestos por un investigador o grupo
de investigacién interesado enun tema particular y el proponente fungird de coordinador.
Dicho coordinador seré el encargado de seleccionar los ponentes y servird de contacto
con el comité cientifico de programa. El resumen de la propuesta de grupo de trabajo
debe incluir: nombre del coordinador (persona o grupo), la afiliacién, tema del grupo, des-
cripcién y lista de ponentes (tentativa). Las propuestas de grupo de trabajo seran
sometidas a la consideracion del comité cientifico. Las sesiones estaran abiertas a la
participacion de todos los asistentes inscritos en el grupo. Se sugiere que el coordinador
prepare unas memorias del grupo de su grupo trabajo que incluya las conclusiones
de las discusiones realizadas. Todos los participantes (aunque no hagan presentaciones)
estan invitados a entregar trabajos al coordinador a ser considerados para su publica-
cién en las memorias del grupo. (Mas adelante se presenta una lista tentativa de grupos
de trabajo).

Carteles (C)

Habran wes (3) sesiones de carteles. Los carteles permiten la interaccién entre el

presentador y el participante. El presentador proveera informacion detallada sobre el
* trabajo presentado. La propuesta del cartel deber4 incluir el terna o problema presentado,

el método usado, los resultados y las conclusiones. Debe también incluir el titulo, el
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nombre de el(los) autor(es) y la identificacién institucional. El espacio para los carteles
sera de 1,5 mpor 1 m. Seria deseable que el presentador tuviese a mano un cierto nimero
de copias del resumen para ser entregadas a los participantes.

NOTA: Todo resumen de propuesta enviado al comité debe incluir:

+ Titulo

+ Nombre completo de el{los) presentador(es)

- Institucién a la que pertenece el({los) proponente(s)

» Direccién postal completa, nimero de teléfono y fax, direccién electrénica.

- Resumen (tema o problema, muestra, metodologia, resultados y conclusiones)

- Idioma en el cual hard la presentacion

+ Toda propuesta debera venir en disquete escrito en WORD 6.0 o WORDPERFECT
6.0 y tres copias en papel, conteniendo un maximo de 200 palabras.

Lista Tentativa de Grupos de Trabajo

A continuacién se proporciona una lista tentativa de posibles Grupos de Trabajo. Se le
dara mayorimportancia alas actividadesrelacionadas con los grupos de trabajo.

GT1: Cambios Curriculares en la Ensefianza Primaria
GT2: Cambios Curriculares en la Ensefianza Secundaria
GT3: Ensefianza Multicultural Bilinglie
GT4: Las Matematicas en la Formacion de Adultos
GT5: La Educacién Matematica como Camnpo Profesional de Produccién del Saber
GTé6: La Tecnologia y la Ensefianza de las Matematicas
GT7: La Formacioén del Profesorado
GT8: La Evaluacién de la Ensefianza
GT9: La Comunicacién en el Aula
GT10: Resolucién de Problemas
GT11: Psicologia y Educacién Matematica
GT12: Etnomatematicas
GT13: La Ensefianza de las Matematicas a Nivel Universitario
GT14: Actividades Extracurriculares en Matematica
GT15: Elaboracién de Materiales Instruccionales

Fechas Importantes
Recepcionde: Hastalafechade:

Restunenes de propuestas (comunicaciones breves y 31deenerode 1998
grupos de trabajo)
Comunicaciones breves in extenso (maximo5 paginas) 30de abrilde 1998
Propuesta completa delos grupos de trabajo . 31de mayode 1998
Solicitudes de reuniones de asociaciones profesionales 31de mayode 1998
y clentificas
Solicitudes de participacién en la exposicion comercial 30de abrilde 1998
(editoriales, asociaciones, empresas de informatica)
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Arbitros en el periodo

agosto/1996 - agosto/1997

La calidad de la revista Educacién Matematica descansa en la valiosa participacién de
especialistas que amablemente acceden a realizar la labor de revisién de los trabajos
que nos son enviados. En este numero queremos hacer un reconocimiento publico a
los colegas que colaboraron como arbitros de los manuscritos recibidos entre agosto
de 1996 y agosto de 1997. A todos ellos nuestro agradecimiento.

1.

2.
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U. Nacional Auténoma de México
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Politécnico Nacional, México
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Instituto de Investigacion en Matematica Aplicada, México
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U. de Santiago de Chile
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Universidad Pedagdgica Nacional, México
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U. Nacional Auténoma de México
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Technological Education Research Center, Cambridge, Mass.
José Luis Cérdova
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19. Francisco Cordero
Centro de Investigacion y de Estudios Avanzados, México
20. Rosario Leticia Cortés Rios
Secretaria de Educacién Publica, U. Nacional Auténoma de México
21. José Luis Cortina
U. Pedagdgica Nacional, Centro Estudios Educativos, México
22. SergioCruzContreras
U. Nacional Auténoma de México
23. Antonio Chalini Herrera
Universidad Pedagogica Nacional
24. Inaquide Olaizola
U. Auténoma Metropolitana / U. Nacional Auténoma de México
25. J. del Rio
1. Tecnoldgico Auténomo de México
26. AlejandroDiaz Barriga Casales
U. Nacional Auténoma de México
27. José Angel Dorta
U. de la Laguna, Canarias
28. Rafael Duran
Centro de Actualizacion del Magisterio, México
29. Fortino Escareiio
Colegio de Profesores “Moisés Sdenz”, México
30. HugoEspinosa
Secretaria de Educacién Puablica, México.
31. OlimpiaFigueras :
Centro de Investigacién y de Estudios Avanzados, México
32. Eugenio Filloy
Centro de Investigacién y de Estudios Avanzados, México
33. Dario Fiorentini
Universidade Estadual de Campinas, Brasil
34. Wolfgang Fritzler
U. Nacional Auténoma de México
35. IrmaFuenlabrada :
Centro de Investigacién y de Estudios Avanzados, México
36. ClaudioFuentealba
U. de Santiago de Chile
37. GreciaGalvez
Ministerio de Educacién, Chile
38. José Maria Garcia
Universidad Iberoamericana, México
39. Marco Antonio Garcia Juarez .
Centro de Actualizacién Magisterial del Edo. de México
40. Sara Gaspar
U. Nacional Auténorria de México
41. Fredy Gonzalez
CIDIPMAR, Venezuela
42. Marcela Gonzdlez,
U. Nacional Auténoma de México
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43. Guillermo Grabinsky
1. Tecnologico Autdénomo de México
44. FiorellaHemandez
Colegio God Win, México
45. RubénHernandez
1. Tecnolégico Auténomo de México
46. AbelHerrera Camacho
U. Nacional Auténoma de México
47. Fernando Hitt
Centro de Investigacion y de Estudios Avanzados, México
48. Veronica Hoyos
Universidad Pedagé6gica Nacional
49. CarlosImaz
Centro de Investigacién y de Estudios Avanzados, México
50. José Ramoén Jiménez Rodriguez
U. Auténoma de Sonora, México
51. EmaLam Osnaya
U. Nacional Auténoma de México.
52. GonzaloLo6pez Rueda
Esc. Normal Superior de México, México
53. Alejandro Marquez
Universidad Iberoamericana, México
54. ArmandoMartinez Cruz
Northern Arizona University
55. Jorge Martinez
U. Auténoma de Querétaro
56. Patricia Martinez N
U. Nacional Auténoma de México
57. PilarMartinez
U. Nacional Auténoma de México
58. LuzMa. Marvan
Secretaria de Educacién Publica, México
59. Manuel Meda
U. Auténoma Metropolitana, México
60. Luciano Meira
U. de Pernanbuco, Brasil
61. IgnacioMéndez
IMAS-U. Nacional Auténoma de México
62. Rodolfo Méndez Balderas
Benemérita Escuela Nacional de Maestros
63. SiménMochén
Centro de Investigaciéon y de Estudios Avanzados, México
64. Luis Moreno Armella
Centro de Investigacion y de Estudios Avanzados, México
65. Victor Neumann
U. Nacional Auténoma de México
66. AnaMa. QOjeda
Centro de Investigacion y de Estudios Avanzados, México
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67. Guillermo Pastor
1. Tecnolégico Auténomo de México
68. Esnel Pérez Hernandez
Esc. Normal Superior de México
69. Luis Pichel Teijeiro
Esc. Normal Superior de México, México
70. Gustavo Preciado
1. Tecnolégico Auténomo de México
71. RicardoQuintero
Centro de Investigacion y de Estudios Avanzados, México
72. Margarita Quiroz
1. Politécnico Nacional, México
73. Araceli Reyes
L. Tecnolégico Auténomo de México
74. Juan José Rivaud
Centro de Investigacion y de Estudios Avanzados, México
75. Santa Soledad Rodriguez de Ita
U. Pedagdgica Nacional, México
76. Pedro Gerardo Rodriguez
Centro de Estudios Educativos, México
77. Rafael Ramos
1. Tecnolégico Auténomo de México
78. Araceli Reyes
1. Tecnolégico Autdénomo de México
79. Luis Rico
U. de Valencia
80. Carlos Rondero
Centro de Investigacion y de Estudios Avanzados,
1. Tecnolédgico Auténomo de México
81. Guillermo Rubio
Colegio de Ciencias y Humanidades, México
82. Santiago Rubio Ramirez
Centro de Actualizacién Magisterial del Edo. de México
83. ConcepcionRuiz
U. Nacional Auténoma de México
84. Ramoén Salat
Instituto Politécnico Nacional, México
85. Marcela Santillan
U. Pedagégica Nacional, México
86. Manuel Santos
Centro de Investigacion y de Estudios Avanzados, México
87. Riidiger Schéifer
U. de Bremen, Alemania
88. Candace Schau
U. of New México
89. Patrick Scott
New México Southern University
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90. Patricia Souza
1. Tecnolégico Auténomo de México
91. Rosamund Sutherland
School of Education, U. Bristol
92. Martha Ma. Téllez
IMAS-U. Nacional Auténoma de México
93. PilarTéllez
U. Nacional Auténoma de México
94.' Sonia Ursini
Centro de Investigacién y de Estudios Avanzados Meéxico
95. Marta Valdemoros
Centro de Investigacién y de Estudios Avanzados, México
96. Enrique Vega Ramirez
U. Pedagégica Nacional, México
97. Enrique Vega Villanueva
U. Auténoma del Edo. de Morelos
98. Teresa Velazquez
U. Nacional Auténoma de México
99. Julieta Verdugo
U. Nacional Auténoma de México
100 Rodrigo Villasefior Morales
SEMARNAP, México.
101. Eduardo Weiss
Centro de Investigacion y de Estudios Avanzados, México
102. Eduardo Zarate
U. Pedagdgica Nacional, México
103. Margarita Zorrilla
1. de Educacién de Aguascalientes
104. Juan Fidel Zorrilla Alcala
U. Nacional Auténoma de México
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Politica Editorial

La Revista Educacion Matemadtica es una publicacién cuatrimestral dedicada a difundir
estudios sobre los procesos de ensefianza y aprendizaje de las matematicas enlos distintos
niveles escolares y dentrode un espectro amplio de corrientes, acercarnientos, metodologias
y escuelas de pensamiento. Considera para su publicacién materiales originales, escritos
en espafiol, que den cuenta de resultados de investigacién, experiencias y ensayos
documentados sobre la educacién matematicarealizados, preferentemente, en los paises
o comunidades hispanohablantes. Mas especificamente, la Revista Educacion Matematica
estd interesada en publicar Articulos cuyo contenido sea:

- Reportes de investigacion

+  Andlisis de experiencias didacticas

- Aplicacién didactica de los resultados de la investigacion

«  Metodologias de investigacién

- Metodologias de la ensefianza de las matemaéticas

- Estudios fundamentados sobre el uso de medios computacionales y otras tecnologias
para la ensefianza de las matematicas

- Andlisis critico de materiales y recursos didacticos

«  Estudios fundamentados sobre nuevas presentaciones o acercamientos de ensefianza
atemas especificos ’

Son también bienvenidos los articulos de matematicas, fisica, historia, filosofia,
epistemologia, lingiistica, psicologia y otras disciplinas afines, siempre y cuando
su contenido se relacione de manera significativa y explicita con la ensefianza vy el
aprendizaje de las matematicas, ofreciendo a los lectores nuevas perspectivas de
apreciacion de las problematicas de este campo.

La Revista Educacion Matemadtica recibe también contribuciones en las siguientes
secciones fijas:

+  Problemasy soluciones
Problemas interesantes dirigidos a profesores o alumnos de matematicas, asi como
soluciones ingeniosas y comentarios a problemas aparecidos en la Revista o en otras
publicaciones.

- Notas de clase
Propuestas originales de presentacién de un tema, acercamientos novedosos que
hayan sidoprobados en clase, lecciones, practicas, ejercicios y, en general, cualquier
producto de la experiencia que el profesor considere valioso compartir con sus
colegas, siempre y cuando tengan el soporte bibliogréfico correspondiente.

- Resefias
De libros y otras publicaciones
a) Ensayos bibliograficos sobre materiales de interés para la comunidad de
educadores de las matematicas.
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b) Descripciones breves y analiticas de libros y materiales relacionados con la
matematica y su ensefianza.
¢} Notas sobre novedades editoriales.

De trabajos de investigacion
Descripcion breve de investigaciones concluidas, resimenes de tesis de posgrado,
proyectos en marcha o con resultados parciales.

De eventos
Notas sobre eventos académicos de interés para la comunidad, realizados en
cualquier parte del mundo.

»  Notas y naoticias
Programas de actividades futuras y otras notas de interés para la comunidad.

= Forodel lector
Cartas dirigidas al Comité Editorial que sean de interés para la comunidad,
comentarios a articulos publicados, sugerencias y criticas de los lectores.

Para algunos temas especiales que requieran mayor espacio, el Comité Editorial
considerard la publicacién de nimeros monograficos.

En casos excepcionales, €l Comité Editorial considerard para su publicacion la
traduccién al espafiol de articulos originales cuya calidad asi lo amerite.
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Guia para el autor

Los articulos enviados a la Revista Educacién Matematica deben ser trabajos
originales que no hayan sido publicados anteriormente.

Los manuscritos deberan ser enviados en original y tres copias, con un resumen de
diez lineas y las notas y referencias correspondientes, mecanografiados a doble espacio,
por un solo lado de la hoja y con mérgenes amplios. El nombre, institucién y domicilio
completo del autor (incluyendo codigo postal, teléfono, fax y direccién electronica)
deberan aparecer claramente escritos solo en el orginal. Las copias deben contener el
titulo del trabajo pero ninguna referencia al autor, para facilitar el proceso de revision
anénima. Las paginas del manuscrito deben estar numeradas de manera consecutiva; se
sugiere, en la medida de lo posible, evitar las notas a pie de pagina y sustituirlas por notas
al final del articulo. Por favor, no envie disquete en esta etapa.

Cuando el articulo haya sido aceptado para su publicacion, el autor debera enviar la
version definitiva completa (incluyendo un resumen en espaiiol y, de ser posible, en inglés
o francés de un méaximo de diez lineas), enimpresion y disquete; en caso de discrepancia
entrelaimpresioény eldisquete, se tomara como base laversiéon impresa. Esresponsabilidad
del autor el contenido y la mecanografia del articulo.

Sélosera posible procesar manuscritos capturados en computadoras IBM-compatibles,
con sistema MS-DOS (versién 3.2 o mas), y procesadores Word para DOS, Word para
Windows o Word Perfect. Las figuras, graficas eilustraciones que asilo ameriten, deberan
enviarse en hojas separadas; trazadas con tinta negra.

El autor recibird gratuitamente cinco ejemplares del numero de la revista que
contengasu articulo. Cualquier publicacién posterior del material requerird la autorizacién
por escrito de Grupo Editorial Iberoamérica.



B Pag. 146 EnvcaconMameminca M Vol. 9-No. 3 - Diciembre 1997 W © GEI B

Guia para los arbitros

Todos los manuscritos se someten a un proceso de revisién por pares, anénimo en las dos
direcciones: el arbitro no recibe el nombre del autor y el autor no conoce los nombres de
los revisores. Cada articulo es enviado a tres revisores cuya especialidad y trayectoria
profesional garantice la calidad de los trabajos aceptados. Los comentarios y observaciones
de los revisores se transcriben y envian al autor a fin de que éste los tome en cuenta para
nuevas versiones. Se espera de los arbitros unarevision detallada y constructiva que ayude
al autor a mejorar su manuscrito.

Paralarevision, los arbitros deberan tomar en cuentalos siguientes criterios generales:

+  Que el tema sea de interés para investigadores en educacién matematica y para
profesores de matemadticas

»  Que el contenido sea original

+  Que el argumento matematico no tenga errores

+  Que las tesis estén adecuadamente fundamentadas y documentadas

- Quelasideas estén comrectamente organizadas

- Que las metodologias de investigacién estén claramente descritas

«  Que las referencias bibliograficas sean actuales

»  Que la redaccién sea clara

«  Que no haya aparecido en otras revistas

Las evaluaciones de los revisores tienen las siguientes opciones:

« Aceptar

- Alentar revisién y nueva presentacion
»  Sugerir revisién a fondo

«  Rechazar
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INSTRUMENTS

Notas, Preguntas, y Respuestas... l

Estimados
Educadores:

B ienvenidos a SU primera edicion de
Ti-Cares contiene informacion

México TI-Cares(TM).
acerca de los servicios de apoyo que
Texas Instruments de México les provee.
Incluyen Calculadoras Prestadas, similar
a WOLOP, Workshop Loan Program,
muy popular en EEUU y Europa. Esto les
permite acceso a Calculadoras Tl para su
entrenamiento técnico y pedagégico, y en
apoyo al proceso de adopcién escolar de
las calculadoras Texas Instruments.

Otros servicios incluyen materiales gratis
para apoyar el uso en su aula, para cada
modelo de calcuiadora Texas
Instruments: Transparencias, Posters,
Literatura, etc...

En Texas Instruments todos nosotros les
escuchamos vy les oimos, déjenos saber
qué necesitan y con gusto les serviremos...

Por esta columna miembros de nuestro
equipo en México, EEUU, y otros paises
les contestaremos sus preguntas.

Disfruten de estos informes y llamen,
escriban, y visiten nuestras exposiciones
en las conferencias de matematicas y
ciencias. jEstamos a su disposicion !

Atentamente,
. J
My, )z'l//ﬂ- Il

Director Mercadotecnia,
Asia y América Latina

Volumen 1 Numero 1

vico Tl‘Ca reSm

:Una Tl en manos de cada alumno”)

Calculadoras Texas Instruments

Meéxico disfruta de agudo interés académico
en tecnologia practica y probada en aulas
de matematicas, ciencias, e irngenieria.

Muchos profesores mexicanos han iniciado
el uso de calculadoras Texas Instruments
en sus aulas de secundarias y superiores y
nos reportan gran éxito y entusiasmo.
También nos piden apoyo iocal aqui en
Meéxico para entrenamiento, materiales
pedagdgicos, y difusion de informacién a
todos los niveles educativos.

Son ustedes quien nos dicen “deseamos una
Tl en manos de cada alumno aqui en México”

Bien. jTrabajando juntos io lograremos! Julio

(CONTACTO RAPIDO Y FACIL As: )

En Ciudad México (525) +

& e 639-9740, 639-9732
FAX 639-9226

correo electronico mﬁndialmente:
ti-cares@ti.com

Visite Texas Instruments W.W.W.

http://www.ti.com
+ vea productos en detalle
+ esta y otras “TI-Cares”

+ descubra otros recursos

Si desea escribanos a nuestras oficinas
en Cjudad México:

Av. Xola 613 Modulo 1-2
Colonia Del Valle
México D.F. 03100

anera,«,,ed|cion a su SeI'VICIO“

‘i@ ‘Productos Noticias, etcétera

@ Equipo para Entrenamlentos

(® Distribuidores y almacenes
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ProdUctos y
Noticias

na calculadora grafica econémica y
lE_U—I propia para alumnos de aritmética y
algebra”. Ese pedido a Texas Instruments
por maestros de matematica que usan los
modelos TI-81 y TI-82 en varios paises
inicié el desarrollo y produccion del nuevo
modelo TI-80. Hoy a la venta en México y
mundialmente.

Ti-80 combina caracteristicas superiores del
modelo TI-82 con la capacidad principal
del modelo Math Explorer para fracciones.
Fabricada para uso diario en aula como
herramienta pedagdgica, al igual que sus
progenitores; el modelo T1-80 es robusto y
muy duradero, ademas es el modelo mas
econémico en las calculadoras gréaficas Tl de
herramientas pedagégicas.

La nueva TI-83 continua las tradiciones
establecidas por la popular TI-82. En el aula
los dos modelos trabajan juntos sin
discrepancias o dificultad, cumpliendo los
deseos de maestros y profesores usando la
TI-82. La TI-83 brinda mejores estadisticas,
analisis de datos, siete estilos de graficos
para mayor diferenciacion visual, y también
funciones para finanzas y negocios. Utilidad
pedida por pedagogos deseando aplicar la
Tecnologia Grafica Texas Instruments en
. sus aulas de Matematicas Aplicadas,
Ciencias Sociales, Negocios, Finanzas, y "
muchos otros cursos. . o
Una tradicion sélida continua avanzando.
Facilidad de Uso, Funciones Requeridas,
y Alta Calidad... TI-83 llega a México en"
Junio 1996!, preglintele a su distribuidor.

Programas de Apoyo a Educadores

" EXPLORER(TM). Es un modelo para

Cpnosh

{3 La venerable calculadora cientifica

‘ . TI1-30X sigue progresando y para
1996 establece nuevo alto nivel de Calidad,
Funcionamiento y Valor.

Nuevos modelos TI-30Xa, TI-30XaSolar, y
T1-30XaSE sirven a los alumnos en aulas,
profesionales en sus trabajos, y pedagogos
dando clases. Una calculadora practica y
duradera con todas las funciones requeridas
en sus trabajos. La calculadora de bolsillo
cientifica TI mas popular mundialmente.

Esta nueva serie TI-30Xa da a profesores y
maestros una calculadora que sus alumnos
pueden comprar a bajo costo y utilizar por
largo tiempo. Pronto a la venta en México.

TI EXPLORER PLUS(TM) como su
nombre lo explica aumenta el
funcionamiento del popular Tl

doble servicio: una herramienta
pedagoégica de aula y también a la venta
al publico en México. Las escuelas ahora
pueden utilizarlas en aulas y sugerirles a
sus estudiantes y padres que las
compren para uso individual y escolar. -
Varios profesores reportan que esa
cooperacién permite agregarlas en la
escuela. Asi se facilita el estudio y trabajo|
del alumno durante sus tareas y en sus
aulas. Las dos el TI EXPLORER(TM), vy el
TI EXPLORER PLUS(TM) estan a la venta
en México.
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Texas Instruments ofrece servicio completo y gratis de préstamo de

calculadoras para entrenamiento técnico y pedagogico a los maestros y
profesores de aula. Préstamo Académico de Calculadoras TI... PAC-TI .

Prioridad #1 es préstamos a Cursos y Talleres de Entrenamiento
a MAESTROS y PROFESORES.

Otros préstamos en apoyo a la evaluacion y adopcién para aulas de las
calculadoras Texas Instruments son posibles. Cada caso se considera
individualmente y después de cumplir con la prioridad #1.

iéviea TI-Cares

Todos los préstamos son a tiempo limitado y a previo acuerdo.
1 modelo por préstamo excepto CBL conjunto con TI-8X, TI-92
PETICION DE PRESTAMO: COMPLETE Y ENVIE AL FAX (52-5) 6 39-92-26

Nombre: y favor, Firme:

Razoén Social: | Por favor fotocopie aqui su
Escuela/Univ: | tarjeta de identificacién como
Teléfono: FAX | profesoro maestrd. Si usted
RAZON: | | desea facilitarnos esos datos.

Curso:__ Taller:__ Conferencia: |

Lugar del evento:

¢Cuantos individuos, participaran? ~_Fecha(s):____ /| 196,a ~;__I_I 96
Recibo y DevoluCién del préstamo: ** Texas Instruments Inc. de México
__Yolorecibo a horas ‘de ’oficina, y > AVenida XOLA 613 rﬁédulo 1-2
__Yolo devuélvo y ehtrego en: > Colidni'a(de‘l Valle Méxicb DF 03100
Tl entrega y recoje (Grat‘ is), atencion Sr(a): LT ‘ o '
horasentre___AMy___PM, Fecha /. /96: en direccion:

Modelo: 108 MathMate Explorer ExplrerPlus TI-80 TI-82 TI-83 = Ti-85 TI-92 CBL

¢Cuantos? - . ' . (Agosto)

Proyectable -

(Cada préstamo trae su Transparencia, Postel‘,wl\l’ljanual...; complétb'y Iy‘i’s,'t?i p‘a'ra_flkJSars'e)

Comentarios y particulares:




ELIER:! Programas de Apoyo a Educadores 7/... Tl-Cares
¢“Dénde podemos comprar calculadoras Texas Instruments”?, Distribuidores y Almacenes:

Es un privilegio para nuestros distribuidores y almacenes servirles calculadoras marca Texas

Instruments y participar en 7. Ti-Cares(TM). Nos agrada saber cdmo podemos servirles
aun mejor. Les escuchamos. jDéjennos saber sus experiencias! No todos los almacenes
tienen todos los modelos Texas Instruments, asi gue les sugerimos comparen con varios de

ellos.

Ciudad México

Grupo Comercial Pro-ldeas
TEL 573-1703

FAX 573-7131

Almacen Todo Cémputo
Av. Universidad 1911
TEL 661-0950

Toni Visa (Almacén)

Av Alvaro Obregon # 243
Colonia Roma CP 06700
México D.F. 06700

TEL 207-8811

FAX 511-5504

Grupo Editorial Iberoamérica
(varias Librerias)

Nebraska 199 COL Napoles

México D.F. 03810

TEL 523-0640

FAX 543-1173

Electronica SETA SACV
Galeana # 114

La Loma, Tlalneplantla
54060 Estado de México
TEL 390-7713

FAX 390-9468
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Aprendiendo Algebra con Hojas Electrdnicas de Célculo
(Cuademno para el alumno)
(Complemento del libro para el profesor Enseflando Algebra
Hojas Electramicas con Hojas Electronicas de Calculo) Teresa Rojano, Sonia Ursini

: Este cuaderno de actividades para los estudiantes permitira usar una com-
putadora y el programa Excel como un instrumento para crear ambi-
entes que propicien en los alumnos de secundaria y bachillerato el de-
sarrollo y construccion de nociones y conceptos algebraicos que les sean
utiles para comprender su entorno y resolver problemas de la vida cotid-
1ana.
Esta obra es resultado de investigaciones y experiencias con alumnos de
educacion basica, media y media superior (10 a 18 afios de edad). Todas
las actividades se presentan a través de hojas de trabajo en las que se
plantea un problema y estdn pensadas para desarrollarse con todo un
grupo de estudiantes durante las horas normales de clase.
Este texto es una introduccion amable y atractiva al Algebra, y hace
énfasis en Jos aspectos conceptuales y de uso de la matematica sin que
implique experiencia previa en el uso de las hojas electronicas.

Enseiiando Algebra con Hojas Electronicas de Célculo

(Libro para el profesor)

(Complemento del cuaderno para el alumno Aprendiendo Algebra
con Hojas electronicas de Calculo) Teresa Rojano, Sonia Ursini

Este libro contiene la metodologia necesaria para que el maestro utilice
la computadora y el programa Excel para propiciar en el alumno la cons-
truccion de conceptos algebraicos. Proporciona las bases para que el
profesor coordine las actividades, promueva la discusion y la coope-
racion entre los alumnos, aliente a la reflexion, aclare dudas, recuerde
alguna pieza de informacion , haga sugerencias e involucre al alumno
en el problema inicialmente planteado, ayudandolo a construir los con-
ceptos. El texto inicia con un acercamiento a la Hoja Electronica de
Calculo. Cada capitulo contiene una introduccion con problemas co-
mentados, actividades para la Hoja de Célculo y hojas de trabajo del
cuaderno del alumno con observaciones. Cada seccion cuenta con ejem-
plos, anotaciones acerca de la Hoja de Calculo, notas para el salén de
clase, notas didacticas, notas técnicas y observaciones.

LIBROS EN PREPARACION

< MANCERA/Errar es un placer

% MANCERA/La funcién con la Calculadora TI

% MANCERA/Matebloquematica, Parte I: Los Niimeros y sus Operaciones
< MANCERA/Resolver Problemas es Saber Matematicas

% FARFAN/Ingenieria Didactica y Matemética Educativa

* WALDEGG/Estudios en Didactica
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LOS LIBROS MAS ACTUALIZADOS SOBRE EDUCACION
MATEMATICA

Historia e Historias de Matematicas

Mariano Perero

Libro interesante y ameno que presenta una novedosa perspectiva de las
matematicas. Nos muestra a los hombres y mujeres que dedicaron su |
vida a esta disciplina como personajes reales, con angustias, alegrias y =
problemas propios, a través de historias y anécdotas que haran mas ac-
tivo, interesante e instructivo el conocimiento del mundo de las matemati-
cas. Una parte importante del texto son los problemas, sangre y vida de
las matematicas. Se eligieron problemas que tienen ‘interés historico,
anecddtico o recreativo. Representan un reto y motivacién para todo | - Mariano Perero
lector. i

| 'HISTORIA E HISTORIAS
DE MATEMATICAS

Sia

Visualizando la Funcion con la PC

Fernando Hitt, Arturo Torres

Libro novedoso que presenta un nuevo acercamiento didactico para com-
prender el concepto de funcidn. Discute las dificultades que tienen los

alumnos para visualizar el concepto de funcién. Hace notar la falta de L VISUALIZANDO
relacion entre la definicion (concepto) y la imagen (concepto). Se utili- '-é&:":‘_g‘gg
za el programa de computo CALCULA como un laboratorio en el cual & ' oo g

se pueden realizar experimentos con las funciones y sus graficas.

Visualizando las Cénicas con la PC

Fernando Hitt, Eugenio Filloy

CONICAS es un programa para microcomputadoras cuyo objetivo es
ayudar al estudio de las curvas conicas en el plano, exhibiendo su com-
portamiento ante variaciones de los parametros. Puede considerarse como N HSUALIZANDG
un laboratorio en el que el usuario puede estudiar el comportamiento de LAS CONICAS
elipses, parabolas e hipérbolas y relaciones, variando los parametros. ol CONLAPC
CONICAS gréfica todas las secciones conicas a partir de varias de sus
definiciones.
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