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Editorial

La última década del siglo XX se caracterizó por la planeación e introducción de re-
formas a la enseñanza de las matemáticas en muchos países occidentales. Las
ideas que sustentaron las distintas reformas no fueron idénticas, pero un rasgo co-
mún a muchas de ellas es la identidad establecida entre aprender matemáticas y
resolver problemas. Tanto las reformas inspiradas en las teorizaciones francesas,
como las sustentadas en las conceptualizaciones anglosajonas, tuvieron como
preocupación central aumentar la capacidad de los alumnos para “pensar matemá-
ticamente” y, con ello, la de resolver problemas. En muchos casos, se promovió
el constructivismo como forma de enseñanza y aprendizaje de las matemáticas.
Por ejemplo, en México se ha afirmado que el papel principal del profesor es dise-
ñar o seleccionar las situaciones adecuadas para que los alumnos aprendan medi-
ante la interacción con dichas situaciones (sin la intervención directa del profesor);
también el de coordinar las acciones que derivarán de la búsqueda de soluciones
por parte de los alumnos; la tarea de proporcionar o transmitir información, des-
de esta perspectiva, ha pasado a ser marginal. Este modelo de enseñanza es hoy
asumido en muchos países de habla hispana.

En todos los casos, y como suele ocurrir cada vez que se incorpora una re-
forma, las predicciones fueron optimistas. Hoy los datos apuntan a que el optimis-
mo fue excesivo. En efecto, en los albores del siglo XXI, cuando las evaluaciones
han comenzado a devenir relevantes y a situarse en el ámbito internacional, in-
cluidos países desarrollados y no desarrollados, los resultados que se observan en
muchos de ellos distan de ser los esperados.

El caso de Estados Unidos sobresale por sus resultados relativamente bajos
por varias razones: este país se considera uno de los más desarrollados y el más po-
deroso del mundo, pero no sólo por eso; Estados Unidos fue también uno de los
grandes promotores de la incorporación de las matemáticas modernas hacia
1960, después de constatar los resultados obtenidos al paso de los años, lo fue
del regreso a lo básico. Hoy los escasos avances logrados por sus estudiantes
—evaluados comparativamente con países homólogos y, sobre todo, con los países
orientales— han comenzado a producir nuevas reacciones “de regreso”. Un grupo de
influyentes científicos afirma que las enseñanzas tradicionales producían mejores re-
sultados y promueven el retorno a tales formas de enseñanza. Paralelamente,
quienes creen que la mejora de los aprendizajes se encuentra en la promoción de
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la verdadera actividad matemática por parte de los alumnos y no en la aceptación
de verdades trasmitidas sin argumentación, han buscado implementar nuevas
maneras de impulsar los aprendizajes matemáticos previstos con las reformas.

En el caso de México destacan otras características: los puntajes alcanzados
en las pruebas de lápiz y papel aplicadas a escala internacional muestran la dis-
tancia que lo separa de los aprendizajes logrados por los estudiantes de los paí-
ses del primer mundo. Esta distancia, por cierto, separa también a otros países
del tercer mundo de las naciones desarrolladas.

Lo que sobresale en los distintos estudios realizados (TIMSS, PISA) es que los
orientales (Japón, Corea) alcanzan los primeros lugares al responder pruebas de
lápiz y papel. La preocupación de algunos se ha volcado entonces a indagar:
¿cuáles matemáticas se enseñan en esos países?, ¿cómo se enseñan?, ¿qué ocu-
rre en las escuelas enclavadas en esas regiones que no ocurre en las nuestras?
Por supuesto, no es fácil obtener las respuestas, porque no son simples. Sabe-
mos que los métodos de enseñanza son parte esencial de los logros que se ob-
tengan en matemáticas, pero sabemos que la preparación de los docentes también
lo es, o que las condiciones escolares son dignas de consideración en ese mis-
mo sentido.

Por otra parte, preguntas como las anteriores dejan sin respuesta otras como:
¿por qué algunos países occidentales se acercan mucho a los orientales en cuan-
to a los puntajes que los estudiantes obtienen en las pruebas mencionadas? Así
pues, en nuestra opinión, y sin demeritar los aportes que la experiencia de la en-
señanza propia de otras culturas puedan ofrecernos, las preguntas deben dirigirse
a nuestra propia realidad y a nuestras propias escuelas: ¿qué es lo que ocurre en
ellas?, ¿qué preparación recibieron y están recibiendo los profesores para instru-
mentar las reformas de los años noventa?, ¿eran viables estas reformas en nuestras
escuelas?, ¿qué situaciones de enseñanza y de formación de maestros podrán
mejorar los aprendizajes logrados hasta hoy? Estas interrogantes han sido motor del
trabajo de muchos investigadores y continúan siendo retos para la comunidad
de estudiosos de la educación matemática, así como para los profesores.

En este número se abordan varios de los temas antes mencionados, asocia-
dos a distintos niveles del sistema educativo, pues el problema de la enseñanza
de las matemáticas —para el que al parecer aún no tenemos las respuestas prác-
ticas satisfactorias— inicia en los primeros años de escolaridad y concluye en la
educación superior.

El Comité Editorial
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Hacia una redefinición de la cultura
matemática en el salón de clases:
argumentando la inexistencia de soluciones

Iñaqui de Olaizola Arizmendi y Luz Manuel Santos Trigo

Se puede pensar lo que no es el caso.
Wittgenstein

RReessuummeenn::  En este artículo se busca responder las preguntas: ¿cómo interpretan
los estudiantes problemas o situaciones donde tienen que contradecir o negar la
pregunta inicial que se plantea en el problema, como una práctica matemática en
el aula?, ¿qué tipo de argumentos ofrecen? Para ello, se discuten las produccio-
nes de los estudiantes que trabajaron con problemas en el aula en los que tenían
que buscar relaciones de carácter general para argumentar acerca de proposicio-
nes como “no existe la fracción positiva más pequeña” o “es imposible teselar un
rectángulo con ese tipo de piezas”. Los resultados muestran que los estudiantes
inicialmente presentan cierta tendencia a responder las preguntas sin evaluar las
condiciones del problema; sin embargo, finalmente reconocen que es viable y
aceptable contradecir la pregunta y proponer una explicación en torno a la respuesta.

Palabras clave: cultura y práctica matemática, situaciones que implican nega-
ción, explicación, formas de razonamiento y representaciones.

AAbbssttrraacctt:: The questions addressed in this paper are: how do students interpret
the nonsolution problems as a mathematical practice in the classroom? What
kinds of arguments do the students offer? To deal with these questions the utte-
rances of students working in the classroom with problems in which they had to
look for general relations in order to argue such things as “there is no least po-
sitive fraction” or “it’s impossible to tessellate a rectangle with that kind of pieces”
are examined and discussed. Results show that students initially tend to provide
responses without examining the conditions embeded in the problem; however,
they eventually recognize that it is possible and acceptable to negate the ques-
tion and explain or justify their reasoning.



Key words: mathematics culture, problems that involve negation, explanations,
ways of reasoning and representations.

INTRODUCCIÓN

El programa de matemáticas de secundaria, que viene operándose en México
desde 1994, propone una enseñanza basada en la resolución de problemas. En-
tre sus objetivos se encuentran: que los alumnos desarrollen sus habilidades de
descubrimiento, que reconozcan y analicen los distintos aspectos que componen
un problema y que elaboren conjeturas, las comuniquen y las validen (Alarcón
et al., 1994). Un enfoque semejante se encuentra en las reformas impulsadas por
el Consejo Nacional de Profesores de Matemáticas (NCTM, 1989, 1991 y 2000).

Estos objetivos suponen roles, de profesores y estudiantes, que implican una
ruptura con aquellos que, usualmente, se dan en aulas en las que se desarrolla
lo que Cobb et al. (1992) han llamado la Tradición Matemática Escolar (TME).1

Por ejemplo, se espera que los estudiantes dejen de ser meros receptores de in-
formación y que ahora exploren diversos aspectos de una situación o problema
abierto en el que puede haber diversos acercamientos y soluciones e incluso es
posible que el problema no tenga solución.

En este artículo discutimos algunas de las producciones de los estudiantes
que surgen al trabajar con lo que llamamos problemas sin solución; esto es, pro-
blemas en los que los estudiantes deben reconocer que no es posible hacer o
encontrar lo que se les pide y en los que tienen que buscar relaciones generales
para dar sustento a respuestas como: “el número 123 no está en la sucesión”,
“la fracción positiva más pequeña no existe”, “no es posible teselar un rectángulo
con estas piezas”, etc. El estudio se orienta a responder las siguientes preguntas:
¿cómo interpretan los estudiantes los problemas sin solución en cuanto práctica
matemática en el aula?, ¿qué tipo de argumentos ofrecen acerca de la inexisten-
cia de soluciones?
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1 De manera muy esquemática, podríamos decir que se refiere a una enseñanza basada
en la transmisión de información del profesor al alumno, junto con el esquema pregunta-res-
puesta-evaluación como forma de evaluar el aprendizaje (Mehan, 1979).



MARCO TEÓRICO

Consideramos el aprendizaje matemático como un proceso de construcción cog-
nitiva individual y también como un proceso de aculturación hacia las prácticas
matemáticas de una sociedad más amplia.2 Es decir, los cambios cognitivos que
se producen en los estudiantes a nivel individual son producto de una interac-
ción directa con una comunidad de aprendizaje. Profesores y estudiantes crean
una microcultura del aula y esto influye profundamente en las actividades y en
el aprendizaje matemático de los estudiantes. El nuevo programa de matemáti-
cas requiere de la creación de una nueva cultura en el aula, constituida mediante
un complejo proceso de negociación entre el profesor y los estudiantes y también
entre ellos mismos; negociación en la que se da un nuevo significado a los roles que
cada quien debe desempeñar, al tiempo que se negocian nuevos significados
acerca de la naturaleza de la matemática y de lo que significa aprender esta dis-
ciplina. Se trata de una auténtica revolución en las maneras de entender el pro-
ceso de enseñanza y de aprendizaje en el aula, análogo, según Cobb, Perwitz y
Underwood-Gregg (1998), al de una revolución kuhniana.

Al negociar la nueva cultura en el aula, surge un conflicto con las creencias
que los estudiantes han desarrollado, durante los primeros grados, acerca de su
papel, del papel del profesor y, en general, de la naturaleza de la actividad mate-
mática en el aula. Por ejemplo, se ha informado que muchos estudiantes obje-
tan tener que explicar sus respuestas, alegando que nunca se les ha enseñado
cómo y, aparentemente, basados en la creencia de que los cálculos correctos
siempre conducen a una respuesta correcta, por lo que resulta innecesaria cual-
quier explicación (Silver, Shapiro y Deutsch, 1993).

Yackel y Cobb (1996) proponen tres categorías fundamentales para dar cuen-
ta de la microcultura del aula: i) normas sociales; se refieren a las obligaciones y
expectativas concernientes a la participación en el aula (explicar interpretaciones
y soluciones, intentar darle sentido a las explicaciones ofrecidas por otros, etc.),
ii) normas sociomatemáticas; específicas de la actividad matemática (cuándo dos
soluciones son consideradas matemáticamente diferentes, qué explicaciones son
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2 Nos referimos a las prácticas matemáticas aceptadas por los profesores de matemáticas, los
investigadores en educación matemática, los matemáticos profesionales, etc. Si bien es cierto
que esta “sociedad más amplia” es heterogénea y sus integrantes pueden tener distintas nocio-
nes acerca de la naturaleza de la matemática, cada profesor, en su aula, actúa de acuerdo con
la interpretación que él hace acerca de cuáles son esas prácticas matemáticas aceptadas por la
comunidad.



aceptables desde el punto de vista matemático, etc.), y iii) prácticas matemáticas
en el aula; esto es, actividades matemáticas que se vuelven prácticas aceptadas en
el aula (validar una respuesta, buscar un contraejemplo, etcétera).

El principal interés de este trabajo es el proceso de argumentación en el aula.
La argumentación es un fenómeno social3 que ocurre cuando dos o más indivi-
duos tratan de ajustar sus intenciones e interpretaciones y comunican la racio-
nalidad de sus actos. En el contexto del aula, el concepto de argumentación está
relacionado con una explicación intencional del razonamiento acerca de una so-
lución, durante o después de su desarrollo. En cuanto norma social en el aula,
la argumentación debe entenderse como una acción comunicativa, realizada por
un miembro de la comunidad en el aula, que orienta su acción por pretensiones de
validez intersubjetivamente reconocidas, esto es, que busca llegar a un acuerdo
de entendimiento a partir de razones aceptadas intersubjetivamente (Habermas,
1981).

Diversos autores han informado que los estudiantes, de distintos niveles de es-
colaridad, experimentan enormes dificultades cuando se enfrentan a la tarea de
argumentar. Fischbein (1982) y Brousseau (1986, citado por Balacheff, 2000) se-
ñalan factores sociales y afectivos que inhiben la tarea de argumentar de los es-
tudiantes. Fischbein (1982) dice que la forma tradicional de enseñanza despoja
a los estudiantes de la responsabilidad de la verdad, ya que el profesor es el en-
cargado de decidir acerca de la validez de las proposiciones. Brousseau (1986)
sostiene que ciertos aspectos propios de la interacción social de los estudiantes
pueden desplazar el debate del campo cognitivo hacia otros ámbitos, de mane-
ra que los estudiantes defienden puntos de vista animados por simpatía, por el
deseo de tener razón sobre el compañero, etc. Por otra parte, Chazan (1993) lla-
ma la atención acerca de los distintos niveles de tolerancia que tiene cada suje-
to cuando enfrenta una situación de conflicto cognitivo, de manera que, a la
larga, algunos estudiantes “aceptan” argumentos o no se oponen a ellos, por po-
nerle fin al conflicto.

Además de los factores sociales, Fischbein (1982) y Balacheff (2000) encuentran
que la evidencia inmediata y la creencia cognitiva que ella suscita constituyen,
también, un obstáculo importante. Por creencia cognitiva Fischbein (1982) en-
tiende “el tipo de convicción intrínseca e intuitiva directamente impuesta por la
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3 Si bien es cierto que la argumentación es un fenómeno social en el que se intercambian
proposiciones, algunas de las cuales son cuestionadas y deben ofrecerse razones que las apo-
yen, interesa también cómo cada individuo interpreta su participación en dicho intercambio
en el marco de las actividades en el aula.



estructura de la propia situación” (p. 11). El estudiante, pues, no encuentra ne-
cesidad de argumentar, puesto que ha intuido la solución directamente de la si-
tuación; no cuestiona la evidencia.

Balacheff (1999) distingue entre argumentación, prueba y demostración. La
argumentación, según este autor, se caracteriza por la intención del sujeto de
conseguir la adhesión del auditorio y, a menudo, se incurre en prácticas “don-
de las reglas son frecuentemente de una naturaleza profundamente diferente de
lo que requieren las matemáticas” (p. 2). La prueba, en cambio, se refiere a una
explicación reconocida y aceptada como tal; el reconocimiento y la aceptación se
dan en un proceso social “por el cual un discurso que asegura la validez de una
proposición cambia de posición siendo aceptada por una comunidad” (Balacheff,
2000, p. 12). La característica fundamental de la demostración es su forma co-
dificada, ligada con una axiomatización explícita. ¿Cuál es la relación entre estas
tres formas discursivas? ¿Se trata de una relación de continuidad o de ruptura?
Balacheff sostiene que existe “una relación compleja y constitutiva del sentido de
cada una de ellas: la argumentación se constituye en obstáculo epistemológico
para el aprendizaje de la demostración, y más generalmente de la prueba en ma-
temáticas” (Balacheff, 1999, p. 5).

La utilización de la noción de argumentación en este trabajo es congruente
con la noción de prueba de Balacheff; se trata de una práctica discursiva que se
negocia en el aula. No sólo se ofrecen razones en apoyo de las tesis controverti-
das; sino que este mismo proceso es sujeto del escrutinio de la comunidad en el
aula. Las razones ofrecidas como apoyo de una proposición deben ser acepta-
das por la comunidad en el aula, de modo que son separadas del sujeto que las
propone y de las circunstancias en las que surgen.

Balacheff (2000) ha categorizado las pruebas que desarrollan los estudiantes en:
pruebas pragmáticas, aquellas en las que los alumnos recurren a la acción, esto
es, muestran las acciones que los llevaron a la respuesta, o simplemente, exhiben
la respuesta, y pruebas intelectuales basadas en la formulación de las propieda-
des y relaciones de la situación problemática, como ocurre cuando los estudiantes
utilizan un ejemplo genérico, es decir, se refieren a un caso particular para mos-
trar relaciones de carácter general.

Las pruebas pragmáticas suponen la posibilidad de tener acceso a la expe-
riencia, a la realización material de una tarea que conduzca a hacer o encontrar
lo requerido por el problema. Esto sugiere un área de exploración para la ins-
trucción: enfrentar al estudiante a situaciones problemáticas en las que dicha
realización material sea imposible y, así, el alumno se vea forzado a argumentar
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mediante la formulación de propiedades y relaciones de la situación problemáti-
ca, es decir, a producir pruebas intelectuales. Es, precisamente, el caso de los pro-
blemas sin solución; el estudiante se ve obligado, ahora, a referirse a lo que no
existe, a pensar en lo que no es el caso, a producir pruebas intelectuales. San-
tos (2002) identifica situaciones o problemas que emergen desde un proceso de
ensamblar o construir relaciones a partir del empleo de distintas representacio-
nes (con el empleo de herramientas tecnológicas). Es aquí donde el estudiante
tiene que pensar en procesos de explicación o argumentación que le den sopor-
te a sus conjeturas.

SUJETOS Y PROCEDIMIENTOS

El grupo con el que se trabajó es de 1º de secundaria y estuvo constituido por
30 estudiantes de clase media de una escuela ubicada en el sur de la Ciudad de
México. Los estudiantes provienen de escuelas primarias diferentes, pero el tipo
de enseñanza que han recibido puede catalogarse dentro de la tradición mate-
mática escolar.

Las sesiones se desarrollaron de acuerdo con un esquema cíclico: i) se co-
mienza con una serie de problemas que se discuten en equipos de dos a cuatro
estudiantes durante una sesión de 100 minutos. Cada equipo produce un informe
escrito y además se audiograba a uno de los equipos; ii) se dedican dos o tres
sesiones a la discusión plenaria de los problemas, promoviendo que se presen-
ten diversas interpretaciones y soluciones, y iii) a partir del análisis de los
informes, de las discusiones plenarias y de la audiograbación, se diseñan los nue-
vos problemas que dan inicio al nuevo ciclo de actividades.

En un periodo aproximado de ocho meses, los estudiantes trabajaron con algu-
nos problemas sin solución (véase el cuadro 1). Estos problemas se mezclaron
con otro tipo de problemas y siempre fueron presentados de manera que el es-
tudiante no tuviera modo de saber, de antemano, si el problema tenía, o no, solución.

Dos semanas después de haber trabajado el último de estos problemas, se
les pidió que respondieran por escrito e individualmente: Explica cómo son los
problemas que no tienen solución y da ejemplos. ¿Por qué surgen los proble-
mas sin solución? ¿Son importantes? La intención fue conocer cómo interpretó
cada uno de los estudiantes los problemas sin solución.
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DISCUSIÓN

El análisis y discusión de los resultados los presentamos en dos apartados, atendien-
do a cada una de las preguntas planteadas en la introducción de este artículo.

INTERPRETACIÓN DE LOS PROBLEMAS SIN SOLUCIÓN

El profesor (uno de los autores) promovió, sistemáticamente, la aceptación y valo-
rización de la práctica matemática de trabajar con problemas sin solución, hacien-
do comentarios acerca de lo natural que resulta el plantearse preguntas y pro-
blemas sin saber, de antemano, si tienen o no solución y que reconocer cuándo
es imposible resolver un problema es una forma importante de conocimiento. Sin
embargo, cada estudiante interpretó esta práctica de manera diferente.

Tal y como se esperaba, la primera vez que los estudiantes trabajaron con un
problema sin solución, tuvieron dificultades para reconocer que no era posible
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Cuadro 1 Problemas sin solución

TTeemmaa PPrroobblleemmaass

• ¿Qué posición ocupa el número 311 en la sucesión 3, 6, 9, ...?

• ¿Qué posición ocupa el número 123 en la sucesión 2, 5, 8, ...?

• Construye un triángulo de lados 2, 3 y 5.

• Forma rectángulos de 3 × 8 y 5 × 10 con piezas
como la figura de la derecha, sin traslapes y sin
dejar huecos.

• Forma un rectángulo con piezas como la figura de
la derecha.

• Encuentra la fracción positiva más pequeña.

• ¿Qué número tiene la mayor cantidad de múltiplos?

• ¿Qué número tiene la mayor cantidad de divisores?

I. Patrones numéricos

II. Construcciones
geométricas

III. Teselaciones

IV. Aritmética



realizar lo que el profesor les pedía; sólo la cuarta parte de los equipos respon-
dió que 311 no pertenece a la sucesión 3, 6, 9, ... El resto de los equipos hizo la di-
visión 311 ÷ 3 y establecieron 103, 103.6 o 104 como la posición que ocupa dicho
número en la sucesión. Éste fue el caso del equipo audiograbado que hizo la di-
visión de casita hasta obtener 2 de residuo y anotaron 103 como respuesta.
Unos minutos después de haberlo hecho, un estudiante de otro equipo les reveló
(susurrando): “La primera está mal”:

Toña: Tiene razón, porque no es secuencia.
Lalo: ¿Por qué no es secuencia?
Toña: Porque 311 no es un múltiplo de 3, así que no puede estar en una

secuencia que va de 3 en 3.

Llama la atención que Toña haya aceptado inmediatamente que su respuesta
era incorrecta, como si desde el principio no hubiese estado contenta con la di-
visión con residuo 2, pero no hubiera considerado la posibilidad de decir no a
lo que se les pidió hacer (encontrar la posición del 311 en la sucesión 3, 6, 9, ...).
Sólo después de la revelación logró afirmar, mediante un argumento correcto,
que el número 311 no pertenece a la sucesión.

Una vez que se ha incluido la posibilidad de una respuesta negativa en el re-
pertorio de respuestas de los estudiantes, se observó que algunos abandonaban
rápidamente sus exploraciones y concluían: “No se puede”. También ocurrió con
cierta frecuencia que los estudiantes adivinaban que no había respuesta y ar-
gumentaban “porque ya lo intentamos y no se puede”. Por ejemplo, cuando los
estudiantes buscaban el número con la mayor cantidad de divisores, concluían,
después de unos cuantos intentos, que el número no existe, pero sin ofrecer ar-
gumento alguno en apoyo a su respuesta.

Este comportamiento es similar al registrado por otros autores. Schoenfeld
(1992) concluye que los estudiantes no realizan búsquedas extensas porque
creen que “la respuesta se sabe o no se sabe”, de modo que no tiene sentido
buscar mucho. También Balacheff (2000) ha informado que los estudiantes ge-
neralizan a menudo después de analizar pocos casos, lo que este autor llama
empirismo ingenuo.

Otros estudiantes conjeturan rápidamente que no hay solución, pero recono-
cen que deben argumentar el por qué. El diálogo que sostuvo un equipo, des-
pués de fallar por segunda vez en su intento por formar el rectángulo 5 × 10
con las piezas en forma de L, es una muestra de ello:
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Julián: Sobran dos cuadritos.
Daniel: ¡Sobran dos! No se puede.
María: Pongamos “Siempre sobran dos cuadritos”... pero, ¿por qué sobran

siempre dos? También hay que poner eso.

Por otra parte, algunos estudiantes ofrecieron una resistencia mayor para
aceptar como legítima la respuesta “No se puede”. Por ejemplo, trabajando con
el problema de formar un rectángulo con piezas en forma de U, que fue el quinto
problema de este tipo con el que trabajaron, un estudiante le preguntó al profe-
sor: “¿Se puede que no se pueda?”

El análisis de los informes individuales sobre lo que piensan los estudiantes
acerca de los problemas sin solución hace ver que, para la mayoría de los estu-
diantes, estos problemas son situaciones anómalas, o bien son considerados como
un recurso didáctico del profesor para mantenerlos alerta y evitar así que actúen
de manera automática e irreflexiva. Sólo unos cuantos los consideraron como al-
go natural cuando uno se plantea preguntas y problemas y como algo que con-
tribuye a desarrollar ideas matemáticas nuevas.

La mayoría de los estudiantes ofreció ejemplos correctos de problemas sin solu-
ción, semejantes a los que se habían trabajado en clase: ecuaciones algebraicas
o sus equivalentes en balanzas (“x + 10 = x + 20”), reglas numéricas (“3 → 5,
5 → 9, 9 → 5”),4 patrones figurativos, sucesiones (“3, 6, 9, ..., ¿qué lugar ocupa el
569?”), teselaciones, etcéctera.

Hubo algunos que propusieron ejemplos que, claramente, no corresponden
(“3 × 2 no es igual a 15”). Otros incluyeron como ejemplos problemas semejantes
a los que se trabajaron en el curso al discutir la noción de proporcionalidad; en
varias ocasiones se contemplaron preguntas como: si Juan limpia 12 parabrisas
en una hora, ¿cuántos limpiará en 8 horas? En las discusiones se argumentó
que no era posible decidir, puesto que la demanda para limpiar los parabrisas es
distinta según la hora. Situaciones como ésta, en las que no hay información su-
ficiente para producir una respuesta precisa, fueron asimiladas por varios estu-
diantes dentro de la categoría de problemas sin solución.

EDUCACIÓN MATEMÁTICA, vol. 16, núm. 1, abril de 2004 13

Iñaqui de Olaizola Arizmendi y Luz Manuel Santos Trigo

4 Aunque este ejemplo no es correcto desde el punto de vista matemático, puesto que exis-
te una infinidad de transformaciones que satisfacen las condiciones, lo es en el contexto en el
que ellos trabajaron, ya que sólo se contemplaron transformaciones del tipo ax + b, x2 + a y
x3 + a.



TIPOS DE ARGUMENTACIÓN

Patrones numéricos. Los estudiantes están acostumbrados a exhibir una solu-
ción. Este proceso de exhibición tiene que ver con mostrar, señalando, el objeto
que es requerido en la pregunta, o bien, utilizar el algoritmo adecuado. A lo lar-
go de su vida escolar, los estudiantes han aprendido que la manera más impor-
tante de encontrar la respuesta que demanda el profesor es mediante la aplicación
de un algoritmo. El algoritmo se constituye como el generador fundamental de
respuestas.

En los problemas de patrones numéricos surgió el algoritmo como un obs-
táculo para pensar en la posibilidad de la inexistencia de la solución; algunos es-
tudiantes operan con los datos que tienen a la mano y producen una respuesta.
En el primer problema, emplearon un algoritmo que había resultado exitoso en
situaciones semejantes, pero no reconocieron que la respuesta obtenida de esa
manera era inadecuada, por ser fraccionaria y, aun cuando se argumentó en la
sesión plenaria acerca de ello, minimizaron el “inconveniente” y lo resolvieron re-
dondeando para obtener un entero. Esta compulsión por operar con los datos a
la mano, aun en las situaciones más absurdas, ha sido ampliamente documen-
tada (IREM, 1980; Schubauer-Leoni y Ntamakiliro, 1998).

En la sesión plenaria correspondiente a la discusión de este problema, el pro-
fesor planteó el problema e inició la discusión sometiendo al pleno una de las
soluciones que informaron:

Prof.: Lo que hicieron muchos fue:
Si aquí multiplicaba por tres, entonces para encontrar la posición de un

número en la sucesión debo dividir entre 3, es decir: 311/3. Hicieron esta
operación: (el profesor hace en el pizarrón la división de la casita).

Lalo: 103, es la posición 103.
Sergio: Bueno, pero hay que continuar la división, ponemos un punto aquí

y agregamos un cero (...). Entonces la respuesta es 103.6.

Lalo es el estudiante que participó en el equipo audiograbado y en cuyo
informe escrito se asentó: “el 311 no está en la sucesión” de modo que, o bien
olvidó lo que habían informado y cómo lo argumentó Toña o nunca abandonó
la idea de que la respuesta correcta era 103 y simplemente evitó el conflicto con
Toña, probablemente porque lo que le interesaba era terminar lo más pronto po-
sible. Sergio propone continuar la división para obtener la parte fraccionaria, tal
vez con la idea de que así se obtiene una respuesta más precisa.
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Ronaldo: Está mal porque no puede ser que, no puede estar en la 103.6.
Prof.: No existe esa posición. Existe la posición 103 o la 104, pero la 103.6

no tiene sentido. Es parecido a lo que nos ocurrió con el problema de los ca-
miones, ¿no?

Alguien : Exacto.
Prof.: No vamos a alquilar 6.5 camiones,5 no nos podemos llevar la mitad de

un camión de paseo. Una cosa fundamental es que cuando ustedes produz-
can una solución, verifiquen que tenga sentido lo que están diciendo, si no,
algo raro está pasando, entonces, esto no puede ser solución. En este caso la
pregunta es: ¿el 311 en qué posición está?

Damián: En ninguna porque… porque quién sabe.
Orlando: Porque como no lo puedes dividir, como no le puedes poner este

... décimos, este... no se puede, entonces no hay, no tiene posición y no se pue-
de eso de que el que más se acerque, porque ahí te pide el número justo.

La intervención del profesor, además de argumentar que el número en cues-
tión no pertenece a la sucesión, hace la conexión con un problema semejante y
promueve que los estudiantes se comprometan con sus respuestas. A pesar de
que aparentemente hubo acuerdo sobre este problema, al final de la sesión, des-
pués de que discutieron otros problemas, se les pidió que escribieran, de mane-
ra individual, sus conclusiones acerca de la discusión, y todavía algunos estudian-
tes mantuvieron la respuesta fraccionaria o redondearon a 103 o 104, sin asumir
la respuesta “no hay solución”.

En los dos problemas de patrones numéricos, los estudiantes reconocieron el
patrón +3 como la regla que permite construir la sucesión, pero no todos se per-
cataron de la importancia de considerar el número que inicia la sucesión lo que,
en algunos casos, los llevó a argumentar que el número 123 ocupa el lugar 41
en la sucesión 2, 5, 8, ..., ya que 41 × 3 = 123. En esta línea, un equipo argu-
mentó “No se puede, porque 20 y 123 no se encuentran en la regla del 3 y la
serie tiene como lógica la regla del 3”, sin percatarse de que el 123 sí es divisi-
ble entre 3. Otros utilizaron un razonamiento proporcional para concluir que di-
cho número ocupa la posición 43 puesto que el 20 ocupa la posición 7 (en el
primer inciso del problema se les preguntaba por la posición del 20 en la suce-
sión) y como 20 × 6 = 120, este último número ocupa la posición 42 (7 × 6) y,
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por lo tanto, el 123 ocupa la posición 43. Varios equipos usaron la calculadora
para generar todos los elementos de la sucesión hasta el 122 para concluir que
el 123 no perteneca a ella. Hubo equipos que argumentaron utilizando un ejem-
plo genérico: “El 123 no está. Lo sabemos porque 7 × 3 es 21 y, como empeza-
mos en el 2, es 20 (ésta es una manera de decir que los números de la sucesión
son de la forma 3n — 1) y 124 no es múltiplo de 3 así que no ocupa lugar”.

En el equipo audiograbado, se observan tres acercamientos distintos: Orlan-
do genera la sucesión con ayuda de la calculadora, Luis utiliza el razonamiento
proporcional y Daniel utiliza la propiedad general de la sucesión para argumentar
en contra de Luis. Sin embargo, la actitud de Luis y de Orlando es la de “ence-
rrarse” en su visión y no intentan comprender lo dicho por el otro. Daniel, en cam-
bio, entiende los argumentos de Luis y le ofrece argumentos contrarios a los suyos.

Luis: 5 mmm... 8, 11, 14, 17, 20, ora hasta el 123.
Orlando y Daniel: ¡Noooooo!
Luis: Sólo necesitamos pensar. No necesitamos calculadora, sólo necesita-

mos pensar. Ve, 123 es como el 120, nada más le aumentamos otro (...). No, mi-
ra, ya sé: 7 × 5 veces esto me da 100, el 100 está en la posición 35, luego...

Luis propone generar toda la sucesión, pero la sugerencia es rechazada. Él
mismo inicia una nueva línea de argumentación, utiliza un razonamiento pro-
porcional: como el 20 está en la posición 7, entonces e1 100 (20 × 5) estará en
la posición 35 (7 × 5).

Daniel: ¿Cómo sabes que está en la posición 35?
Luis: (...) El 20 está en la posición 7, ¿no? Entonces 7 posiciones, enton-

ces 7 ×… ya me hice bolas.

Daniel le pide que justifique su solución, pero Luis se confunde al tratar de
explicarla. Mientras, Orlando generó la sucesión con la calculadora.

Orlando: El 123 no está en la sucesión.
Luis: Claro que sí está.
Orlando: Yo puse +3, +3 y me salió 122.
Luis: Mira, ve: 7 × 5, porque ... 5 veces 20 te da 100, ¿no? Entonces 7 ×

5, 35, el 100 está en la posición 35, ¿no?
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Luis está tan empeñado en imponer su solución que simplemente ignora a
Orlando.

Orlando: Que no está en la sucesión, hazlo en la calculadora.
Luis: Luego el 120 está en la posición … le sumas 7, está en la posición 42.
Orlando (con fastidio): El 123 no está en la sucesión.
Luis: El 120 está en la posición 42 y luego el 123 está en la posición 43.
Orlando: NO ESTÁ EN LA SUCESIÓN.
Luis: Mira, ve: 2 + 3 = 5, 1, 2, 3 (va sumando +3).
Daniel: Es que si el 100 está en la posición, si tomas como 0 el 100, si

partes de 1 el 23 no está.
Luis: Pero estamos partiendo de 2.
Orlando: Vamos a empezar, vean todos 2, +3, +3 ···
Daniel: ¿Dices que el 100 si está en la sucesión?

Luis no contesta, está viendo lo que hace Orlando con la calculadora.

Orlando: ¿Ya ves? ¡Ayyyyyy! Les decía yo, pero...
Luis: Tiene razón, no está en la sucesión.

El conflicto se resuelve por la contundencia del resultado obtenido por medio
de la calculadora, pero los estudiantes no “regresan” para revisar, por ejemplo,
por qué falla el argumento proporcional de Luis o si lo que argumentaba Daniel
era correcto o no. Lo importante para ellos sigue siendo generar una respuesta;
las exploraciones o conjeturas que se quedan en el camino no son valoradas.

CONSTRUCCIONES GEOMÉTRICAS

En el marco de las construcciones geométricas, los estudiantes trabajaron con el
problema de construir todos los triángulos de lados enteros y perímetro 7. De
sus exploraciones quedó claro que hay combinaciones numéricas que suman 7,
pero que no es posible construir triángulos con esas dimensiones (1, 1, 5, por
ejemplo). Ocurrió también que algunos no lograban construir el triángulo, aun
teniendo lados adecuados para la construcción, puesto que no contaban con
compás y para hacer la construcción utilizaban sólo la regla, lo que les llevó
a concluir que es importante saber colocar la regla para lograr la construcción.

EDUCACIÓN MATEMÁTICA, vol. 16, núm. 1, abril de 2004 17

Iñaqui de Olaizola Arizmendi y Luz Manuel Santos Trigo



En la siguiente sesión, los estudiantes se enfrentaron al problema de decidir
quién tenía razón en un diálogo entre tres hipotéticos estudiantes que, en rela-
ción con la posibilidad de construir un triángulo de lados 2, 3 y 5, esgrimían, en
esencia aunque con un lenguaje más coloquial, los siguientes argumentos; a) no
es posible, porque no cumple 2 + 3 > 5; b) sí se puede, es cosa de “saberlos aco-
modar”, y c) no se puede y se ilustra con la figura 1.

La frase “saberlos acomodar” surgió en la discusión plenaria previa, cuando
algunos estudiantes habían “logrado construir” un triángulo con lados 2, 3 y 5,
debido a imperfecciones en sus trazos (falta de precisión en las medidas de los
segmentos). La comprobación midiendo los lados, otra vez debido a la imperfec-
ción de las herramientas, corroboró la construcción. En la discusión plenaria, el
debate se dio entre quienes defendían la importancia de la manera de acomo-
dar los segmentos y quienes afirmaban que la condición necesaria para poder
construir un triángulo es que cada lado sea menor que la suma de los otros dos,
ilustrada mediante la figura 1, “ya que, al levantar los segmentos, 2 y 3 no se jun-
tan y no se forma el triángulo”.

Yulene, la principal promotora de la teoría del acomodamiento, respondió a
la pregunta de si es posible construir un triángulo de lados cualesquiera de la si-
guiente manera:

“Hay que encontrarle la manera de que queden bien, tratar de que ‘enca-
je’ cada lado sin salirse ni que falte.”

“Aquí se muestra que cuenta mucho el acomodamiento. No se pudo ha-
cer.” (Se refiere a la figura 2).

Al discutir el caso de lados 2, 3 y 5, Yulene afirma: “Juan tiene razón, ya que,
cuando la suma de los lados menores es mayor o igual que el mayor, esto junta
a los dos lados sin sobrar longitud ni faltar” (las cursivas son nuestras). Hace un
esquema semejante al de la figura 2, pero con lados 2, 5 y 7 y 1, 2 y 3. Agrega
que hay una regla para poder formar los triángulos:
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a) Los lados menores deben ser más grandes (sumados) que el mayor.
b) Acomodamiento (de manera que, al unirlos, no sobre ni falte).

Este problema puso en evidencia importantes obstáculos que deben superar
los estudiantes. La experiencia debe ser cuestionada, pero eso implica ir contra
la intuición y dirimir un posible conflicto entre lo que se experimenta y una cierta
racionalidad. En el episodio que presentamos, la estudiante fue capaz de aceptar
en la discusión plenaria, desde un punto de vista racional, la imposibilidad de la
construcción del triángulo con un argumento desarrollado a partir de la figura 1
y, al mismo tiempo, la posibilidad de lograrlo mediante su teoría del acomoda-
miento.

Las discusiones que se desarrollan, tanto en los equipos, como en las sesio-
nes plenarias, ponen en juego diversos intereses; no se desarrollan exclusiva, y tal
vez, ni siquiera principalmente, en un terreno cognitivo. Está en juego el estatus
social dentro del grupo, su reconocimiento como líder o como participante con
ideas válidas e importantes, etc. En este caso, además, la estudiante construyó
una teoría que logró explicar de manera muy completa y que, seguramente, sig-
nificó para ella una gran satisfacción, de modo que difícilmente estaba dispues-
ta a desecharla. Watzlwick (1979) señala que en experimentos no contingentes6

los sujetos se aferran a las explicaciones que han logrado construir, aun después
de que el investigador les revela la naturaleza aleatoria del experimento:

Lo bueno de esta prueba es que destaca con nitidez la naturaleza de un
problema humano universal: si, tras la larga búsqueda y penosa incertidum-
bre, creemos haber hallado al fin la solución de un problema, nuestra postu-
ra, lastrada de una fuerte carga emocional, puede ser tan inquebrantable que
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6 Se refiere a experimentos en los que un sujeto recibe estímulos generados al azar, pero
en los que la situación experimental los induce a encontrar un patrón en ellos.



preferimos calificar de falsos o irreales los hechos innegables que contradicen
nuestra explicación, antes que acomodar nuestra explicación a los hechos.
(Watzlawick, 1979, p. 69).

TESELACIONES

El siguiente enunciado es parte de las actividades tendientes a brindar experien-
cias propicias para la discusión del concepto de área:

1) Se tiene una gran cantidad de piezas iguales, como la de la
figura de la derecha, constituidas por cuatro cuadrados igua-
les de lado 1.
a) Utilizando piezas como las de la figura, forma un rectángulo cuyos la-

dos midan 3 y 8, sin superponer las piezas ni dejar huecos.
b) Utilizando algunas de estas piezas, forma ahora un rectángulo cuyos

lados midan 5 y 10, sin superponer las piezas ni dejar huecos.

Todos los equipos resolvieron correctamente el problema del primer inciso.
Las respuestas ofrecidas al segundo inciso pueden categorizarse de la siguiente
manera: i) afirmación sin justificar (“yo creo que no se puede”); ii) por experien-
cia propia (“ya lo intentamos y no se puede”); iii) argumentación tautológica (“no
se puede, porque sobran siempre dos cuadritos”), y iv) justificación, utilizando el
concepto de área (“no se puede, porque el área de la figura que se quiere formar
no es un múltiplo del área de las piezas”).

Comentaremos los aspectos más relevantes de la audiograbación correspon-
diente al segundo inciso de este problema.

Después de unas pocas exploraciones lograron teselar el rectángulo de 3 × 8.
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Trabajan con el problema del segundo inciso y, después del segundo intento
fallido, empiezan a conjeturar acerca de la imposibilidad de lograrlo:

Daniel: Oye, intentémoslo con 6, porque tal vez sólo se pueda con múlti-
plos de 3.

Julián: De lado, ¿no?
María: ¿Cuánto medía éste?
Julián: 3 × 8.
(Inaudible).
Daniel: ¿Y cuánto mide éste? 5 × 10... Creo que sólo se puede con...

3 × 8 → 48 número par 5 × 10 → 15 número impar...7 ¡Uy, ya sé por qué
no se puede! (muy emocionado) Porque son cuatro, cuatro y 48 es número
par… Sí se puede por eso, bueno, algo así, ¿no?

María comienza a escribir el informe. Julián está reflexionando solo, mirando
su cuaderno. Unos minutos después:

Julián: 5 × 10... 50, 50, ¿no es número par?
Daniel: Sí, ¿por qué?
Julián: 5 × 10.
Daniel: ¡Ay! ¿Ay!
(Risas).

Después de lamentarse por el error cometido, Daniel vuelve sobre la línea de
múltiplos de 3; su estrategia consiste en encontrar una propiedad que se cum-
pla en el primer caso pero que no sea válida en el segundo:

Daniel: Tal vez por lo de los múltiplos de 3... Sí, 3 × 8 es 24 es múltiplo de 3.
María: Suena lógico.
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do sentido numérico; sin embargo, las asociaciones superficiales, carentes de referentes semán-
ticos, pueden dominar en algunas circunstancias.



Daniel: Y 50 no. Vamos a intentarlo con un...
Julián: ¿24 entre 4?
María: ¿24 entre 4?, a 6.
Julián: ¿Sí estaría exacto?
María: Sí.
Julián: ¿50 entre 4?... Ése ya no te da exacto … los 4 porque… son esas fi-

guras de 4.
María: No se puede, claro, porque, 50 o sea 5 × 10.
Julián: Y no son múltiplos de 4.

Finalmente, Julián encuentra una relación general, que es condición necesa-
ria para que el rectángulo pueda ser teselado: el área del rectángulo debe ser
múltiplo del área de las piezas.

Una semana después, se les pidió que utilizaran piezas como las de la figura 3
para formar un rectángulo. En todos los equipos se hicieron varios intentos y los
estudiantes se convencieron de la imposibilidad de la solución, pero no fueron
capaces de elaborar una explicación matemáticamente aceptable. Sólo uno de
los equipos dio un argumento sobre la imposibilidad de lograrlo: “por más que
se intente no se puede tener un borde liso, siempre queda un huequito.” En esta
afirmación se encuentra el germen de una posible argumentación, la cual desarro-
lló el profesor en la siguiente sesión plenaria.
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ARITMÉTICA

Los tres problemas agrupados bajo este rubro tienen la particularidad de que se
pueden argumentar mediante la reducción al absurdo. En el primer caso, encon-
trar la fracción positiva más pequeña, cuatro de los 10 equipos argumentaron
que dicha fracción no existe, puesto que, “si creemos que la encontramos le agrega-
mos un cero al denominador y ya tenemos otra más chica”. El resto de los equi-
pos respondió con una fracción con un 1 por numerador y un 1 seguido de una
infinidad de ceros o bien con denominador formado por una infinidad de 9. En am-
bos casos ocurre el mismo fenómeno; en la búsqueda de la fracción menor, se
dan cuenta de que siempre es posible construir una fracción más pequeña y es-
to los conduce a afirmar que no hay solución o bien a ofrecer una solución que
implica un proceso potencialmente infinito, esto es, la idea de que podemos agre-
gar 0 o 9 en el denominador y obtener así fracciones cada vez más pequeñas.

Cuando se enfrentaron al problema de encontrar el número con mayor can-
tidad de múltiplos, el comportamiento de los estudiantes fue análogo al referido
en el problema anterior; se dan cuenta de que el proceso de generar los múlti-
plos de un número es potencialmente infinito. Por otra parte, los equipos obser-
varon que no todos los números tienen la misma cantidad de múltiplos, puesto
que el 0 sólo tiene un múltiplo y la mitad de los equipos argumentó que el 1 tiene
más múltiplos que los demás, porque sus múltiplos “van de uno en uno y los del
2 van de dos en dos”. Esta observación condujo, durante la sesión plenaria, a
una discusión interesante; algunos estudiantes se opusieron al argumento ante-
rior aduciendo que todos los números, excepto el 0, tienen la misma cantidad
de múltiplos, ya que éstos se obtienen multiplicando el número en cuestión por
cada uno de los números naturales.8

El problema de decidir qué número tiene una mayor cantidad de divisores más
complejo. En este caso, la búsqueda de los divisores del número no lleva necesa-
riamente a la idea de que siempre es posible encontrar números con una mayor
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8 Es muy común, cuando los estudiantes comparan conjuntos infinitos, que les parezca
evidente que un conjunto que contiene a otro tenga más elementos que éste. Por ejemplo,
piensan que los números naturales tienen más elementos que, digamos, los múltiplos del tres,
ya que éstos están incluidos en los naturales. En este caso, debido a la manera como se ge-
neraron los conjuntos infinitos surgió otra idea que les pareció igualmente evidente a algunos
estudiantes, a saber, ambos conjuntos tienen la misma cantidad de números, ya que los múl-
tiplos de tres se generan multiplicando los naturales por 3, por lo tanto, hay tantos múltiplos
de tres como naturales.



cantidad de divisores. Por ejemplo, algunos equipos observaron que un número
puede ser mayor que otro y, sin embargo, tener menos divisores. El argumento
que ofrecieron algunos equipos acerca de la inexistencia de un número que tu-
viese la mayor cantidad de divisores fue utilizando un ejemplo genérico: “No hay
número que tenga más divisores. Por ejemplo, el 36, si lo multiplicamos por 2,
el 72 tiene a los divisores del 36 y además el 72 y así podemos seguir multipli-
cando”. Sin embargo, la tercera parte de los equipos no supo responder.

CONCLUSIONES

Trabajar con problemas sin solución supone una doble ruptura en relación con
los roles que acostumbra representar el estudiante; por un lado, es una práctica
matemática nueva en el aula y, por el otro, induce a los estudiantes a buscar re-
laciones y propiedades de la situación problemática como forma de argumentar
sin recurrir a la experiencia inmediata.

Los problemas cuya solución requiere la argumentación por reducción al ab-
surdo resultaron, creemos, apropiados para los propósitos de este trabajo, y tam-
bién como recurso didáctico. Son problemas, especialmente los dos primeros,
que no implican poner en juego recursos matemáticos complejos y en los que las
primeras exploraciones conducen rápidamente al argumento necesario. En estos
casos, los estudiantes fueron inducidos, y lo lograron, a proporcionar pruebas in-
telectuales. Algo semejante ocurrió en el primer problema de teselación. Además,
este problema se puede variar fácilmente, cambiando la forma y las dimensiones
de los rectángulos para generar un amplio y rico campo de exploración.

Los episodios aquí relatados muestran que, cuando los recursos matemáticos
involucrados no son muy complejos, los estudiantes son capaces de elaborar ar-
gumentaciones matemáticamente válidas acerca de la inexistencia de la solución.
Es probable que problemas como encuentra la fracción positiva más pequeña
puedan ser trabajados con éxito por estudiantes de menor edad.

Los cambios en la microcultura en el aula llevan tiempo. Muchos estudian-
tes resisten, en mayor o menor medida, los cambios y tienden a asimilar las nuevas
normas y prácticas matemáticas a las anteriores. Si bien para muchos los pro-
blemas sin solución resultaron un simple recurso didáctico del profesor para evi-
tar en ellos actitudes mecánicas frente a los problemas, para otros, los menos, les
parecieron normales “cuando inventas problemas” y que “ayudan a desarrollar la
mente matemática y al intentar resolverlos se llega a nuevas cosas, ideas o teorías”.
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La relación entre los marcos de resolución
y los modelos mentales en la enseñanza
del álgebra

Inés Elichiribehety y María Rita Otero

RReessuummeenn::  En este trabajo se presentan resultados acerca de los marcos de reso-
lución utilizados por 264 estudiantes de enseñanza secundaria en la resolución
de dos problemas. Empleando la Teoría de los Modelos Mentales de Johnson-
Laird (1983, 1990a, 1990b, 1996), se describen los modelos aritméticos y alge-
braicos empleados por los sujetos. Los resultados muestran que, independiente-
mente de la edad, en un porcentaje elevado los sujetos resuelven orientados por
los procesos estratégicos de comprensión del enunciado. Cuando la transforma-
ción del enunciado verbal no puede realizarse en el marco algebraico, los suje-
tos emplean exitosamente el marco aritmético. La ejecución generalizada del
marco algebraico depende fuertemente de un tratamiento escolar adecuado, que
contemple los procedimientos espontáneos, ejecutados por un porcentaje signifi-
cativo de alumnos.

Palabras clave: modelos mentales, modelos aritméticos y algebraicos, resolu-
ción de problemas, pensamiento matemático, educación matemática.

AAbbssttrraacctt:: This paper presents the results of solving frameworks used by 264 stu-
dents of secondary school when solving two problems. By using Johnson-Laird’s
Theory of Mental Models, the arithmetic and algebraic models used by the stu-
dents are described. The results show that the students solve in a high percenta-
ge, independently of the age, guided by the strategic processes of statement com-
prehension. When the transformation of the verbal statement cannot be carried
out within the algebraic framework, the students use the arithmetic one success-
fully. The general performance of the algebraic framework would strongly depend
on an adequate school treatment that considers the spontaneous procedures ca-
rried out by a significant percentage of students.

Key words: mental models, arithmetic and algebraic models, problem solving,
mathematical thinking, mathematics education.



INTRODUCCIÓN

Este trabajo es parte de un proyecto de investigación más amplio que estudia la
génesis escolar de formulaciones algebraicas y la modelación de situaciones mate-
máticas, desde una perspectiva cognitiva. En esta instancia, se presentan resultados
parciales referidos a la resolución de dos problemas en una población de N = 264
sujetos, correspondientes a tres escuelas de la ciudad de Tandil. El rango de edad
es desde 13 a 18 años.

Se asume la tesis propuesta por Gascón (1999) que interpreta el Álgebra esco-
lar, no como “aritmética generalizada”, sino como un instrumento esencial de la
“modelación matemática”. Al entender el Álgebra de esta manera, como un instru-
mento al servicio del trabajo matemático, es fundamental el papel que juega la ins-
trucción en la construcción de la modelación algebraica. Por esta razón, se decidió
indagar el desempeño de los estudiantes para analizar sus estrategias de resolución.

Cuando los procedimientos algebraicos forman parte de la estructura cognitiva
del sujeto, se produce un cambio radical en las condiciones del trabajo mate-
mático, al reemplazar mediante el trazo escrito ciertos usos de la memoria hu-
mana permitiendo, además, la explicitación y la manipulación de la estructura
del problema tratado (Gascón, 1999, p. 79).

El problema de la enseñanza del conocimiento algebraico en la escuela y en
la educación formal está aún muy lejos de haber sido resuelto. Este tema es de
relevancia e interés creciente (Córtes, Vergnaud y Kavafian, 1990; Chevallard,
1989a, 1989b, 1990; Filloy, 1993, 1999; Drouhard, 1996; Gascón 1985, 1993, 1994,
1999; Grupo Azarquiel, 1993; Hebert, 1991; Kieran y Filloy, 1989; Meavilla Segui,
1995; Rojano, 1994; MacGregor y Stacey, 2000; Cedillo, 1999). Sin embargo, la
mayor parte de estos trabajos realizan un abordaje didáctico. En esta parte de
nuestra investigación, el énfasis está puesto en lo cognitivo, más que en lo didác-
tico. Nos interesa analizar las representaciones mentales que los sujetos emplean
para razonar y el modo en que lo hacen, cuando tienen que resolver dos proble-
mas típicos en el currículum escolar.

Los dos problemas elegidos para esta investigación se trabajaron previamen-
te en diferentes estudios exploratorios. El primer problema integró una serie de
tres, para indagar si los parámetros en una ecuación funcionan como variable di-
dáctica (Elichiribehety et al., 1995). Es decir, si provocan la necesidad de proce-
dimientos algebraicos en la resolución de problemas.

El segundo problema fue abordado por Otero (1998a, 1998b, 1998c), cuando
realizó un estudio cognitivo dirigido a mostrar que los alumnos encuentran
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modos de resolución que pueden ser explicados a partir de la Teoría de los Mode-
los Mentales (Johnson-Laird 1983, 1990a, 1990b, 1996).

En un estudio transversal acerca de los modelos ejecutados desde los 12 hasta
los 18 años en la resolución de un problema complejo, encontramos que los
sujetos evalúan el modelo para un set dado de valores, parten siempre de un
ejemplo particular que reúne las características del modelo. Es decir, el pensa-
miento basado en modelos maneja lo general como si fuera particular (Ote-
ro, 1999).

También identificó modelos aritméticos y algebraicos y encontró que aparecen
en todo el rango de la escolaridad media. Estos trabajos permitieron definir los pro-
blemas e inferir los modelos mentales implícitos en las estrategias de resolución.

La pertinencia y potencialidad de la Teoría de los Modelos Mentales de John-
son-Laird para la investigación en enseñanza de las ciencias ha sido establecida
por trabajos pioneros en este campo (Greca, 1995; Greca y Moreira, 1996a, 1996b,
1998, 2000; Moreira, 1996; Schwartz y Moore, 1998; Moreira y Lagreca, 1998; Ote-
ro, 1998; Otero y Banks Leite, 1998; Rodríguez Palmero, 2000). En el ámbito es-
pecífico de la cognición en Matemática, Schwartz y Moore (1998) investigan la
resolución numérica de problemas de matemática desde la perspectiva de los
modelos mentales de Johnson-Laird. Nuestro trabajo utiliza el mismo referencial
y continúa la investigación iniciada por Otero (1998a, 1998b, 1998c), que iden-
tificó modelos mentales en la resolución de un problema complejo en toda la es-
colaridad media.

Según Johnson-Laird (1996), el sistema cognitivo emplea tres códigos repre-
sentacionales: proposiciones mentales, imágenes mentales y modelos mentales.
Éstos tienen funciones y estructuras que los distinguen entre sí. Las proposiciones
son representaciones de significados verbalmente expresables. Son abstractas,
generales, amodales (no están ligadas a una modalidad sensorial) y pueden asumir
un valor de verdad. Las propocisiones no guardan una relación directa con el ob-
jeto representado. Las imágenes son representaciones específicas, y analógicas,
porque sostienen alguna relación isomórfica con lo que representan. Se originan
en la percepción y/o en la imaginación y representan aspectos perceptibles de
los objetos del mundo real. Son de modalidad específica: visuales, auditivas, tác-
tiles, y no pueden representar relaciones abstractas ni asumir un valor de verdad.
Los modelos son análogos estructurales del mundo real o imaginario. Pueden in-
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cluir proposiciones e imágenes y tienen un carácter parcialmente analógico. Los
modelos pueden representar relaciones abstractas que no son visualizables, co-
mo justicia, verdad, belleza, negación, causalidad.

Los modelos mentales del mundo pueden ser construidos como producto de
la percepción, del discurso, de la interacción social y de la experiencia interna
manifestada en la habilidad del sujeto para construir modelos a partir de sus
componentes primitivos o de modelos análogos que ya poseía. Todo nuestro co-
nocimiento del mundo depende de nuestra capacidad de construir modelos
mentales. Las restricciones para la construcción de esos modelos derivan de cómo
concebimos la estructura del mundo, de las relaciones conceptuales que gobier-
nan la ontología de lo real y de la necesidad de mantener el sistema libre de con-
tradicciones (Johnson-Laird, 1983, p. 430).

Como se ha señalado:

Johnson-Laird construye su teoría postulando un modo analógico de razonar,
en oposición a la utilización de proposiciones y reglas de inferencia. El cons-
tructo Modelo Mental es consubstancial a este modo de razonamiento. Al co-
rroborar empíricamente las predicciones realizadas, Johnson-Laird establece
la existencia de Modelos Mentales como representaciones mentales diferen-
ciadas estructural y funcionalmente de las proposiciones e imágenes (Otero,
1999).

Cuando una persona comprende un suceso real o un evento discursivo, como
el enunciado de un problema matemático, es capaz de construir una representación
mental significativa sólo si tiene un conocimiento más general de esos acontecimien-
tos. En términos de Piaget, diríamos que la comprensión depende del marco asimi-
lador que posea el sujeto y, en términos de Ausubel, afirmamos que dependerá
de la presencia de los subsumidores necesarios en su estructura cognitiva.

Quien comprende un problema de matemática lo hace sobre la base de infor-
maciones, percepciones y representaciones vinculadas al hecho en sí, al contexto
en el que el suceso tiene lugar y a presupuestos cognitivos personales con rela-
ción al problema. Todos ellos dirigen la recuperación de representaciones desde
la memoria, para construir un modelo mental de la situación (Van Dijk, 1992).
Los modelos mentales y las representaciones que se construyen como parte del
proceso de comprensión no son necesariamente los más adecuados. En cualquier
caso, dichos modelos influyen sobre las conceptualizaciones posteriores y sobre las
representaciones internas y externas generadas a partir de ellos.
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Este trabajo estudia los modelos mentales que subyacen a la resolución de
dos problemas de Matemática y los marcos de resolución que acaban siendo
adoptados. Se considera toda escolaridad media y se pone en evidencia que los
marcos encontrados no parecerían correlacionar positivamente con la edad. Simul-
táneamente, la instrucción no parecería tener influencia decisiva en el predomi-
nio de los diferentes marcos.

En las próximas secciones presentamos: las preguntas de la investigación, la
metodología, la formulación y descripción de las categorías de análisis, así como
los resultados.

PREGUNTAS DE LA INVESTIGACIÓN

Nos proponemos responder las siguientes preguntas:

1) ¿Qué marcos de resolución emplean los sujetos para resolver los dos pro-
blemas planteados y qué características tienen los modelos mentales que subya-
cen a ellos?

Nuestra primera hipótesis se vincula con los marcos de resolución adoptados
por los sujetos, que serían las manifestaciones externas de las representaciones
mentales (internas) que construyen para comprender y resolver los problemas
planteados. Inferimos que los sujetos construyen modelos mentales (en el senti-
do de Johnson-Laird) relacionados con procedimientos algebraicos, aritméticos,
icónicos o verbales, que nos interesan analizar.

2) ¿Qué categorías de análisis se pueden formular para describir los modelos
mentales que aparecen?

El trabajo se propone contribuir a la formulación de instrumentos cualitativos
de análisis, para dar cuenta de una representación mental, a la que tenemos acce-
so indirectamente. Se busca identificar las características comunes de los mode-
los mentales que se manifiestan en los marcos de resolución. Las categorías son
etiquetas conceptuales para describir un procedimiento común, ligado al modelo
particular y personal de cada estudiante, al que no tenemos acceso. La compren-
sión e interpretación del enunciado de los problemas supone, para cada sujeto, la
construcción de modelos mentales diferentes, idiosincráticos y personales. Esos
modelos son indispensables para comprender, razonar, inferir, resolver y tomar
decisiones frente a los problemas. La resolución correcta depende de la construc-
ción de un modelo adecuado; sin embargo, este proceso es de naturaleza estra-
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tégica y no tiene garantía de éxito. Conocer las características de los modelos
mentales construidos por los sujetos es clave para colaborar con su aprendizaje
matemático.

METODOLOGÍA Y DISEÑO DE LA INVESTIGACIÓN

Se diseñó un estudio transversal que abarca los dos últimos años de la Educación
General Básica, primero y segundo años del Polimodal, y quinto año. La tarea
consiste en solicitar a todos los alumnos que resuelvan dos problemas en forma
individual y anónima.

Se escogieron tres escuelas del radio céntrico de la ciudad de Tandil, dos pú-
blicas y una privada. Se trata de instituciones que tienen dos y tres turnos, en las
cuales funcionan todos los niveles de la escolaridad. En la elección interesó que
todos los años, desde octavo hasta quinto, funcionaran en la misma dependencia
y que la muestra de alumnos fuera heterogénea en lo que se refiere al sector so-
cial considerado. Se seleccionaron al azar tres divisiones de cada año y siete suje-
tos de cada una de ellas sin tener en cuenta su desempeño en Matemática. En
el momento en que se realizó la selección, los alumnos estaban cursando el ter-
cer trimestre.

De esta manera, constituimos una población efectiva de N = 264 sujetos que
abordarían varias actividades; la presentación actual es una de ellas. Los alum-
nos recibieron los dos problemas siguientes:

Problema 1:
Pablo tenía 30 varillas todas iguales (no sabemos la longitud). Javier tenía
40 varillas también todas iguales y cada una medía 4 metros más que las
de Pablo. Poniendo una varilla a continuación de la otra se forman 1 000
metros. ¿Cuánto medía cada una de las varillas de Pablo y Javier?

Problema 2:
Se desea ubicar un grupo de alumnos en aulas. Si se distribuyen 40 alum-
nos por aula quedan 25 y si se ubican 42 por aula queda un alumno sin
ubicar. Calcular el número de alumnos y de aulas de que se dispone.
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FORMULACIÓN Y DESCRIPCIÓN DE CATEGORÍAS DE ANÁLISIS

Una vez obtenidos los registros, se realizó un primer análisis para categorizar los
264 protocolos disponibles. La categorización se realiza tomando la terminolo-
gía y los criterios del Análisis Exploratorio, por lo tanto se definen variables no-
minales activas e ilustrativas. Se han definido las siguientes variables y sus res-
pectivas modalidades:
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CCaannttiiddaadd  ddee  pprroobblleemmaass  rreessuueellttooss NING: (No resuelve ninguno)
SÓLO P1: (Resuelve sólo el problema 1)
SÓLO P2: (Resuelve sólo el problema 2)
RDOS: (Resuelve los dos problemas)

PPrroobblleemmaass  rreessuueellttooss  ccoorrrreeccttaammeennttee SIP1: (Es correcto el problema 1)
NOP1: (No es correcto el problema 1)
SIP2: (Es correcto el problema 2)
NOP2: (No es correcto el problema 2)

MMaarrccooss  ddee  rreessoolluucciióónn ARIT : (Resuelve sólo en el marco aritmético)
ALGE: (Resuelve sólo en el marco algebraico)
AMBOS: (Resuelve en el marco aritmético y en el algebraico)

RReessoolluucciióónn  aallggeebbrraaiiccaa  SFE1: (Formulan la ecuación pero no operan).
ddeell  pprroobblleemmaa  11 OCE1: (Operan con ecuaciones mal formuladas)

FEO1: (Formulan y operan la ecuación de manera correcta) 

RReessoolluucciióónn  aarriittmmééttiiccaa  ROS1: (Resuelven operaciones sin tener en cuenta
ddeell  pprroobblleemmaa  11 las relaciones del problema)

DIV1: (Eligen la división para resolver el problema)
RAUM1: (Reducen a la unidad mal)
ALGO1: (Usan el enunciado para buscar algún algoritmo)
RAUB1: (Reducen a la unidad para encontrar el resultado

correcto)

RReessoolluucciióónn  aallggeebbrraaiiccaa  SFE2: (Formulan la ecuación pero no operan)
ddeell  pprroobblleemmaa  22 OCE2: (Operan con ecuaciones mal formuladas)

FEO2: (Formulan y operan la ecuación de manera correcta) 

RReessoolluucciióónn  aarriittmmééttiiccaa  ROS2: (Resuelven operaciones sin tener en cuenta
ddeell  pprroobblleemmaa  22 las relaciones del problema)

REP2: (Resta recursiva)
RMT2: (Resuelven mediante dos tablas)
RCE2: (Modelo de Ana)



PRESENTACIÓN Y DISCUSIÓN DE DATOS

Para la variable Cantidad de problemas resueltos, sobre N = 264 sujetos, encontra-
mos que 86% intenta resolver los problemas y emplea diferentes estrategias: al-
gebraicas o aritméticas. Independientemente de que las resoluciones sean o no
correctas, los datos indicarían que construyen algún modelo mental para repre-
sentar y dar significado, mientras que sólo 14% del conjunto no responde.

Con referencia a la variable Marcos de resolución, 38% utiliza en ambos pro-
blemas sólo el marco aritmético, 33% sólo el marco algebraico, mientras que 16%
utiliza un marco distinto para cada problema. Es oportuno considerar que el pro-
cesamiento del discurso es un proceso de naturaleza estratégica, en el cual se
constituye una representación mental en la memoria a partir de representacio-
nes internas y externas, con el objeto de interpretar y entender el discurso de
otro. Los procesos estratégicos, como el proceso de comprensión del enunciado
de los problemas, no tienen garantía de éxito ni proporcionan una representa-
ción única del texto; las estrategias aplicadas son como hipótesis operacionales
eficaces acerca de la estructura y significado del discurso y pueden ser señaladas
como incorrectas en procesos posteriores (Van Dijk, 1992, p. 23).

El marco de resolución que acaba siendo adoptado se vincula con las estra-
tegias de comprensión del discurso y con la capacidad cognitiva de sostener más
de un modelo en la memoria de trabajo, en el caso en el que la traducción al
lenguaje algebraico no sea inmediata. La gráfica 1 desagrega en cada problema
el marco utilizado.

En el problema de las varillas (problema 1), predominan las resoluciones alge-
braicas (46%) con respecto a las aritméticas (39%) y sólo 15% no responde. En
cambio, para el problema de las aulas (problema 2), las resoluciones aritméticas
(41%) prevalecen sobre las algebraicas (20%), mientras que 39% de los sujetos
no responden.

Estos resultados parecen indicar que el problema de las varillas puede ser
abordado por los sujetos desde el marco algebraico, porque su enunciado per-
mite una traducción más sencilla para plantear la ecuación. En cambio, para el
problema de las aulas, la formulación algebraica no sería tan inmediata y la es-
trategia que predomina es la aritmética. Sin embargo, nótese la paridad del marco
aritmético para ambos problemas, en total correspondencia con el hecho de que
los sujetos construyen modelos mentales del enunciado como parte de su fun-
cionamiento cognitivo habitual.
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DESCRIPCIÓN DE LAS VARIABLES PARA AMBOS PROBLEMAS

A partir de los protocolos, para cada uno de los problemas se generaron varia-
bles que permiten analizar los modos de resolución. A continuación se descri-
ben para el primer problema, las dos variables categorizadas y sus respectivas
modalidades:

a) Resolución algebraica del problema 1 (RAL1) con tres modalidades: For-
mulan la ecuación pero no operan (SFE1), Operan con ecuaciones mal formu-
ladas (OCE1) y Formulan y operan la ecuación de manera correcta (FEO1).

b) Resolución aritmética del problema 1 (RAR1) con cinco modalidades: Re-
suelven operaciones sin tener en cuenta las relaciones del problema (ROS1), Eli-
gen la división para resolver el problema (DIV1), Reducen a la unidad mal
(RAUM1), Usan el enunciado para buscar algún algoritmo (ALGO1) y Reducen a
la unidad bien (RAUB1). Además, para cada una de las modalidades se presentan
las producciones de los sujetos, que caracterizan a los modelos encontrados.
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Gráfica 1 Resoluciones aritméticas y algebraicas con respecto a la población
(N = 264)



a) Resolución algebraica del problema 1 (RAL1)

En la gráfica 2 se muestra el desempeño de los alumnos para la variable Reso-
lución algebraica del problema 1 (RAL1), sobre N = 122 sujetos que intentan es-
ta estrategia. Las modalidades se distribuyen de la siguiente manera: los sujetos
que optan por formular sólo la ecuación (7%), los que operan con ecuaciones
mal formuladas sin tener en cuenta todas las relaciones del problema (39%) y
los que demuestran una buena competencia para formular y operar con ecua-
ciones (54%).

a.1) Formulan la ecuación pero no operan (SFE1)

Los protocolos siguientes ejemplifican esta modalidad. Se observa que los suje-
tos pueden formular la ecuación, sin embargo abandonan su resolución. En al-
gunos casos explicitan las causas, en otros no. Esto indicaría que comprenden
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Gráfica 2 Resolución algebraica del problema 1 (N = 122)
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el discurso porque transforman el enunciado verbal en formulación algebraica,
pero no tienen las estrategias para operar con ecuaciones.

Esta dificultad puede apreciarse en el protocolo de A1(18:V),1 que cursa el úl-
timo año de la escolaridad secundaria. Luego de plantear el sistema explica que
“se resuelve por igualdad y esos métodos pero no lo sé hacer”. De igual modo, el
protocolo de A2(13:8) corresponde a un sujeto que cursa octavo año de la Edu-
cación General Básica. Formula la ecuación, pero continúa con estrategias arit-
méticas, asignando un valor para x. Al comprobar, se da cuenta de su error y
abandona la resolución. No obstante, señala: “El primero no me da, yo lo dejé
porque no había pensado...”

a.2) Operan con ecuaciones mal formuladas (OCE1)

Esta modalidad se vincula con la comprensión parcial del discurso o con erro-
res de sintaxis, como olvidar el paréntesis en el caso A3(14:9). Por lo tanto, la for-
mulación de la ecuación es incorrecta. En esta modalidad, los sujetos establecen
algunas relaciones del problema, como se observa para A4(16:II). Este sujeto, que
cursa segundo año del Polimodal, formula la ecuación sólo para las varillas de
Javier. Luego al escribir la respuesta, indica que la solución encontrada es la medi-
da de la varilla de Pablo y tiene en cuenta la diferencia entre las medidas de las
varillas al expresar el resultado. Para A3(14:9), podría ocurrir que olvidó el parén-
tesis al plantear la ecuación, o sólo consideró la diferencia para una sola varilla,
luego supone que todas las varillas son iguales para resolver.
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1 Se designa a los sujetos con la sigla A1, A2, etc., seguida por un paréntesis que indica
edad y año que cursa, respectivamente.

A1(18:V)

A2(13:8)



Sin embargo, en ambos casos, al escribir la respuesta surge la idea de la diferen-
cia de las varillas. El protocolo del sujeto que cursa noveno año de la Educación
General Básica (EGB), A5(15:9), muestra que establece algunas relaciones del pro-
blema y otras las considera como dato: “Las varillas de Javier miden 4 metros (co-
mo ya habían dicho)”. En consecuencia, formula la ecuación sólo para Pablo. Tie-
ne en cuenta la diferencia de las varillas de Javier en su resolución y considera
que la medida de la varilla de Javier mide 4 metros, según lo explicita en su res-
puesta. Luego confirma con la verificación la construcción de su modelo.

a.3) Formulan y operan la ecuación de manera correcta (FEO1)

En esta última modalidad, sobre N = 122, 54% de los sujetos formulan y operan
la ecuación de manera correcta, como se muestra en la gráfica 2. En algunos ca-
sos, la competencia algebraica es mayor. Esto se manifiesta en la manera de resol-
ver, el modo de aplicar propiedades y la presentación de la resolución, como en
el caso A6(18:V). En esta modalidad, se identifica un modelo acabado con res-
pecto a los anteriores, donde la comprensión del discurso para traducir las rela-
ciones del problema y las estrategias de resolución llevan al resultado correcto.
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A3(14:9)

A4(16:II)

A5(15:9)



Los protocolos aquí presentados pertenecen a sujetos que cursan, en el pri-
mer caso, quinto año, A6(18:V), y en el segundo caso, A7(14:8), octavo año de la
EGB. Sus desempeños parecen indicar que la construcción de modelos es una ca-
racterística del pensamiento que no está ligada a la edad de los sujetos. Sobre
estos resultados, cabe destacar que la apropiación del conocimiento algebraico
tiene su origen en la escuela y está fuertemente mediada por la instrucción.

b) Resolución aritmética del problema 1 (RAR1)

La gráfica 3 muestra las cinco modalidades de la variable Resolución aritmética del
problema 1 (RAR1), sobre N =102 sujetos que eligieron este marco de resolución.

b.1) Resuelven operaciones sin tener en cuenta las relaciones
del problema (ROS1)

La modalidad ROS1 (19%) identifica a los sujetos que realizaron operaciones de
manera errática, sin tener en cuenta las relaciones del problema.
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b.2) Eligen la división para resolver el problema (DIV1)

La modalidad DIV1, presente en 40% de los casos, identifica al más modesto de
los modelos mentales que aparecen. Los sujetos no pueden establecer todas las
relaciones del problema y su estrategia se basa en realizar una división. Para co-
menzar a resolver, consideran la longitud total (1 000 m) y luego dividen: algunos
por el total de varillas (70) A8(17:I), otros, por las varillas de Javier (40) como en
el caso de A9(18:II). Al resolver, no tienen en cuenta la diferencia entre ambas
varillas, sólo al expresar el resultado (véase la página siguiente).

Es de destacar que A8(17:I) se encuentra entre las escasas producciones que
utilizan diferentes marcos de resolución: verbal, pictórico y aritmético para un mis-
mo problema. En este estudio, se ha encontrado a sujetos que emplearon el mar-
co aritmético para un problema y el marco algebraico para el otro, pero no pro-
ducciones mixtas para un mismo problema. El uso simultáneo de más de un
marco es una característica de los “expertos”; en consecuencia, es una estrategia
que hay que propiciar en el ámbito de la enseñanza secundaria.
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Gráfica 3 Resoluciones aritméticas del problema 1 (N = 102)
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b.3) Reducen a la unidad mal (RAUM1)

El segundo modelo que aparece se basa en la consideración de la diferencia en-
tre las medidas de las varillas y en la estrategia de reducción a la unidad. Se ha
diferenciado en las modalidades RAUM1 y RAUB1. En estos casos, los sujetos mul-
tiplican 4m × 40 y restan el valor que resulta de la longitud total. La modalidad
RAUM1, presente en 5% de los sujetos, se caracteriza por constituir una versión
fallida de la estrategia de Reducción a la unidad, porque dividen por la cantidad
de varillas de Pablo (30). Como se observa en el protocolo A10(15:9). La moda-
lidad RAUM1 es similar al modelo construido por los sujetos en la modalidad Ope-
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ran con ecuaciones mal formuladas (OCE1) como se observa en A4(16:II) y
A5(15:9); las estrategias son las mismas que en A10(15:9) y en A9(18:II), lo que
cambia es el marco utilizado.

b.4) Usan el enunciado para buscar algún algoritmo (ALG1)

El modelo que corresponde a la modalidad ALG1 (18%) consiste en utilizar el
enunciado como un algoritmo, el cual deriva en una estrategia iterativa. Los su-
jetos comienzan probando con dos números cuya diferencia es cuatro, multipli-
can por 30 y 40, respectivamente, y controlan los resultados, reiterando el proce-
so y deteniéndolo cuando la suma total da 1 000, como lo indica A12(13:8).
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A12(13:8)



b.5) Reducen a la unidad para encontrar el resultado correcto (RAUB1)

Finalmente, la modalidad RAUB1 aparece en 19%. El procedimiento utilizado por
los sujetos es comenzar de igual manera que la anterior (RAUM1), sólo que al di-
vidir lo hacen por el total de varillas (70), reduciendo así a la unidad. Al resulta-
do que obtienen le suman cuatro e indican que es la medida de la varilla de Ja-
vier. Además verifican el resultado. Los protocolos parecen mostrar que los
sujetos, al no poder realizar una traducción literal del enunciado del problema
en el marco algebraico, emplean el marco aritmético, teniendo en cuenta todas
las relaciones del problema. Se observa que las relaciones que ejecutan los suje-
tos para resolver el problema son análogas a las realizadas en la modalidad al-
gebraica FEO1. El protocolo de A11(16: II) manifiesta: “lo traté de hacer con una
ecuación con dos incógnitas, pero se me complicó por la falta de práctica”; sin
embargo, al no poder formular la ecuación, resuelve en el marco aritmético y
llega al resultado correcto.
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c) Resolución algebraica del problema 2 (RAL2)

Las modalidades de la variable Resolución algebraica del problema 2 (RAL2), co-
mo se observa en la gráfica 4, sobre un total de 52 sujetos que intentaron este
marco, se distribuyen de la siguiente manera: 2% sólo formula la ecuación pero
no opera; 19% de los sujetos formulan la ecuación sin tener en cuenta todas las
relaciones del problema y operan sin verificar los resultados obtenidos; mientras
que 79% de los sujetos formulan y operan de manera correcta y verifican el re-
sultado. Como se puede observar en la gráfica 1, a pesar de ser menor la canti-
dad de sujetos que optan por la resolución algebraica (20%), los que lo hacen
tienen un alto grado de competencia. Los siguientes protocolos representan las
tres modalidades categorizadas.
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Gráfica 4 Resoluciones algebraicas del problema 2 (N = 52)
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c.1) Sólo formulan la ecuación (SFE2)

En la producción de A13(17:I), sujeto que cursa primer año del Polimodal, se ob-
serva que sólo formula la ecuación. Luego manifiesta “no me salió” y abandona
su resolución.

c.2) Opera con ecuación mal formulada (OCE2)

Esta modalidad, presente en 19%, se refiere a los sujetos que operan con ecuacio-
nes mal formuladas, sin tener en cuenta todas las relaciones del problema. Al en-
contrar el conjunto solución no reflexionan sobre él, como se observa en
A14(17:I) y A15(13:8):
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c.3) Formulan y operan la ecuación de manera correcta (FEO2)

En esta última modalidad, se encuentran los sujetos que ejecutan el modelo al-
gebraico teniendo en cuenta todas las relaciones del problema. Presentamos
aquí las producciones de A16(14:8), sujeto que cursa octavo año, mientras que
A17(17:V) cursa quinto año. Como se observa en los protocolos, no se encuen-
tran marcadas diferencias entre los sujetos que abordan el marco algebraico. El
79% de los 52 sujetos categorizados en esta modalidad evidencian una buena
competencia algebraica.

d) Resolución aritmética del problema 2 (RAR2)

La variable Resolución aritmética del problema 2 (RAR2) y sus cuatro modalidades,
Resuelven operaciones sin tener en cuenta las relaciones del problema (ROS2),
Resta recursiva (REP2), Resuelven mediante dos tablas (RMT2) y Modelo de Ana
(RCE2), se visualizan en la gráfica 5. Sólo 18% de los sujetos representado por la
modalidad ROS2 resuelven operaciones sin tener en cuenta las relaciones del pro-
blema. Las tres modalidades restantes —REP2, RMT2 y RCE2— representan modelos
mentales de diferente complejidad y obtienen en todos los casos la solución del
problema.
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d.1) Resta recursiva (REP2)

En la modalidad REP2 (18%), el modelo consiste en una resta recursiva para ob-
tener el número de aulas, luego reemplazan y obtienen el número de alumnos
como se muestra en el protocolo A18(15:9). El esquema 1 muestra la interpre-
tación realizada por Otero (1998, 1999) del modelo utilizado.
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Gráfica 5 Resoluciones aritméticas del problema 2 (N = 109)
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Para A19(17:V), sujeto que cursa quinto año, señala con “barras paralelas” co-
mo ubicar a los 25 alumnos que le sobran y queda uno sin ubicar, como en el
caso de A18(15:9), luego reemplazan para obtener la cantidad de alumnos.

d.2) Resolución mediante dos tablas (RMT2)

La modalidad RMT2 (28%) designa un modelo similar a un algoritmo que gene-
ra una tabla recursiva, donde la variable es el número de aulas. Algunos sujetos
tienen en cuenta a los alumnos que quedan fuera del aula, como en el caso de
A23(16:I). En cambio, en A24(16:II), parece que el control de la igualdad es rea-
lizado mentalmente, luego de verificar, se recuadra el resultado.
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Se observa que esta estrategia aparece en los sujetos que cursan los últimos
años de la escolaridad; posiblemente la instrucción y la mediación escolar tenga
que ver con este tipo de resolución y organización de datos para resolver problemas.

d.3) Modelo de Ana (RCE2)

La modalidad RCE2 (33%) identifica un modelo que corrobora resultados ante-
riores y se representa en el esquema 2 (Otero, 1998, 1999). Este tipo de modelo se
podría considerar como espacial, por la manera en que los sujetos parecen distri-
buir a los alumnos en las aulas. Lo que resulta muy interesante es que las opera-
ciones realizadas remiten a la estructura de la ecuación algebraica. El esquema 2 es
una interpretación presentada en Otero (1998, 1999) que en la actualidad está
siendo empleada como representación en un marco pictórico intermedio, entre
el discurso verbal del problema y la formulación algebraica. Se considera funda-
mental propiciar la utilización de este tipo de representaciones con los alumnos,
porque servirán de enlace entre el marco aritmético y el algebraico. Los siguientes
protocolos muestran el Modelo de Ana:

Según se observa, A20(14:8) resuelve en el marco aritmético y aporta la des-
cripción verbal de su razonamiento. La resolución es correcta y posee las carac-
terísticas que se interpretan en el esquema 2. En la sección referida a las reso-
luciones algebraicas se mostró el protocolo correspondiente a A16(14:8), quien
también resuelve correctamente este problema. Ambos sujetos cursan octavo
año de la EGB y tienen 14 años de edad, sus resoluciones conducen a la pregun-
ta de la diferencia de marco utilizado. Resulta evidente que ambos poseen la
competencia cognitiva requerida para comprender y manejar la complejidad del
problema.
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Entonces: ¿A qué se puede atribuir la diferencia? ¿Poseen estos sujetos nive-
les de comprensión diferentes? ¿Qué tiene uno de ellos que no posee o no ac-
tualiza el otro?

Parece claro que quien fue capaz de formular algebraicamente comprendió las
características estructurales del problema, ya que no es posible obtener la formu-
lación a partir de una “traducción literal”. Se requiere tener en cuenta las carac-
terísticas del “reparto” que se está efectuando y, al escribir una igualdad, también
está claro que se reconoce la invariancia del total de alumnos. Además, se está en
posesión de la técnica operatoria requerida y de la habilidad de verificar.

Por su parte, quien resolvió aritméticamente también captó las relaciones del
problema, y lo hizo de manera sustantiva, como se refleja en su protocolo. La di-
ferencia entre ambos es que la resolución algebraica requiere instrumentos y téc-
nicas de transformación cuyo origen está lejos de ser espontáneo, además de la
adecuada actualización de tales instrumentos frente a un problema dado.

El cuestionamiento de la supuesta espontaneidad, linealidad y simplicidad del
proceso de adquisición de competencias algebraicas es una de las claves para mo-
dificar su tratamiento didáctico en el ámbito escolar.

El esquema 2 es una interpretación que refleja la estructura común a las re-
soluciones prototípicas de A20(14:8), A21(16:II) y A22(15:I).
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Existe una evidente proximidad entre la resolución de A21(16:II) y la estruc-
tura de la ecuación. Los grafismos del protocolo son equivalentes a la ecuación,
faltaría escribir el objeto incógnita. Sin embargo, este salto cognitivo que emplea
la noción de variable no es trivial, sino un proceso de largo aliento, al que con-
tribuyen de manera esencial los diversos marcos que aparecen y la toma de con-
ciencia metacognitiva entre lo que cada uno de ellos representa con relación al
problema. La proximidad entre estos procedimientos y la modelación algebraica
debe ser percibida por los profesores e institucionalizado para los alumnos, en
pos de una comprensión del álgebra como un instrumento al servicio del traba-
jo matemático (Gascón, 1999).

El trabajo que se haga en el aula no puede ignorar la indudable riqueza cog-
nitiva que se manifiesta en las resoluciones espontáneas de los alumnos; basadas
en un instrumento en el que ellos son competentes, como la aritmética, y en la
capacidad cognitiva de comprender y construir modelos mentales funcionales y
efectivos del discurso de los problemas.

Tal como muestra la gráfica 4, las tres modalidades (REP2, RMT2 y RCE2) ante-
riormente analizadas representan 82% de los N =109 sujetos, que adoptan el
marco aritmético y obtienen resultados correctos; mientras que sólo 18% resuel-
ven operaciones sin tener en cuenta las relaciones del problema. Tomando en
consideración ambos problemas, el referido a las aulas es abordado por un nú-
mero menor de sujetos, tanto en el marco algebraico como aritmético, con resul-
tados más favorables que los obtenidos para el problema de las varillas.

CONCLUSIONES

El análisis indica que, en un porcentaje elevado, los sujetos intentan algún tipo de
solución orientada por los procesos estratégicos de comprensión del enunciado
en cada uno de los problemas. Cuando la expresión del enunciado verbal en formu-
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lación algebraica requiere transformaciones más complejas, los sujetos emplean
el marco aritmético, cuya ejecución encuentra elementos en la estructura cogni-
tiva para desarrollar algún proceso de comprensión más o menos correcto. La
ejecución del marco algebraico depende, entonces, de la existencia de informa-
ción y conocimientos que provienen de la enseñanza.

Para el problema de las varillas, es menor el porcentaje de sujetos que llegan
al resultado correcto, mientras que en el problema de las aulas los sujetos que
lo intentan son más exitosos. Sin embargo, el primer problema intenta ser resuelto
por un número mayor de sujetos, con resultados menos favorables. En cambio,
para el problema de las aulas, las resoluciones correctas se encuentran en ma-
yor proporción, aunque es mucho menor el número de sujetos que lo abordan.

Con respecto a los marcos empleados, el aritmético aparece en un porcentaje
apenas inferior al algebraico para el problema de las varillas y, en el problema de las
aulas, el marco aritmético es el que predomina ampliamente. Este resultado mues-
tra que el sujeto dispone de estrategias cognitivas en ambos casos. La diferencia
reside en que los modelos mentales que es necesario ejecutar para emplear el
marco algebraico son más complejos y necesitan tener en cuenta las relaciones
perceptibles del enunciado, además de las relaciones que es preciso controlar para
expresar algebraicamente la información del problema. Algunas veces, estas estrate-
gias no están disponibles en todos los sujetos, porque dependen de un trabajo
didáctico adecuado y dirigido a la construcción de estrategias metacognitivas, así
como del nivel de escolarización alcanzado. Otras veces, las competencias pue-
den estar y no ser actualizadas en el proceso de comprensión.

Sin embargo, los sujetos que resuelven con modelos aritméticos comprenden
y resuelven aun cuando se controlen los parámetros, pensando en obstaculizar
las resoluciones aritméticas. La clave no parecería encontrarse allí, sino en bus-
car ayudas que le permitan al sujeto manejar cognitivamente, en la memoria de
corto plazo, las relaciones requeridas para la modelización. Una de estas ayudas
podrían ser los esquemas. Además, las estrategias de modelación son de carácter
metacognitivo y requieren un proceso de explicitación que no es natural ni es-
pontáneo sino producto del aprendizaje. Un aspecto esencial de este proceso
consiste en conocer los modelos espontáneos de los alumnos y trabajar a partir
de ellos, en lugar de ignorarlos.

Está claro que los alumnos tienen que aprender a usar estrategias algebraicas
en la escuela y, para ello, deben hacer evolucionar sus modos espontáneos de
resolución. Para que un alumno pueda llegar a ser un usuario competente del sis-
tema matemático de signos del álgebra se necesita que sea competente en otros
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sistemas de signos menos abstractos, como son el sistema de signos aritméticos y
otros sistemas de signos intermedios (Filloy, 1999). También coincidimos con Gas-
cón (1999) en que, para conseguir una algebrización de la matemática en el ám-
bito de la enseñanza secundaria, habría que modificar los objetivos de corto pla-
zo, en objetivos de largo plazo, porque este aprendizaje no es inmediato.

Desde la didáctica, se propicia el juego de marcos (Douady, 1984) en la bús-
queda de soluciones para un problema, los diferentes marcos: aritmético, verbal
o pictórico, serían disparadores de la construcción de los conocimientos algebrai-
cos. En este estudio, se observa que los sujetos siguen un mandato escolar e in-
tentan resolver en el marco algebraico. Como no lo consiguen, pasan a otro para
elaborar la solución. A través de este proceso se manifiesta la profundidad, rique-
za y la sutileza del pensamiento de los estudiantes.

La enseñanza debería proponer el uso e integración de las diferentes formas
de representación en la resolución de problemas, teniendo en cuenta que cada
forma de representación expresa y pone en juego aspectos y estrategias particu-
lares. El álgebra proporciona un modo de apropiarse de la estructura de los pro-
blemas que proviene de una elaborada construcción en la que la instrucción y
la mediación escolar tienen un papel protagónico que desempeñar.

REFERENCIAS BIBLIOGRÁFICAS

Cedillo Ávalos, T. (1999), Desarrollo de habilidades algebraicas, México, Grupo
Editorial Iberoamérica.

Chevallard, Y. (1989a), “Le passage de l’arithmetique a l’algèbre dans l’enseigne-
ment des mathématiques au college”, Petit X, núm. 5, pp. 51-94.

–––––– (1989b), “Le passage de l’arithmetique a l’algèbre dans l’enseignement des
mathèmatiques au college”, segunda parte, Petit X, núm. 19, pp. 43-75.

–––––– (1990), “Le passage de l’arithmetique a l’algèbre dans l’enseignement des
mathèmatiques au college”, tercera parte, Petit X, núm. 29, pp. 5-38.

Cortes, A., N. Kavafian y G. Vergnaud (1990), “From Arithmetic to Algebra: Nego-
tiating a Jump in the Learning Process”, México, Actas de la 14a Conferencia
PME, vol. II, pp. 27-34.

Douady, R. (1984), “Jeux de cadres et dialectique outil-objet”, Cahier de Didacti-
que, núm. 3, París 7.

Drouhard, J. P. (1992), Les écritures symboliques de l’algèbre élémentaire, Tesis
doctoral, Universidad Denis Diderot, París 7.

EDUCACIÓN MATEMÁTICA, vol. 16, núm. 1, abril de 2004 55

Inés Elichiribehety y María Rita Otero



Elichiribehety, I. y C. Papini (1995), “Los procedimientos algebraicos en la resolución
de problemas”, ponencia presentada en la XLV Reunión Anual de Unión Mate-
mática Argentina y en la XVIII Reunión de Educación Matemática, Río Cuarto,
Córdoba, 16 al 20 de octubre, p. 55.

Filloy Yagüe, E. (1993), “Tendencias cognitivas y procesos de abstracción en el
aprendizaje del Álgebra y de la Geometría”, Enseñanzas de las ciencias,
vol. 11, núm. 2, pp. 160-166.

–––––– (1999), Aspectos teóricos del álgebra educativa, Grupo Editorial Iberoamé-
rica.

Gascón, J. (1985), “El aprendizaje de la resolución de problemas de planteo al-
gebraico”, Enseñanza de las Ciencias, vol. 3, núm. 1, pp. 18-27.

–––––– (1989), El aprendizaje de métodos de resolución de problemas de matemá-
ticas, Tesis doctoral, Universidad Autónoma de Barcelona.

–––––– (1993), “Desarrollo del conocimiento matemático y análisis didáctico: del pa-
trón de análisis-síntesis a la génesis del lenguajes algebraico”, Recherches en
Didactique des Mathématiques, La Pensée Sauvage, vol. 13, núm. 3, pp. 295-
332.

–––––– (1994), “Un nouveau modèle de l’algèbre élémentaire comme alternative à
l’arithmétique généralisée”, Pitet X, núm. 37, pp. 43-63.

–––––– (1999), “La naturaleza prealgebraica de la matemática escolar”, Educación
Matemática, vol. 11, núm. 1, pp. 77-88.

Grupo Azarquiel (1993), Ideas y actividades para enseñar álgebra, Madrid, Sín-
tesis.

Greca, I. M. (1995), Tipos de representações mentais-modelos, proposições e
imagens utilizadas por estudantes de física geral sobre o conceito de cam-
po eletromagnético, Curso de Pós-Graduação em Física-UFRGS, Diss. mestr. Fí-
sica.

Greca, I. M. y M. A. Moreira (1996a), “The Kinds of Mentals Representations —Mo-
dels, Propositions and Images— Used by College Physics Students Regarding
the Concept of Electromagnetic Field”, International Journal of Science Edu-
cation, vol. 19, núm. 6, pp. 711-724.

–––––– (1996b), “Tipos de modelos mentales utilizados por físicos en actividad”, en
Simposio de Investigadores en Enseñanza de la Física, núm. 3, Córdoba, Ac-
tas del SIEF, Universidad Nacional de Córdoba, 10 p.

–––––– (1998), “Modelos mentales y aprendizaje de física en electricidad y magne-
tismo”, Enseñanza de las Ciencias, Barcelona, vol. 16, núm. 2, pp. 289-303.

56 EDUCACIÓN MATEMÁTICA, vol. 16, núm. 1, abril de 2004

La relación entre los marcos de resolución y los modelos mentales en la enseñanza del álgebra



Greca, I. M. y M. A. Moreira (2000), “Mental Models, Conceptual Models, and Mo-
delling”, International Journal of Science Education, Londres, vol. 22, núm. 1,
pp. 1-11.

Hebert, E. (1991), “Les Oeufs”, Entretiens sur la modelisation algebrique en clas-
se de seconde”, DEA, de Didactique des Mathèmatiques, Universidad París VII.

Johnson-Laird, P. (1983), Mental Models, Cambridge, Cambridge University Press.
–––––– (1990a), “Mental models”, en M. Posner, (ed.), Foundations of Cognitive

Science, Cambridge, MIT Press, pp. 469-499.
–––––– (1990b), El ordenador y la mente, Barcelona, Paidós.
–––––– (1996), “Images, Models, and Propositional Representations”, en Manuel de

Vega, Margaret Jean Intons Peterson, Philip Johnson-Laird, Michel Denis y
Marc Marschark, Models of Visuospatial Cognition, Nueva York y Oxford, Ox-
ford University Press, pp. 90-126.

Kieran, C. y E. Filloy Yagüe (1989), “El aprendizaje del álgebra escolar desde una
perspectiva psicológica”, Enseñanza de las Ciencias, vol. 7, núm. 3, pp. 229-240.

Macgregor, M. y K. Stacey (2000), “Incógnitas con valores cambiantes y múltiples re-
ferentes en el álgebra de alumnos”, Educación Matemática, vol. 12, núm. 3,
pp. 30-40.

Meavilla Segui, V. (1995), “Estudio sobre el comportamiento visual en álgebra de
los alumnos del segmento educativo, 14-16”, Enseñanza de las Ciencias, vol. 13,
núm. 1, pp. 97-105.

Moreira, M. A. (1996), “Modelos mentais. Investigações em Ensino de Ciencias”,
Porto Alegre, vol. 1, núm. 3, pp. 193-232, disponible en Internet: http://www.
if.ufrgs.br/ public/ensino/revista.htm.

Moreira, M. A. y M. do C. B. Lagreca (1998), “Representações mentais dos alunos
em mecânica clássica: três casos”, Investigações em Ensino de Ciências, Por-
to Alegre, vol. 3, núm. 2, pp. 83-106, disponible en Internet: http://www.if.
ufrgs.br/public/ensino/revista.htm.

Otero, M. R. (1999), “Psicología cognitiva, representaciones mentales y enseñan-
za de las ciencias”, artículo invitado, Revista Investigcoes em Ensino de Ciên-
cias, Instituto de Física, Universidad Federal de Rio Grande do Sur, Porto A-
legre, Brasil, http://www.if.ufrgs.br/public/ensino/vol4/n2/v4_n2_a2.htm.

Otero, M. R., M. C. Papini e I. Elichiribehety (1998a), “Las representaciones men-
tales y la resolución de un problema: un estudio exploratorio”, Revista Inves-
tigações em Ensino de Ciências, Instituto de Física, Universidad Federal de
Rio Grande do Sur, Porto Alegre, Brasil, disponible en Internet: http://www.
if.ufrgs.br/public/ensino/vol3/n1/7indice.htm.

EDUCACIÓN MATEMÁTICA, vol. 16, núm. 1, abril de 2004 57

Inés Elichiribehety y María Rita Otero



Otero, M. R., M. C. Papini e I. Elichiribehety (1998b), “Las representaciones men-
tales y la Enseñanza de la Matemática”, Educación Matemática, vol. 10,
núm. 3, pp. 90-102.

Otero, M. R. y L. Banks Leite (1998c), Buscando modelos mentales, Disertación
de Maestría, Facultad de Ciencias Humanas, UNICEN-UNICAMP, 243 pp.

Otero, M. R y M. A. Moreira (1999), “Representaciones mentales y significados en
el aprendizaje de la física”, Proyecto de tesis de doctorado, presentado en el
marco del Programa Internacional de Doctorado en Enseñanza de las Cien-
cias de la Universidad de Burgos, España.

Rodríguez Palmero, M. L. (2000), Modelos mentales de célula: Una aproxima-
ción a su tipificación con estudiantes de COU, Tesis doctoral, La Laguna, Te-
nerife, España.

Rojano, T. (1994), “La matemática escolar como lenguaje. Nuevas perspectivas de
Investigación y Enseñanza”, Enseñanza de las Ciencias, vol. 12, núm. 1,
pp. 45-56.

Schwartz, D. y J. Moore (1998), “On the Role of Mathematics in Explaining the
Material World: Mental Models for Proportional”, Cognitive Science, vol. 22,
núm. 4, pp. 471-546.

Van Dijk, T. A. (1992), Cognição, Discurso e Interação, São Paulo, Contexto.
Vosniadou, S. (1994), “Capturing and Modeling the Process of Conceptual Chan-

ge”, Learning and Instruction, vol. 4, pp. 45-69.

58 EDUCACIÓN MATEMÁTICA, vol. 16, núm. 1, abril de 2004

La relación entre los marcos de resolución y los modelos mentales en la enseñanza del álgebra

DATOS DE LAS AUTORAS

Inés Elichiribehety
Departamento de Formación Docente, Facultad de Ciencias Exactas, UNCPBA,

Buenos Aires, Argentina

ielichi@exa.unicen.edu.ar

María Rita Otero
Departamento de Formación Docente, Facultad de Ciencias Exactas, UNCPBA,

Buenos Aires, Argentina

rotero@exa.unicen.edu.ar



EDUCACIÓN MATEMÁTICA, vol. 16, núm. 1, abril de 2004, pp. 59-87 59

Una perspectiva didáctica en torno a los
contextos y a los sistemas de representación
semiótica del concepto de máximo

Ángel Contreras de la Fuente, Lorenzo Luque Cañada
y Lourdes Ordóñez Cañada

RReessuummeenn::  Este trabajo se basa en el juego de contextos (Douady, 1991) y en las
traducciones entre registros de representación semiótica (Duval, 2000). En él, se
propone un problema típico sobre máximos que se resuelve según diversos con-
textos y acudiendo a los tratamientos y conversiones. Los objetivos que se plantean
son varios. En primer lugar, efectuar un análisis crítico de las herramientas que
emplean los alumnos y mostrar los cambios que se establecen entre los distintos
sistemas de representación semiótica. En segundo lugar, ofrecer métodos que do-
taran a la optimización de sentido, independizándola del cálculo diferencial.

Palabras clave: investigación en educación matemática, cálculo, representa-
ciones semióticas, máximos.

AAbbssttrraacctt::  This study is based on the contexts game (Douady, 1991) and the trans-
lations between registers of semiotic representation (Duval, 2000). A typical problem
of maximum is proposed and is solved according to several contexts using pro-
cessing and conversion. The suggested objectives are several. First, to make a cri-
tical analysis of tools used by students and to display the changes established bet-
ween systems of semiotic representation. Second, to offer methods that will give
sense to optimization, making it independent from differential calculus.

Key words: mathematics education research, calculus, semiotics representa-
tions, maxima.



A lo largo de la historia se ha debatido cuáles eran las co-
nexiones exactas entre el pensamiento, el lenguaje y la ac-
ción. Aunque puede distinguirse entre estos tres procesos,
están tan estrechamente entrelazados que se hace difícil
trazar las fronteras. La facultad de usar el lenguaje no só-
lo para comunicar, sino para planificar y dirigir las accio-
nes futuras está en el meollo mismo de la humanidad.

John J. Ratey, El cerebro: manual de instrucciones

INTRODUCCIÓN

En un trabajo ya clásico en la Didáctica de las Matemáticas (Artigue, 1990,
p. 247), al analizar el papel de la epistemología en la Didáctica de las Matemáti-
cas, se señala:

…la misión del especialista en didáctica... consiste en construir los marcos teó-
ricos que permiten el trabajo en cuestiones de ingeniería didáctica y la capi-
talización de las adquisiciones (experiencias) didácticas. Desde mi punto de
vista... los conceptos de dialéctica herramienta/objeto y juego de contextos,
elaborados por R. Douady… son precisamente construcciones que responden
a estas necesidades. 

Por ello, consideramos que este marco teórico, basado en las ideas de Doaudy,
una vez refinado y complementado con la teoría de las representaciones semió-
ticas (Duval, 1996, 2000), puede ser de utilidad para abordar aspectos relaciona-
dos con la Didáctica de las Matemáticas.

Según Douady (1991), el conocimiento matemático presenta una doble di-
mensión. En primer lugar, saber matemáticas es tener la disponibilidad de cier-
tas nociones y teoremas matemáticos que nos sirvan como herramientas para re-
solver problemas, interpretar nuevas cuestiones... Desde esta perspectiva, dichas
nociones y teoremas adquieren el estatus de útil, aunque dichos útiles han de
inscribirse en un determinado contexto, siendo las situaciones-problema las que
permiten la evolución de las nociones matemáticas y, por tanto, serán generado-
ras de significado para dichas nociones. En segundo lugar, una vez que la noción
matemática dada ha funcionado como útil en la resolución de determinados pro-
blemas —es decir, cuando el estudiante ha contextualizado el conocimiento—, es el

60 EDUCACIÓN MATEMÁTICA, vol. 16, núm. 1, abril de 2004

Una perspectiva didáctica en torno a los contextos y a los sistemas de representación semiótica



momento de institucionalizar dicho conocimiento identificando definiciones, pro-
piedades, teoremas y sus demostraciones, hasta su descontextualización, pasando la
noción del estatus de útil al de objeto de conocimiento. Posteriormente, se aplica-
rá el conocimiento a nuevos contextos, lo que exigirá nuevas contextualizaciones.

Sin embargo, cuando se analizan los problemas únicamente por medio de los
contextos de representación, sin tener en cuenta los diversos sistemas de repre-
sentación semiótica presentes en dichos contextos, se observa que los análisis ca-
recen de la profundidad que la semiótica es capaz de dotar a los mismos. Duval
(1996), al estudiar los sistemas de representación semiótica, distingue entre con-
texto y registro de representación semiótica, al señalar (p. 357):

Un registro se determina en relación con un sistema semiótico que ha de cum-
plir las tres funciones cognitivas de comunicación, tratamiento y objetivación.
Un contexto, en cambio, se determina en relación con objetos teóricos, en es-
te caso matemáticos. Se puede cambiar de contexto sin cambiar de registro
y cambiar de registro sin hacerlo de contexto, pues un contexto puede movi-
lizar varios registros.

Radford (2002b, p. 51) matiza lo anterior, al señalar: “El paso del significado
perceptual al abstracto se asegura mediante diferentes sistemas semióticos”. Es
decir, todo cambio de contextos lleva asociado unos cambios dentro y entre siste-
mas semióticos de representación, de tal modo que el juego de contextos permite
una contextualización variada de los objetos matemáticos, donde la aprehensión
conceptual de ellos únicamente puede darse mediante la actividad y ésta, aun-
que se movilice hacia la noción como útil o como objeto de conocimiento, sólo
puede materializarse mediante las representaciones semióticas.

En este trabajo, que se basa en el juego de contextos (Doaudy, 1991) y en
los cambios entre sistemas de representación semiótica (Duval, 2000), se propo-
ne un problema típico sobre máximos, que se resuelve según diversos contextos
y acudiendo a la operación de conversión —“que no es trivial ni cognitivamente
neutra” (Duval, 1995, p. 19)— entre dichos sistemas; al ofrecer diferentes métodos
de resolución, se dotará a la optimización de sentido, pudiéndola independizar
inicialmente del cálculo diferencial. Esto permitirá contemplar dicha noción co-
mo objeto de conocimiento en sí misma y el cálculo como una herramienta que
surge como necesaria y complementaria de otras.

Por otra parte, nuestra dilatada experiencia como profesores de educación se-
cundaria y universitaria nos permite contemplar la construcción del conocimiento
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como un complicado compendio de procesos en el que subyace la no linealidad
de tal construcción. El individuo puede utilizar caminos de tipo geodésico, no
predeterminados, pero casi nunca de carácter lineal. De aquí que seamos críticos
con las afirmaciones sobre el saber matemático que estimen a éste como un ab-
soluto. Radford (1999a, pp. 4-89) tiene en cuenta este problema, al señalar: “...los
modos de simbolización no se consideran como aculturales, como procesos ya
elaborados”. Es decir, en cuanto a los cambios entre sistemas de representación,
nos preguntamos: ¿emerge el conocimiento mediante la coordinación de las con-
versiones entre registros de sistemas de representación semiótica, tal y como
plantea Duval?, ¿la coordinación supone una fluidez de paso entre sistemas de
representación?, ¿no está más bien ligada al uso de dichos sistemas?

LOS REGISTROS DE REPRESENTACIÓN SEMIÓTICA.
ESTUDIO CRÍTICO

Duval (2000) afirma que, para poder estudiar la complejidad de los conocimien-
tos matemáticos, hay que tener en cuenta dos cuestiones básicas:

1) La diversidad epistemológica y semiótica de los objetos matemáticos a en-
señar.

2) El grado de profundidad necesario para la adquisición de los conceptos
implicados.

Aunque, en relación con este segundo aspecto, puntualiza:

... el aprendizaje de las matemáticas no consiste, en principio, en una mera
elaboración de conceptos por los estudiantes, sino en la construcción de la ar-
quitectura cognitiva de un dominio epistemológico. Lo que está en juego en
la educación matemática, a través de la adquisición particular de contenidos,
es dicha construcción de la arquitectura, porque ésta crea habilidades futu-
ras en los estudiante, además de enseñarles a aprender y entender de forma
comprensiva (Duval, 2000, p. 66).

Teniendo en cuenta lo anterior, en nuestra investigación creemos necesario
desarrollar una primera etapa de formulación de hipótesis sobre la arquitectura
cognitiva del pensamiento, que Duval centra en la semiótica propia de la actividad
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con los objetos matemáticos, por medio del estudio de los registros de represen-
tación semiótica, es decir, de los signos y sus interrelaciones. Si bien coincidimos
con Radford (1999b, p. 42) cuando afirma: “…el pensamiento no está dentro de
la mente o debajo del cuero cabelludo, sino que está externamente distribuido
en el diálogo, en los signos-figuras sobre el papel y el lápiz”, consideramos que un
paso a dar, previo a la experimentación y a la constatación posterior de resultados,
es efectuar previamente1 un análisis de la semiótica presente en la matemática
institucional, entendida como los sistemas de prácticas socialmente compartidos
por la institución de referencia, en este caso, por los investigadores del grupo de
investigación al que pertenecemos. Como señala Bloch (1999, p. 154): “…pero es-
te análisis (a priori) no sustituye al trabajo efectivo en clase, es solamente un útil
indispensable para que dicho trabajo pueda tener lugar”.

Puesto que la emergencia del objeto es básica para la conceptualización del
conocimiento matemático, surge la siguiente cuestión: ¿cómo conseguir tal emer-
gencia? Duval concede a la conversión entre representaciones uno de los papeles
básicos en cuanto a la construcción de los procesos de pensamiento matemáti-
co: “Por medio de la conversión vamos hacia el ‘núcleo’ del aprendizaje de los
problemas matemáticos” (Duval, 2000, p. 67).

Sin embargo, aparecen algunas cuestiones teóricas de indudable repercusión
en el desarrollo de esta teorización. En primer lugar, algunos estudios de Rad-
ford (2000 y 2002a) muestran que, salvo en el caso de expertos, en los estudian-
tes no se da la conversión entendida como comercio entre dos registros, esto es,
como paso de un registro semiótico a otro, sino una coordinación de dos o más
registros en los que, en lugar de conversión, más bien hay una intensificación de
uno o dos de ellos, quedando los demás activos, aunque funcionado con menos
intensidad. En segundo lugar, de dichos trabajos puede desprenderse también
que lo anterior ocurre porque, en la teoría de los registros de representación se-
miótica, el registro no tematiza la noción semiótica de sentido. Es decir, se puede
hablar de sentido de los signos de un registro determinado y de los sentidos de los
signos en otro registro, pero no parece poder hablarse de transformación de
los sentidos.

Este cuestionamiento teórico de la conversión conduce a plantearse un inte-
rrogante al que hay que dar respuesta: si, por una parte, la realidad del aula nos
dice que la coordinación entre conversiones no consiste en transformaciones de
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tipo lineal de unos registros en otros y que, en lugar de ésta, se dan usos inten-
sificados de ciertos registros; y si, por otra parte, las transformaciones entre regis-
tros son conflictivas debido al problema de la conservación del sentido, ¿qué po-
demos decir, entonces, respecto a los cambios entre registros, dado el hecho
constatable de que al resolver una tarea matemática y utilizar un registro y pos-
teriormente otro, algún tipo de coordinación habrá de darse entre ambos?

Consideramos que una respuesta la podemos encontrar en la idea de con-
gruencia o no congruencia entre registros.2 En general, la conversión entre registros
presenta poca dificultad si entre ambos hay congruencia de unidades significan-
tes. En cambio, si no se da la congruencia, simplemente no se da la conversión
entre registros y entonces la coordinación habrá que buscarla en la identificación de
uso de los mismos. Es decir, la complejidad cognitiva de la conversión es irredu-
cible en el sentido de que los fenómenos de no congruencia son inherentes a la
propia matemática y permiten explicar la posible carencia de coordinación entre
registros de representación semiótica, siendo, por tanto, muy importantes en la
naturaleza del conocimiento matemático. Como subraya Duval (2000, p. 63):
“Los fracasos o incluso los obstáculos mentales, cuando la conversión no es con-
gruente, revelan una carencia de coordinación entre los registros”. Por otra par-
te, Radford (2002b, p. 34), al investigar la naturaleza de la actividad prealgebrai-
ca en los alumnos, puntualiza:

Es especialmente difícil para los estudiantes no expertos realizar las conver-
siones en los casos donde las expresiones en lenguaje natural no se pueden
traducir directamente a expresiones simbólicas debido a la diferencia en las
sintaxis entre ambos sistemas —es lo que Duval denomina el problema de
congruencia o no congruencia (de registros) y para lo cual he propuesto un
término más complejo de vectorial direction (Radford, 1992).

Para poder dar respuesta a la cuestión planteada con el sentido, definimos la
objetivación como la toma de conciencia de la transformación de un objeto ma-
temático, que está siendo tratado como herramienta en una determinada activi-
dad, en objeto de conocimiento, lo cual, en matemáticas, se produce mediante
la actividad semiótica del sujeto. Esto supone dar al sentido un estatus de me-
diador entre el objeto y el conocimiento subjetivo que se materializa mediante lo
hablado, lo escrito, las fórmulas, los grafismos, los artefactos... Es decir, unas for-
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mas culturales de significación. Un esquema clarificador, propuesto por Radford
(2002a), es el siguiente:

Es decir, el sentido hay que estudiarlo mediante los registros de representa-
ción semiótica, por lo que habrá que formular hipótesis sobre el sentido que se
da a las diversas representaciones semióticas.

METODOLOGÍA DE ANÁLISIS

Teniendo en cuenta el estudio anterior, el análisis de la actividad matemática, en
cuanto a los registros de representación semiótica, se plantea de la forma si-
guiente:

a) Se sitúa el problema por estudiar en el contexto correspondiente, resol-
viéndolo de manera que se sigan las reglas y métodos de dicho contexto.

b) Se formula la hipótesis sobre la arquitectura cognitiva del pensamiento
asociada a la resolución del problema, teniendo en cuenta los registros de
representación semiótica.

c) Se determinan y analizan las posibles no congruencias en cuanto a las
conversiones entre registros de representación semiótica que se conside-
ren relevantes de cara a los cambios de sentido, formulándose hipótesis
sobre los tratamientos y los sentidos.
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LOS MÁXIMOS, EL JUEGO DE CONTEXTOS
Y LAS REPRESENTACIONES SEMIÓTICAS

Nos centraremos en el estudio de un concepto muy conocido pero importante,
como es el del máximo de una función. Consideramos que una modelización de
los modos de pensamiento aritmético, algebraico, funcional e infinitesimal, basada
en el funcionamiento y las interrelaciones entre los contextos y los registros se-
mióticos, describe la complementariedad, muchas veces implícita pero real, entre di-
chos modos de pensamiento. Como afirma Hitt-Espinosa (1998, p. 10): “Los regis-
tros de representación semiótica tiene una gran importancia en la adquisición de
conceptos matemáticos. Éstos se construyen a partir de la articulación de dife-
rentes registros y de imágenes mentales asociadas a sus representaciones”.

Mostraremos cómo, al dar solución a un determinado problema clásico, surgen
diversos contextos y sistemas de representación semiótica que permiten dar una
explicación armónica de los diversos cambios de unos modos de pensamiento a
otros. Una aportación interesante, citada anteriormente, relacionada con la ense-
ñanza del cálculo y las representaciones semióticas es la de Hitt-Espinosa (1998),
que realiza una investigación sobre los sistemas semióticos de representación
acerca del concepto de función, siguiendo la hipótesis de Duval (2000) de la
comprensión integrativa de un contenido conceptual y la coordinación de los re-
gistros de representación. Otras investigaciones, de marcos teóricos distintos pero
de algún modo fronterizos, son las de Campos Estrada (1999) y Campos y Balde-
ras (2000). En el primer caso, basándose en las aportaciones de Janvier (1978,
1987) y Dreyfus (1991) sobre representación y de Schoenfeld (1985, 1992) y Hie-
bert y Carpenter (1992) sobre resolución de problemas, se realiza un análisis
acerca de las respuestas de los alumnos ante un problema de optimización, se-
gún el modelo MAP. En el segundo caso, los autores utilizaron diversas formas de
representación de la derivada, según los planteamientos de Dreyfus (1991) y Ha-
rel y Kaput (1991).

Específicamente, el estudio de los máximos de los perímetros y áreas de su-
perficies planas aportan un conjunto de problemas que permiten un juego de
contextos —geométrico, numérico, algebraico e infinitesimal— y de sistemas de repre-
sentaciones semióticas que facilitan la movilización de herramientas de gran in-
terés en los problemas matemáticos intercontextos.
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UN PROBLEMA SOBRE MÁXIMOS

Como muestra de la riqueza epistemológica del juego de contexto y los cambios
de representación semiótica, se utilizarán las ideas de máximo, perímetro y área de
figuras planas. Comenzaremos enunciando el problema para, posteriormente,
situarlo en diversos escenarios matemáticos donde se destacarán las diferentes
herramientas empleadas.

Se propone la justificación del siguiente problema:

Problema 1: “De todos los rectángulos isoperimétricos, el cuadrado tiene
la mayor área.”

Se verán a continuación algunos de los diversos contextos y registros semió-
ticos que surgen al resolver este problema, así como las herramientas que se po-
nen en juego.

Contexto geométrico

a) Resolución

Este contexto tiene su justificación teórica en la geometría de Euclides.
Partimos de rectángulos de lados variables AB y AD (figura 1).
Como los rectángulos tienen el mismo perímetro, la suma de los lados es

constante: AB + AD = k. Cuando la figura sea un cuadrado se tendrá que: 
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Si ahora consideramos cualquier rectángulo, sus lados serán:         

El área del rectángulo será:                 , según la definición implícita de

multiplicación que subyace en la proposición 1 del libro II de Euclides (Puertas,

1999, p. 266). Como se sabe, este producto es igual a , que se deduce

de la proposición 5 del citado libro (p. 272); luego, el área de cualquier rectán-

gulo será: que será máxima si e = 0. Es decir, el área máxima corres-

ponde al cuadrado de lado (figura 2).

Las herramientas utilizadas corresponden a la geometría de Euclides que apa-
recen en el libro II.3 Allí, el producto de dos segmentos es el área de una figura rec-
tangular cuyos lados son los factores de dicho producto. Además, en algunos de
los teoremas del libro se justifica la identidad:
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El área máxima tiene su justificación en el axioma de la geometría euclideana de

“la parte es menor que el todo”. Es decir, siempre será menor que 

Por otro lado, la resolución de este problema geométrico constituye un ejem-
plo de cómo utilizar la historia de las matemáticas en la resolución de proble-
mas, en este caso con el libro II de los Elementos de Euclides, lo cual facilita al
alumno una contextualización adecuada de la epistemología de las matemáticas.
Como señala Radford (1997, p. 32): “…la historia de las matemáticas tiene mu-
cho que ofrecer a la epistemología de las matemáticas. De hecho, los análisis his-
tórico-epistemológicos pueden darnos información interesante sobre el desarro-
llo del conocimiento matemático dentro de una cultura”.

b) Arquitectura cognitiva asociada a la resolución

Al analizar este problema desde la perspectiva de los sistemas de representación
semiótica, hay que tener en cuenta que el contexto en el que nos movemos es
el geométrico, entendiendo por contexto: “un conjunto constituido por objetos
de una rama de las matemáticas, las relaciones entre objetos, sus formulaciones
eventualmente diversas y las imágenes mentales asociadas a estos objetos y sus
relaciones” (Pihoue, 1996, p. 7). Aunque un contexto geométrico puede movili-
zar simultáneamente varios registros, no hay registro geométrico.

Los tratamientos y conversiones dentro y entre sistemas de representación
son continuos y están dirigidos por el razonamiento que se utiliza al resolver el
problema planteado. Es decir, los cambios entre registros figurales y discursivos
han de efectuarse de manera interactiva y sincronizada. Como afirma Duval
(1995, p. 173): “La originalidad de los procesos en geometría, en contraste con
otras formas de actividad matemática, tiene que ver con que es absolutamente
necesaria la coordinación entre los tratamientos específicos al registro de las fi-
guras y los del discurso teórico en la lengua natural”. El modelo de arquitectura
cognitiva de pensamiento aparece en la figura 3.

El enunciado del problema utiliza el lenguaje vernáculo que, en el libro de
texto, lógicamente viene dado con términos geométricos.
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Del sistema de representación anterior se pasa al geométrico sintético figural.
Por tanto, hay una conversión.

Posteriormente, se da otra conversión al sistema de representación geométri-
co sintético con fórmulas.

Por último, se vuelve al registro figural, siguiendo un recurso heurístico, para
finalizar con el registro discursivo.

En realidad, entre los registros semióticos se dan unas interrelaciones de ma-
yor complejidad, tal y como se muestra en la figura 4.

c) No congruencias entre registros. Tratamientos y sentidos

En la conversión que se realiza entre el registro de fórmulas y el figural, encon-
tramos una no congruencia por no cumplirse la univocidad semántica, ya que a
una figura concreta, con un área determinada, se le hacen corresponder todas
las posibles figuras que se obtendrían variando “e”. A la vez, se le asocia la varia-
ción de sus áreas para poder concluir que la mayor corresponde al cuadrado.
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Todo ello supone un cambio de sentido al pasar de una entidad de tipo ex-
tensional (la figura concreta) a una de tipo intensional (la clase de todas las po-
sibles figuras obtenidas para cada “e”) (Godino, 2002).

Contexto algebraico

a) Resolución

En el contexto del álgebra, el problema planteado encuentra una fácil justifica-
ción, aunque se acudirá al contexto geométrico, como recurso heurístico en este
caso, para poder obtener un discurso global adecuado a la resolución del pro-
blema. Hay que observar, no obstante, la dependencia de la resolución del proble-
ma respecto a los distintos tipos de ecuaciones que se pueden plantear.

Se consideran a y b dos lados consecutivos de cualquier rectángulo, tal y como
aparece en la figura 5.
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Sean p el semiperímetro y s el área, entonces se tiene:

a + b = p
a � b = s

Como a y b son soluciones de la ecuación x2 — px + s = 0, en la que p indi-
ca la suma de a y b, y s su producto, se tendrá:

Ahora bien, el máximo valor que puede tomar s es el que anule el radical,
porque los valores de s mayores, que hagan negativo el radicando, nos darán va-
lores imaginarios; luego

O sea, el área será máxima cuando las dimensiones son iguales; es decir, el
cuadrado será la figura de mayor área.

Las herramientas empleadas son de álgebra elemental y corresponden a las
propiedades de las soluciones de una ecuación de segundo grado.

b) Arquitectura cognitiva asociada a la resolución

Analizamos el problema según los sistemas de representación semiótica implica-
dos, que podemos observar en la figura 6.

Se inicia el problema con el sistema de representación vernáculo.
De manera implícita, se efectúa una conversión al sistema de representación

figural, puesto que se está hablando de rectángulos.
Del contexto geométrico se pasa al algebraico con el registro de las expresio-

nes algebraicas.
Posteriormente, se realiza otra conversión al sistema de las ecuaciones. Por

último, se resuelve el problema en el registro discursivo.
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Aunque no se describe de modo explícito, los cambios entre los sistemas y
dentro de un mismo sistema son una constante a lo largo del proceso. Los tra-
tamientos dentro de un mismo sistema son efectuados con la idea de obtener
modos de representación que faciliten el desarrollo del discurso.

De modo similar al caso anterior, se podría construir una figura que expresara
toda la complejidad de las relaciones dialécticas entre registros y contextos que,
en este caso, es aún mayor, ya que se interrelacionan dos contextos, el algebraico
y el geométrico. Sin embargo, dada la extensión del trabajo, consideramos que es
suficiente con ofrecer un ejemplo en el que se ha reflejado dicha complejidad.

c) No congruencias entre registros. Tratamientos y sentidos

En este caso nos encontramos con una no congruencia en la conversión que se
realiza entre el registro de las expresiones algebraicas y el de las ecuaciones. A
partir de la figura concreta se obtienen las expresiones de su semiperímetro y de
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su área; pero es necesario realizar una conversión para interpretarlos como so-
luciones de una ecuación de segundo grado, perdiéndose entonces la univoci-
dad semántica.

En esta conversión, se puede hablar también de un cambio de sentido im-
portante. Nos referimos al paso de lo concreto (unas expresiones algebraicas aso-
ciadas a un área dada) a lo general (una ecuación de segundo grado para cuyas
soluciones debemos encontrar una expresión y así obtener la deseada).

Por otra parte, en el registro de las ecuaciones encontramos además un tra-
tamiento nada trivial que nos da la expresión algebraica de todas las soluciones
y nos permite pasar al registro discursivo. En este último registro, nuevamente
encontramos complejos tratamientos que nos llevan a la solución.

Contexto funcional

a) Resolución

En este caso, nos situamos en la consideración de la altura y del área como fun-
ciones de la base, para lo cual conviene llamar a la base x y a la altura y. Se ten-
drán las funciones siguientes, en las que p es el semiperímetro: x → y = p — x ;
x → s = x (p — x). Es decir, el contexto funcional se utiliza como herramienta pa-
ra el desarrollo del problema.

Para fijar ideas hacemos p = 10 y daremos valores a la base x; el cuadro 1
expresa los resultados, donde se sugiere intuitivamente, aunque no se valida aún,
que el área máxima es para x = y = 5. Utilizando la representación gráfica, se ob-
tiene que esta parábola de vértice invertido tiene su máximo en x = 5, lo que va-
lida la solución obtenida intuitivamente para este caso.

Se puede volver a realizar el mismo proceso para p = 6, p = 8, p = 5… Obte-
niendo las tablas de variación y las correspondientes representaciones gráficas,
se llegará a que el área es máxima para x = y = 3, x = y = 4, x = y = 2’5… respec-
tivamente.

Seguidamente, se considera el caso general de semiperímetro p y, recurrien-
do nuevamente a la representación gráfica de la función área A(x) = x(p — x) =
xp — x2 (véase la figura 7), se obtiene que esta función representa gráficamente
una parábola invertida cuyo vértice —punto donde se alcanza el valor máximo de
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BBaassee AAllttuurraa ÁÁrreeaa

10 0 0

9 1 9

8 2 16

7 3 21

6 4 24

5 5 25

4 6 24

3 7 21

2 8 16

1 9 9

0 10 0

… … …

5,5 4,5 24,75

5,1 4,9 24,99

5,01 4,99 24,9999

Cuadro 1 Cuadro de variación

0 p

Figura 7



esta función— tendrá la expresión: por

lo que el rectángulo de área máxima será aquel que tenga por lados

que, obviamente, resulta ser un cuadrado.

Como se ha podido observar, son dos contextos, el numérico y el gráfico,
complementarios. Las herramientas utilizadas corresponden a la representación
de funciones de modo numérico —mediante una tabla de valores— y de modo grá-
fico —mediante una parábola, en este caso.

Sin embargo, varias cuestiones subyacen y quedan planteadas: ¿es seguro que
el área es 25 (9, 16, …), o nunca llega a alcanzarse ese valor?, ¿cuánto he de apro-
ximarme?... Esta vez he podido validar por medio de la gráfica de una función
muy conocida como es la parábola, pero, ¿y en el caso de funciones de otro tipo
que no sean fácilmente representables por medio de una gráfica?

b) Arquitectura cognitiva asociada a la resolución

Analizando este proceso, según los sistemas de representación semiótica, tendre-
mos la figura 8.

Se inicia, como corresponde al texto, con un sistema de representación del
lenguaje vernáculo. Se efectúa primeramente una conversión al sistema del len-
guaje funcional.

La segunda conversión lo hace corresponder a un registro funcional otro ta-
bular variacional. La intencionalidad de la tabla es tratar de sugerir al lector una
idea intuitiva de límite.

Al no obtener más que una validación intuitiva del problema, se realiza una
nueva conversión al sistema gráfico, en el que se considera resuelto y validado el
problema para cada caso particular.

Nuevamente se realiza una conversión al registro funcional, donde se resuel-
ve y valida el problema general, al completar con el discurso.
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c) No congruencias entre registros. Tratamientos y sentidos

En la primera conversión, nos encontramos con una no congruencia, ya que se
pasa de una figura a la función obtenida de todas las posibles figuras, según va-
ría uno de los lados. Se rompe la univocidad semántica y hay un cambio de sen-
tido importante, al pasar de un caso concreto a la clase de todos los casos posi-
bles, representada por la función.

Un caso similar de no congruencia se obtiene al pasar del registro gráfico al
registro funcional, cuarta conversión. Aunque se pretende facilitar el paso del ex-
tensivo al intensivo analizando casos sucesivos, nos encontramos con una no
congruencia en esta generalización que no es trivial, aun cuando el número de
casos estudiados fuese importante.
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Registro funcional

Registro tabular variacional

Registro gráfico

Registro funcional
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Figura 8



Hacia un contexto infinitesimal

a) Resolución

Ahora se investigará la variación de la función área en “los alrededores” de x, uti-
lizando un parámetro c. Sean x e y los lados de un rectángulo cualquiera tales
que y ≥ x ⇒ ∃c tal que y = x + c, por lo tanto el semiperímetro es p = 2x + c y
la función área: A(x) = (p — x)x = px — x2.

Estudiemos cómo varía esta función área al aumentar al lado x una cantidad
que llamaremos h. Además, como lo mismo que aumenta x disminuye y, por ser
rectángulos isoperimétricos, dicho número no puede superar c/2 para que los la-
dos del rectángulo aumenten manteniendo y � x. Esto no supone ninguna res-
tricción pues, en caso contrario, razonaríamos igual intercambiando y por x
(véase la figura 9).

Consideramos, por lo tanto, cualquier h ≤ c/2. La función área para el rec-
tángulo de lado x + h será: A(x + h) = (x + h) (p — (x + h)) = (x + h) (p — x — h) =
xp — x2 — xh + hp — hx — h2.

Como queremos estudiar la variación del área, analizamos la diferencia:

A(x + h) — A(x) = —2xh + hp — h2 = h(—2x + p — h) = h(c — h),

la cual es positiva.
Por lo tanto, hemos probado que s(x + h) — s(x) > 0, lo que significa:

�h ≤ c/2 ⇒ s (x + h) > s (x).
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Pero h no puede crecer más de c/2, pues, en caso contrario, estaríamos con el
rectángulo de x > y con lo que se intercambiarían los papeles, y el razonamiento
sería análogo, como dijimos anteriormente. Así, el máximo valor de h es h = c/2
y, por tanto, el lado del rectángulo de área máxima será aquel que tenga de lados:

El otro lado vendrá dado por:

que corresponde a un cuadrado.
Las herramientas utilizadas son el incremento y el cambio de la función área.

Además, de modo implícito se está empleando el siguiente teorema “si una fun-
ción s(x) es continua en un intervalo cerrado y creciente, entonces alcanza el má-
ximo absoluto en extremo superior”.

b) Arquitectura cognitiva asociada a la resolución

Del sistema de representación del lenguaje vernáculo se pasa, por conversión, al
funcional. Posteriormente, se efectúa una conversión al figural, aunque este últi-
mo desempeña un papel de apoyo al lenguaje funcional y no tiene carácter va-
lidativo.

Por último, se realiza la conversión al funcional en el que se valida el problema.
Como puede observarse, aparece un único sistema intermedio, aparte del ver-

náculo que es sistema soporte, que es el figural, los demás son funcionales.
Por último, se finaliza el proceso con el registro discursivo (véase la figura 10).

c) No congruencias entre registros. Tratamientos y sentidos

En la primera conversión —del registro de la lengua natural al registro funcional—,
aparece una no congruencia, puesto que del primero de ellos se desprenden dos
funciones (una, del perímetro constante y, la otra, del área); en el segundo registro,
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en cambio, se añade una función más (la que corresponde a y = x + c; y ≥ x) a
las anteriores. Por tanto, al no cumplirse la univocidad semántica, hay una no
congruencia entre ambos registros.

En la tercera conversión —del registro figural al registro del cambio—, se da
una no congruencia, ya que en el segundo de ellos se introduce la diferencia
entre A(x + h) y A(x), con h ≤ c/2, que es una unidad significante que no se apa-
rece en el primer registro. También se violaría el criterio de univocidad semántica.

Al introducirse el registro del cambio, aparece una entidad extensional (ejemplar)
[A(x + h) — A(x)], pero se está trasmitiendo una entidad intensional (tipo), por lo
que el sentido es diferente.

Además, en la conversión del registro figural al del cambio, se pasa de una
entidad de tipo extensional (que sugiere la figura), a otra de carácter intencional
(“todas” las h que verifican ser ≤ c/2).

En el registro del cambio se han de realizar unos tratamientos no triviales
que son los que facilitan el registro discursivo.
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En este contexto, que se ha denominado “hacia lo infinitesimal”, la cuestión
básica que se plantea es: ¿qué ocurrirá si en vez de un caso tan simple como és-
te, la función fuera distinta y los tratamientos más complejos?, ¿qué método a uti-
lizaría?, ¿hay un método general para todos los casos?

Contexto infinitesimal

a) Resolución

Consideremos el rectángulo de lados x, y, cuyo semiperímetro vendrá dado por
p = x + y. El área de dicho rectángulo vendrá dada por A(x) = x(p — x), al sustituir el
valor del lado y de la expresión del semiperímetro.

Consideremos un nuevo rectángulo isoperimétrico con el anterior, es decir, si
el lado x experimenta un aumento en una cantidad h, el lado y deberá dismi-
nuirse en la misma cantidad h para poder mantener constante el perímetro
(véase la figura 9). Por tanto, el área del nuevo rectángulo vendrá dada por la si-
guiente expresión:

A1 = (x + h) (y — h) = (x + h) (p — x — h)

Veamos que A1 corresponde a A(x + h):

A(x + h) = (x + h) [p — (x + h)] = (x + h) (p — x — h)

Al ir variando los rectángulos, manteniendo constante el perímetro, las super-
ficies de ellos igualmente se modificarán (aumentando o disminuyendo). La tasa
de variación media —cociente entre la diferencia de áreas y el incremento h— nos
dará una referencia de la “rapidez” de dicha variación:

Al tomar límite haciendo tender h → 0, obtenemos:
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La expresión anterior es lo que se denomina tasa de variación instantánea.
Puesto que se ha demostrado en el epígrafe anterior que la función área —con
las hipótesis planteadas— es creciente, y, por otra parte, cuando se alcanza un
máximo la variación es nula, con lo que la tasa de variación instantánea será cero,
obtendremos un rectángulo de área máxima cuando ésta sea igual a cero:

Por tanto, los lados del rectángulo son iguales y estaremos ante un cuadrado.
El método anteriormente usado es, en esencia, el mismo que ya usaba Fermat4

en el siglo XVII con la notación actual y haciendo uso de la noción de límite. Como
puede observarse, los útiles que se emplearán son de tipo infinitesimal: razones
de cambio medio, razones de cambio instantáneo, el método de adégalation de
Fermat, el método de los límites. Aunque aparecen varios contextos, como el nu-
mérico, consideramos que son auxiliares del contexto infinitesimal. Los diversos
sistemas de representación que aparecen en este contexto pueden observarse
mediante la figura 11.

b) Arquitectura cognitiva asociada a la resolución

Del sistema de representación del lenguaje vernáculo se realiza una conversión
al funcional.

En segundo lugar, se pasa, por conversión, al variacional (propio del cálculo
infinitesimal).

Por último, para dar sentido a la pregunta planteada en contexto numérico y
gráfico, se ha de efectuar otra conversión al sistema de representación del lími-
te, que resuelve de modo general el problema, al utilizar el registro discursivo.
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4 Este término lo usó Fermat y manifiesta la idea de que, bajo ciertas condiciones, dos nú-
meros que son distintos pueden considerarse iguales. No ha de confundirse con la aproxima-
ción. Para más detalle, puede consultarse Hauchart y Rouche (1992, pp. 13-15).



c) No congruencias entre registros. Tratamientos y sentidos

Entre el tercer registro —del cambio— y el cuarto —de la razón de cambio medio—
se da una no congruencia en la conversión. No se cumple la univocidad semán-
tica entre unidades significantes, al contemplarse la diferencia entre funciones en
el tercero y la diferencia y el cociente en el cuarto.

También aparece una no congruencia en la conversión entre el cuarto y el
quinto registro, puesto que la operación de paso al límite sólo se da en el quinto
registro. Además, en este registro, en general, se dan unos tratamientos de cálculo
importantes para poder obtener el resultado final.

Los dos nuevos registros —razón de cambio medio y razón de cambio instan-
táneo— conducen en el cálculo diferencial, es decir, en el lenguaje variacional. El
cambio de sentido es de gran importancia; de estudiar los procesos de cambio —re-
gistro del cambio—, se ha de pasar al estudio de las razones de cambio de procesos
continuos. Como señala Wenzelburger (1993, p. 105): “Las funciones de razones
de cambio respecto a la variable independiente original se deducen o derivan de
los valores de la función: por eso se llama a esta nueva función la derivada”.
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CONCLUSIONES

Este trabajo se basa en el cambio de contextos (Douady, 1991) y de registros de
representación semiótica (Duval, 1995, 2000), y en él está implícita la hipótesis
de que la aprehensión conceptual de un objeto matemático (lo que D’Amore
(2003) denomina noética) únicamente es posible mediante las conversiones entre
los sistemas de representación semiótica y su coordinación. Sin embargo, por una
parte, se puede constatar que en las conversiones no se aborda la transforma-
ción del sentido; y por otra, como señala Radford (2002), la coordinación entre los
registros de representación no parece darse de modo claro en el aula real, don-
de los sujetos tienden a priorizar en su uso un registro, utilizando algún otro de
modo más esporádico. Esto nos ha llevado a efectuar un estudio crítico sobre
los registros de representación semiótica, el cual se ha centrado en la formación
de la arquitectura cognitiva, en los tratamientos interregistros y en las no con-
gruencias entre los mismos, aplicados a un problema elemental sobre máximos.
Además, en los análisis hay que tener en cuenta tanto el fenómeno de la tabica-
ción entre registros que señala Duval (1995, p. 59), como el de abducción de las
figuras (p. 180) en cuanto a su poder heurístico.

En la solución del problema de máximos propuesto, primeramente se ha re-
suelto en un contexto geométrico en el que se usan las herramientas geométricas
de Euclides (libro II), pero que, obviamente, no aborda problemas relacionados
con el infinito, al considerar como premisa básica argumentativa “que el todo es
mayor que la parte”. En segundo lugar, se emplea un contexto algebraico para
la resolución del problema, donde la simplicidad de la solución es su caracterís-
tica principal, pero que tiene la limitación de no constituir un método general de re-
solución a causa de la eventual dificultad de las ecuaciones implicadas en pro-
blemas similares. El tercer contexto conduce al planteamiento del problema en
el campo funcional, dentro del cual solamente es posible establecer conjeturas
sin poder aportar una validación, por lo que ha de completarse con un escena-
rio gráfico —mediante la parábola— para validar, de modo intuitivo, la solución.

En el contexto siguiente, que hemos denominado “hacia un contexto infini-
tesimal”, se establecen criterios de justificación basados en el “cambio” de la fun-
ción área; como función continua y creciente antes del máximo y decreciente
después. El empleo de estos métodos, además de ser previos a los típicos de las
razones de cambio instantáneo, aporta soluciones a problemas sobre máximos
en los que éstos no podrían hacerlo —como en el caso de funciones no deriva-
bles pero continuas—. Además, se le dotaría de sentido al concepto de máximo
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al independizarlo del cálculo diferencial, donde éste pasaría a ser una más de las
posibles herramientas por utilizar en la solución.

Por último, el contexto infinitesimal —asociado al concepto de derivada— se
plantea basándose en las razones de cambio, tal y como Wenzelburger (1993) y
Cantoral y Farfán (1998) proponen, es decir, utilizando la “matemática de los
cambios”, a fin de determinar los cambios de una magnitud que depende de una
segunda magnitud en relación con los cambios de esta última, lo cual supone el
empleo mínimo, pero significativo, del formalismo matemático.

Aunque el estudio presenta solamente análisis a priori que, posteriormente,
habrán de ser refinados con experiencias de aula, una consecuencia didáctica
que puede obtenerse es que, si bien en la clase, para poder enseñar el conteni-
do, éste ha de contextualizar en diversas situaciones de enseñanza, paralelamen-
te, hay que organizar una dinámica de tratamientos intraregistros y la coordina-
ción interregistros, a fin de aportar un significado al concepto de que se trate.
Además, tanto la coordinación entre registros, como el sentido de las represen-
taciones y la faceta dual propuesta en Godino (2002), intensiva (tipo)/extensiva
(ejemplar), de las entidades matemáticas puestas en juego, deben guiar la arqui-
tectura cognitiva asociada a la resolución del problema.
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Un estudio sobre conocimientos de estadística
elemental de profesores en formación

Assumpta Estrada, Carmen Batanero y Josep Maria Fortuny

RReessuummeenn::  En este trabajo presentamos un estudio exploratorio de los conoci-
mientos estadísticos elementales de profesores de educación primaria en formación.
Se presentan resultados detallados de respuestas a un cuestionario de opción múl-
tiple en una muestra de 367 estudiantes de diferentes especialidades de la diplo-
matura de magisterio, 70% de los cuales tienen formación previa en estadística y
cuyas edades están comprendidas entre los 20 y 21 años. Los resultados indican
la existencia de errores conceptuales en conocimientos estadísticos elementales
(media, mediana y moda, valor atípico, dispersión y muestreo). Finalizamos con
algunas recomendaciones para la formación estadística de los futuros profesores.

Palabras clave: estadística, conocimiento, profesores en formación.

AAbbssttrraacctt:: We present an exploratory study aimed to assess the statistical knowled-
ge of future primary teachers. We analyse the results of a questionnaire given to
a sample of 367 students with ages from 20 to 21 years, future teachers coming
from different specialities in the school of education. 70% of them had previous
training in statistics. Our results suggest the existence of conceptual errors about
elementary statistical concepts such as: average, atypical value and sampling. We
finally give some recommendation concerning the statistical training of future pri-
mary teachers.

Key words: statistics, knowledge, future teachers.

LA FORMACIÓN ESTADÍSTICA DEL PROFESORADO

En la actualidad, la estadística forma parte del currículo de matemáticas en la edu-
cación primaria en la mayor parte de los países desarrollados. En España, todas
las expectativas sobre la enseñanza de la estadística estaban puestas en la reforma
de las enseñanzas no universitarias de 1992 (Ministerio de Educación y Ciencia,
1988a, 1988b, 1992) donde se potencia la enseñanza de esta disciplina a unos ni-



veles altamente satisfactorios. Asimismo, la reforma ha supuesto un cambio de
paradigma, con especial énfasis en metodologías constructivistas y en la promo-
ción del aprendizaje significativo, teniendo siempre en cuenta los conocimientos
previos de los alumnos.

Pero la importancia atribuida actualmente a la estadística en la enseñanza
obligatoria, reconocida por la sociedad y por otras disciplinas, contrasta con la
poca formación que sobre esta materia acostumbran tener los profesores en
formación. Como señalan Silva y cols. (1999), el profesor en formación debería
estar motivado y contar con destrezas suficientes para ir aprendiendo las técni-
cas estadísticas necesarias, a fin de enseñar los contenidos estadísticos previstos
en el currículo y ser capaz de evaluar la calidad de su trabajo profesional. Par-
tiendo de su realidad, también debe irse introduciendo en el mundo de la didác-
tica de la estadística, al que en un futuro no muy lejano tendrá que enfrentarse.
En su futura labor profesional nuestros profesores en formación han de diseñar no
sólo las tareas que han de desarrollar en el aula según las características de los
alumnos, sino también elegir y secuenciar los contenidos para cada uno de los ci-
clos y etapas.

Sin embargo, según Estrada (2002a), la formación específica de los profesores
en formación en este ámbito especifico es prácticamente inexistente y los profe-
sores tienen dificultades para detectar contradicciones en una gráfica de un perió-
dico o sacar conclusiones de una información. Por lo general, ven la estadística
como una técnica de recopilación y presentación de datos o como un cálculo
mecánico de medidas de tendencia central y de dispersión; es decir, la consideran
como una aplicación rutinaria de fórmulas y no como una herramienta de trabajo
multidisciplinar, indispensable en su vida académica y profesional.

Gattuso y Panone (2002) señalan, además, que los profesores no son cons-
cientes de sus propias dificultades en el tema y les cuesta prever los posibles
errores que sobre los conceptos estadísticos elementales pueden cometer sus
alumnos.

Por otro lado, en la práctica son todavía pocos los profesores que enseñan
estadística en la escuela y, cuando lo hacen, es de modo abstracto y reduciéndola
al cálculo rutinario de fórmulas (Estrada, 1999). En las entrevistas realizadas por
Gattuso y Panone (2002) a una muestra de 93 profesores en ejercicio, un por-
centaje elevado reconoce que abrevia (o suprime) con frecuencia el programa de
estadística, porque no advierte sus vínculos con otros temas y porque, para pre-
parar a sus alumnos con miras a las evaluaciones finales, la considera menos im-
portante que otros temas matemáticos.
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Para Batanero (2001), una primera razón por la que los profesores tratan de
evitar la estadística es que es un tema en continuo cambio y crecimiento, ya que
la mayor parte de esta materia se ha desarrollado en los últimos 50 años. Si a
esto se añade la necesidad de incorporar las calculadoras gráficas o el ordena-
dor en la clase de estadística, el profesor necesita una continua puesta al día que
no todos están dispuestos a realizar.

Por otro lado, hay pocas investigaciones sobre la didáctica de la estadística, y
no se conocen las principales dificultades de los alumnos en muchos conceptos
importantes. Además, falta todavía mucha labor de difusión, las investigaciones exis-
tentes no son muy conocidas por los profesores, especialmente de trabajos rea-
lizados fuera de nuestro país.

La estadística es también muy diferente a otras ramas de la matemática; por
ejemplo, hoy día aún prosiguen las controversias filosóficas sobre la interpretación y
aplicación de conceptos tan básicos como los de probabilidad o aleatoriedad. Las
dimensiones políticas y éticas del uso y posible abuso de la estadística y la infor-
mación estadística contribuyen, asimismo, a la especificidad del campo.

Aunque la estadística teórica es parte de las matemáticas, la estadística apli-
cada se relaciona con diversas disciplinas, lo que hace que los conceptos esta-
dísticos aparezcan en otras materias, como ciencias sociales, biología, geografía,
etc., donde los profesores, a veces, se ven obligados a enseñar estadística, lo que
puede ocasionar conflictos cuando las definiciones o propiedades presentadas
de los conceptos no coinciden con las impartidas en la clase de matemáticas.

Creemos que todas estas razones nos llevan a la necesidad de potenciar la
preparación específica y didáctica del profesorado en estadística, y ello requiere
también conocer cuáles son sus dificultades y errores en el aprendizaje de la ma-
teria. En este trabajo presentamos parte de una investigación en el campo de la
educación estadística orientada al estudio de las actitudes y conocimientos esta-
dísticos de los profesores (Estrada, 2002b) con la intención de contribuir a ob-
tener información sobre este tema que pueda orientar la acción educativa sobre
estos futuros profesores.

ANTECEDENTES

El estudio de las concepciones y conocimientos de profesores sobre estadística
es aún muy escaso tanto en España como en otros países, aunque encontramos
algunos trabajos en el campo de la probabilidad como los de Azcárate (1995),
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Cardeñoso (1998), así como las publicaciones posteriores de estos autores donde
presentan resultados de estas tesis doctorales. También Serrano (1996) describe
el uso de heurísticas y sesgos en problemas probabilísticos en una muestra de
10 profesores en formación.

Respecto al campo de la estadística, Estepa (1990) realiza un experimento de
enseñanza de análisis exploratorio de datos, con un grupo de profesores en for-
mación, usando ordenadores, observando cómo al final de la enseñanza persis-
ten las dificultades al interpretar la gráfica de frecuencias acumuladas de variables
discretas, debido a que presenta discontinuidades de salto y su inversa no es una
función. Otro tema conflictivo fue el de la asociación entre variables y la investi-
gación citada puso de manifiesto la existencia de errores conceptuales que per-
manecieron al finalizar la enseñanza (Batanero, Estepa y Godino, 1991).

Una parte importante de la tesis doctoral de Estepa (1993) se centra en el
estudio concreto de este concepto y su comprensión en una muestra de 21 pro-
fesores en formación, antes y después de una experiencia de enseñanza basada
en ordenadores. A partir del análisis de los diversos tests aplicados, las entrevis-
tas, grabaciones en audio transcritas y las observaciones, estudia las concepcio-
nes correctas e incorrectas iniciales, su cambio con la experiencia de enseñanza
y las estrategias en la resolución de los problemas propuestos. Encuentra tam-
bién dificultad en la comprensión de las frecuencias relativas y lectura de las ta-
blas de contingencia.

En Estepa y Batanero (1994) se describen casos de profesores en formación
que basan la comparación de dos conjuntos de datos en valores aislados, por
ejemplo, en la comparación de los máximos o los mínimos, o bien en la compa-
ración de totales o en la inspección visual de la distribución global.

Un trabajo posterior es el de Batanero, Godino y Navas (1997), que presentan
los resultados de un estudio de evaluación de las concepciones de los profeso-
res de primaria en formación sobre los promedios, que son conceptos claves den-
tro del razonamiento estadístico, a fin de poder orientar adecuadamente la ense-
ñanza de este contenido. El análisis de las respuestas a un cuestionario escrito
aplicado a una muestra de 132 estudiantes de magisterio permite mostrar que
los profesores de primaria en formación encuentran dificultades en el tratamien-
to de los ceros y valores atípicos en el cálculo de promedios, posiciones relativas
de media, mediana y moda en distribuciones asimétricas, elección de la medida de
tendencia central más adecuada en una determinada situación y el uso de los pro-
medios en la comparación de distribuciones. La conclusión a la que llegan estos
autores es que la aproximación al estudio de las medidas estadísticas de tenden-
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cia central, basada en la definición algorítmica y el cálculo en colecciones de da-
tos descontextualizados, no permite que los alumnos lleguen a una comprensión
integral del concepto de promedio.

En Nueva Zelanda, Burgess (2002) propone una tarea abierta de análisis de
datos elemental a un grupo de 30 futuros profesores, a los que pidió escribir un
informe sobre un conjunto pequeño de datos (16 observaciones, diferentes va-
riables). Es curioso observar que nueve de los participantes fueron incapaces de
escribir nada significativo sobre el conjunto de datos, por lo que, aunque realiza-
ron algunos cálculos y gráficas, parecieron no comprender la naturaleza de un
estudio estadístico. En cuanto a la capacidad de producir alguna relación gene-
ralizada sobre el conjunto de datos, sólo 14 de los profesores en formación lle-
garon a obtenerlas. Sólo dos de ellos argumentaron que el pequeño tamaño de
la muestra hacía difícil la posibilidad de generalización.

En resumen, aunque hemos encontrado trabajos aislados, los estudios sobre
errores y dificultades de los profesores con la estadística son escasos, posiblemen-
te porque esta materia ha recibido poco peso en relación con otras en los currículos
escolares y porque no se ha cuestionado realmente la formación estadística de
los profesores. En este sentido, el estudio sobre conocimientos estadísticos ele-
mentales de profesores en formación que llevaremos a cabo puede proporcionar
una información valiosa para iniciar una reforma de la educación estadística en
los niveles superiores que nos permita mejorar la formación especifica y didácti-
ca del profesorado de primaria.

METODOLOGÍA

Nuestra evaluación tiene una finalidad preferentemente diagnóstica, puesto que
pretendemos conocer el potencial del sujeto para llevar a cabo una actividad; en
este caso, su futura actuación didáctica en el terreno de la enseñanza de la es-
tadística, así como en el uso de esta materia en su labor profesional. El estudio
es predominantemente cuantitativo, ya que nos interesamos especialmente por
estimar las frecuencias de respuesta en los diferentes ítems del cuestionario de
conocimientos estadísticos elementales.

El objetivo general del estudio es obtener una primera información sobre
cuáles son los conocimientos estadísticos elementales de los profesores en for-
mación, entendidos éstos como aquellos conocimientos incluidos en la enseñan-
za primaria y que el profesor en formación debería tener adquiridos como paso
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previo hacia una didáctica de la estadística que permita incidir en la mejora de
la enseñanza de esta materia en la educación primaria.

EL CUESTIONARIO

Una primera decisión fue partir de algún cuestionario que hubiese sido experi-
mentado previamente con alumnos universitarios en carreras de ciencias humanas
o educación (es decir, de características similares a los alumnos que componen
nuestra muestra). De esta manera, dispondríamos de un instrumento debidamente
validado y de dificultad adecuada para nuestros estudiantes.

El más adecuado para nuestro propósito fue el elaborado por Konold y Gar-
field (Garfield, 1991), que lo han utilizado en diversas investigaciones, así como en
sus clases en la Facultad de Educación. Se compone de 20 ítems de evaluación
de los conocimientos sobre nociones estadísticas y probabilísticas elementales.
Fue traducido al castellano y probado en la Universidad de Granada, en el marco
de un proyecto de colaboración conjunto con la Universidad de Minnesota, para
realizar un estudio comparativo de las concepciones previas de los estudiantes
en diferentes países (Batanero, Godino y Navas, 1997).

De este cuestionario en castellano, hemos tomado 9 ítems que se relacionan
con los conceptos estadísticos elementales que los profesores en formación han
de enseñar en la educación primaria, obviando aquellos que se refieren a con-
ceptos de probabilidad o inferencia. Estos 9 ítems nos proporcionan información
sobre la comprensión de promedios, probabilidad y frecuencia, dispersión, aso-
ciación, muestreo y simetría, interpretación de gráficas y posibilidad de existencia
en la muestra de sesgo de equiprobabilidad, “enfoque en un resultado”, errores en
el cálculo de promedios, efectos de valores atípicos, tamaño de muestra y varia-
bilidad. Con todo ello, creemos suficientemente justificada la elección de este
cuestionario para cumplir el objetivo general propuesto en nuestro estudio.

En el apartado de resultados, los cuadros 1 al 9 presentan los enunciados de
los ítems del cuestionario a la vez que los porcentajes de respuestas a las dife-
rentes opciones.
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LA COMPOSICIÓN DE LA MUESTRA

Está formada por 367 profesores en formación repartidos entre las especialidades
que se imparten en el centro de Lleida, España. Son alumnos con las caracterís-
ticas habituales de nuestra Facultad: dominan las mujeres frente a los hombres
(sobre todo en primaria e infantil), las edades se encuentran entre 20-21 años,
el nivel académico es variado (alumnos con rendimientos altos, medios y bajos y,
en el aspecto social, sólo cabe destacar la gran incidencia del medio rural.

Predominan las especialidades de Infantil y Primaria, seguidas por Educación
Física y Musical, como observamos en la figura 1.

En cuanto a su formación previa en la materia, la mayor parte (70.8%) de los
alumnos estudió un año de estadística, generalmente en bachillerato o COU y muy
pocos cursaron estadística en la enseñanza primaria (11.4%). Son también muy ra-
ros los alumnos que la han estudiado en dos o más niveles educativos.
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Figura 1 Distribución de la muestra por género dentro de especialidades
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APLICACIÓN DEL CUESTIONARIO

Dado el tamaño de la muestra, para el proceso de recopilación de datos, elegi-
mos como colaboradores a cuatro profesores del área de didáctica y organiza-
ción escolar, a fin de desvincular, tanto como sea posible, las respuestas de los
alumnos de sus respectivos cursos de matemáticas; además, el hecho de impartir
asignaturas troncales permite abordar mas fácilmente el colectivo sin riesgos de so-
lapamiento con otras asignaturas. Se realizó dentro del horario lectivo y los propios
profesores responsables se encargaron de transmitir las instrucciones técnicas y
recomendaciones. En lo que sigue, analizamos los resultados de los diferentes ítems
del cuestionario y resaltamos en negrita las opciones correctas en cada uno de ellos.

RESULTADOS Y DISCUSIÓN

ANÁLISIS DE RESULTADOS EN EL ÍTEM 1

En el cuadro 1 presentamos las respuestas al ítem 1, que se refiere al uso de la
media como mejor estimación de una cantidad desconocida cuando tenemos di-
ferentes medidas de ella, debido a la presencia de errores aleatorios. También se
relaciona con el efecto de los valores atípicos en el cálculo de la media y la po-
sible confusión entre media y moda.

A pesar de que, aparentemente, la media es un concepto elemental, sólo
46.2% de los profesores en formación eligen la respuesta correcta d, en la que,
además de reconocer la media como solución al problema y describir el algorit-
mo de cálculo, han de percibir la existencia de un valor atípico en el conjunto
dado de datos y la influencia de los valores atípicos en el cálculo de la media
aritmética. En el contexto dado, el valor 15.3 es claramente un valor atípico, por-
que los errores de medida de tal magnitud son muy raros. Hay, sin embargo un
porcentaje importante de sujetos (sumando las opciones c y d) que reconocen la
media como solución al problema de estimación de una cantidad equitativa en
presencia de errores de medida, incluso cuando este tipo de problemas no se pre-
senta con frecuencia en la enseñanza del tema.

Un error importante es la confusión entre media y moda que se toma como
solución al problema planteado en 10% de los profesores en formación que eli-
gen la opción a. En esta respuesta también hay implícito el no reconocimiento
de la media como solución al problema dado.
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Nuestros resultados son incluso más bajos que los reportados por Batanero,
Godino y Navas (1997), ya que, sobre una muestra de 273 maestros en forma-
ción, obtuvieron 51.5% de respuestas correctas en este ítem. Hay coincidencia
con estos autores en la principal respuesta incorrecta, la c, aunque en su estudio
sólo la eligen 39.4% de los encuestados.

ANÁLISIS DE RESULTADOS EN EL ÍTEM 2

En el cuadro 2 presentamos los resultados del ítem 2, que evalúa la interpreta-
ción correcta de la probabilidad y de la frecuencia relativa. En este caso, 74.9% de
los alumnos da una respuesta correcta. Incluso podemos considerar como par-
cialmente correcta la respuesta e (lo que aumenta el total de respuestas correc-
tas en otro 22.3%), aunque es menos precisa que la anterior, al formular única-
mente una valoración cualitativa y no cuantitativa de la probabilidad.

Por el contrario, los estudios de razonamiento probabilístico de profesores en
ejercicio o en formación de Azcárate (1995), Serrano (1996) y Cardeñoso (1998)
obtienen una mayor incidencia de errores, utilizando ítems clásicos de evalua-
ción referidos a heurísticas y sesgos en este razonamiento.

Concluimos la necesidad de continuar con el estudio del razonamiento pro-
babilístico de los futuros profesores, que es aún un campo en el que se necesita
mucha investigación.

EDUCACIÓN MATEMÁTICA, vol. 16, núm. 1, abril de 2004 97

Assumpta Estrada, Carmen Batanero y Josep María Fortuny

Cuadro 1 Frecuencia y porcentajes de respuestas en el ítem 1

Nueve estudiantes pesaron un objeto pequeño con un mismo instrumento en una clase de ciencias.
Los pesos registrados por cada estudiante (en gramos) se muestran a continuación:

6.2     6.0     6.0    15.3     6.1     6.3     6.2     6.15    6.2

Los estudiantes quieren determinar con la mayor precisión posible el peso real del objeto. ¿Cuál de
los siguientes métodos les recomendarías usar?

N %

a. Usar el número más común, que es 6.2. 37 10.1

b. Usar 6.15, puesto que es el peso más preciso. 5 1.4

c. Sumar los 9 números y dividir la suma por 9. 154 42

d. DDeesseecchhaarr  eell  vvaalloorr  1155..33,,  ssuummaarr  llooss  oottrrooss  88  nnúúmmeerrooss  yy  ddiivviiddiirr  ppoorr  88..  117700 4466..22

No sabe/no contesta. 1 0.3



ANÁLISIS DE RESULTADOS EN EL ÍTEM 3

En el cuadro 3 presentamos los resultados del ítem 3, que evalúa la compren-
sión de los conceptos de frecuencia y probabilidad y su relación, así como el sesgo
de “enfoque en un resultado” descrito por Konold (1991). El 59.1% de los alum-
nos da una respuesta correcta, mostrando de nuevo una buena comprensión de los
conceptos de frecuencia y probabilidad y su relación. El resultado es mejor que
el obtenido por Serrano (1996) en su estudio con alumnos del curso de orien-
tación universitaria (52% de respuestas correctas). No obstante, todavía se pro-
duce casi un 40% de errores, la mayoría de los cuales (respuesta a) muestran que
el “enfoque en un resultado” también aparece en los futuros profesores, quienes, en
caso de dar una estimación de la frecuencia, optan por una frecuencia mayor
que la probabilidad, destacando el intervalo (95-100).

Es decir, traducen 70% de posibilidades en un suceso seguro o casi seguro,
de acuerdo con las teorías de Konold (1991). Este autor sugiere que algunas per-
sonas muestran dificultad de interpretar un experimento como parte de una se-
rie y consideran cada una de las repeticiones de un experimento como si estu-
viese aislada sin guardar relación con las anteriores o posteriores. Por ello, ante
una pregunta en la que se pide explícitamente la probabilidad de un suceso, tratan
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Cuadro 2. Frecuencia y porcentaje de respuestas en el ítem 2

En un frasco de medicamento hay impreso el siguiente mensaje: ADVERTENCIA: Al aplicarlo en
superficies cutáneas hay 15% de posibilidades de que se produzca una erupción. ¿Cuál de las
siguientes es la mejor interpretación de esta advertencia?

N %

a. No usar el medicamento sobre la piel; hay bastantes
posibilidades de que se produzca una erupción. 5 1.4

b. En aplicaciones sobre la piel, usar sólo el 15% de la dosis
recomendada. 2 0.5

c. Si aparece una erupción, probablemente sólo afecte al 15%
de la piel. 3 0.8

d. AApprrooxxiimmaaddaammeennttee  1155  ddee  ccaaddaa  110000  ppeerrssoonnaass  qquuee  uussaann
llaa  mmeeddiicciinnaa  rreeaacccciioonnaann  ccoonn  uunnaa  eerruuppcciióónn.. 227755 7744..99

e. Hay pocas posibilidades de tener una erupción usando esta
medicina. 82 22.3



de predecir si el suceso en cuestión ocurrirá o no en el siguiente experimento.
Si una probabilidad se acerca a los extremos 0% o 100%, el suceso se conside-
rará como imposible o seguro, respectivamente. Esto es lo que explica la respuesta
de los alumnos que eligen como correcta la opción a.

ANÁLISIS DE RESULTADOS EN EL ÍTEM 4

En el cuadro 4 presentamos los resultados del ítem 4, que evalúa la compren-
sión de los conceptos de media, mediana y moda, el conocimiento del algoritmo de
cálculo de la media y la comprensión del efecto de los valores atípicos, así como
el efecto del contexto. También se evalúa la comprensión del efecto de un valor
cero sobre el cálculo de la media.

En este caso, no consideramos 22 como un valor atípico para el contexto dado,
porque algunos niños son mucho más habladores y extrovertidos que sus compa-
ñeros. Por ello, consideramos b como opción correcta que fue elegida por 71.9%
de los futuros profesores, quienes mostraron una buena comprensión del pro-
blema en este contexto, para ellos más familiar que el contexto de medición del
peso de un objeto por ser cercano a la realidad escolar.

Hay sin embargo un 14.7% de profesores en formación que no ha tenido en
cuenta este contexto y ha descartado el valor atípico, aunque consideramos esta
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Cuadro 3 Frecuencia y porcentaje de respuestas en el ítem 3

El Centro Meteorológico de Andalucía quiso evaluar la precisión de las predicciones de su meteo-
rólogo. Buscaron en sus archivos los días en los que el meteorólogo había informado que ha-
bía 70% de posibilidades de lluvia. Compararon estas predicciones con los registros que indi-
caban si llovió o no esos días en particular. La predicción de 70% de posibilidades de lluvia puede
considerarse muy precisa si llovió:

N %

a. Entre 95% y 100% de esos días. 95 25.9

b. Entre 85% y 94% de esos días. 7 1.9

c. Entre 75% y 84% de esos días. 32 8.7

d. EEnnttrree  6655%%  yy  7744%%  ddee  eessooss  ddííaass.. 221177 5599..11

e. Entre 55% y 64% de esos días. 10 2.7

No sabe/No contesta. 6 1.6



respuesta como parcialmente correcta, puesto que al menos los alumnos que la
eligen identifican la media como solución al problema dado.

Un 6% de los alumnos tienen dificultades para identificar bien el problema,
porque sugieren la moda como solución. Asimismo, un 5.4% no ha tenido en
cuenta el efecto del cero sobre el cálculo de la media. Estos resultados son coin-
cidentes con los del trabajo de Batanero, Godino y Navas (1997) y, por tanto, re-
fuerzan sus conclusiones.

ANÁLISIS DE RESULTADOS EN EL ÍTEM 5

En el cuadro 5 presentamos los resultados del ítem 5, que evalúa la interpreta-
ción de gráficas y la estimación de promedios a partir de la representación grá-
fica de una distribución, así como la capacidad de comparación de dos muestras
y la comprensión de las ideas de asociación, promedio, máximo, mínimo y dis-
persión.

Un 71.1% de los profesores en formación dio una respuesta correcta, integró
los diversos conocimientos puestos en juego y los aplicó en la comparación de
dos muestras. Mostraron, asimismo, un nivel de “lectura dentro de los datos”, en
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Cuadro 4 Frecuencia y porcentaje de respuestas en el ítem 4

Una profesora quiere cambiar la colocación de sus alumnos en clase, con la esperanza de que
ello incremente el número de preguntas que hacen. En primer lugar, decide ver cuántas pre-
guntas hacen los estudiantes con la colocación actual. El registro del número de preguntas he-
chas por sus 8 estudiantes durante la clase se muestra a continuación.

Núm. de preguntas:   0,    5,    3,    22,    3,    2,    1,    2,    2

La profesora quiere resumir estos datos, calculando el número típico de preguntas hechas ese
día. ¿Cuál de los siguientes métodos le recomendarías que usara?

N %

a. Usar el número más común, que es el 2. 22 6

b. SSuummaarr  llooss  88  nnúúmmeerrooss  yy  ddiivviiddiirr  ppoorr  88.. 226644 7711..99

c. Descartar el 22, sumar los otros 7 números y dividir por 7. 54 14.7

d. Descartar el 0, sumar los otros 7 números y dividir por 7. 20 5.4

No sabe/No contesta. 7 1.9
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Cuadro 5 Frecuencia y porcentaje de respuestas en el ítem 5

Cuarenta estudiantes universitarios participaron en un estudio sobre el efecto del sueño sobre
las puntuaciones en los exámenes. Veinte de los estudiantes estuvieron voluntariamente
despiertos estudiando toda la noche anterior al examen (grupo que no durmió). Los otros 20
estudiantes (el grupo control) se acostaron a las 11 la noche anterior al examen. Observa las
dos gráficas de la figura 2 con cuidado. Luego escoge entre las 6 posibles conclusiones que
se listan a continuación aquella con la que estés más de acuerdo.

N %

10 2.7

16 4.4

23 6.3

39 10.6

13 3.5

226611 7711..11

5 1.4

Figura 2 Gráficas correspondientes al ítem 5

Puntuaciones en el examen del grupo que no durmió

Puntuaciones en el examen del grupo que durmió

30 40 50 60 70 80 90

30 40 50 60 70 80 90

a. El grupo que no durmió lo hizo mejor, porque ninguno de estos es-
tudiantes puntuó por debajo de 40 y la máxima puntuación fue ob-
tenida por un estudiante de ese grupo.

b. El grupo que no durmió lo hizo mejor, porque su promedio pare-
ce ser un poco más alto que el promedio del grupo control.

c. No hay diferencia entre los dos grupos, porque hay un solapa-
miento considerable en las puntuaciones de los dos grupos.

d. No hay diferencia entre los dos grupos, porque la diferencia entre
sus promedios es pequeña, comparada con la cantidad de varia-
ción de sus puntuaciones.

e. El grupo control lo hizo mejor, porque hubo en ese grupo más es-
tudiantes que puntuaron 80 o por encima.

f. EEll  ggrruuppoo  ccoonnttrrooll  lloo  hhiizzoo  mmeejjoorr,,  ppoorrqquuee  ssuu  pprroommeeddiioo  ppaarreeccee  sseerr  uunn
ppooccoo  mmaayyoorr  qquuee  eell  pprroommeeddiioo  ddeell  ggrruuppoo  qquuee  nnoo  dduurrmmiióó..

No sabe /No contesta.



la terminología de Curcio (1987, 1989), en la que el lector ha de integrar las di-
versas informaciones dentro de la gráfica y utilizarlas para comparar diferentes
valores de las variables o diferentes conjuntos de datos.

El principal error (10.6%) se ha debido a una sobreestimación de la dispersión,
en relación con el promedio y puede explicarse debido a que los alumnos no
cuentan con unos métodos formales de comparación que les permitan una res-
puesta más precisa. Otros errores de menor frecuencia han sido los siguientes:

• Estimación incorrecta de los promedios a partir de una gráfica (opción b).
• Basarse sólo en el rango de variación, sin utilizar los promedios para re-

solver el problema (opción c).
• Tener en cuenta sólo los valores máximo y mínimo, en lugar de los pro-

medios (opciones a y e). Un resultado parecido es obtenido por Estepa y
Batanero (1994) en su análisis de las estrategias de los alumnos en la
comparación de muestras, llegando en uno de los problemas propuestos
a 29% de uso de esta estrategia en su estudio de concepciones previas
realizado con alumnos del curso de orientación universitaria.

Nuestros resultados son mucho mejores que los obtenidos por Batanero, Go-
dino y Navas (1997), quienes sólo obtuvieron 51% de respuestas correctas. Los
autores no presentan información sobre si sus participantes tenían o no estudios
previos de estadística. En nuestro caso, la mayoría de los participantes tuvo al
menos un curso previo de esta materia, lo que puede explicar los mejores resul-
tados. Por otro lado, los resultados de los dos estudios coinciden en el principal
distractor así como en la frecuencia de casos en que se presenta.

ANÁLISIS DE RESULTADOS EN EL ÍTEM 6

En el cuadro 6 presentamos los resultados del ítem 6, que evalúa la compren-
sión de los siguientes conceptos: población y muestra, muestreo y tipos de mues-
treo, sesgo y estimación en el muestreo, tamaño de muestra y promedio, así como
errores en estos conceptos. No tenemos un estudio previo de comparación con
profesores en formación en que se haya utilizado este ítem, pero podemos com-
parar con el estudio de Estepa (1993), quien analiza las concepciones sobre corre-
lación y asociación en futuros profesores.
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Un 42.8% elige la opción correcta en la que está implicada la diferencia en-
tre las ideas de asociación estadística y causalidad. Puesto que la relación entre
las variables es aleatoria, una correlación, incluso moderada, no implica que la
relación se verifique en todos los casos. Además, podría haber otras variables que
afectasen al estudio y produjesen la correlación, sin que ésta pueda deberse a
una relación causa-efecto. Los principales errores en este ítem en nuestro estu-
dio han sido los siguientes:

• Considerar que una muestra de 500 sujetos es demasiado pequeña, sien-
do así que el tamaño es bastante considerable. Esta misma concepción
subyace en la respuesta e indica la necesidad de mejorar la formación de
los profesores en formación en lo que se refiere a las ideas básicas sobre
el muestreo que son hoy día parte de la cultura estadística deseable en
cualquier sujeto adulto.
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Cuadro 6 Frecuencia y porcentaje de respuestas en el ítem 6

Durante un mes, 500 alumnos de una escuela llevaron a cabo un registro diario de las horas
que pasaron viendo la televisión. El número de horas promedio por semana dedicadas a ver
televisión fue 28. Los investigadores descubrieron que los estudiantes que obtuvieron buenos
resultados en la escuela dedicaban menos tiempo a ver televisión que los estudiantes que ob-
tuvieron resultados mediocres. Abajo listamos varias posibles conclusiones sobre los resultados de
esta investigación. Pon una marca en todas las conclusiones con las que estés de acuerdo.

N %

58 15.8

186 50.7

115577 4422..88

112 30.5

177 48.2

1 0.3

a. La muestra de 500 es demasiado pequeña para permitir obtener
conclusiones.

b. Si un estudiante disminuyese el tiempo que dedica a ver televi-
sión, su rendimiento en la escuela mejoraría.

c. IInncclluussoo  aauunnqquuee  llooss  mmeejjoorreess  eessttuuddiiaanntteess  vviieesseenn  mmeennooss  tteelleevviissiióónn,,
eessttoo  nnoo  iimmpplliiccaa  nneecceessaarriiaammeennttee  qquuee  eell  vveerr  tteelleevviissiióónn  ppeerrjjuuddiiqquuee  eell
rreennddiimmiieennttoo  eessccoollaarr..

d. Un mes no es un periodo de tiempo suficientemente largo para
estimar cuántas horas dedican en realidad los estudiantes a ver
televisión.

e. La investigación mostró que ver televisión causa un rendimiento
peor en la escuela.

No sabe /No contesta.



Confundir correlación y causalidad, lo que está implícito en las respuestas b
y e; ambas han sido elegidas por una proporción grande de estudiantes. La dife-
rencia de matiz es que la opción b corresponde a una concepción determinista
de causalidad, mientras que la d corresponde a una concepción aleatoria. En todo
caso las dos respuestas confirman la concepción causal de la asociación descrita
por Estepa (1993), lo cual se presenta con una alta frecuencia en los profesores en
formación y, en el estudio de Estepa (1993), fue resistente al cambio con la ense-
ñanza en los futuros profesores.

ANÁLISIS DE RESULTADOS EN EL ÍTEM 7

En el cuadro 7 presentamos los resultados del ítem 7, que evalúa la comprensión
de los conceptos media, mediana y moda y su posición relativa en distribuciones
asimétricas, así como la comprensión del algoritmo de cálculo de la media.

Debemos resaltar los resultados en este ítem, que sólo es correctamente res-
pondido por 28.3% de los profesores en formación, en coincidencia con los resul-
tados de Batanero, Godino y Navas (1997), quienes también lo plantearon en su
trabajo. Es preocupante que esto sugiera que el algoritmo de cálculo de la media,
aunque conocido, no es bien comprendido por los profesores que han de enseñar
el tema, quienes no son capaces de ver la implicación de la inversión de este algo-
ritmo para calcular un total.
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Cuadro 7 Frecuencia y porcentaje de respuestas en el ítem 7

El comité escolar de una pequeña ciudad quiso determinar el número promedio de niños por
familia en su ciudad. Dividieron el número total de niños de la ciudad por 50, que es el número
total de familias. ¿Cuál de las siguientes frases debe ser cierta si el número promedio de niños
por familia es 2.2?

N %

a. La mitad de las familias de la ciudad tienen más de 2 niños. 8 2.2

b. En la ciudad hay más familias con 3 niños que con 2 niños. 17 4.6

c. HHaayy  uunn  ttoottaall  ddee  111100  nniiññooss  eenn  llaa  cciiuuddaadd.. 110044 2288..33

d. Hay 2.2 niños por adulto en la ciudad. 21 5.7

e. El número más común de niños en una familia es 2. 214 58.3

No sabe /No contesta. 3 0.8



El porcentaje más elevado de profesores en formación, 58.3%, sitúa la media y
la moda en posiciones cercanas, respuesta e, lo que indica un desconocimiento
de la posición relativa de media, mediana y moda en distribuciones asimétricas,
así como el efecto de los valores atípicos sobre el valor de la media. Ello es un
síntoma de un conocimiento estadístico puramente algorítmico y de una dificul-
tad de interpretación y aplicación de estos conocimientos a problemas reales.
Coincidimos de nuevo con el estudio de Batanero, Godino y Navas (1997), que
obtienen este distractor como el más frecuente (70% en su caso).

ANÁLISIS DE RESULTADOS EN EL ÍTEM 8

En el cuadro 8 presentamos los resultados del ítem 8, que evalúa la compren-
sión del muestreo, efecto del tamaño de muestra y sesgo de equiprobabilidad. En
este caso, los profesores en formación escogen en su mayoría la opción correcta
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Cuadro 8 Frecuencia y porcentaje de respuestas en el ítem 8

Los García quieren comprar un coche nuevo y han limitado su elección a un Volvo o un Opel. En
primer lugar, consultaron un ejemplar de la revista Información al consumidor que comparaba
las tasas de reparaciones efectuadas a 400 coches y mostraron menos problemas mecánicos
con el Volvo que con el Opel. Los García preguntaron entonces a tres amigos. Uno de ellos les di-
jo que había tenido muchos problemas con un Volvo y tuvo que terminar vendiéndolo. Los
García quieren comprar el coche que con menos probabilidades requiera reparaciones serias.
Con lo que ahora conoces, ¿cuál coche les recomendarías que compraran?

N %

18 4.9

226699 7733..33

74 20.2

6 1.6

a. Yo les recomendaría que comprasen el Opel, principalmente por
todos los problemas que su amigo tuvo con el Volvo. 

b. LLeess  rreeccoommeennddaarrííaa  qquuee  ccoommpprraasseenn  eell  VVoollvvoo,,  aa  ppeessaarr  ddee  llaa  mmaallaa  eexx--
ppeerriieenncciiaa  ddee  ssuu  aammiiggoo..  SSuu  aammiiggoo  eess  ssóólloo  uunn  ccaassoo,,  mmiieennttrraass  qquuee  llaa
iinnffoorrmmaacciióónn  mmoossttrraaddaa  eenn  Información al consumidor eessttáá  bbaassaaddaa
eenn  mmuucchhooss  ccaassooss..  YY,,  ddee  aaccuueerrddoo  ccoonn  eessttooss  ddaattooss,,  eess  aallggoo  mmeennooss
pprroobbaabbllee  qquuee  eell  VVoollvvoo  rreeqquuiieerraa  rreeppaarraacciioonneess..

c. Yo les diría que no importa el coche que compren. Incluso aun-
que pudiese ser menos probable que una marca requiera menos
reparaciones que el otro, ellos todavía podrían, sólo por azar, cargar
con un coche que necesitase un montón de reparaciones. Por
tanto, podrían también decidirse según el resultado de lanzar una
moneda.

No sabe /no contesta.



en un 73% de los casos. El principal error es el sesgo de equiprobabilidad, en el
que los alumnos consideran equiprobables los diferentes sucesos implicados, a pe-
sar de que las frecuencias observadas favorezcan claramente, en un gran núme-
ro de casos, a uno de los sucesos.

Serrano (1996) plantea a los profesores en formación diferentes ítems relacio-
nados con el sesgo de equiprobabilidad. En todos ellos, la proporción de futuros
profesores que lo manifiesta es importante, varía en función de la pregunta, pero
supera siempre el 20% que hemos obtenido en nuestro caso. Sin duda, el sesgo
de equiprobabilidad está extendido entre los profesores en formación y debe ser
objeto de nuestra acción didáctica.

ANÁLISIS DE RESULTADOS EN EL ÍTEM 9

En el cuadro 9 presentamos los resultados del ítem 9, que evalúa la compren-
sión de aleatoriedad, homogeneidad en una muestra, estimación proporcionada
a partir de una muestra y el efecto del tamaño del muestreo sobre la fiabilidad.
También evalúa la comprensión de la influencia del método de muestreo sobre
la fiabilidad de las encuestas. Puede haber más de una respuesta correcta.

La mayoría de los alumnos parece comprender la idea de sesgo en un mues-
treo, ya que las dos opciones correctas son elegidas por una amplia proporción
de futuros profesores. Los principales errores han sido los siguientes:

• Considerar el muestreo aleatorio simple como único método posible de
muestreo (30.8%). Este error es razonable, puesto que en la educación se-
cundaria estos profesores en formación no han sido introducidos a los
diferentes métodos de muestreo. Consideramos, sin embargo, este descono-
cimiento como una carencia importante de estos alumnos, ya que los lle-
vará a no poder comprender el muestreo por conglomerados o estratificado
que se usa con frecuencia en sondeos políticos o de consumo.

• No considerar el promedio un buen estimador y no apreciar el efecto del
tamaño de la muestra en la reducción de los errores aleatorios (33%). El
método estadístico permite compensar los posibles errores de estimación
de los sujetos encuestados que tienen un carácter aleatorio y por tanto se
producen tanto en defecto como en exceso.

• Considerar que el tamaño de la muestra es sólo el número de conglome-
rados (80), sin tener en cuenta el tamaño total de la muestra (2 050), error
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que es cometido por 25.1% de los profesores en formación, lo que de nue-
vo muestra el desconocimiento de los tipos de muestreo probabilístico.

• Considerar que la dispersión de los datos no permite la aplicación del mé-
todo estadístico.
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Cuadro 9 Frecuencia y porcentaje de respuestas en el ítem 9

Una compañía de investigación de mercados fue contratada para determinar cuánto dinero
gastan los adolescentes (de edades 13-19) en música grabada (cintas de cassette, discos com-
pactos y discos). La compañía seleccionó aleatoriamente 80 comercios situados por todo el
país. Un encuestador permaneció en un lugar interior del comercio y pidió a los transeúntes
que parecían tener la edad apropiada que completasen un cuestionario. Un total de 2 050
cuestionarios fue completado por adolescentes. Sobre la base de esta encuesta, la compañía
investigadora informó que el adolescente promedio de su país gastaba 155 dólares cada año
en música grabada. A continuación, listamos varias frases referentes a esta encuesta. Señala
todas las frases con las que estés de acuerdo.

N %

121 33

92 25.1

102 27.8

221144 5588..33

113 30.8

225599 7700..66

57 15.5

5 1.4

a. El promedio se basa en las estimaciones de los adolescentes so-
bre lo que gastaron y, por tanto, podría ser bastante diferente de
lo que los adolescentes gastaron realmente.

b. Deberían haber hecho la encuesta en más de 80 comercios si
querían un promedio basado en los adolescentes de todo el país.

c. La muestra de 2 050 adolescentes es demasiado pequeña para
permitir obtener conclusiones sobre el país entero.

d. DDeebbeerrííaann  hhaabbeerr  eennccuueessttaaddoo  aa  aaddoolleesscceenntteess  ffuueerraa  ddee  llooss  ccoommeerr--
cciiooss  ddee  mmúússiiccaa..

e. El promedio podría ser una estimación pobre de lo que gastan los
adolescentes, ya que los adolescentes no fueron escogidos alea-
toriamente para responder al cuestionario.

f. EEll  pprroommeeddiioo  ppooddrrííaa  sseerr  uunnaa  eessttiimmaacciióónn  ppoobbrree  ddee  lloo  qquuee  ggaassttaann  llooss
aaddoolleesscceenntteess,,  yyaa  qquuee  ssóólloo  ssee  eennttrreevviissttóó  aa  aaddoolleesscceenntteess  qquuee  eessttaa--
bbaann  eenn  llooss  ccoommeerrcciiooss..

g. El cálculo de un promedio es inapropiado en este caso puesto
que hay mucha variación en cuánto gastan los adolescentes.

No sabe / No contesta.



CONCLUSIONES

El estudio de los conocimientos de los profesores en formación sobre conceptos
estadísticos elementales proporciona una información valiosa en un punto donde
la investigación es prácticamente inexistente y complementa los estudios previos
de Batanero, Godino y Navas (1997) y Estepa (1993), con cuyos resultados coin-
cide, aportando otros nuevos.

En general, nuestros resultados fueron mejores que los esperados, ya que en
la mayor parte de los ítems los porcentajes de aciertos superan el 50% de casos.
No obstante, al ser un tema que deben explicar, los profesores en formación
deberían responder correctamente a todos o casi todos los ítems, pero sólo res-
ponden en promedio a 12 de las 19 preguntas.

Nuestros resultados indican la presencia de errores conceptuales, algunos
comunes a un 20% o más de profesores en formación, entre los que destacamos
específicamente:

• No aprecian el efecto de un valor atípico en el cálculo de la media y no
son capaces de discernir cuándo un valor es atípico para un contexto da-
do, limitándose a aplicar rutinariamente la fórmula, sin relacionar con el
problema planteado.

• Dan una interpretación cualitativa en lugar de cuantitativa a una proba-
bilidad.

• Dan un planteamiento no probabilístico a un problema de probabilidad
(“enfoque en un resultado”) interpretando un caso de probabilidad alta co-
mo seguro.

• Confusión entre correlación y causalidad.
• No aprecian el tamaño de la muestra en su relación con el muestreo.
• No comprenden el algoritmo de cálculo de la media, en el sentido de ser

capaz de invertirlo.
• Confusión entre las posiciones de media, mediana y moda en distribucio-

nes asimétricas.
• No se aprecia el efecto del sesgo en el muestreo.

Creemos que la presencia de estas concepciones erróneas es un motivo de
preocupación e indica la necesidad de reformar la educación que reciben en Espa-
ña estos profesores en formación en relación con la estadística. Un futuro profesor
debería dominar los conceptos que debe enseñar a sus alumnos y saber aplicarlos
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en problemas sencillos como los propuestos. Asimismo, debería conocer otros
conceptos elementales que forman parte de lo que hoy día se conoce como “cul-
tura estadística”, que es parte del bagaje formativo de todo ciudadano, y deberían
ser capaces de transmitirlo a sus alumnos. En este sentido, asumimos las reco-
mendaciones de Biehler (1990), sobre la enseñanza de la estadística a futuros
profesores y, en particular:

• Enseñarles las convenciones que lleva implícitas una gráfica, por ejemplo,
las convenciones gráficas implícitas en la definición del diagrama de la caja
son muy diferentes de las convenciones de otras gráficas estadísticas.

• Hacer énfasis en el estudio de las propiedades de una distribución como
concepto estadístico y en las medidas de tendencia central.

• Profundizar sobre las diferencias de dispersión cuando se comparan dos
distribuciones, así como destacar la importancia del tamaño muestral
cuando se realiza un análisis estadístico.

Pensamos también que es importante iniciarlos en la didáctica de la estadís-
tica, ya que la formación de profesores no puede limitarse al contenido matemá-
tico, sino que debemos guiarlos a la constitución de un conjunto adecuado de
intuiciones y a la capacidad de ayudar a sus estudiantes a desarrollar su razona-
miento estadístico.
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Introducción temprana al pensamiento
algebraico: abordaje basado en la geometría

Cristianne Butto y Teresa Rojano

RReessuummeenn:: Este trabajo presenta un estudio sobre la transición de la aritmética al
álgebra, basado en un modelo de enseñanza que incorpora fuentes de significados
relacionados con el razonamiento proporcional numérico y geométrico, aspectos de
la variación proporcional y procesos de generalización. En dicho modelo se utiliza
el ambiente Logo, que hace explícita la vinculación entre dominios matemáticos.
El estudio piloto que aquí se presenta forma parte de una investigación más ex-
tensa y se realiza con dos niños de 10-11 años de edad de una escuela primaria
privada; incluye la aplicación de un cuestionario inicial, trabajo experimental con
parejas de niños en ambiente Logo y un cuestionario final. El análisis de los resul-
tados muestra que los niños transitan de un pensamiento de tipo aditivo a uno
de tipo multiplicativo con dificultades para percibir la diferencia entre secuencias
aritméticas y geométricas, así como para expresar relaciones funcionales. Sin em-
bargo, se observaron logros al final del trabajo experimental en cuanto a la percep-
ción de patrones generales y de su expresión en lenguaje natural o en lenguaje
de programación Logo; este último, basado principalmente en el trabajo de los
niños con tablas numéricas de variación.

Palabras clave: álgebra temprana, pensamiento algebraico, álgebra con Logo,
razonamiento proporcional y álgebra, procesos de generalización.

AAbbssttrraacctt::  This paper reports a study on the transition to algebraic thinking, ba-
sed on a teaching model that incorporates meaning sources related to proportio-
nal reasoning (numerical and geometrical), aspects of proportional variation and
generalization processes. The Logo environment is introduced here, and links
between mathematical domains are explored. The pilot study is carried out on
10-11 year-olds children of a private primary school and it involves the applica-
tion of a pre-questionnaire, experimental works in Logo environment with pairs
of children and a post-questionnaire. The analysis of the pilot study results shows
that children transit trough additive and multiplicative strategies, showing a diffi-
culty to understand the difference between arithmetical and geometrical sequen-



ces, as well as in expressing functional relationships. Nevertheless, significant
achievements were observed after the experimental work in the direction of per-
ceiving and expressing general patterns, which be attributed to the proficient use
of variation numerical tables by children.

Key words: early algebra, algebraic thinking, algebra with Logo, algebra and
ratio and proportion, generalization processes.

INTRODUCCIÓN

La transición de la aritmética al álgebra es un paso importante para llegar a ideas
más complejas dentro de las matemáticas escolarizadas. Sin embargo, presenta
obstáculos que la mayoría de los adolescentes encuentran muy difíciles de superar.
Esto se debe, en parte, a que este contenido matemático se enseña por lo gene-
ral a partir de fuentes limitadas de significados; usualmente se toma como base el
dominio numérico (simbolización numérica), dejando de lado ideas importantes
que se interconectan con otros dominios matemáticos, como, el geométrico.

Por otra parte, los acercamientos al álgebra que buscan otros puntos de par-
tida, como la noción de número racional, cuando sólo se limitan a considerar
significados como la relación parte-todo, pueden resultar insuficientes para la
transición hacia conceptos más abstractos como los de relación funcional y re-
lación entre variables.

El acercamiento más tradicional empieza por enseñar la sintaxis algebraica,
haciendo énfasis en sus aspectos manipulativos. En ese abordaje se empieza por
enseñar las expresiones, ecuaciones y toda la manipulación alrededor de ellas, y
se termina con la resolución de problemas mediante la aplicación del contenido
sintáctico aprendido. En cuanto a las dificultades que enfrentan los estudiantes
que trabajan con dicho abordaje, la principal crítica es que se introduce al niño en
un simbolismo desprovisto de significado y de sentido, siendo que los niños vie-
nen de trabajar con la aritmética, donde todos los símbolos poseen significados
y los contextos de los problemas determinan mucho la manera de resolverlos.

En otro orden de ideas, está comprobado que los tiempos didácticos para el
aprendizaje del álgebra son prolongados y parece oportuno llegar a ese pensa-
miento a edades tempranas (7-11 años), aprovechando las fuentes de significa-
dos que están presentes en los contenidos de la primaria.

En respuesta a señalamientos como el anterior, se han llevado a cabo estu-
dios para investigar dicha transición, desde diferentes perspectivas, como: la aritmé-
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tica generalizada (Mason, 1985); la evolución por rupturas (Filloy y Rojano, 1989);
la reificación (Sfard y Linchevski, 1994); el sentido de las operaciones (Slavit,
1999); la interpretación de los símbolos (Kieran, 1992; Matz, 1980; y Booth, 1984);
el tratamiento de las operaciones y las funciones (Carraher, Schliemann y Brizuela,
2000; Kaput y Blanton, 2000); en relación con la generalización y la formaliza-
ción progresiva y el álgebra como una herramienta de representación y resolu-
ción de problemas (Da Rocha Falcão, 1993). Todos esos estudios han demostra-
do que dicha transición ofrece obstáculos que han de ser superados por los
alumnos para llegar a las nociones del álgebra simbólica.

Algunos estudios pretenden ayudar a los niños a llegar al pensamiento alge-
braico a temprana edad y justifican que muchas de sus dificultades en la escuela
secundaria se deben, en parte, a la introducción tardía de este contenido mate-
mático. En sus estudios, Carraher, Schliemann y Brizuela (2001) comentan que se
ha retrasado la introducción escolar al álgebra por concepciones erróneas acerca
de la naturaleza de la aritmética, del álgebra y de la capacidad de los niños para
tratar con ella. Afirman que la aritmética es algebraica, porque proporciona ele-
mentos para construir y expresar generalizaciones (aritmética generalizada). A
partir de esa afirmación, desarrollan, con niños de nueve años, un estudio de ini-
ciación temprana al pensamiento algebraico en la escuela primaria, centrado en
la idea de lo desconocido y utilizando la notación algebraica para representar las
relaciones con problemas aditivos. Los niños operan con lo desconocido y son
capaces de entender que las relaciones funcionales que involucran lo descono-
cido permanecen invariables para todos los valores posibles que una entidad
puede tomar. Los autores afirman que los niños pueden razonar sobre las varia-
bles contenidas en los problemas. Comentan y critican la creencia, por parte de
los educadores matemáticos, de que la aritmética debe preceder al álgebra por-
que la primera trata de las operaciones que involucran números particulares y el
álgebra trata de números generalizados, variables y funciones. Estos autores ha-
cen referencia a estudios realizados por Filloy y Rojano, Kieran, y Linchevski acer-
ca del aprendizaje del álgebra con adolescentes y de la separación entre la arit-
mética y el álgebra. Algunos de ellos afirman que el razonamiento algebraico está
muy relacionado con el desarrollo cognitivo de los estudiantes: dicho razona-
miento y los conceptos requieren un grado de abstracción y una madurez cog-
nitiva que la mayoría de los estudiantes de primaria no tienen.

Sin embargo, el trabajo de Carraher et al. proporciona pruebas de que es posi-
ble algún tipo de iniciación antes de enfrentar a los niños a los obstáculos clá-
sicos del aprendizaje del álgebra en la escuela secundaria. Este tipo de estudios
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no dejan de provocar controversia en didáctica del álgebra. Por ejemplo, Radford
(2001) comenta el trabajo de Carraher, Shliemann y Brizuela (2001) y argumenta
que la idea de operar con lo desconocido ha sido refutada experimental e histó-
ricamente desde mucho tiempo atrás. También se opone a la idea de que las
operaciones aritméticas conducen al significado algebraico y que el contacto
temprano con el álgebra puede ayudar a construir significados dentro de la arit-
mética de los niños. Para defender dicha postura, Radford analiza tres puntos bá-
sicos: menciona algunos estudios históricos y contemporáneos sobre operar con
lo desconocido; plantea que éste no es un problema intrínseco que surge en la
transición de la aritmética al álgebra, y alega que adoptar una visión tradicional
en la que el álgebra se relaciona solamente con la aritmética la restringe a un
solo campo del desarrollo y pierde de vista algunas expectativas importantes para
incorporar conceptos aritméticos de otros campos, como el de la aritmética geo-
metrizada. Por último, comenta que, a pesar de que Carraher et al. (2001) no re-
chazan los prerrequisitos del desarrollo para el aprendizaje del álgebra, parecen
renuentes a aceptar que la razón por la que los niños no logran operar con lo
desconocido en álgebra sea la brecha de los niveles de desarrollo.

Radford, Carraher et al. refutan la idea teleológica del desarrollo, y esto genera
un determinismo dirigido a la perspectiva antropológica según la cual, la condi-
ción y el desarrollo conceptual son elementos inseparables del contexto, si éste
se ve desde el abordaje en el cual el desarrollo biológico aparece dialécticamente
relacionado con algunas líneas culturales. Advierten que, desde el punto de vista
de la historia de las matemáticas, operar con lo desconocido en un momento de
la historia no equivale a operar con lo desconocido en un periodo diferente, y
cuestionan la idea de que los conceptos matemáticos están formados por mo-
dos culturales de conocimiento (por ejemplo, la matemática griega).

Según Radford, adoptar la visión tradicional de que el álgebra se relaciona
solamente con la aritmética reduce la visión del camino y estrecha las posibilida-
des de seguir con lo que es más importante: la inclusión de nuevos significados de
la aritmética. Este autor argumenta que el álgebra es mucho más que una arit-
mética generalizada y que lo que conocemos pertenece a la geometría. En segui-
da, señala algunos episodios de las actividades realizadas con los niños; por
ejemplo, trabajar con la letra NN como lo desconocido. Dice que esta actividad no
fue precedida de un acto individual voluntario de los niños, sino sugerida. Ob-
serva que, para los estudiantes, no existe una diferencia muy clara entre cualquier
número y uno desconocido y que no presentan la operación con lo desconocido.
Agrega que tales experiencias son imposibles de alcanzar dentro de la aritméti-
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ca, a pesar de que parece inadecuado infundir significados desde la aritmética;
pero advierte que, en el estudio presentado, se demuestra cómo el aprendizaje
de la aritmética está realmente enganchado a esa cuestión, y que ésta apoya la
iniciación temprana al álgebra.

Tall (2001) analiza el trabajo de Carraher, Schliemann y Brizuela (2001), a fin
de verificar qué tipo de álgebra están aprendiendo los niños. Tall y otros presen-
tan la teoría del desarrollo simbólico, que revela una bifurcación en el desempeño
de la aritmética entre el procedimiento para contar y aquellos que desarrollan un
pensamiento proconceptual que involucra el uso flexible de símbolos. El autor
argumenta que hay informes en la literatura sobre la conceptualización de los
niños respecto a la igualdad y que, en ese estudio, la señalan como operación, no
como igualdad entre dos expresiones. Tall menciona que, en el abordaje usado por
Carraher, Schliemann y Brizuela (2001), los niños no operan con lo desconocido
en el sentido de la manipulación simbólica, observan operaciones y simbolismos
aritméticos, y que este aspecto está empezando a ser explorado en este estudio,
a pesar de que la manipulación algebraica necesita ser vista como parte de un
largo desarrollo.

Por otro lado, en relación con el trabajo de Carraher, Schliemann y Brizuela,
Linchevski (2001) hace el siguiente cuestionamiento: ¿cuándo la enseñanza de un
tema a una cierta edad debe tomar como base algunos requisitos de desarrollo y
cuándo se trata simplemente de recurrir a un tipo de acercamiento de enseñanza?
Linchevski (2001) afirma que para Carraher et al. esta pregunta no es importante,
pues para ellos, las potencialidades que los estudiantes no desarrollaron totalmen-
te pueden ser las causas que retardaron su introducción. Estos autores creen que
la razón de las dificultades conceptuales futuras reside en su introducción tardía.

Por su parte, Carraher et al. afirman que los informes de la investigación que
separa el pensamiento aritmético del algebraico (Filloy y Rojano, 1989) y “las lagu-
nas cognoscitivas entre la aritmética y el álgebra” (Herscovics y Linchesvki, 1994), así
como otras dificultades bien documentadas en álgebra temprana (Kieran, 1992;
Sfard y Linchesvki, 1994), han desempeñado un papel importante en la decisión
de los educadores para introducir el álgebra sólo en los grados más altos.

Otro estudio que aborda el acceso temprano al álgebra es el que llevó a cabo
Slavit (1999). Este autor observa que ha aumentado la importancia y el sentido
de las operaciones aritméticas en el pensamiento algebraico a edades tempranas,
que este tema requiere soporte teórico y/o empírico y que el sentido de las opera-
ciones apoya la transición hacia el pensamiento algebraico. El marco teórico de-
fine el sentido de las operaciones con un enfoque particular en la adición: se
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identifican las áreas de entendimiento algebraico que conforman la investigación
y que emergen para dar sentido a las operaciones de la adición, y se señalan los
núcleos del pensamiento algebraico que pueden ser presentados en un entendi-
miento de desarrollo numérico y aritmético.

Otros estudios desarrollados en esta misma área confirman que los estudian-
tes de 6 y 7 años pueden valorar alternativas de resolución de problemas y hacer
oportuna la comunicación de su pensamiento (Fuson, 1997, y Frank, 1997, cita-
dos en Slavit, 1999); por lo tanto, los estudiantes de la escuela primaria son ca-
paces de avanzar hacia las nociones aritméticas que transcienden dentro del do-
minio algebraico y darles sentido.

De acuerdo con Fuson (1992, citado en Slavit, 1999), los niños por lo regular
desarrollan actividades aditivas utilizando varios métodos de conteo; finalmente
usan una técnica más refinada hacia métodos más eficientes. La tarea de adicio-
nar 5 + 3 podría ser desarrollada inicialmente por un conteo de 5 y después de 3,
uniendo los tres grupos y contando el resultado. El conteo permite a los niños
comenzar desde 5. Esta acción significa que la etapa de reificación comienza con
el número 5, más adelante necesitan verificar el proceso de conteo y, finalmente,
entender que 5 + 3 es igual a 8 sin ninguna referencia inmediata al modelo de
acción. El desarrollo proporciona un ejemplo de una construcción en cadena, en
la que el ciclo de reificación podría ser indeterminable. Una vez que un proceso
es verificado para el grado que puede ser como objeto matemático, entonces
puede concebirse una siguiente operación en el nuevo objeto y, posteriormente, el
objeto es reificado por él mismo. El ciclo de la reificación debe ser una herra-
mienta en el análisis del desarrollo a largo plazo de la comprensión matemática.
Los autores comentan que la noción de objetos mentales puede servir para ex-
plicar el sentido de las operaciones. La operación es esencial para el conocimiento
y puede estar asociada al entendimiento algebraico. Para ello, se desarrolla una
base teórica que podría ser útil en la discusión de las operaciones matemáticas
de manera general; la utilidad de los estudiantes acerca de la operación y el uso del
entendimiento de cómo los niños tienen competencia en aritmética pueden ser
vistos como una raíz para la comprensión algebraica.

La base para el sentido de las operaciones podría involucrar la habilidad para
utilizar la operación como el último conjunto de objetos matemáticos; por ejem-
plo, la habilidad para sumar uno o dos enteros, pero esto es una conceptualiza-
ción mínima. El sentido de las operaciones involucra varios tipos de operaciones
flexibles que pueden ser interrelacionadas por el alumno. Esas concepciones in-
volucran el entendimiento de la estructura de las operaciones, el uso y las rela-
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ciones con otras operaciones matemáticas y estructuras y generalizaciones po-
tenciales. De acuerdo con Fuson (1992, citado en Slavit, 1999), tales caracterís-
ticas incluyen el establecimiento de propiedades que las operaciones poseen y
cómo se relacionan éstas con otros procesos.

La conceptualización de los componentes de base en el proceso involucra la
habilidad para descomponer la operación en sus componentes; por ejemplo, in-
cluye la adición como conteo, la multiplicación como adición repetida y funcio-
nes coordinadas por conteo coordinado. Esto empieza como una dinámica de
comprensión, donde las operaciones son pensadas inicialmente como acción. La
familiaridad con las propiedades de las operaciones disponibles es fundamental
para el sentido de las propiedades de grupo de las operaciones, si es que existen,
y de éstos la importancia primaria es una conciencia de la habilidad para invertir
la operación. El acto de deshacer proporciona un mapeo de regreso y puede ayudar
a hacer más claro el resultado general de los procesos originales. Otras propie-
dades, como la conmutatividad y la asociatividad y la existencia para identificar
pueden ser una característica de la operación dada, pero en ningún caso ayuda-
rán a aclarar el resultado.

Nuestra posición acerca de los estudios citados es que la introducción tem-
prana al pensamiento algebraico es viable, partiendo de la suposición de que el
desarrollo de dicho pensamiento es un proceso largo, pues los niños ciertamente
enfrentarán dificultades tanto en el campo de la aritmética como en el álgebra,
y es necesario no sólo tener conciencia de dichos obstáculos, sino también co-
nocer su origen. Pensamos que muchas de estas investigaciones, que en primera
instancia parecen carecer de cierto sentido matemático desde el punto de vista
histórico y cognitivo, necesitan ser abordadas de otra manera; es decir, es nece-
sario realizar investigación básica para conocer los procesos cognitivos que los
estudiantes desarrollan cuando se enfrentan con contextos familiares y no fami-
liares, las estrategias de solución de problemas que desarrollan y por qué; cuál es
la relación que existe entre los contenidos matemáticos que logran aprender en la
escuela y los que no logran entender. Por otro lado, las condiciones empíricas
dadas en estos estudios sugieren abordar de distinta manera estos contenidos y
las formas de tener acceso a ellos, lo que ciertamente implica otro modo de ver
y resolver una situación problema.

Consideramos que alcanzar al pensamiento algebraico para desarrollar algu-
nas ideas y alcanzar la formalización algebraica son actividades cognitivas distintas.
La formalización algebraica requiere, ciertamente, un proceso mucho más largo
y complejo, pero tener acceso al pensamiento algebraico en edades tempranas
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por diversas rutas nos otorga indicios empíricos y teóricos para analizar esta ac-
tividad matemática con una perspectiva epistemológica y didáctica.

Por último, sostenemos que la aportación de este estudio se dirige a la pri-
mera posición expuesta antes (desarrollar ideas algebraicas), con el objeto de es-
tudiar en detalle los procesos cognitivos involucrados en dicha introducción: cog-
nitivos, porque se realiza una investigación que pretende buscar sustento para
una introducción temprana al pensamiento algebraico en la escuela primaria.
Además, partimos de un contenido matemático (razonamiento proporcional arit-
mético y geométrico) que dio origen al pensamiento algebraico en la antigüedad,
no con el propósito de seguir los pasos de la humanidad en la construcción del
conocimiento matemático, sino como un punto importante para tener acceso a
dicho contenido matemático, además de la familiaridad que éste posee en la es-
cuela primaria (razonamiento proporcional).

El estudio que aquí se presenta recurre a fuentes de significados que son rele-
vantes para las primeras construcciones de las ideas algebraicas. Dichas fuentes
de significado son tratadas como formas, contenidos matemáticos y contextos para
llegar al pensamiento algebraico, basados en la historia de las primeras ideas al-
gebraicas; por ejemplo, el razonamiento proporcional. Estas fuentes de significado
pretenden convertirse en fuentes de aprendizaje para los niños cuando lleguen
a las primeras ideas algebraicas. 

Esta propuesta se ubica al final del currículo de la escuela primaria, en la
franja del pensamiento prealgebraico, cuando aún no se introduce a los alumnos
en la sintaxis algebraica. Se presentan las ideas algebraicas en dos versiones: pre-
simbólica (percepción de la idea de la variación proporcional) y simbólica (encontrar
y expresar una regla general e incorporarla en un lenguaje Logo) por medio
de la resolución de problemas propuestos en una secuencia de enseñanza. Para
alcanzar ese objetivo proponemos dos rutas para llegar al álgebra: el razona-
miento proporcional y los procesos de generalización. La elección de la primera
se fundamenta, en primera instancia, en la familiaridad que los niños tienen con
ese contenido matemático en la escuela primaria y específicamente en ese
grado escolar (5º año de primaria) cuando aún están en transición del pensa-
miento aditivo al multiplicativo, y examina el hecho de que ese contenido matemá-
tico se conecta conceptual e históricamente (Radford, 1996) a la idea de variación
funcional.

La vía de acceso de los procesos de generalización implica involucrar a los
estudiantes en la detección de patrones y ayudarlos a que sean capaces de ex-
presar tales patrones; esto nos lleva al pensamiento algebraico a través de activi-
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dades que involucren el razonamiento acerca de patrones en gráficas, patrones
numéricos y figuras, detectando similitud, diferencias, repetición, recurrencia. La
generalización o pensamiento en términos de número general puede ser vista
yendo de lo general a lo particular y viceversa.

Nuestro objetivo es desarrollar una ruta alterna a las tradicionales que permita
al estudiante hacer el tránsito al pensamiento algebraico a partir de la incorpo-
ración de fuentes de significados; por ejemplo, el razonamiento proporcional
(aritmético y geométrico), aspectos de la variación funcional y los procesos de ge-
neralización hacia la construcción de un modelo de enseñanza, en el cual los
alumnos puedan construir fuentes de significados relacionadas con la historia de
las primeras ideas del pensamiento algebraico.

PROPÓSITOS DEL ESTUDIO “INTRODUCCIÓN TEMPRANA
AL PENSAMIENTO ALGEBRAICO Y ENFOQUE TEÓRICO”

El estudio que aquí se presenta pretende:

• Investigar la factibilidad de la iniciación temprana al álgebra a partir de
contenidos matemáticos como el razonamiento proporcional, la variación
funcional y los procesos de generalización.

• Utilizar la percepción visual intuitiva y diferentes contextos (numéricos y
geométricos) para relacionarlos con los conceptos algebraicos.

• Observar diferentes tipos de interacción social durante el aprendizaje tem-
prano de ideas algebraicas y los aspectos cognitivos, efectos y relaciones
con otros dominios matemáticos.

El enfoque teórico de este estudio utiliza el Modelo Teórico Local (MTL) pro-
puesto por Filloy (1999), que ofrece una metodología para la investigación y desen-
traña las relaciones de los componentes que entran en juego en la matemática
educativa. Se caracteriza por la interconexión entre sus cuatro componentes: mo-
delo de los procesos cognitivos, modelo de enseñanza, modelo de comunicación
y modelo de competencia formal. Es recursivo, pues se orienta al significado da-
do por el uso, desde el cual se mira el problema original con una nueva perspec-
tiva: se parte de la problemática, se plantea el MTL que se va a desarrollar en la
experimentación y los resultados de ésta inciden en la manera cómo se va a obser-
var la problemática y a replantear el MTL. Es local porque, sin pretender ser una
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teoría con un carácter universal ni replicable a cualquier fenómeno educativo, sir-
ve para explicar fenómenos sobre la base de un análisis fenomenológico: tal aná-
lisis consiste en describir los fenómenos para los cuales este sistema matemático
de símbolos (SMS) es un modelo de organización en su relación actual con esos
fenómenos; aquí los SMS se consideran como productos cognitivos y sus relacio-
nes con los fenómenos son las ya establecidas; la fenomenología pura se com-
plementa con una fenomenología histórica, pues es indispensable considerar los
fenómenos para cuya organización se creó el concepto en cuestión y cómo se
extendió a otros fenómenos. Así se define el componente formal. Se continúa el
análisis, además, con una fenomenología didáctica, que implica conocer los pro-
cesos de enseñanza y aprendizaje, los fenómenos presentes en el mundo de los
estudiantes y lo que se propone en las secuencias didácticas de enseñanza. Los SMS

se tratan como materia de enseñanza que va a ser aprendida por ellos. Así se
define el componente de modelo de enseñanza. Por último, es también una feno-
menología genética, pues los fenómenos se consideran con respecto al desarrollo
cognitivo de los niños, y así se define el componente de los procesos cognitivos.

En cada uno de los componentes se hace referencia a modelos teóricos. El
MTL interrelaciona cuatro componentes:

• modelo de enseñanza,
• modelo de los procesos cognitivos,
• modelo de competencia formal y
• modelo de comunicación.

De acuerdo con Filloy (1999), considerar estos cuatro componentes en un MTL

sirve para explicitar observaciones, experimentos y resultados del estudio, otor-
gándole al modelo una confiabilidad por el manejo de ciertos fenómenos que
ocurren en la matemática educativa.

A continuación, se presentan los componentes del MTL para el caso específi-
co del estudio “Introducción temprana al pensamiento algebraico”.

MODELO DE ENSEÑANZA

Este componente sirve para estudiar cómo se diseñan los modelos de enseñanza
y las dificultades enfrentadas en los procesos de enseñanza y aprendizaje que son
inherentes a la organización curricular. El estudio en marcha se dirige hacia una
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iniciación temprana al álgebra vía aspectos de la proporcionalidad numérica y
geométrica, variación proporcional y procesos de generalización. Se pretende de-
sarrollar una secuencia de enseñanza que vincule aspectos numéricos, geomé-
tricos y algebraicos en edades tempranas, con el propósito de introducir dichos
contenidos matemáticos de manera significativa en los últimos años de la escue-
la primaria.

La hipótesis de trabajo es que la iniciación temprana al pensamiento alge-
braico puede ocurrir a través del razonamiento proporcional, pues éste ofrece una
vinculación de la aritmética con el álgebra mediante la orientación de aspectos
numéricos y geométricos hacia ideas algebraicas tales como la variable, la rela-
ción funcional y el número general.

MODELO DE COMPETENCIA FORMAL

Este componente comprende tanto el propio dominio matemático como su co-
rrespondiente sistema matemático de signos (SMS). En este componente estudia-
remos los conceptos matemáticos que se desarrollan en la secuencia didáctica
según se muestra en el mapa conceptual 1.

MODELO DEL COMPONENTE DE LOS PROCESOS COGNITIVOS

Este componente está formado por procesos de pensamiento que nos permiten
describir cómo el alumno procesa su conocimiento y las dificultades que enfren-
ta, y caracterizar las estrategias de resolución de problemas. También ayuda a
describir las acciones de los sujetos observados al realizar tareas relacionadas en
un contenido matemático. En ese proceso, los alumnos pueden comprender más
acerca de su propio pensamiento denominado “meta cognición”, así como afinar
progresivamente su percepción al respecto.

En este componente se analizan las formas de pensamiento matemático y su
comunicación durante la interacción (niño-mediadores-entrevistadora), tomando
como referencia teórica la propuesta vygotskiana de aprendizaje, la cual afirma
que el aprendizaje de los individuos es mediado por el contexto social en el que
están involucrados (Vygotsky, 1978). También estudiaremos las ideas de Vygotsky
acerca de la ZDP, que se da mediante el uso de instrumentos o de signos (como
el lenguaje).
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MODELO DE LA COMUNICACIÓN

Este componente trata del intercambio de mensajes entre sujetos de diversos
grados de competencia en el uso de los SMS. Los modelos de comunicación sir-
ven para describir las reglas de competencia comunicativa, formación y decodifi-
cación de textos. Este intercambio entre sujetos ocurre a través de la interacción
social. Aquí el lenguaje tiene un papel importante, ya que es el vehículo que co-
necta y negocia significados matemáticos entre los agentes que participan en las
actividades propuestas.

En la secuencia didáctica, este componente también es estudiado a través de
la interacción social en parejas de estudiantes, destacando principalmente el apren-
dizaje colaborativo en pareja (Kieran, 1992). En particular, se analizan las dificul-
tades enfrentadas en la negociación de significados matemáticos.

DOS RUTAS DE ACCESO AL PENSAMIENTO ALGEBRAICO

Como se ha señalado en las secciones anteriores, para este estudio se eligieron
dos rutas de acceso temprano al álgebra. En seguida, se pasa a hacer un breve
análisis de cada una de ellas.

RAZONAMIENTO PROPORCIONAL

Razón y proporción ha sido uno de los temas más investigados en el campo de
la educación matemática y existe una literatura muy extensa al respecto. Aquí sólo
se hará referencia a aquellos trabajos que se relacionan directamente con la po-
sibilidad de explotar aspectos de razón y proporción para desarrollar ideas alge-
braicas de variación y generalización, así como las posibles dificultades que los
niños de primaria puedan encontrar en las rutas que aquí se proponen.

Varios autores han estudiado diferentes aspectos del razonamiento propor-
cional. Los estudios de Inhelder y Piaget (1958) acerca del razonamiento proporcio-
nal lo caracterizaban como una habilidad propia del estadio de las operaciones
formales (12 a 14 años de edad), pero otros autores contradijeron tal postura,
argumentando que dicho razonamiento no es una habilidad propia de las ope-
raciones formales y que puede ser desarrollado en edad temprana. Los estudios
realizados con niños de 4 a 6 años comprueban que estos niños comprenden la
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idea de mitad y tienen un juicio perceptual y empiezan a comparar razones de
cantidades antes de tener cualquier experiencia con razones numéricas. Esto com-
prueba, por otra parte, que el juicio perceptual (geométrico) es una habilidad que
puede ser desarrollada a temprana edad. Pero Piaget también describe estadios
tempranos en el pensamiento utilizado en las correspondencias cualitativas y se-
riaciones, el llamado estadio intermediario para sumar compensaciones de dos
razones 2:1 y el estadio avanzado en el que se aplicó el razonamiento proporcio-
nal para valores numéricos con los datos y sus razones, y concluye que puede
haber un entendimiento temprano de algunos conceptos matemáticos, como por
ejemplo, el concepto de proporcionalidad.

Uno de los argumentos más sólidos que defienden esta postura hace referencia
al tipo de pensamiento característico de estas edades, el pensamiento aditivo,
que está fuertemente influido por la instrucción escolar que privilegia el trabajo
en torno de las estructuras aditivas, dejando para más tarde el desarrollo de las
estrategias de tipo multiplicativo.

Noelting (1980) estudió el razonamiento proporcional con problemas de com-
paración numérica y los resultados indicaron que los estudiantes mostraban un
mejor desempeño en situaciones donde una cantidad de una razón completa era
un múltiplo entero de la cantidad correspondiente de la otra razón. Cuando los
múltiplos ya no eran enteros, los alumnos empleaban estrategias aditivas. En su
teoría de la reestructuración adaptativa, hace la distinción acerca del tipo de
comparación que el sujeto realiza cuando resuelve un problema, formando así el
abordaje que denomina “entre estrategias”.

Por otra parte, los estudios desarrollados por Karplus y Peterson (1970) ca-
racterizaron las respuestas de los niños agrupándolas a partir de un nivel de
comprensión. Las categorizaciones desarrolladas por estos autores son muy im-
portantes, pues distinguen diferentes métodos para la respuesta correcta y co-
mentan que no todos los niños tienen una estrategia de tipo aditivo.

Varios autores han comentado las dificultades que los niños enfrentan al re-
solver problemas de proporcionalidad. Tourniaire y Pulos (1985) hablan acerca
de los estudios desarrollados y presentan distintas metodologías y tareas. Aquí se
destacan dos pares de métodos utilizados: la comparación versus valores y expli-
caciones contra una sola respuesta. Las tareas son variadas y con intervenciones
individuales.

Los autores referidos también comentan acerca de las variables que afectan
el desempeño del razonamiento proporcional y que son importantes para el fu-
turo desarrollo de secuencias didácticas y examinan de qué manera interfieren
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en el desempeño de los estudiantes. Mencionan que existen diversas variables
que intervienen en la comprensión de problemas de proporcionalidad, tales co-
mo: complejidad numérica, estructuras de las variables, contexto de las variables,
género y edad, inteligencia, modelos de instrucción e intervención individual.

Algunas de esas variables se consideran en el diseño de las actividades de la
secuencia didáctica utilizada en este estudio. Las variables consideradas son: la com-
plejidad numérica, la estructura de las variables, el contexto de las variables y los
modelos de instrucción escolar. La complejidad numérica se refiere al uso de los nú-
meros y a las razones, a la presencia de la unidad y a problemas de comparación
y de razón. La estructura de las variables puede ser usada para definir una se-
cuencia jerárquica de razonamiento proporcional y algunos estudios utilizan la
variación de problemas de contexto. El contexto de las variables en muchos es-
tudios varía la estructura de los problemas usados en dicho contexto y los mode-
los de instrucción se refieren al tipo de instrucción escolar recibida y a los efectos
que ésta tiene en el aprendizaje del razonamiento proporcional.

Por otra parte, Hart, Johnson, Brown, Dickson y Clarkson (1982) desarrollaron
un proyecto de ciencias y matemáticas para la enseñanza de la secundaria de-
nominado CSMS, que posteriormente dio lugar a otro proyecto de investigación
denominado “Estrategias y errores en la matemática de secundaria” y en este
proyecto se hace referencia al tópico de razón y en particular al de razón y pro-
porción, que es uno de los temas de la matemática de la escuela secundaria.

El análisis de los resultados de la preentrevista revela que los niños usaban
términos tales como “similar” o “algunos” para describir el número de lados, vgr.:
“alguna área”. En el poscuestionario los niños entrevistados mostraron diferentes
respuestas en términos del reconocimiento de los factores de escala y utilizaron
el centro de aumento o la idea de pares de líneas para resolver los problemas.
El análisis integral de los resultados reveló que los niños utilizaban estrategias
aditivas y de área para la descripción de las diferentes estrategias. La variación
en el desempeño puede atribuirse a aspectos de la instrucción escolar. Los profe-
sores se concentraron en la producción de esquemas particulares para el traba-
jo, ignorando los prerrequisitos y habilidades para el trabajo durante las clases.

Los resultados de esos trabajos nos revelan que los niños ven el concepto de
razón como una operación esencialmente aditiva y no multiplicativa y que repiten
la adición como sustitución de la multiplicación. Otros aspectos de la enseñanza
fueron los ángulos y su invariancia ante el aumento. Esto ayudó a explicar la va-
riación en el desempeño de los niños en relación con las partes regulares e irre-
gulares de figuras.
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Otro asunto importante es el contexto de los problemas y el papel que de-
sempeña la naturaleza de las relaciones numéricas que acaban por influir en la
dificultad del problema; pero estos aspectos pueden comprenderse mejor si los
profesores varían las relaciones numéricas y el contexto de los problemas sobre
pensamiento proporcional.

Estos estudios influyeron en la manera como fueron diseñadas las activida-
des para el estudio que aquí presentamos, así como la manera en que se anali-
zaron las producciones de los estudiantes al enfrentar tareas de razonamiento
proporcional. Posteriormente, esos antecedentes resultaron fundamentales en el
análisis de actividades que ponen de manifiesto las dificultades de los estudian-
tes para el tránsito de las estrategias aditivas a las multiplicativas.

Finalmente, Streefland (1985, citado en Hart, 1982) sugiere que el aprendi-
zaje de razón y proporción es un proceso que empieza con la comparación cua-
litativa, y argumenta que no deberían introducirse tan de prisa la formalización
y la enseñanza de algoritmos, pues la proporción inicialmente es percibida por
los niños en situaciones realistas. A partir de estos estudios, se pretende condu-
cir a los alumnos al pensamiento algebraico a través de la exploración de la per-
cepción proporcional intuitiva y de aspectos de comparación cuantitativa y cua-
litativa, apoyándose en tablas de proporción.

PROCESOS DE GENERALIZACIÓN

De acuerdo con Mason (1985), el álgebra no se debe enseñar como parte sepa-
rada del programa de aritmética y geometría, pues trazar una línea divisoria entre
ambas no es recomendable, ya que el conocimiento algebraico se relaciona con
todo el conocimiento matemático. Con base en estas ideas, se propone la incorpo-
ración de un modelo de enseñanza que tenga en cuenta los aspectos cognitivos,
el uso de distintos lenguajes (numérico, geométrico y algebraico) y la organización
de situaciones que incorporen aspectos significativos para el alumno. En este
sentido, las situaciones significativas tienen un carácter diferente al comúnmen-
te usado; aquí importa crear situaciones que hayan sido debidamente organiza-
das a partir del conocimiento que los alumnos ya adquirieron y también sobre
el conocimiento de las dificultades que enfrentan en el aprendizaje escolar.

La comunidad internacional de didactas del álgebra reconoce cuatro enfo-
ques (Bednard, Lee y Kieran, 1996) de enseñanza: la generalización de patrones
numéricos y geométricos y de las leyes que gobiernan las relaciones numéricas;
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la modelización de situaciones matemáticas y de situaciones concretas, y el estu-
dio de situaciones funcionales y la resolución de problemas.

Según Mason (1985), la generalidad es fundamental para el pensamiento
matemático y algebraico. La generalización en álgebra es algo primario hacia la
abstracción matemática y puede ser desarrollada a partir del trabajo con patro-
nes o regularidades que favorecen la articulación de la generalización en situa-
ciones cotidianas. Por consiguiente, para aprender el lenguaje algebraico, es im-
portante que el alumno tenga algo que comunicar, para ello necesita percibir
un patrón o una regularidad y después intentar expresarlo y comunicarlo a al-
guien. Para el referido autor hay cuatro etapas para trabajar la generalidad en
el salón de clases:

a. Percibir un patrón
b. Expresar un patrón 
c. Registrar un patrón 
d. Probar la validez de las fórmulas

a. Percibir un patrón

Se puede percibir un patrón a través de la sucesión de figuras y, entonces, pue-
den surgir preguntas matemáticas, como por ejemplo: ¿cuál sería una regla para
reconocer el patrón? Se hace necesario el uso de técnicas matemáticas para ge-
nerar los números o patrones, vgr., recursividad, la inducción. Una de las ideas
centrales es que un primer encuentro con el álgebra pueda realizarse partiendo
de la identificación y comunicación de patrones o de relaciones, las cuales se
pueden establecer con ejemplos particulares para que los niños perciban lo que
es común en esas situaciones, y decir y registrar lo que ellos percibieron.

b. Expresar un patrón

El siguiente paso es expresar el patrón. Es necesario decir y registrar un patrón
para que posteriormente pueda hacerse una reflexión sobre él. Este tipo de
actividad puede facilitarse mediante un trabajo colaborativo en el salón de cla-
ses, en el que los alumnos puedan trabajar en equipo y puedan comunicar sus
resultados a los otros, preguntando y cambiando sus percepciones, hasta llegar
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a un acuerdo. Aquí, el profesor actúa como un mediador de la actividad, hacien-
do preguntas que lleven a los estudiantes a reflexionar sobre sus propias ideas.

c. Registrar un patrón

Registrar un patrón hace posible la verificación de la regla. Esta actividad puede
ser apoyada por dibujos o palabras, para posteriormente describir las variables
clave de un problema.

d. Probar la validez de las fórmulas

Para que una fórmula tenga validez, debe probarse de diferentes formas, como
por ejemplo, a través de su aplicación en otros casos donde se pueda dar una
respuesta por otros medios o haciendo cálculos; dibujando; contando o verifican-
do su consistencia. Pero también es importante que la regla sea correcta y, para
eso, se necesita tener una noción de lo general, lo cual involucra la idea de có-
mo un ejemplo particular puede mostrar lo general. Para mostrar lo general es
necesario reestructurar el ejemplo particular y señalar características generales,
lo cual se logra observando características específicas en cada caso y haciendo
notar que, a pesar de que cambien, lo hacen de manera regular.

A diferencia de lo que propone Mason con respecto a la última etapa para
trabajar los procesos de generalización, la prueba de la validez de las fórmulas,
Ursini (1993) observó en un estudio realizado con niños de secundaria (12-13
años de edad), que los alumnos tenían dificultades para reconocer patrones si no
cubrían las cuatro etapas mencionadas por Mason. De esa manera, se destaca la
importancia de que la enseñanza cubra dichas etapas, a fin de que los alumnos
puedan comprender y utilizar adecuadamente el lenguaje algebraico.

El trabajo con patrones también está recomendado en los estándares curri-
culares y de evaluación del Consejo Nacional de Profesores de Matemáticas
(NCTM, 1989). En este documento se recomienda el uso de patrones desde muy tem-
prana edad (lo equivalente a la enseñanza preescolar) con extensión hasta los
grados superiores, ya que señala que el trabajo con procesos de generalización
puede, inicialmente, desarrollarse de manera intuitiva, al observar la regularidad
y desarrollar un trabajo con patrones. De acuerdo con este documento, en la
educación preescolar, que equivale a los niveles 5-8, el trabajo con matemáticas
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debe incluir la exploración de patrones y de funciones para que los estudiantes
sean capaces de:

• Descubrir, extender, analizar y crear una amplia gama de patrones.
• Describir y representar relaciones con tablas, gráficas y reglas.
• Analizar relaciones funcionales para explicar de qué manera un cambio

en una cantidad provoca un cambio en la otra.
• Utilizar patrones y funciones para representar y resolver problemas.

En el currículo mexicano, este contenido (el de patrones y generalización) no
aparece con un gran énfasis en la escuela primaria; sin embargo, hay una pre-
sencia extensa del razonamiento proporcional. A partir de esto, se asignan signi-
ficados de la comparación cuantitativa y cualitativa de cantidades. La idea de va-
riable y de relación funcional se introducen en una etapa más avanzada que
conduce, a su vez, hacia los procesos de generalización.

De acuerdo con Pegg (1990, citado en Durán Ponce, 1999), el descubrimien-
to de patrones requiere el trabajo en tres procesos a seguir:

• Experiencias de actividades con patrones numéricos.
• Expresar las reglas que caracterizan patrones numéricos particulares me-

diante oraciones, involucrando a los estudiantes para que hagan aclara-
ciones y precisiones.

• Propiciar que los estudiantes expresen en forma abreviada dichas reglas.

Para este autor, la parte más compleja de la introducción al álgebra requiere
el trabajo con patrones numéricos hasta llegar a la descripción de esos patrones
utilizando la notación algebraica, y recomienda las siguientes actividades:

• Desarrollar por escrito las reglas que caracterizan un patrón numérico.
• Comparar diferentes alternativas correctas y que son originarias de un

mismo patrón.
• Generar patrones numéricos a partir de una regla dada.
• Encontrar varias reglas para un mismo patrón.
• Socializar con los estudiantes el surgimiento de patrones numéricos.
• Explicar la creación de reglas que caracterizan patrones numéricos.
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Los estudios desarrollados por MacGregor y Stacey (1993) con estudiantes
australianos revelan que, cuando se trabaja con patrones numéricos, los niños
presentan dificultades para describir y expresar algebraicamente dicho patrón.

El estudio desarrollado por Durán Ponce (1999) con estudiantes de 6º año
de primaria revela que, con el programa de enseñanza que se utiliza, los niños
consiguen avanzar conceptualmente respecto al reconocimiento de patrones en
secuencias numéricas y de figuras. Esto se manifiesta cuando usan inicialmente
un procedimiento de tipo recurrente para el uso de la relación horizontal. Algunos
alumnos tenían un desempeño menor cuando trabajaban solos que cuando lo
hacían con ayuda de un experto.

Reggiani (1994) afirma que la generalización es un término utilizado en las
matemáticas para indicar el paso de lo particular a lo general y ver lo general en
casos particulares. Para la autora, el trabajo con la generalización constituye un
aspecto indispensable para el desarrollo del pensamiento algebraico.

Varios estudios con alumnos de 11-14 años sobre el aprendizaje del lenguaje
de programación han resaltado la coexistencia de dificultades específicas conec-
tadas al ambiente de la programación con la dificultad relacionada con el requi-
sito de la formalización. Esta conexión aparece en el uso de cualquier idioma
formal y con dificultades más profundas conectadas a la conceptualización de
las estructuras involucradas. Estas últimas podrían atribuirse a dificultades de ge-
neralización. Las investigaciones describen algunas limitaciones en habilidades
espontáneas para pasar de lo particular a lo general y recomiendan que los ni-
ños sean estimulados con procedimientos dirigidos. En estos estudios se afirma
que el trabajo en edades tempranas requiere ser estimulado por una intervención
externa, a fin de que el niño pueda pensar en términos prealgebraicos, ya que la
generalización es un proceso gradual y, como adquisición continua, está conec-
tada al conocimiento algebraico. Los resultados revelan que la generalización no
es una adquisición estable y el papel de la verbalización escrita desempeña un
papel importante en la discusión en el salón de clases. En este sentido, el es-
tudio piloto que aquí se presenta pretende ofrecer a los niños de 10 a 11 años
una secuencia didáctica mediante la cual puedan generalizar situaciones, a fin
de poder ir desarrollando el pensamiento algebraico. Por otro lado, los estudios
realizados por Hoyles y Sutherland (1989) en el proyecto Logo Math revelaron
que el trabajo con la generalización era un camino importante y que su in-
vestigación con el ambiente Logo mostraba evidencias importantes acerca de la
contribución del trabajo en parejas cuando los niños programaban en este am-
biente.
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A partir de los estudios sobre generalización descritos brevemente con ante-
rioridad, se advierte que el trabajo necesita ser dirigido por alguien más experto
y que es necesario ofrecer a los estudiantes situaciones problema donde no só-
lo puedan reconocer patrones, sino que también puedan expresarlos adecuada-
mente. En este sentido, se considera oportuna la elaboración de una secuencia
didáctica en esta dirección, la cual está conectada a la proporcionalidad aritmé-
tica y geométrica; con el propósito de conferir significados a los procesos de ge-
neralización en edades tempranas, como un camino alterno de tener acceso al
pensamiento algebraico.

CONSIDERACIONES METODOLÓGICAS

CARÁCTER CUALITATIVO DE LA INVESTIGACIÓN

La presente investigación es de tipo cualitativo, estudia los fenómenos que ocu-
rren durante los procesos de enseñanza y aprendizaje como un conjunto de di-
versas variables que se deben considerar a partir de una visión más dinámica,
con el propósito de comprender los procesos, los significados y la naturaleza social
del aprendizaje, así como el papel que el investigador puede asumir en un estudio,
por ejemplo, en el diseño y ejecución de una secuencia de enseñanza.

El papel del investigador en el estudio es de carácter participativo, pues inter-
viene para promover la discusión en el grupo, otorgando a los estudiantes infor-
mación necesaria para que puedan avanzar conceptualmente.

EL PAPEL DE LA COLABORACIÓN (INTERACCIÓN NIÑO-MEDIADORES-INVESTIGADORA)

Las prácticas pedagógicas más tradicionales y conservadoras sitúan a los actores de
los procesos de enseñanza y aprendizaje en papeles asimétricos: por una parte, el
profesor es el único emisor de información, mientras que el estudiante mantiene
un papel pasivo de receptor. En cambio, los nuevos modelos de enseñanza promue-
ven el aprendizaje colaborativo, donde el conocimiento se construye mediante la
interacción social entre alumno y profesor (Butto, Delgado, Zamora et al., 2002).

El informe de Cockcroft (1982, citado en Hoyles y Sutherland, 1989) afirma
que el lenguaje es una parte esencial en la formación y expresión de las ideas
matemáticas. Es importante que los niños sean estimulados a exponer sus con-
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cepciones, justificar sus estrategias y representaciones. Al usar la discusión en el
salón de clases como una metodología de trabajo, se pueden explotar varios as-
pectos, tales como la interacción entre alumnos, el contexto del conocimiento
matemático y las funciones cognitivas y comunicativas como escuchar y hablar.
De acuerdo con Balacheff y Laborde (1984, citado en Hoyles y Sutherland,
1985), cuando hablamos, construimos significados, reconstruimos lo que deci-
mos, y las contradicciones otorgan un incremento importante en los niveles de
comprensión. En este sentido, el concepto de micro mundo —Logo world— pue-
de propiciar la discusión en el salón de clases, donde los alumnos pueden probar
y modificar sus ideas y cambiar los niveles de representación, partiendo de un ni-
vel más concreto hacia un nivel más abstracto y viceversa; estimula a los alumnos
para que hagan suya la actividad, estimula la demanda sistemática de recordar
y verificar lo que hacen, reconsiderando el proceso y confrontando dificultades y
concepciones (Hoyles y Sutherland, 1989).

MONTAJE EXPERIMENTAL

Se trabajó con una pareja de niños de 5º año de primaria de una escuela particu-
lar del Distrito Federal. Las sesiones de trabajo se realizaron en las instalaciones
del Departamento de Matemática Educativa del Cinvestav. Los niños estaban
acostumbrados a una enseñanza tradicional de las matemáticas. Se trabajó en
pareja con la colaboración de la entrevistadora.

A fin de alcanzar los objetivos expuestos, hemos dividido el estudio en cua-
tro etapas: cuestionario inicial, sesiones experimentales, cuestionario final y en-
trevista clínica. A continuación se hace una breve descripción de cada una de las
etapas.

Cuestionario inicial

En esta etapa se aplican y analizan dos cuestionarios iniciales (razonamiento
proporcional y procesos de generalización), cuyo objetivo es identificar posibles
dificultades y competencias matemáticas en los dominios que son explorados en
la secuencia didáctica: razonamiento proporcional y procesos de generalización,
como se muestra en los cuadros 1 y 2.
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Sesiones de trabajo

Esta etapa corresponde a la realización, por parte de los alumnos, de una se-
cuencia temáticamente dividida en dos partes: razonamiento proporcional y pro-
cesos de generalización. El trabajo es realizado por los niños en pareja y en dos
ambientes alternadamente (lápiz y papel, y ambiente Logo).

En las actividades de la primera secuencia, se exploran ideas de proporciona-
lidad numérica y geométrica, se parte de la comparación de segmentos con dife-
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Cuadro 1 Descripción del cuestionario inicial de razonamiento proporcional

NNúúmmeerroo  ddee
pprreegguunnttaa

1

2

3

4

5

6

7

PPllaanntteeaammiieennttoo  ddee  llaa  pprreegguunnttaa

Se pide observar un dibujo y marcar la que
es fotografía del dibujo anterior.

Explicitar en qué se fijó para escoger
la fotografía.

Se pide hacer un dibujo reduciendo las medidas.

Se pide hacer un dibujo aumentando dos
veces las medidas del modelo dado.

Se pide hacer un dibujo aumentando tres
veces más las medidas del modelo dado.

Se pide llenar un cuadro para distintas
proporciones entre la cantidad de litros de
agua y cantidad de personas. En seguida,
se pide transformar el cuadro en una gráfica
y responder cuál es la proporción de agua por
cantidad de personas.

Se pide observar una serie de figuras de
distintas proporciones y escribir las medidas
que faltan.

Se pide encontrar la relación entre las
medidas del mapa de la isla y su equivalente
en pasos.

IIddeeaass  mmaatteemmááttiiccaass

Percepción visual intuitiva sobre
proporcionalidad-figura simples.

Proporcionalidad geométrica:
significado de “mitad”.

Proporcionalidad geométrica:
significado de “dos veces ma-
yor”. Se da la escala.

Proporcionalidad geométrica:
significado de “tres veces ma-
yor”. Se pide descubrir la escala.

Proporcionalidad aritmética.

Proporcionalidad geométrica.

Escala geométrica y graficación
en el plano.



rentes medidas, y se forman partes de una progresión geométrica creciente, 30,
60, 120 con una regla de construcción. Enseguida, se continúa con la compara-
ción cuantitativa de longitudes numéricas, sus múltiplos y submúltiplos como do-
ble, triple y mitad; posteriormente, se sigue el trabajo con secuencias numéricas
y geométricas, con razones no enteras o recíprocas de enteras (1/2, 1/3, etc.) has-
ta llegar a la idea de variación funcional.

En la segunda parte de la secuencia didáctica, se trabaja en dos ambientes
simultáneos (lápiz y papel, y ambiente Logo). En esta parte, se utilizaron activi-
dades que exploraron comandos del programa Logo en modo directo y sintético
en el contexto de figuras geométricas, para posteriormente explorar procesos de
generalización en la percepción de secuencia aritméticas y geométricas; la per-
cepción, expresión y registros de patrones, número generalizado, variable y varia-
ción funcional.
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Cuadro 2 Descripción del cuestionario inicial de los procesos de generalización

NNúúmmeerroo  ddee
pprreegguunnttaa

1

2

3

4

5

PPllaanntteeaammiieennttoo  ddee  llaa  pprreegguunnttaa

Se pide completar series aritméticas con
números enteros positivos y negativos

Se pide completar series geométricas

Se pide observar las tarjetas y completar la
tabla con los valores que aparecen en cada
tarjeta (entre peso y edad) y se les pregunta
qué se puede decir entre el peso y la edad
y los años de Fabio.

Comparar el número de plástico producido
y el número de máquinas; encontrar relación
entre ambos y encontrar una regla general.

Se pide observar 4 edificios que están siendo
pintados y se pregunta cuántos pisos deberían
ser pintados en el 5º edificio. Se pide comple-
tar un cuadro, transformar los datos en una
gráfica y encontrar una regla general.

IIddeeaass  mmaatteemmááttiiccaass

Secuencia aritmética con
números enteros positivos
y negativos.

Secuencia geométrica.

Variable: relación funcional.

Variable: relación funcional
lineal.

Progresión geométrica
y relación funcional.



Cuestionario final

Se aplica un cuestionario al término de la etapa experimental, con el propósito de
verificar el desempeño de los niños en la secuencia didáctica y analizar su evo-
lución hacia el pensamiento algebraico, contrastando los resultados con los del
cuestionario inicial.

A continuación damos ejemplos de las actividades que fueron exploradas en
las secuencias.

Primera etapa: los estudiantes son llamados a comparar medidas de figuras
en la pantalla, comparar los datos de las tablas y responder a algunas preguntas
(actividad 1). En otra actividad, los estudiantes deben comparar las medidas de una
silla y de una mesa en la pantalla, comparar valores de la silla y de la mesa en
la tabla y responder algunas preguntas (actividad 2).
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Segunda etapa: en esta actividad se pide a los alumnos que observen una
secuencia numérica con la letra “E” y reproduzcan la figura (cuarto y quinto ele-
mento de la serie de la actividad número 1); enseguida se pide a los niños que
llenen una tabla numérica con las medidas de las figuras dadas y las producidas
por ellos y se les pregunta cuáles serían las medidas de un décimo elemento de
la serie, para intentar descubrir un patrón. A continuación, los estudiantes deben
completar el patrón de la secuencia aritmética (cuadrado blanco) y de la secuen-
cia geométrica (cuadrado azul, actividad 2). Los estudiantes llenan la tabla con
el número de mosaicos azules y blancos, número de mosaicos azules y número
de mosaicos blancos; responden acerca de cómo se obtienen las diferentes se-
cuencias y deben encontrar una regla para relacionar mosaicos azules y blancos.
Por último, los estudiantes llenan una gráfica con el número de mosaicos azu-
les en función de los mosaicos blancos y se les pregunta cuáles varían y cuál nú-
mero crece más rápido.
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RESULTADOS DEL ESTUDIO

CUESTIONARIO INICIAL

Las respuestas al cuestionario inicial fueron categorizadas en niveles de compren-
sión conceptual. Las dimensiones de análisis consistieron en estrategias aditivas/
multiplicativas para el razonamiento proporcional y estrategias aritméticas/preal-
gebraicas para los procesos de generalización.

En el primer cuestionario (razonamiento proporcional), los niños fueron agru-
pados en dos niveles: estrategias de tipo multiplicativo y estrategias de tipo inter-
medio (este tipo de estrategias se caracteriza por mezclar dos estrategias: aditiva y
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multiplicativa). En el segundo cuestionario (procesos de generalización) los niños
fueron clasificados en distintos niveles de comprensión conceptual: nivel arit-
mético y nivel prealgebraico. Este tipo de clasificación se mantuvo en el poscues-
tionario con algunas variaciones, como por ejemplo, una niña presentó mayor
claridad para percibir la existencia de un patrón en la secuencia aritmética y geo-
métrica.

Los resultados del cuestionario de razonamiento proporcional revelan que los
niños no presentaban una dificultad inicial para descubrir la percepción visual
intuitiva sobre proporcionalidad. En una de las actividades propuestas, se les pre-
sentaron figuras ampliadas y reducidas y no tuvieron dificultad para escoger la figu-
ra que era la fotografía del modelo dado. Cuando se les pide identificar la propor-
cionalidad geométrica con el significado doble o tres veces mayor (escala dada)
encuentran gran dificultad, pero en el mismo problema, cuando se les pide que
descubran la escala, les resulta sumamente difícil. En preguntas donde se les pide
resolver problemas que incluyen la idea de proporcionalidad aritmética, compa-
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rar datos en una tabla y verificar cuál es la proporción existente, no encuentran
dificultades.

En el segundo cuestionario inicial sobre procesos de generalización, encuen-
tran dificultades para percibir las secuencias geométricas. Sin embargo, cuando
se pide a los alumnos que completen secuencias aritméticas de figuras, escriben
los valores correspondientes a cada figura de manera correcta, incluso cuando
deben colocar valores fraccionarios.

Cuando se les pide que describan por escrito y que aborden en la tabla la rela-
ción funcional (peso y edad) relacionada con la propia organización del problema,
al parecer esta dificultad se incrementa, porque les resulta difícil ordenar los datos
del problema para poder dar una respuesta. Sin embargo, uno de los alumnos lle-
ga a responder que la relación entre peso y edad va aumentando y disminuyendo.

En el problema en el que se les pide observar cuatro edificios que están sien-
do pintados y se les pregunta cuántos pisos deberían ser pintados en el quinto
edificio, los niños entrevistados encuentran que existe una progresión geométri-
ca y responden correctamente. En seguida, se les pide completar una secuencia de
edificios pintados, así como encontrar la relación entre el número de edificio y los
pisos pintados y hacer una gráfica para explicitar la relación funcional existente.
Los niños son capaces de completar una secuencia geométrica de edificios pin-
tados, hacen la gráfica de manera correcta y, cuando deben encontrar una relación
entre el número de pisos pintados en un edificio y el número de pisos pintados
en el siguiente edificio, dan como respuesta el doble del edificio anterior.

Conclusiones del cuestionario diagnóstico

Una vez analizados los cuestionarios diagnóstico, se observa que el razonamiento
proporcional y los procesos de generalización no son necesariamente contenidos
matemáticos que se complementan entre sí. Al contrario, los resultados hacen
evidente que se trata de comprensiones que ocurren de manera separada. En el
cuestionario diagnóstico de razonamiento proporcional, por ejemplo, los niños
no presentan dificultades en aumentar figuras al doble o al triple, cuando la es-
cala está dada, pero no ocurre lo mismo cuando deben descubrir la escala. A pe-
sar de que llegan a la respuesta correcta, lo hacen con dificultad, pero consiguen
descubrir la escala y resolver el problema presentado. Cuando se les presenta el
cuestionario diagnóstico de procesos de generalización, muestran tener dificulta-
des para resolver secuencias geométricas; no encuentran, por ejemplo, que la re-
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lación es multiplicativa y la resuelven como si fuera una secuencia aritmética, es
decir, sumando. Pero cuando se les presenta otro problema que involucra una
progresión geométrica, esa dificultad no es tan evidente y resuelven el problema
satisfactoriamente. Esto parece indicar que el pensamiento de los niños a esas
edades pasa por una transición entre estrategias aditivas y multiplicativas.

SECUENCIA DIDÁCTICA (RAZONAMIENTO PROPORCIONAL)

Los niños transitaban entre estrategias de tipo aditivo, premultiplicativa y multi-
plicativa. Algunos alumnos reconocían una relación aditiva en casos multiplica-
tivos, pero no siempre las extendían a otras situaciones.

En otras ocasiones, el alumno reconocía y establecía una relación entre los
segmentos y los valores numéricos, multiplicando ambas relaciones y encontran-
do que la relación proporcional era una relación de tipo multiplicativo.

En actividades introductorias (hacer un cuadrado en Logo) se les pedía que
construyeran un cuadrado del triple del modelo dado, los niños descubrían que si
el ordinal es 45 de lado, entonces deberían construir un cuadrado de lado 135
y se daban cuenta de que no cabía en la pantalla, entonces tomaban como uni-
dad 90, buscaban y descubrían que 90 es divisible entre 3, luego la tercera par-
te (que es 30) puede obtenerse restando sucesivamente tres veces la tercera parte
y luego verifican que 90 es el triple de 30. También comprobamos que los niños
son capaces de invertir una relación proporcional muy simple y = 2x , x = (1/2) y
reconocen que un cuadrado debe tener los cuatro ángulos iguales; en el lengua-
je, siempre utilizan una proporción entera “el doble de”, aunque en el cálculo
usan una proporción fraccionaria (la mitad).

En otra actividad (en Logo), se pide a los alumnos que comparen segmentos
cuyas medidas están en una progresión aritmética, dando los primeros tres ele-
mentos de la progresión y se les pide que calculen el doble del segundo elemento:
2 × 60 = 120 que coincide excepcionalmente con el cuarto elemento de la pro-
gresión. En el segundo ítem, llenan una tabla y se les pide que reflexionen; los
niños pudieron reconocer el patrón de la serie y calcular el quinto elemento de
la serie. Esto indica que poseen ambos acercamientos, aditivo y multiplicativo, y que,
incluso, son capaces de plantear explícitamente la relación algebraica (1) al reco-
nocer el orden del paradito (n) como “variable independiente” y el valor del paradi-
to (paradito) como “variable dependiente”. La relación (1) puede interpretarse
también como que los niños manejan la idea de función o correspondencia.



En otra actividad en Logo (dibujar una mesa), al reproducir esa figura en la
pantalla, los niños tuvieron que fijarse en las medidas de todos los segmentos de
la mesa y, a partir de esas medidas, encontrar una relación equivalente para las
medidas que se usarán en la pantalla. Sólo después de eso, los niños percibie-
ron la relación proporcional entre los segmentos de la figura producida y la ta-
bla con los valores de cada segmento; los comandos en Logo los auxiliaba para
percibir mejor la relación proporcional.

Secuencia didáctica (procesos de generalización)

Los niños fueron clasificados en las categorías de relación premultiplicativa y re-
lación multiplicativa, lo que ciertamente indica que comprenden algunas ideas
importantes, pero que necesitan recurrir a la comparación numérica para poder
avanzar conceptualmente. Esto nos da indicios de que aún están apegados al
campo de las estructuras aditivas y que tienen dificultad para percibir el patrón
de las figuras producidas. Existe una necesidad de comparar valores numéricos y
sólo logran relacionar las secuencias geométricas con los valores numéricos des-
pués de compararlos; antes, les resulta una tarea muy difícil y necesitan el apoyo
gráfico.

En una de las actividades se presenta una secuencia geométrica con dibujos
(actividad en lápiz y papel) y se les pide que dibujen un cuarto elemento de la
serie. Inicialmente, los niños responden que las figuras van aumentando y com-
pletan la tabla con los valores de cada elemento de la serie. Cuando se les pide
decir cuántos elementos tendría un décimo elemento de la serie, al principio no
perciben que, para responder esta pregunta, deben encontrar un patrón o una
regla, sino que van haciendo cada elemento de la serie, uno a uno, y así llegan
al resultado.

En otra actividad, se les dio una secuencia geométrica de la letra E (actividad
en Logo) conforme a la figura de abajo y se les solicitó que dibujaran el cuarto
y quinto elementos de la serie en pasos de la tortuga (letra E). Inicialmente, los
niños dibujaron la letra E en lápiz y papel y descubrieron que había una relación
proporcional entre los segmentos que la formaban. Esto también se les facilitó
cuando compararon los valores de las medidas de cada letra en la tabla.

En otra actividad (en lápiz y papel), se les pidió observar el dibujo de tres al-
bercas y se les dijo que utilizaran y describieran una relación funcional. Aquí, los
niños deberían fijarse en el número total de mosaicos, los azules y los blancos, y
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descubrir la relación existente entre ellos. Aquí también debían observar esa rela-
ción en una gráfica y responder de qué manera varían. En esta última respuesta,
donde los niños deberían responder en qué relación variaban el número de los
mosaicos azules y el de los mosaicos blancos, tuvieron dificultad y no pudieron
encontrar dicha relación.

DISCUSIÓN

Una introducción temprana al álgebra con las características aquí descritas parece
plausible y en correspondencia con perspectivas de naturaleza histórica y curricu-
lar. Los primeros resultados del estudio señalan algunas competencias y algunas
dificultades específicas de las edades de los niños participantes. Los niños percibie-
ron la relación proporcional entre los segmentos de la figura producida, la tabla
con los valores de cada segmento y los comandos en Logo los auxiliaron para
percibir mejor la relación proporcional. Además, fueron capaces de invertir una
relación proporcional muy simple y = 2x , x = (1/2) y reconocer que un cuadrado
debe tener los cuatro ángulos iguales, en el lenguaje verbal, siempre utilizaron
una proporción entera “el doble de”, aunque en el cálculo usaron un factor frac-
cionario (la mitad). También manejaron la idea de función o correspondencia.

La mayor dificultad se presentó cuando, en la segunda parte de la secuencia
didáctica, los niños tuvieron que trabajar con secuencias geométricas en contex-
tos distintos, supuestamente deberían interconectar dicho contenido con otra si-
tuación y eso no fue tan evidente para ellos. Aquí los niños encontraron muchas
dificultades y sólo las superaron cuando se les presentó una tabla numérica y tu-
vieron la oportunidad de comparar valores numéricos. El vínculo entre lo numé-
rico y lo geométrico está ausente muchas veces en la instrucción escolar. Por otro
lado, esto nos permite verificar que tales vinculaciones son importantes (aritmé-
tica y geométrica), ya que ambas pueden ofrecer más significado para el alumno.
En este sentido, el apoyo gráfico y numérico del ambiente Logo parece tener
efectos satisfactorios.

Al relacionar el razonamiento proporcional con las primeras ideas algebraicas
empezaron a aparecer algunas dificultades, principalmente para reconocer una
secuencia geométrica o aritmética y, en ellas, la percepción de un patrón que las
organiza. En actividades posteriores, cuando tuvieron que tratar con una relación
funcional y percibir cómo varían los datos en una situación particular, no les fue
posible hacerlo, a pesar de que creemos que es factible ofrecer actividades donde
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la relación funcional sea vista como una relación esencialmente proporcional,
donde el niño tenga la oportunidad de verificar cómo varían las cantidades.

En una etapa posterior del estudio se pondrá énfasis en el tránsito entre las
estructuras aditivas y multiplicativas, así como también en el análisis simultáneo
de dichas estructuras. Nuestro propósito es verificar si, con una secuencia didác-
tica adecuada, los niños son capaces de superar los obstáculos encontrados y si la
conjugación de diferentes mediadores (Logo y lápiz y papel) posibilita un cambio
en el nivel conceptual capaz de superar la transición del pensamiento aditivo al
multiplicativo y la discriminación entre sistemas multiplicativos y aditivos.

Creemos que llegar al álgebra, a través del razonamiento proporcional y los
procesos de generalización, es un camino viable, pero ciertamente los niños en-
contrarán muchos obstáculos que tendrán que superar, tales como el tránsito de
las estructuras de tipo aditivas hacia las de tipo multiplicativo, pues al abordar
secuencias geométricas y la relación funcional, el niño deberá pensar en términos
multiplicativos y no aditivos. En este sentido, creemos importante interconectar
tres dominios matemáticos: el aritmético, el geométrico y el algebraico. Estudia-
remos dicha transición (del campo de las estructuras aditivas a las multiplicativas)
en los diversos instrumentos de investigación que serán utilizados en una si-
guiente etapa del estudio (cuestionario diagnóstico, secuencia didáctica, discurso
producido durante las sesiones de trabajo y, específicamente, en las entrevistas
clínicas con enseñanza), con el propósito de observar detenidamente tales obs-
táculos y caracterizarlos, a fin de poder ofrecer a los alumnos actividades que les
permitan remontar esos obstáculos en su evolución hacia los conceptos y compe-
tencias planteados como metas de aprendizaje.

NOTA

El contenido de este artículo corresponde al estudio piloto que forma parte del
proyecto de investigación “Introducción temprana al pensamiento algebraico:
abordaje basado en la geometría”, desarrollado dentro del programa de Doctora-
do en Ciencias (Especialidad en Matemática Educativa) del Cinvestav del IPN.
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Estrategias de cálculo mental utilizadas
por estudiantes del nivel secundaria
de Baja California

Jeanette Cortés Flores, Eduardo Backhoff Escudero y Javier Organista Sandoval

RReessuummeenn::  Se conoce que el cálculo mental o estimativo ayuda a los estudiantes a
desarrollar el sentido del número y a mejorar la comprensión de las relaciones
numéricas. Por lo anterior, este trabajo tuvo el propósito de conocer el nivel de
solución de problemas estimativos que tienen los estudiantes de 2º año de se-
cundaria, así como identificar las estrategias mentales que utilizan los mejores esti-
madores. Para ello, se administró una prueba, traducida y adaptada del modelo
de Reys et al. (1982), a 248 estudiantes provenientes de ocho escuelas públicas
y privadas de la ciudad de Ensenada, Baja California. Los resultados muestran
que los estudiantes presentan pocas habilidades para resolver problemas menta-
les y que las estrategias estimativas mayormente utilizadas fueron el “redondeo”
y el “dígito de la izquierda”. Se concluye que el modelo utilizado es apropiado para
identificar a los buenos estimadores y conocer las estrategias mentales que utili-
zan los escolares para resolver problemas matemáticos.

Palabras clave: estimación, aritmética mental, estrategias de niños.

AAbbssttrraacctt:: It is well known that mental estimation helps students to develop number
sense, and to improve numeric relations understanding. For this reason, the pur-
pose of this research focused to describe Mexican secondary students’ abilities to
solve mental arithmetic problems, as well as to identify mental strategies used by
the best calculators’ eight-grade students. To accomplish this, we applied an adapted
estimation test version (originally developed by Reys et al., 1982) to 248 students
from eight private and public schools of Ensenada, Baja California, Mexico. Re-
sults showed that Mexican students have few abilities to solve mental arithmetic
problems, and that “rounding” and “front-end” were the most frequently mental
strategies used. We concluded that, with this model, it is possible to identify good
estimators, as well as mental strategies students use to solve arithmetic problems.

Key words: estimation, mental arithmetic, children’s strategies.



Mancera (1991) afirma que el desarrollo de las nociones matemáticas es un pro-
ceso paulatino que construye el niño a partir de la experiencia que le brinda la
interacción con los objetos de su entorno, permitiéndole crear mentalmente re-
laciones y comparaciones entre ellos, así como establecer semejanzas y diferen-
cias de sus atributos para clasificar y proponer relaciones de orden y de cantidad
que le posibilitan estructurar el concepto de número con base en la intuición de
cantidad.

Por su parte, el consejo Nacional de Profesores de Matemáticas (NCTM, 1989)
ha definido la intuición de cantidad como el sentido del número. Sowder (1992) se
refiere al sentido del número como una red conceptual bien organizada que da
habilidad para relacionar operaciones y para resolver problemas numéricos por
caminos flexibles y creativos. Ya que la estructura del sistema numérico y el sen-
tido del número están asociados, la habilidad en el cálculo estimativo lleva al
sentido del número y viceversa.

Hazekamp (1986) y Reys, Reys y Hope (1993) entienden al cálculo estimativo
como la habilidad para llevar a cabo un cálculo numérico del cual se obtiene
una respuesta aproximada, utilizando únicamente procedimientos mentales; es
decir, sin el uso de lápiz y papel o cualquier otro dispositivo de cálculo o regis-
tro. Esta habilidad es central para desarrollar el sentido del número en los estu-
diantes. De hecho, los procedimientos propiamente mentales que el alumno lleva
a cabo en este tipo de cálculos son diferentes a los que se aplican cuando se re-
curre a los algoritmos de lápiz y papel, tradicionalmente enseñados en el aula.

Por lo anterior, el cálculo mental estimativo ha sido reconocido como un tema
importante en el campo de la educación matemática, así que varios países han
recomendado su inclusión en el currículum escolar, entre otros: Estados Unidos,
a través del Consejo Nacional de Profesores de Matematicas (1989); Japón, por
medio del Ministerio Japonés de Supervisores de Matemáticas (Reys, Reys, Nohda,
Ishida, Yoshikawa y Shimizu, 1991); España, a través del Ministerio de Educación y
Ciencia (Parra, 1994); Argentina, por recomendación del Consejo General y Pro-
vincial de Educación (Parra, 1994), y Taiwán (Reys y Yang, 1998).

En relación con México, la Secretaría de Educación Pública (SEP) recomienda
que, en sus programas de matemáticas de educación básica secundaria (1993),
se utilice el cálculo estimativo, como apoyo para el estudio de dos temas del pro-
grama: números enteros y números decimales. Sin embargo, no resalta la impor-
tancia de una práctica sistemática y continua de este tipo de cálculo durante todo
el ciclo escolar. Lo anterior hace parecer que el cálculo estimativo está conecta-
do solamente con esos dos temas y, en consecuencia, se descuida su práctica ge-
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neralizada. Por lo anterior, muy pocos libros de texto gratuito incluyen ejercicios
sobre este tema y, cuando lo hacen, presentan poco material didáctico, pocos
ejercicios, necesarios para apoyar la práctica del cálculo estimativo.

En este sentido, Flores, Reys y Reys (1990), después de realizar una investiga-
ción en el Centro de Investigación en Matemáticas (Cimat), llegaron a la conclusión
de que la estimación de resultados de operaciones aritméticas y los problemas
que las incluyen no se enseñan de manera explícita en las escuelas mexicanas, por
lo que recomiendan que se dedique menos tiempo a los métodos tradicionales
con lápiz y papel y se ponga más atención a los cálculos mentales, en especial
al cálculo estimativo. Asimismo, otros investigadores (Hope, 1986; Reys, Reys y
Hope, 1993) opinan que, a pesar de las recomendaciones para incluir la ense-
ñanza del cálculo estimativo en los programas de estudio, los maestros por lo ge-
neral no lo enseñan.

La investigación realizada en el Cimat se apoyó en la Universidad de Missou-
ri, que proporcionó una prueba para calificar el desempeño de los alumnos en
cálculo estimativo. Dicho instrumento fue desarrollado por Reys, Bestgen, Rybolt
y Wyatt (1982) para estudiantes de 7º, 8º y 9º grados del sistema educativo de
Estados Unidos —que en México equivalen al 1º, 2º y 3º de secundaria—, respec-
tivamente. Este examen se ha utilizado en diversas investigaciones en distintas
partes del mundo: Estados Unidos (Weber, 1996), Japón (Reys, Reys, Nohda,
Ishida, Yoshikawa y Shimizu, 1991), Canadá (Reys, Reys y Hope, 1993), Australia
(McIntosh, Reys y Reys, 1992) y México (Flores et al., 1990).

Como resultados de estas investigaciones, Reys (1986) y Flores, Reys y Reys
(1990) encontraron que las personas utilizan distintas estrategias de cálculo
mental para resolver problemas aritméticos. También coinciden en señalar que
una misma estrategia no es adecuada para todos los problemas, y que una ca-
racterística importante del buen estimador es saber elegir y utilizar las estrategias
adecuadas en cada problema. Las estrategias que estos autores consideran de
mayor importancia son las siguientes: a) dígito de la izquierda, b) agrupación,
c) redondeo, d) números compatibles y e) números especiales. En el cuadro 1 se
describen estas estrategias y se muestran los procedimientos que los estudiantes
utilizaron para resolver los problemas.

Por la importancia que se le ha dado en algunos países a la enseñanza y prác-
tica del cálculo estimativo, y por la poca atención que se le brinda a este tema en
las actividades curriculares nacionales, en 2001, en el Instituto de Investigación
y Desarrollo Educativo (IIDE) de la Universidad Autónoma de Baja California, se rea-
lizó una tesis de maestría con el propósito de identificar las estrategias de cálculo
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Cuadro 1 Descripción y ejemplo de las principales estrategias de cálculo estimativo

EEssttrraatteeggiiaa

Dígito de la
izquierda

Agrupación

Redondeo
de números

Números
compatibles

Números
especiales

NNoottaa:: La sigla R significa resultado estimado.

DDeessccrriippcciióónn

Se aplica principalmente a la
suma. Considera el digito más
significativo del extremo
izquierdo. Las cifras restantes
se agrupan, considerando que
la suma sea múltiplo de 10
o de 100.

Se usa cuando un grupo
de números está cerca de
un valor común, el cual se
multiplica por el número de
sumandos.

Se buscan números fáciles de
manejar. Al final, se ajusta el
resultado. Especialmente, es
útil en la multiplicación.

Se cambian o redondean los
números  para hacerlos com-
patibles entre ellos. Se deben
considerar parejas de
números que den resultados
exactos ya que mentalmente
son muy fáciles de operar. Es
útil en la división.

Combina varios puntos de las
estrategias anteriores. Consiste
en observar si los números
del problema son parecidos o
cercanos a números más
fáciles de operar y sustituirlos
por ellos.

PPrroobblleemmaa

+ 230
+

180__________

+ 9 328

+ 9 467

+ 8 839__________

(47)(66) =

3 370 ÷ 7 =

23/45 de 720

PPrroocceeddiimmiieennttoo

2 + 1 = 3 ——> 300

30 + 80 ——> 100

R: 300 + 100 =
440000

Común: 9 000

Sumandos: 3

R: 9 000 × 3
= 2277  000000

R: (50)(70)
= 33  550000

R: 3 500 ÷ 7
= 550000

o

R: 3 200 ÷ 8
= 440000

R: 1/2 de 720
= 336600

RReessuullttaaddoo
eexxaaccttoo

410

27 634

3 102

481.4

368



estimativo que utilizan los estudiantes de 2º de secundaria considerados como
buenos estimadores (Cortés, 2001). Asimismo, se pretendió sentar las bases para
motivar investigaciones posteriores en las que se desarrollen materiales didácti-
cos adecuados que apoyen la enseñanza sistemática del cálculo estimativo en los
programas de matemáticas nacionales. La investigación partió del supuesto de que
el cálculo estimativo no se enseña en las escuelas mexicanas de manera sistemá-
tica, por lo que es bajo el desempeño general de los alumnos en este aspecto.

Con base en los resultados de esta tesis, el presente trabajo tiene un doble pro-
pósito. Por un lado, dar a conocer el nivel de cálculo estimativo de los estudiantes
bajacalifornianos de 2º año de secundaria y, por el otro, mostrar el tipo de estra-
tegias mentales que utilizan los escolares considerados como buenos estimadores.

MÉTODO

Esta investigación utilizó la metodología propuesta por Reys, Bestgen, Rybolt y
Wyatt (1982), la cual consiste en dos etapas. En la primera, se administra una
prueba de cálculo estimativo a fin de seleccionar a los alumnos considerados co-
mo los mejores estimadores. En la segunda, se aplica una entrevista a los estu-
diantes con mejor rendimiento en la prueba estimativa, a fin de identificar las es-
trategias que utilizan para resolver problemas de esta naturaleza.

SUJETOS

Este trabajo se realizó con estudiantes provenientes de ocho secundarias -de En-
senada, Baja California- que presentaban las siguientes características: modali-
dad administrativa (de gobierno, particular), tipo de escuela (general, técnica y te-
lesecundaria) y turno (matutino, vespertino). El cuadro 2 presenta el número y
tipo de escuelas que participaron en esta investigación.

De cada escuela, se seleccionó un grupo de estudiantes de 2º grado de se-
cundaria, para conformar una muestra total de 248 escolares. En aquellas escue-
las que disponían de más de un grupo de este nivel escolar, la selección del grupo
se hizo según la disponibilidad que ofreció la dirección escolar. El rango de eda-
des de los estudiantes fluctuó entre los 12 y 16 años, siendo la edad típica de
los escolares los 13 años (68.5%). La poblaciones femenina y masculina estaban
representadas, respectivamente, por 54.8 y 45.2% de participantes.
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INSTRUMENTOS

Como ya se señaló, se utilizaron dos tipos de instrumentos para evaluar las es-
trategias de cálculo estimativo: el examen de cálculo estimativo y la entrevista.

Examen de cálculo estimativo

Se utilizó el examen desarrollado por Reys et al. (1982), el cual se tradujo al cas-
tellano de su versión original en inglés. Este examen consistió en 39 problemas
aritméticos de respuesta abierta: 25 numéricos, que sólo requerían realizar los
cálculos aritméticos señalados; los 14 problemas restantes fueron del tipo con-
textual, donde los alumnos tenían que interpretar el texto, elegir las operaciones
más convenientes y efectuar los cálculos. Para el caso específico de los ejercicios
contextuales, los enunciados se adaptaron al lenguaje y contexto local, con el
propósito de facilitar a los alumnos su lectura e interpretación.

Los reactivos incluyeron operaciones de suma, resta, multiplicación y división,
en las que intervenían números naturales, enteros, decimales, fracciones y porcen-
tajes. Como este examen está diseñado para determinar las estrategias de cálculo
estimativo que utilizan los alumnos que lo contestan, no es importante el número
de reactivos de una cierta operación, sino la posibilidad de utilizar alguna de las
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Cuadro 2 Características de las escuelas participantes

CCaarraacctteerrííssttiiccaass N %%

Tipo General 4 50

Técnica 2 25

Telesecundaria 2 25

Modalidad Pública 7 87.5

Particular 1 12.5

Turno Matutino 4 50

Vespertino 4 50

TToottaall 88 110000



estrategias identificadas por Reys et al. (1982). En el examen de cálculo estima-
tivo, se garantiza que pueden ser empleadas las diferentes estrategias dependien-
do del reactivo.

Como no se esperaban cálculos exactos, se establecieron intervalos de res-
puestas aceptables para cada uno de los problemas. El cuadro 3 muestra los
reactivos de tipo numérico que se utilizaron en este examen, donde se especifica
el problema utilizado, el intervalo de respuesta aceptable y su respuesta exacta.

Para el caso de los ejercicios contextuales, el cuadro 4 muestra los enunciados
utilizados, el intervalo de respuesta aceptable y la respuesta exacta.

Entrevistas

Las entrevistas consistieron en presentar a los alumnos seleccionados diez pro-
blemas de cálculo mental, cuatro de ellos numéricos y seis contextualizados; cin-
co de los reactivos se tomaron del examen estimativo y el resto fueron proble-
mas nuevos. Los estudiantes resolvieron cada uno de los problemas, explicando
en voz alta los pasos que siguieron para llegar al resultado. Las respuestas se re-
gistraron en cintas de video y las estrategias utilizadas por los alumnos se clasifi-
caron de acuerdo con el estudio de Reys (1986). Los diez reactivos de la entrevista
pueden observarse en el cuadro 7 de la sección de resultados.

PROCEDIMIENTO

Durante la primera etapa del estudio, se administró el examen estimativo a la to-
talidad de alumnos seleccionados (248). Antes de iniciar el examen, se les expli-
có que tenían un tiempo de 20 a 25 segundos para resolver cada problema y
cinco segundos para anotar su respuesta. Se hizo énfasis en que no utilizaran
lápiz ni papel para hacer los cálculos, no apuntaran los ejercicios y no usaran
calculadora. Asimismo, se les informó que dicho examen no iba a afectar su ca-
lificación escolar. Con un proyector de acetatos, se presentaron uno a uno los 39
problemas, mostrando dos ejemplos antes de iniciar el examen. También se les
informó que las respuestas correctas podrían variar dentro de un intervalo cerca-
no a la respuesta exacta. Apegados a la metodología descrita por Reys et al.
(1982), se seleccionó a 5% de los alumnos con mayor número de aciertos para
aplicarles las entrevistas, quienes en este caso resultaron ser 12.
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Cuadro 3 Problemas numéricos del examen estimativo (Reys et al., 1982)

NNúúmm..  ddee  rreeaaccttiivvoo** PPrroobblleemmaass IInntteerrvvaalloo RReessppuueessttaa  eexxaaccttaa

01 (n, +, +, e) 89 + 382 + 706 (1 160-1 190) 1 177

02 (n, —, e) 7 465 — 572 (6 800-7 000) 6 893

03 (n, —, e) 37 689 – 18 812 (17 000-20 000) 18 877

04 (n, ×, e) 28 × 47 (1 200-1 500) 1 316

05 (n, ×, e) 6 809 × 91 (540 000-630 000) 619 619

06 (n, ×, ×, e) 31 × 68 × 298 (540 000-630 000) 628 184

07 (n, ÷, e) 713 ÷ 8 (70-100) 89.125

08 (n, ÷, e) 474 257 ÷ 8 127 (50-60) 58.35...

09 (n, ÷, e) 22 ÷ 72 (0.2-0.4) 0.305...

10 (n, ×, ÷, e) (347 × 6) ÷ 43 (45-60) 48.41...

11 (n, +, +, d) 0.7 + 0.002 + 0.81 (1-2) 1.512

12 (n, ×, d, e) 486 × 0.24 (100-150) 116.64

13 (n, ÷, d, e) 289 ÷ 71.8 (4-5) 4.02...

14 (n, —, d, e) 308 — 2.85 (305-306) 305.15

15 (n, —, d) 835.67 — 0.526 (835-836) 835.144

16 (n, ×, f, d) 11/2 × 1.67 (2-3) 2.505

17 (n, ×, ×, f, d, e) 17/8 × 1.19 × 4 (6-10) 8.925

18 (n, ×, d) 6.31 × 0.8 (4.8-6) 5.048

19 (n, ×, d) 98.6 × 0.041 (3.5-4.1) 4.0426

20 (n, ×, ×, d) 5.1 × 4.8 × 6.3 (120-160) 154.224

21 (n, ÷, d, e) 648 ÷ 1.06 (600-648) 611.32...

22 (n, ÷, d) 7 029.6 ÷ 0.95 (7 000-8 000) 7 399.57...

23 (n, +, f ) 12/13 + 7/8 (1.5-2) 187/104 o 1.79...

24 (n, ×, f, e) (21/23) × 149 (130-149) 136 1/23 o 136.04...

25 (n, —, f ) (22/5) — (2
7/8) (—0.5, —1) —19/40 o —0.475

**  NNoommeennccllaattuurraa::  n = ejercicios numéricos; c = ejercicios contextuales; d=números decimales;
e = números enteros; f = fracciones; +, –, ×, ÷ (operadores básicos)
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Cuadro 4 Problemas contextualizados del examen estimativo
(adaptados de Reys et al., 1982)

NNúúmm..  ddee  rreeaaccttiivvoo**

26 (c, ×, d, e)

27 (c, ×, d, e)

28 (c, ×, e)

29 (c, —, e)

30 (c, ×, e)

31 (c, +, +, e)

32 (c, +, +, +, +, e)

33 (c, ×, e)

PPrroobblleemmaass

Con una lata de pintura se
cubren 7.47 m2 de superficie.
¿Como cuántos m2 se cubren
con 4 latas?

¿Como cuánto gastará Esme-
ralda en 3.5 m de tela si el
m cuesta $23.00?

En una maquiladora pagan
$238.00 diarios en el turno
nocturno. ¿Como cuánto ga-
nará un empleado por sema-
na aproximadamente?

Para un concierto de rock
había 12367 boletos, pero
por lluvia sólo se vendieron
3788. ¿Como cuántos boletos
se quedaron sin vender?

Los alumnos necesitan dinero
para el grupo que amenizará
su fiesta de graduación, cada
alumno debe cooperar con
$92.00 y son 46 alumnos. ¿Co-
mo cuánto les cobra el grupo?

Juanito puso un banco de 99
cm sobre otro de 39 cm y en-
cima una silla de 37 cm, para
alcanzar unos dulces de la
alacena. ¿Como cuánta altura
ganó con su peligroso arreglo?

Ésta es una cuenta del merca-
do que aún no ha sido sumada,
¿como cuánto es el total?
488 + 487 + 506 + 497 + 512 =

¿Como cuánta área tiene este
rectángulo? (28 × 47)

IInntteerrvvaalloo

(28-32)

(69-100)

(1 400-1 750)

(8 000-9 000)

(3 600-4 600)

(160-200)

(2 400-2 600)

(1 200-1 500)

RReessppuueessttaa  eexxaaccttaa

29.88

80.5

1 666

8 579

4 232

175

2 490

1 316
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Cuadro 4 Conclusión

**  NNoommeennccllaattuurraa::  n = ejercicios numéricos; c = ejercicios contextuales; d = números decimales;
e = números enteros; f = fracciones; +, –, x, ÷ (operadores básicos).

NNúúmm..  ddee  rreeaaccttiivvoo**

34 (c, —, e)

35 (c, ×, d, e)

36 (c, ÷, e)

37 (c, ÷, e)

38 (c, ÷, d)

39 (c, ×, e)

PPrroobblleemmaass

Una casa del fraccionamiento
Villas del Real cuesta
$117 450.00. Si los papás
de Claudia compraron una
y dieron de enganche
$44 900.00, ¿como cuánto
les falta por pagar?

En el recreo se vendieron
24 tortas de $5.40 cada una.
¿Como cuánto se ganó?

Un grupo de 48 alumnos
cooperó para la compra
de un microscopio. Si todos
aportaron la misma cantidad
y se juntaron $1322.00 ¿cómo
cuánto dio cada uno?

Para la construcción de
un salón de usos múltiples
se pide la cooperación de los
12 grupos de una escuela.
La cantidad a recaudar es
de $26400. ¿Cuánto tiene
que dar cada grupo?

La sociedad de padres de
familia de una escuela donó
15.75 m2 de tela para hacer
cortinas. Si para cada ventana
se necesitan 0.95 m2, ¿como
cuántas cortinas saldrán?

¿Cuántos días has vivido
aproximadamente?

IInntteerrvvaalloo

(70 000-80 000)

(120-150)

(20-30)

(2 000-2 400)

(15-18)

(4 383-5 844)

RReessppuueessttaa  eexxaaccttaa

72 550

129.6

27.54...

2 200

16.57...

Variable



En la segunda etapa, se entrevistó por separado a los 12 estudiantes, utili-
zando el método propuesto por Martínez (1998). Para ello, se les pidió individual-
mente que contestaran en voz alta los diez problemas y explicaran las operaciones
mentales que llevaron a cabo. Dichas entrevistas fueron grabadas en cintas de
video y posteriormente transcritas en su totalidad para su análisis. Para finalizar,
se identificaron y clasificaron las estrategias utilizadas por los escolares para re-
solver cada uno de los problemas.

RESULTADOS

En términos generales, la prueba resultó difícil para los estudiantes. Lo anterior
puede observarse en el cuadro 5, donde se muestran para cada uno de los reacti-
vos los porcentajes de respuestas correctas e incorrectas, así como de abstenciones.
El nivel de dificultad de cada uno de los reactivos —es decir, el porcentaje de estu-
diantes que los contestó correctamente— fluctuó entre 1.6% para el más difícil y
65.7% para el más fácil. La dificultad media de la prueba fue 23.8 por ciento.

Por otro lado, la media poblacional de aciertos fue de 9.3, con una desviación
estándar de 5.4 y un rango que fluctuó entre 0 y 25 respuestas correctas. El
cuadro 6 presenta la frecuencia de aciertos de los estudiantes examinados. Se po-
drá notar que: 1) ningún alumno pudo resolver más de 25 problemas, es decir, na-
die logró obtener una calificación igual o por arriba de las dos terceras partes del
examen (66.66%); 2) sólo 3 estudiantes lograron obtener al menos 24 aciertos,
que corresponde a una calificación de 6, en una escala del 1 al 10; 3) 199 alumnos
obtuvieron una calificación igual o menor a 13 respuestas correctas, es decir,
80.24% de los estudiantes no pudo resolver más de una tercera parte del examen.

De conformidad con las especificaciones señaladas por Reys et al. (1982), en
la segunda etapa del estudio seleccionamos al 5% de escolares que obtuvieron
el mayor número de aciertos. Esta población quedó conformada por 12 alumnos,
de los cuales diez fueron hombres y dos mujeres; uno de 12 años de edad, ocho de
13 años y tres de 14. Estos alumnos tenían un promedio de calificaciones en la
asignatura de matemáticas de 2º de secundaria de 9.5 y provenían de seis de las
ocho escuelas.

En esta etapa, se les pidió a los 12 estudiantes que resolvieran 10 problemas
en voz alta. Los estudiantes respondieron acertadamente 8.3 reactivos, en pro-
medio. La información recabada en las entrevistas se muestra en el cuadro 7,
donde se describen los problemas y se muestra una síntesis de los resultados que

EDUCACIÓN MATEMÁTICA, vol. 16, núm. 1, abril de 2004 159

Jeanette Cortés Flores, Eduardo Backhoff Escudero y Javier Organista Sandoval



160 EDUCACIÓN MATEMÁTICA, vol. 16, núm. 1, abril de 2004

Estrategias de cálculo mental utilizadas por estudiantes del nivel secundaria de Baja California

Cuadro 5 Porcentajes y frecuencias de aciertos, errores y abstenciones
en las respuestas del examen estimativo

RReessppuueessttaass RReessppuueessttaass

NNúúmmeerroo
ccoorrrreeccttaass iinnccoorrrreeccttaass AAbbsstteenncciioonneess

ddee  rreeaaccttiivvoo** NN %% NN %% NN %%

01 (n, +, +, e) 111 44.8 121 48.8 16 6.4

02 (n, —, e) 66 26.6 165 66.6 17 6.8

03 (n, —, e) 77 31.0 152 61.4 19 7.6

04 (n, ×, e) 18 7.3 138 55.7 92 37.0

05 (n, ×, e) 11 4.4 180 72.6 57 23.0

06 (n, ×, ×, e) 6 2.4 118 47.6 124 50.0

07 (n, ÷, e) 118 47.6 81 32.6 49 19.8

08 (n, ÷, e) 9 3.6 125 50.4 114 46.0

09 (n, ÷, e) 35 14.1 173 69.8 40 16.1

10 (n, ×, ÷, e) 8 3.2 128 51.6 112 45.2

11 (n, +, +, d ) 28 11.3 188 75.8 32 12.9

12 (n, ×, d, e) 10 4.1 150 60.5 88 35.4

13 (n, ÷, d, e) 40 16.1 123 49.6 85 34.3

14 (n, —, d, e) 94 37.9 117 47.2 37 14.9

15 (n, —, d ) 94 37.9 102 41.2 52 20.9

16 (n, ×, f, d ) 59 23.8 85 34.3 104 41.9

17 (n, ×, ×, f, d, e) 16 6.5 105 42.4 127 51.1

18 (n, ×, d) 37 14.9 181 73.0 30 12.1

19 (n, ×, d) 8 3.2 147 59.3 93 37.5

20 (n, ×, ×, d) 39 15.7 128 51.6 81 32.7

21 (n, ÷, d, e) 44 17.7 145 58.5 59 23.8

22 (n, ÷, d) 4 1.6 140 56.5 104 41.9

23 (n, +, f ) 15 6.1 147 59.3 86 34.6

24 (n, ×, f, e) 34 13.7 70 28.3 144 58.0



se obtuvieron en cada uno de ellos. Aquí se observa que las estrategias más uti-
lizadas en los ejercicios de suma fueron: dígito de la izquierda, redondeo y agru-
pación. Se incluyó un ejercicio para el cual se esperaba que utilizaran la estrate-
gia de números especiales, pero sólo tres alumnos pudieron contestarlo. En los
ejercicios de resta, destacaron también las estrategias de dígito de la izquierda y
redondeo, mientras que en los ejercicios de multiplicación las estrategias más uti-
lizadas fueron redondeo y números especiales. En el caso de los ejercicios de di-
visión, los porcentajes de aciertos fueron bajos en general, aunque quienes los
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Cuadro 5 Conclusión

RReessppuueessttaass RReessppuueessttaass

NNúúmmeerroo
ccoorrrreeccttaass iinnccoorrrreeccttaass AAbbsstteenncciioonneess

ddee  rreeaaccttiivvoo** N %% N %% N %%

25 (n, —, f ) 11 4.4 133 53.7 104 41.9

26 (c, ×, d, e) 160 64.5 73 29.5 15 6.0

27 (c, ×, d, e) 148 59.7 79 31.9 21 8.4

28 (c, ×, e) 163 65.7 65 26.2 20 8.1

29 (c, —, e) 145 58.5 71 28.6 32 12.9

30 (c, x, e) 54 21.8 161 64.9 33 13.3

31 (c, +, +, e) 129 52.0 88 35.5 31 12.5

32 (c, +, +, +, +, e) 92 37.1 139 56.1 17 6.8

33 (c, ×, e) 21 8.5 167 67.4 60 24.1

34 (c, —, e) 89 35.9 125 50.4 34 13.7

35 (c, ×, d, e) 77 31.1 150 60.5 21 8.4

36 (c, ÷, e) 41 16.5 141 56.9 66 26.6

37 (c, ÷, e) 49 19.8 151 60.9 48 19.3

38 (c, ÷, d) 87 35.1 88 35.5 73 29.4

39 (c, ×, e) 54 21.8 139 56.1 55 22.1

TToottaalleess 22 330011 2233..88 44 997799 5511..55 22 339922 2244..77

**  NNoommeennccllaattuurraa: n: ejercicio numérico; c: ejercicio contextual; +: ejercicio de suma; —: ejercicio de
resta; ×: ejercicio de multiplicación; ÷: ejercicio de división; d: números decimales; e: números
enteros; f: fraciones.
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Cuadro 6 Frecuencia de aciertos en el examen estimativo

PPoorrcceennttaajjee
AAcciieerrttooss FFrreeccuueenncciiaa PPoorrcceennttaajjee aaccuummuullaaddoo

25 2 0.8 0.8

24 1 0.4 1.2

23 2 0.8 2.0

22 3 1.2 3.2

21 3 1.2 4.4

20 4 1.6 6.0

19 8 3.2 9.3

18 2 0.8 10.1

17 1 0.4 10.5

16 6 2.4 12.9

15 9 3.6 16.5

14 8 3.2 19.8

13 11 4.4 24.2

12 19 7.7 31.9

11 10 4.0 35.9

10 11 4.4 40.3

9 21 8.5 48.8

8 19 7.7 56.5

7 24 9.7 66.1

6 20 8.1 74.2

5 11 4.4 78.6

4 17 6.9 85.5

3 16 6.5 91.9

2 14 5.6 97.6

1 2 0.8 98.4

0 4 1.6 100

TToottaall 224488 110000 110000
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Cuadro 7 Reactivos de la entrevista y síntesis de las respuestas de los estudiantes

PPrroobblleemmaass

+ 87 419

+ 92 765

+ 90 045

+ 81 974

+ 98 102___________

8 127 ÷ 474 257 =

486 × 0.24 =

Calcula el área de un rectángulo de:
28 × 47 centímetros

Si 30% de los aficionados de la serie
mexicana de béisbol compran un refresco,
¿como cuántos refrescos se vendieron,
si la asistencia fue de 54 215 personas?

Las concesiones de la serie mexicana de
béisbol tuvieron ingresos por $21 319 908.00.
Si dicha cantidad se divide en partes iguales
entre los 26 equipos, ¿como cuánto recibe
cada equipo?

Ésta es una cuenta del mercado que aún
no ha sido sumada. ¿Como cuánto es el total?

79 + 44 + 130 + 34...

SSíínntteessiiss  ddee  rreessuullttaaddooss

Contestado correctamente por todos los alum-
nos entrevistados. Las estrategias de cálculo es-
timativo utilizadas fueron: dígito de la izquierda,
redondeo y agrupación.

Contestado correctamente por los 12 alumnos.
Las estrategias más utilizadas fueron: dígito de
la izquierda y redondeo.

Contestado por nueve alumnos. La mayoría de
los problemas se presentaron en los ejercicios
con fracciones. La estrategia más utilizada fue la
de números especiales.

Contestado correctamente por ocho alumnos. La
estrategia de cálculo mental más utilizada fue la
de números especiales.

Contestado por el total de los alumnos. Las es-
trategias que más utilizaron fueron: dígito de la
izquierda y el redondeo.

Contestado correctamente por 11 alumnos. Las
estrategias que más utilizaron fueron: redondeo,
números especiales y números compatibles. Al-
gunos jóvenes centraron su atención en el %,
otros en el número, y un tercer grupo observó el
número y el % al mismo tiempo, lo cual dio co-
mo resultado una gran variedad de formas de
abordar el problema.

El problema fue contestado correctamente por
diez alumnos. Los errores más comunes se de-
bieron a la falta de un ajuste final. Las estrate-
gias de cálculo mental fueron adecuadas: dígito
de la izquierda, redondeo y números compatibles.

El problema fue contestado correctamente por
todos los alumnos. Las estrategias que más se
utilizaron fueron: dígito de la izquierda, redon-
deo y agrupación.
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respondieron correctamente utilizaron de manera adecuada la estrategia de nú-
meros compatibles.

En síntesis, las estrategias más utilizadas por los estudiantes para resolver es-
te tipo de problema, en orden descendente, fueron: el redondeo de números, nú-
meros especiales y dígito de la izquierda. El cuadro 8 muestra un análisis de fre-
cuencias donde se observa con claridad lo anteriormente dicho.

DISCUSIÓN

Utilizando el modelo de Reys et al. (1982), con su examen de cálculo mental tra-
ducido al castellano y adaptado para la población bajacaliforniana, estudiamos
las habilidades de una muestra de escolares de 2º grado de secundaria del mu-
nicipio de Ensenada, para resolver problemas de cálculo estimativo. Como resul-
tado, pudimos conocer las competencias de estos estudiantes para resolver di-
chos problemas, así como identificar las estrategias mentales que utilizan los
mejores estimadores para resolver diversos problemas aritméticos sin la ayuda
del lápiz y papel ni ningún otro dispositivo.

Los resultados muestran que estos escolares no tienen un buen dominio del
cálculo mental, ya que en promedio sólo respondieron correctamente a 23.8%
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Cuadro 7 Reactivos de la entrevista y síntesis de las respuestas de los estudiantes
(conclusión)

PPrroobblleemmaass

Estima el 15% de descuento para una
chamarra que cuesta $28 000.00

¿Cuál respuesta es razonable?

SSíínntteessiiss  ddee  rreessuullttaaddooss

Contestado correctamente por 11 alumnos. Las
estrategias más utilizadas fueron: redondeo, nú-
meros compatibles y números especiales.

Sólo tres alumnos pudieron responder correcta-
mente. Se observó que el manejo de los núme-
ros fraccionarios causa mayores problemas en
los estudiantes. La estrategia que más se utilizó
fue la de números especiales.



de los problemas y que apenas 1% (tres estudiantes) alcanzó una calificación de
seis en una escala del uno al diez. Esto confirma la aseveración de Flores, Reys
y Reys (1990) y de Hope (1986), y Reys, Reys y Hope (1993) de que la estima-
ción de resultados de operaciones aritméticas mentales no se enseña en forma
explícita ni adecuada en las escuelas.

Por otro lado, se pudo detectar el tipo de problemas que los alumnos pudieron
responder correctamente y aquellos en los que tuvieron dificultades. Así, los estu-
diantes entrevistados contestaron correctamente los ejercicios de sumas con nú-
meros enteros y utilizaron correctamente las estrategias de cálculo estimativo; lo
mismo sucedió con los problemas de multiplicación de enteros. Sin embargo, los
alumnos erraron con mayor frecuencia en aquellos ejercicios que implicaban ope-
raciones con números fraccionarios y decimales. Estos resultados concuerdan con
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Cuadro 8 Frecuencia de estrategias utilizadas por los alumnos entrevistados

EEssttrraatteeggiiaass**

AAlluummnnoo AA BB CC DD EE FF

1 3 1 1 3 4 0

2 1 2 3 2 5 0

3 2 2 2 5 2 1

4 1 1 7 4 5 0

5 4 1 4 1 4 0

6 1 3 3 0 1 0

7 2 0 7 3 5 0

8 8 1 4 2 3 0

9 3 0 7 3 4 1

10 4 1 5 1 4 2

11 4 0 7 2 3 1

12 4 0 6 1 2 1

TToottaalleess 3377 1122 5566 2277 4422 66

**  NNoottaa: A = Dígito de la izquierda; B = Agrupación; C = Redondeo; D = Números compatibles;
E = Números especiales; F = Algoritmo de lápiz y papel.



los registrados por Reys y Yang (1998) en una investigación similar realizada con
escolares de Taiwán.

Asimismo, pudimos identificar las dificultades específicas que los alumnos en-
frentan con ciertas estrategias mentales. Así, fue frecuente observar que los estu-
diantes manejan de manera correcta la estrategia de los dígitos de la izquierda.
Sin embargo, no fue el caso de las estrategias de números compatibles y números
especiales, posiblemente porque éstas requieren del conocimiento de otras estrate-
gias y de un entrenamiento explícito en las escuelas. Asimismo, observamos que
sólo algunos alumnos utilizaron ocasionalmente la estrategia de agrupamiento de
números, quizás por ser fácilmente reemplazable por otras estrategias, como las
del dígito de la izquierda y redondeo.

Estos resultados coinciden con lo que otros autores han encontrado en dife-
rentes países, en el sentido de que el cálculo estimativo no se enseña ni se prac-
tica sistemáticamente en las escuelas secundarias, aunque se contemple en los
programas de estudios respectivos. Lo anterior es evidente por los bajos resulta-
dos que obtuvieron los estudiantes, y por los comentarios que ellos hicieron du-
rante el examen y la entrevista, que reflejaron que no estaban acostumbrados al
manejo de este tipo de problemas. Por consiguiente, es comprensible que los alum-
nos desarrollen un bajo sentido del número, que no encuentren relaciones entre
las estructuras numéricas y que no visualicen caminos para resolver problemas
mentalmente. Sin embargo, es cierto que también encontramos buenos estima-
dores que, por lo general, tienen promedios altos en los cursos de matemáticas.
Es interesante notar que ellos comentan que el cálculo estimativo lo practican
en la vida cotidiana, principalmente en actividades extra escolares; por ejemplo,
cuando van a la tienda a comprar alguna mercancía y cuando cuentan el dine-
ro que deben regresar a sus padres.

Finalmente, hay que recordar que estas conclusiones son producto de un es-
tudio limitado, con sólo 248 alumnos, en una ciudad del estado de Baja California.
Por lo tanto, los resultados aquí expuestos deben interpretarse con precaución
aunque, al parecer, proveen evidencia sustancial de que los estudiantes mexica-
nos no dominan el cálculo mental; razón por la que se le deberá poner mayor
atención en las prácticas escolares.

Por último, es importante retomar lo señalado por Flores, Reys y Reys (1990),
en el sentido de que se deben elaborar mejores procedimientos de medición
para evaluar de manera válida el desempeño de los estudiantes en cuanto a sus
habilidades de estimación. Con esta idea, una tarea pendiente es analizar con
detenimiento las características psicométricas del examen de cálculo estimativo
propuesto por Reys, Bestgen, Rybolt y Wyatt (1982), utilizado en esta investiga-
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ción. En un principio, deberemos estudiar los niveles de dificultad y discriminación
de sus reactivos, así como la confiabilidad de la prueba, para posteriormente es-
tudiar la validez de sus resultados.
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Buckiedros, geometría del espacio
y origami modular

Víctor Larios Osorio

RReessuummeenn::  En este trabajo se presentan actividades para estudiar los buckiedros
(poliedros de caras pentagonales y exagonales), utilizando el origami modular. No
sólo se exhiben los métodos de construcción de dos módulos útiles para este fin
y algunos análisis que se pueden realizar sobre los buckiedros esféricos, sino que
también se insertan comentarios a fin de que el lector escudriñe por su propia
iniciativa algunas opciones, aplique las actividades en clase y esté al tanto de al-
gunos detalles relacionados con la construcción de estos poliedros y el uso del
origami modular.

Palabras clave: enseñanza de la geometría, origami modular, poliedros.

AAbbssttrraacctt:: This paper explores some activities about the buckyballs (polyhedra
with pentagonal and hexagonal faces) using modular origami. Moreover, it exhi-
bits construction methods of two kinds of modules and some analysis about sphe-
rical buckyballs, and includes comments for the reader in order to make some in-
vestigations for his/her own, to apply the activities in geometry class and to learn
some related details of these polyhedra and modular origami.

Key words: geometry teaching, modular origami, polyhedra.

INTRODUCCIÓN

Comúnmente, en México, el estudio de la geometría del espacio en el nivel medio
ha quedado relegado a unos pocos tipos de poliedros y cuerpos geométricos, cuya
construcción se basa por lo regular en el uso de redes (lo cual remite a construccio-
nes de polígonos con regla y compás). Sin embargo, existen muchos otros cuerpos
geométricos, particularmente poliedros, y otros métodos para construirlos basa-
dos en una tecnología diferente a la de la regla-y-compás, utilizando técnicas par-



ticulares del doblado de papel, llamado también papiroflexia u origami.1 En parti-
cular se puede utilizar el origami modular, que consiste en construir varios mó-
dulos (iguales o no) doblando igual cantidad de hojas de papel, para luego ensam-
blarlos entre sí a fin de formar una construcción que puede ser plana (un modelo
de teselado2 bidimensional) o no (un modelo de poliedro, por ejemplo).

En este trabajo se propone una manera de abordar, usando técnicas de ori-
gami modular, el estudio de poliedros (convexos), que tienen la particularidad de
que la totalidad de sus caras son pentágonos o exágonos y que, además, en cada
uno de sus vértices concurren tres aristas, es decir, se propone el estudio y cons-
trucción de los llamados buckiedros o buckyballs,3 nombres que adquirieron por
los estudios que sobre estructuras geodésicas hizo Richard Buckminster Fuller
en la segunda mitad del siglo pasado y que dieron lugar a la construcción de do-
mos poliédricos gigantescos.

Hay que decir que, en mucho, el escrito está pensado para ser leído principal-
mente por profesores (aunque cualquier interesado en el tema lo puede leer), e
intercala comentarios sobre posibles maneras de utilizar el material en clase. Así
pues, uno de los objetivos del trabajo es proporcionar material para clases de nivel
medio, pero vale la advertencia de que, cada vez que se haga ese uso en un aula,
es necesario que exista una adaptación por parte del docente para permitir que
los alumnos exploren las opciones que se puedan presentar y no sólo se les pro-
porcione la información como si fuese un manual. Estoy convencido de que, para
que un propuesta educativa funcione como es debido, no es suficiente propor-
cionar material o tecnología, sino que el profesor (en sus actitudes, formación,
participación) desempeña un papel importante e indispensable.

Así pues, ahondaremos en los tipos de poliedros, para después avanzar en su
construcción.
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1 La palabra origami es de origen japonés y quiere decir “hecho doblando papel”. Ha si-
do aceptada en varios idiomas como sinónimo de papiroflexia o doblado de papel en caste-
llano, o paper folding en inglés.

2 Una práctica muy difundida en estos casos es utilizar el término teselación, que no exis-
te en castellano y es producto de una “traducción” literal del término en inglés teselation; sin
embargo, el término correcto es teselado.

3 La palabra buckiedro no existe en castellano, pero prefiero utilizarlo más que el térmi-
no inglés buckyball para mantener la coherencia con el idioma usado.



POLIEDROS DE CARAS PENTAGONALES Y EXAGONALES

En la geometría plana se pueden contabilizar una cantidad infinita de polígonos,
de los cuales, el subconjunto de los polígonos regulares también es infinito. Sin
embargo, para el caso de los poliedros se tiene que, a pesar de que existe también
una cantidad infinita de éstos, sólo existen cinco poliedros regulares o sólidos
platónicos,4 que son aquellos en los que todas las caras son polígonos regulares
con la misma cantidad de lados. A cada uno de estos poliedros se les puede de-
notar con un símbolo de Schläfi de la forma {p,q}, donde p indica el número
de lados que tiene cada cara (son p-ágonos) y q indica cuántas caras concurren
en cada vértice. Así pues, los cinco poliedros regulares son: el tetraedro {3,3}, el
exaedro (o cubo) {4,3}, el octaedro {3,4}, el icosaedro {3,5} y el dodecaedro {5,3}
(figura 1a). La demostración de que sólo existen estos cinco poliedros regulares
no entra dentro del objetivo y alcances de este trabajo, por lo que, si existe al-
gún interesado al respecto, le sugerimos revisar el libro de Harold Scott MacDo-
nald Coxeter titulado Fundamentos de Geometría (1971, pp. 184-185), donde
para sus argumentos utiliza la llamada fórmula de Euler :

V – A + C = 2,

donde V es el número de vértices de un poliedro, A es el número de aristas y C
es el de sus caras. Esta fórmula también la consideraremos más adelante.

Para efectos de este trabajo, se puede observar que el único sólido platónico
que tiene caras pentagonales es el dodecaedro, razón por la cual es el buckiedro
más pequeño. En este punto vamos a introducir la notación 5r—6s, donde r indica
la cantidad de caras pentagonales del buckiedro y s la de caras exagonales, sim-
plificando así la observación del número de caras del poliedro que en el caso del
dodecaedro (que sólo tiene caras pentagonales) queda: 512—60.

Por otra parte, una rápida observación de la figura 1a nos deja ver que no
existe un poliedro regular cuyas caras sean sólo exágonos regulares, y además re-
sulta que no puede existir un poliedro con esta característica (¿podría el lector
explicar esto?), por lo que, para el caso de los sólidos platónicos, sólo nos que-
daremos con el dodecaedro.
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4 El nombre de sólidos platónicos es porque Platón veía los primeros cuatro poliedros co-
mo símbolos de los cuatro elementos: fuego, tierra, aire y agua, respectivamente; mientras que
el quinto correspondía a una forma que envolvía a todo el universo.



5 Un programa relativamente pequeño pero con gran potencialidad gráfica que sirve para la
visualización y estudio de los poliedros se llama Poly, es distribuido por la empresa Pedagoguery
Software Inc., y se puede conseguir a través de Internet en la dirección http://www.peda.com.

Continuando con los siguientes tipos de poliedros, se encuentra uno con los
sólidos arquimedianos (o semirregulares) que, junto con los platónicos, forman
parte del conjunto de los poliedros uniformes. Tras una breve inspección, se puede
hallar que nada más el icosaedro truncado (figura 1b), cuyo símbolo de Schläfi
es t{3,5}, tiene únicamente caras pentagonales y exagonales (en cada vértice con-
curren dos exágonos y un pentágono, y la cantidad total de cada tipo de caras
queda denotada por 512—620) por lo que únicamente este poliedro nos sirve pa-
ra las actividades planteadas, ya que es el segundo buckiedro más pequeño.

Conviene decir que estas observaciones implican una pequeña investigación
bibliográfica e incluso, con software apropiado,5 pueden ser realizadas por los
alumnos, permitiendo así que conozcan la existencia de estos sólidos geométri-
cos, sus formas, descripciones y propiedades relacionadas con sus caras, aristas
y vértices.
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Figura 1

Tetraedro {3,3}

Icosaedro {3,5}

Exaedro {4,3} Octaedro {3,4}

b. Icosaedro truncado
t {3,5}

Dodecaedro {5,3}

a. Los sólidos platónicos



Ahora bien, en seguida consideraremos algunas técnicas para las primeras
construcciones de estos dos poliedros utilizando el origami modular, pero antes con-
vendría que el lector reflexionase sobre alguna posible relación entre los dos po-
liedros que se han mencionado. En otras palabras, obsérvese que el dodecaedro
y el icosaedro truncado se simbolizan por {5,3} y t{3,5}, respectivamente, ¿podría
el lector hallar alguna relación (que incluso la nomenclatura podría sugerir) entre
ambos poliedros? o, quizá planteado de una manera más sencilla, ¿qué relación
existe entre el dodecaedro y el icosaedro?

ORIGAMI MODULAR PARA BUCKIEDROS

Existen varias maneras de construir buckiedros recurriendo al origami, por ejemplo
utilizando el módulo triangular de una pieza, el módulo PHiZZ, el módulo penul-
timate o el módulo up-down. Sin embargo, aquí sólo vamos a considerar los dos
primeros, pues con ellos se pueden construir poliedros cuyas caras sean de am-
bas formas, mientras que con los últimos dos tipos sólo se consiguen poliedros
cuya totalidad de caras o son pentagonales o son exagonales, pero no de los dos
tipos en el mismo poliedro.

MÓDULO TRIANGULAR DE UNA PIEZA

Este módulo es atribuido a Bennett Arnstein por Gurkewitz y Arnstein (1995, p. 37)
y sirve para hacer poliedros de caras pentagonales y exagonales en los cuales
concurran tres aristas en cada vértice. Tiene la ventaja de que la construcción de
los módulos y el ensamble de éstos es más fácil que en el caso de otros módulos,
además de que sólo es necesario un módulo para cada vértice del poliedro; sin
embargo, no se puede manipular mucho el poliedro final, porque se desarma fácil-
mente. Además, una de las dificultades que presenta es que los trozos iniciales de
papel tienen forma de triángulos equiláteros (¿podría el lector hallar la manera
de conseguir este tipo de trozos de papel a partir de rectángulos y sin usar ni
compás ni regla, sino sólo doblando el papel?).

Los pasos para la construcción de cada módulo son los siguientes:6
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6 En todos los diagramas de doblado de papel de este trabajo, se utiliza la simbología tra-
dicional de los libros de origami.



Antes de ensamblar los módulos hay que observar que en cada uno de sus
picos se formó una “bolsa”, en las cuales se insertan los módulos tal como se
muestra en las siguientes figuras:
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11.. 22.. 33.. 44..

55.. 66.. 77..

“bolsa”



Nótese que la figura de la derecha está ampliada y que faltaría deslizar com-
pletamente el pico de un módulo dentro de la “bolsa” del otro para completar el
ensamble (véase el resultado en la figura 2a a la izquierda).

MÓDULO PHiZZ

El nombre de este módulo se debe a que es una abreviación del módulo que
Tomas Hull (2001) llama módulo pentagonal-exagonal-zig-zag. Este módulo tie-
ne la ventaja de que los poliedros resultantes son mucho más estables, manipu-
lables y resistentes que los de otros módulos (¡jugué futbol con un modelo!), pe-
ro se necesitan tres módulos por cada vértice del poliedro y su ensamble (no su
construcción) requiere mucha paciencia y más habilidad.

El procedimiento para la construcción es el siguiente:

Para ensamblar los módulos, es necesario que primero se desdoblen un poco
y así poder usar tres para cada vértice de la siguiente manera:

EDUCACIÓN MATEMÁTICA, vol. 16, núm. 1, abril de 2004 175

Víctor Larios Osorio

11.. 22.. 33..

44.. 55.. 66..

 



CONSTRUCCIÓN DE LOS PRIMEROS POLIEDROS

Una vez que se ha mostrado cómo se hacen los módulos de origami, el lector
podría comenzar por construir dos dodecaedros, uno con cada tipo de módulo.
Para esta construcción conviene comenzar por ensamblar los módulos a fin de
obtener anillos pentagonales (posteriormente se harán también anillos exagonales),
tal como se muestra en la figura 2a. Estas construcciones le permiten al profesor
elegir alguno de los dos módulos (o los dos) para utilizarlos en clase, experimen-
tando directamente las ventajas y dificultades de cada caso. En la figura 2b apare-
cen dos dodecaedros: el de la izquierda se construye usando el módulo triangular
y el de la derecha, usando el módulo PHiZZ.
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11.. Hay que deslizar un módulo
dentro de otro casi en ángulo de
90°, haciendo que los dobleces
coincidan entre sí.

22.. Se desliza un tercer módulo dentro del
segundo que se usó, y simultáneamen-
te se inserta el primero en el último. Muy
seguramente será necesario aflojar li-
geramente el ensamble del paso ante-
rior para poder realizar éste.

33..  Al final sólo hay que ajustar bien los módulos entre sí. El re-
sultado es como el que se muestra y corresponde a un vér-
tice de un poliedro (cada módulo toca dos vértices). Conviene
observar que la dificultad para el ensamble queda recom-
pensada por la sujeción entre las piezas, propiciando que los
poliedros resultantes sean más resistentes.



Una vez elegido el módulo que se va a utilizar, se puede continuar constru-
yendo un icosaedro truncado (como el de la figura 3a), para lo cual habría que
determinar primero cuántos módulos se necesitan para su construcción. ¿Podría
el lector determinar este dato tanto para el caso del módulo triangular como pa-
ra el del módulo PHiZZ? Resultaría interesante permitir a un grupo de alumnos
que especulen (conjeturen) sobre esta información necesaria para la preparación
del material antes de la construcción. Más adelante, retomaremos las conclusio-
nes que se irán generando al respecto.

El siguiente paso es plantearse el reto de construir un buckiedro más gran-
de y comenzar por determinar la cantidad de módulos que serán necesarios. Un
primer progreso podría ser el de añadir una misma cantidad de exágonos alre-
dedor de cada uno de los pentágonos del icosaedro truncado, llevándonos nece-
sariamente a la construcción de un buckiedro como el de la figura 3b.
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Figura 2

a. Anillos pentagonales construidos con módulos triangulares (izquierda) y módulos PHiZZ
(derecha).

b. Dodecaedros construidos con módulos triangulares (izquierda) y módulos PHiZZ (derecha).



Hay que hacer el señalamiento de que esta manera de hacer que “crezcan”
los buckiedros no es la única, pues se pueden añadir cantidades distintas alre-
dedor de cada cara pentagonal. Sin embargo, en este trabajo estableceremos, de
aquí en adelante, la nueva restricción de sólo considerar los buckiedros esféri-
cos, que son los que tienen sus doce caras pentagonales7 separadas a una mis-
ma distancia una de otra. (En la figura 4 se muestran algunos buckiedros no es-
féricos.) No obstante, continuaremos llamándoles simplemente buckiedros por
sencillez.

Regresando al poliedro de la figura 3b, ¿podría el lector calcular la cantidad
de módulos PHiZZ necesarios para su construcción?, ¿y el número de caras y vér-
tices? Es más, ¿éste es el tercer buckiedro más pequeño, o podrá existir uno in-
termedio entre éste y el icosaedro truncado? Estas interrogantes permiten un
acercamiento al estudio de estos poliedros y la generalización de algunas de sus
propiedades.
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Figura 3

a. Icosaedro truncado (512—620) hecho con mó-
dulos triangulares.

b. Buckiedro de 122 caras (512—6110) hecho
con módulos PHiZZ. (Nótese que los pen-
tágonos están construidos en rojo y los
exágonos en azul celeste o verde.)

7 En general, todos los buckiedros tienen doce caras pentagonales; en otras palabras, en
la notación de la forma 5r—6s se tiene que para este tipo de poliedros siempre ocurre que
r = 12. Esto se puede demostrar utilizando la misma fórmula de Euler, pero ello iría más allá
del objetivo del trabajo.

rojo

azul
verde



POLIEDROS DUALES Y BUCKIEDROS

En la parte final de la sección “Origami modular para buckiedros”, se planteó co-
mo interrogante la relación que puede existir entre los dos buckiedros más pe-
queños: el dodecaedro y el icosaedro truncado; y más aún, se dejó al lector la ta-
rea de determinar (o investigar) la relación entre el dodecaedro y el icosaedro, la
cual está sugerida por la misma notación: {5,3} y {3,5}, respectivamente.

En términos generales, si se toma un poliedro, se marcan los centros de cada
una de sus caras y se unen cada uno de estos puntos con los puntos de las caras
adyacentes, se obtiene el poliedro dual del original (en la figura 5 se muestran
tres ejemplos). Así, los vértices de este último corresponden a las caras del pri-
mer poliedro (y viceversa).

Un hecho que conviene resaltar es que, si en un poliedro se toma una cara de
n lados, entonces en el vértice correspondiente de su poliedro dual concurren n
aristas (una para cada lado de la cara del poliedro original). Así pues, para el ca-
so del dodecaedro {5,3} se tiene que su poliedro dual es aquel en el cual en sus
vértices concurren cinco aristas o, de hecho, cinco caras (q, entonces, valdría 5);
además, este poliedro dual tiene caras triangulares, pues en cada vértice del do-
decaedro concurren tres aristas; por tanto, el símbolo de Schläfi del poliedro dual
del dodecaedro sería {3,5}, ¡que corresponde precisamente al icosaedro! (véase la
figura 5c).

Sin embargo, el icosaedro no es un buckiedro, y no se puede construir con
los módulos de origami expuestos, sólo si se trunca, aparecen los pentágonos
(donde estaban los vértices) y los exágonos.
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Figura 4 Tres ejemplos de buckiedros no esféricos: n512—62 (un tetradecaedro),
n512—68 y n512—617

(La n que aparece antes del 5 es para indicar que son no esféricos)



El hecho de la dualidad entre el dodecaedro y el icosaedro puede servir de
aquí en delante de una manera indirecta, pues como todos los buckiedros tienen
doce pentágonos, éstos pueden ser “colocados” en los vértices de un icosaedro e
irlo “inflando”. La pregunta que surge a continuación es: ¿entonces se puede ob-
tener un icosaedro truncado “inflando” un dodecaedro, o viceversa?

Antes de responder, obsérvese la figura 6. A la izquierda se muestra un dode-
caedro “inflado” (compárese con la figura 1a correspondiente), con los pentágo-
nos separados en el espacio y con algunas posibles aristas que unirían a los
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Figura 5

a. El poliedro dual de un tetraedro {3,3} (en trazo
grueso) es otro tetraedro {3,3} (en trazo delga-
do y punteado).

b. El dual del octaedro {3,4} (en trazo grueso)
es el exaedro {4,3}.

c. El dodecaedro {5,3} (en trazo delgado) y el icosaedro {3,5} (en trazo grueso) son duales entre sí



vértices en líneas punteadas (nótese que se han forzado esas “posibles aristas” y se
han introducido nuevos vértices para poder formar caras exagonales, ya que de
otra manera se obtendría un poliedro parecido al rombicosidodecaedro). A la dere-
cha se muestra un icosaedro truncado “desinflado”, de tal manera que los pen-
tágonos están tocándose entre sí lo menos posible: tan sólo por los vértices (com-
párese con la figura 1b); en este caso, se puede apreciar la forma de otro poliedro

semirregular (o quasirregular): el icosidodecaedro (símbolo de Schläfi    ). Lo

anterior permite contestar negativamente la pregunta, pues la figura 6a muestra un
posible buckiedro que no es un icosaedro truncado y evidentemente la figura 6b
no muestra un dodecaedro. Entonces, hasta el momento se pueden identificar dos
familias de buckiedros: la del dodeacedro, que “une” a los pentágonos por las
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a. Dodecaedro “inflado”, con los pentágonos
separados en el espacio.

b. Icosaedro truncado “desinflado”: habiendo eli-
minado sus caras exagonales, las pentago-
nales se juntan hasta tocarse entre sí.

Figura 6

  

3

5


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aristas y a la que llamaremos de pentágonos “unidos” por aristas (o familia PUA);
y la del icosidodecaedro, que “une” a los pentágonos por vértices y a la que lla-
maremos de pentágonos “unidos” por vértices (o familia PUV).

Para continuar, podríamos considerar el caso de una familia y luego el de la otra.

LA FAMILIA PUV

Al contrario del orden establecido al final de la sección anterior, primero abor-
daremos el caso de la familia PUV por facilidad, pues se parte de un icosaedro
truncado (presumiblemente ya construido al momento) y se le añaden exágonos
alrededor de cada uno de los pentágonos para irlo “inflando”. Este procedimien-
to parece simple, pero es conveniente plantear, antes de cualquier construcción,
al menos la cantidad de módulos que serán utilizados (y, por tanto, del material),
lo cual nos lleva necesariamente a determinar la cantidad de vértices y, de paso,
de caras y aristas.

Recordando la relación entre los buckiedros y los icosaedros en relación con la
cantidad de pentágonos en unos y el de vértices en el otro, se puede comenzar
por pensar que, entre más se “inflen” los buckiedros más parecerán icosaedros,
en cuyas caras habrán teselados de exágonos. Así pues, se puede plantear a los
alumnos el reto de hacer la división de cada una de las caras de un icosaedro
en exágonos para poder dibujar, en un inicio, un icosaedro truncado. Este reto
incluye varias pruebas para, quizá, descubrir que lo más fácil es dividir cada cara
triangular en teselados de triángulos para después juntar varios de éstos y formar
los arreglos exagonales requeridos (esto ocurre nuevamente aprovechando las rela-
ciones entre los triángulos y los exágonos, las cuales quizá convendría que fuesen
explicitadas por los propios alumnos) y, después, determinar en cuántas partes
se tienen que dividir cada una de las caras del icosaedro.

Se pueden hacer varios esquemas, tal como los cinco icosaedros de la figura 7,
en los cuales aparecen teselados triangulares en sus caras.

Obsérvese que sólo el segundo (que tiene nueve triángulos en cada cara y cu-
yas aristas están divididas en tres partes) y el quinto (que tiene 36 triángulos y
las aristas divididas en seis partes) de estos poliedros podrían permitir que apa-
reciesen exágonos, tal como se muestra en la figura 8 con líneas gruesas (se han
dejado algunos puntos extras en las aristas adyacentes para mostrar algunas ca-
ras pentagonales).
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Figura 8

Figura 7 
(Para simplificar sólo ha sido teselada una de las caras de cada icosaedro.)



Con el de la izquierda, se forma un icosaedro truncado y con el de la derecha
el siguiente buckiedro de esta familia. Se pueden seguir haciendo teselados triangu-
lares en las caras de un icosaedro para hacer exágonos y se podrán observar dos
hechos: a) sólo se pueden formar exágonos cuando las aristas se dividen en una
cantidad que es múltiplo de 3; y b) algunos exágonos pertenecen a dos caras.

Con esta información, se puede comenzar a establecer un cuadro como el
que sigue:

EExxáággoonnooss  qquuee  ssee
PPaarrtteess  eenn  llaass  qquuee  ssee TTrriiáánngguullooss  oobbtteenniiddooss ppuueeddeenn  oobbtteenneerr  eenn  ccaaddaa  ccaarraa

ddiivviiddee  ccaaddaa  aarriissttaa  ((n)) eenn  ccaaddaa  ccaarraa ccoommpplleettooss  ((ec)) mmiittaaddeess  ((em))

3 9 1 0

6 36 4 3

9 81 10 6

12 144 19 9

15 225 31 12

Después de mucha observación, se puede llegar a la conclusión de que, si n es
el número de partes en las que se divide cada arista, entonces la cantidad de trián-
gulos se obtiene de sumar todos los números impares desde 1 hasta (2n — 1), es
decir, 1 + 2 + ... + (2n — 1), que también se puede expresar como n2 (¿puede el
lector determinar por qué se afirma esto?, aunque podría convenir investigar so-
bre sucesiones aritméticas y series).

Asimismo, la cantidad de exágonos completos (ec ) que se obtienen en cada
cara del icosaedro base al dividir las aristas en n partes es la cantidad de exágo-
nos obtenidos en el renglón anterior (misma columna) del cuadro más n — 3. En
otras palabras, y considerando a m como el renglón del cuadro (para simplificar),
después de un rato se puede llegar a observar que el valor de ec se puede obte-
ner con una serie de la forma 1 + 0 + 3 + 6 + 9 + … + am (de m + 1 términos);
con la ayuda de fórmulas para calcular series se podría llegar al resultado de que

ec en el m-ésimo renglón del cuadro vale y como m = n/3, enton-

ces se tiene que, para el caso en que se divida cada arista del icosaedro base en n

partes iguales, 
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Finalmente, la última columna se obtiene con la expresión n — 3.
Entonces, para calcular la cantidad de caras de un buckiedro de esta familia,

considerando n como hasta ahora, es necesario sumar la cantidad de exágonos
completos (ec) y la mitad de los medios exágonos (em) por cada cara del icosaedro
y luego multiplicarlo por 20. En otras palabras, considerando la notación 5r — 6s,

se tiene que 

Pero antes de concentrar esta información en un cuadro, pensaremos en otro
dato necesario para la construcción de los buckiedros con origami modular: los
vértices.

La forma de calcular la cantidad de vértices de un buckiedro de esta familia po-
dría ser similar a la que hemos presentado para el caso de las caras exagonales,
es decir, consideremos los icosaedros base y contemos los vértices en una cara pa-
ra cada caso en que se divida la arista en n partes. En la figura 8 se han marca-
do los vértices de los buckiedros que están en una de las caras del icosaedro y
haremos una clasificación de ellos semejante a la que se hizo con las caras exa-
gonales: hay vértices en el interior (vi) de la cara del icosaedro (que están en una
y sólo una cara de éste) y hay vértices en las aristas (va) del icosaedro (que per-
tenecen a dos caras de éste); después de hacer varios esquemas más de las ca-
ras del icosadro (hechos presumiblemente por alumnos), se podría llenar un
cuadro como el siguiente:

PPaarrtteess  eenn  llaass  qquuee  ssee  ddiivviiddee VVéérrttiicceess

ccaaddaa  aarriissttaa  ((n)) eenn  eell  iinntteerriioorr  ((vi)) eenn  llaass  aarriissttaass  ((va))

3 0 6

6 6 12

9 18 18

12 36 24

15 60 30

Nuevamente, considerando fórmulas para calcular series, se tiene que el valor
de vi para el caso en que las aristas del icosaedro base se divida en n partes es

mientras que el valor de va se obtiene con la expresión 2n. Y, similar-
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mente al caso de las caras exagonales del buckiedro, la cantidad total de vérti-

ces (V) se puede obtener con la expresión 

Finalmente, para calcular la cantidad de aristas (A) de un buckiedro, se puede
utilizar la fórmula de Euler y si C es la cantidad de caras de éste, considerando
n como hasta ahora, se tiene que:

Entonces, podemos sintetizar toda esta información en el siguiente cuadro:

n BBuucckkiieeddrroo CCaarraass  eexxaaggoonnaalleess  ((s)) VVéérrttiicceess  ((V )) AArriissttaass  ((A))

3 512—620 (icosaedro
truncado) 20 60 90

6 512—6110

(figura 3b) 110 240 360

9 512—6260 260 540 810

12 512—6470 470 960 1 440

15 512—6740 740 1 500 2 250

… … … … …

n 512—6s 10n2

Así pues, por ejemplo, cuando n = 6, se tiene el caso del buckiedro de la fi-
gura 3b. También se puede decir que, si las aristas de un icosaedro base, como
los considerados en la figura 6, se dividen cada una en 30 partes, se podría cons-
truir el buckiedro 512 — 62990, es decir, uno que tendría 3 002 caras (2 990 exa-
gonales y las 12 pentagonales obligatorias); además, tendría 6 000 vértices y
9000 aristas. Con esta información, se podría calcular, entre otras cosas, el traba-
jo, el tiempo y el material necesario para construirlo utilizando origami modular.
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LA FAMILIA PUA

La familia PUA o del dodecaedro se puede obtener “inflando” este poliedro, al
añadirle una cantidad igual de exágonos alrededor de cada uno de sus pentágo-
nos. De esta manera, el siguiente buckiedro que se obtiene es el 512—630, mostra-
do en la figura 9 y esbozado en la 4a. Con esto, se puede contestar la pregunta
planteada en el último párrafo de la sección “Construcción de los primeros
poliedros” que se refería a si el buckiedro 512—6110 era el tercero más pequeño,
lo cual evidentemente no es así, pues el buckiedro mostrado en la figura 9 ocupa
ese lugar.

De hecho, el proceso de “inflado” puede continuar, pero una de las razones
por las que se ha tomado esta familia como segundo caso es porque, al estudiar-
la de una manera semejante a la de la familia PUV, es necesario considerar los
llamados teselados duales, los cuales se obtienen de una manera similar al caso
del de los poliedros: uniendo los centros de cada una de las teselas originales.
En la figura 10 hay cuatro teselados, de los cuales, cada pareja de cada lado son
duales entre sí.

Una ventaja que se puede apreciar en los teselados de la derecha es que el
dual de un teselado triangular es uno exagonal, y esto se puede aplicar al análi-
sis de la familia PUA de los buckiedros, pues las caras de los icosaedros que se
toman como base (como los de la figura 7) están divididas con teselados trian-
gulares y lo que se necesitan son precisamente caras exagonales. En la figura 11,
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Figura 9



hay tres ejemplos de tales icosaedros con las aristas divididas en 2, 3 y 4 partes
(el valor de n), con sus teselados triangulares y sus correspondientes duales (los
exagonales en trazo grueso). Es posible observar que no importa que los valores
de n (la cantidad de divisiones de las aristas de los icosaedros) sean múltiplos de
3, sino que cualquier valor sirve.
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Figura 10

Figura 11
(Aunque sólo se ha teselado una de las caras de cada uno de los icosaedros,
se han incluido algunos fragmentos de los teselados correspondientes a las caras
adyacentes.)



Para contar la cantidad de caras exagonales, éstas se pueden clasificar en las
que están en el interior de cada cara del icosaedro original (ei) y las que quedan
sobre las aristas de éste (ea). Con esa información y con más diagramas, es posi-
ble contar también los vértices (marcados en la figura 11) en cada una de las ca-
ras del icosaedro que sirve de base, a fin de llenar el siguiente cuadro:

EExxáággoonnooss

PPaarrtteess  eenn  llaass  qquuee  ssee
ddiivviiddee  ccaaddaa  aarriissttaa  ((n)) eenn  eell  iinntteerriioorr  ((ei)) eenn  llaass  aarriissttaass  ((ea)) VVéérrttiicceess

1 0 0 1

2 0 3 4

3 1 6 9

4 3 9 16

5 6 12 25

6 10 15 36

Después de una orientación similar a la que se hizo con el análisis de la fa-
milia PUV, se puede observar que la segunda columna del cuadro (el valor de ei)
está compuesta a partir del tercer renglón por números triangulares,8 es decir (y
sin contar los primeros dos renglones), el m-ésimo renglón se obtiene sumando los
primeros m números enteros positivos o bien n = 1 + 2 + 3 + … + (n — 2); por

lo tanto, los valores de esa columna se pueden calcular con                   

(¿Podría el lector determinar por qué se puede utilizar esta expresión? Se pue-
den utilizar fórmulas para calcular series.)

En cierta medida, es fácil observar que la tercera columna se puede calcular
con la expresión ea = 3(n — 1). Además, observando la figura 11, se puede llegar
a la conclusión de que la cantidad de vértices se obtiene con la suma de los pri-
meros n números impares positivos, así que la última columna se puede calcu-
lar con n2.
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8 El nombre de números triangulares se debe a que, si cada unidad se representa por un
punto, cada uno de estos números se obtiene añadiendo una hilera de puntos de tal manera
que siempre se pueden acomodar en arreglos triangulares cuyos lados tienen un punto más que
en el caso del número precedente.



Así pues, la cantidad total de caras exagonales de un buckiedro de esta fami-
lia se puede calcular multiplicando la suma de los hexágonos en el interior de
una cara y la mitad de los que están en las aristas por 20. Asimismo, para el nú-
mero total de vértices (V ) hace falta tan sólo una multiplicación.

Finalmente, la cantidad de aristas (A) se puede calcular con la fórmula de Eu-
ler, para así concentrar toda esta información en un cuadro como el siguiente:

n BBuucckkiieeddrroo CCaarraass  eexxaaggoonnaalleess  ((s)) VVéérrttiicceess  ((V )) AArriissttaass  ((A))

1 512—60

(dodecaedro) 0 20 30

2 512—630 (figura 8) 30 80 120

3 512—680 80 180 270

4 512—6150 150 320 480

5 512—6240 240 500 750

… …. … … …

n 512—6s 10(n2 — 1) 20 n2 30 n2

Regresando un poco al primer párrafo de esta sección, resulta evidente que
el buckiedro 512—6110, mencionado en la sección “Construcción de los primeros
poliedros”, no es ni siquiera el cuarto más pequeño, pues, si n = 3, en esta fami-
lia hay uno más pequeño.

CONSIDERACIONES PARA LAS CONSTRUCCIONES

Así pues, se pueden realizar los análisis de los buckiedros (esféricos) de estas dos
familias, haciendo simultáneamente las construcciones con origami y las obser-
vaciones, diagramas, conjeturas, cálculos, etc., con algo de papel y lápiz.

Sin embargo, haremos a continuación algunas consideraciones sobre el pro-
cedimiento de construcción en sí, que pueden ser útiles para un docente que
plantee estas actividades en clase.
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Un punto importante es el cálculo del número de vértices de un buckiedro
que se va a construir, pues éste determina el número de módulos necesarios. Para
el caso del módulo triangular, la cantidad de piezas y vértices es la misma, pero
para el caso del módulo PHiZZ no es así. En esta situación, hay que considerar
que cada módulo toca dos vértices del buckiedro, pero que en cada vértice hay
tres módulos; esto se puede poner a consideración de los alumnos para concluir
que la cantidad de módulos necesarios se puede calcular multiplicando el nú-
mero de vértices por 3/2.

Por otro lado, existe la máxima en el origami de “no cortar, no pegar”, que se
aplica comúnmente también en el origami modular y, de hecho, en el caso de
los dos módulos expuestos aquí, se puede aplicar: ninguno necesita pegamento
(mucho menos el PHiZZ), aunque, si se quiere que los buckiedros construidos
con el módulo triangular puedan ser manipulados constantemente y sin el ries-
go muy real de que se desarmen, entonces se podría considerar la conveniencia
de pegar algunos de ellos (ninguno de los buckiedros cuyas fotografías aparecen
en este trabajo tienen módulos pegados entre sí).

Para terminar esta parte, se ha de decir que comúnmente se recomienda que
primero se hagan todos los módulos necesarios y luego se proceda a ensamblar-
los. Sin embargo, y más si se trabaja con un grupo de alumnos, no existe impedi-
mento de que se vaya construyendo el buckiedro a medida que se construyen
los módulos. Algo muy importante que hay que tener en mente es que, invaria-
blemente, los últimos módulos son los más difíciles de ensamblar y esto requiere
habilidad manual y paciencia.

ALGUNOS COMENTARIOS FINALES

Se han presentado algunos análisis de un tipo de poliedro, utilizando como base
una tecnología que es accesible a la mayoría de las escuelas y que permite no
sólo el estudio de la geometría del espacio, sino también del plano. Estos análisis,
con las actividades que se han descrito aquí, pueden ser aplicados en clase con
alumnos de nivel medio principalmente, adaptándolas y proponiendo nuevas por
parte del profesor.

Además, otras opciones muy interesantes quedan abiertas al “jugar” con el
origami modular, por ejemplo:
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• Determinar qué otros tipos de buckiedros se pueden construir, tanto es-
féricos como no esféricos, y estudiar sus simetrías. Un hecho que se va a
descubrir es que para el caso de los buckiedros no esféricos resulta un
poco inconveniente el uso del módulo triangular, pues su construcción
obliga a que todas las caras del poliedro sean polígonos casi regulares (o
regulares), mientras que el módulo PHiZZ es mucho más flexible para la
construcción de caras exagonales y pentagonales no regulares.

• Determinar si todos los buckiedros esféricos pertenecen a las familias des-
critas anteriormente. Si no es así, se pueden buscar contraejemplos o mé-
todos para su construcción en clase. Para ello, le recomendamos al lector
(antes de usarlo en clase) mirar un poco la figura 12 y analizar la dispo-
sición de los diferentes tipos de caras.

• Determinar qué otros poliedros se pueden construir con los módulos ex-
puestos. Hay que observar que no todos los poliedros en cuyos vértices
concurren tres aristas (es decir, de grado 3) se pueden construir con estos
módulos, debido al llamado ángulo diedral. ¿Podría, por ejemplo, deter-
minar el lector si con los módulos triangular y PHiZZ se puede construir
un cubo?, ¿qué modificaciones serían necesarias en la construcción de los
módulos?

• Aprovechar las diferencias entre los buckiedros 512—620 (el icosaedro trun-
cado: t{3,5}, ilustrado en la figura 1b) y 512—630 (véase la figura 9), que son el
segundo y tercer buckiedros esféricos más pequeños, en el sentido de que
uno es un poliedro semirregular y el otro no, a pesar de que ambos tie-
nen un anillo de exágonos alrededor de cada uno de sus pentágonos. Éste
puede ser un camino para estudiar las características de los poliedros se-
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mirregulares, lo cual incluye, por ejemplo, el desarrollo de definiciones je-
rárquicas.

• A partir del tamaño de los trozos de papel con que se hacen los módulos,
determinar el tamaño de las caras y las aristas de los buckiedros construi-
dos. Además, esto se puede ampliar (y hacer más complejo), calculando, por
ejemplo, el diámetro de los buckiedros que se construyan, aunque esto re-
quiere un poco más de conocimientos sobre poliedros y de trigonometría
esférica.

• Se podría establecer con los alumnos relaciones entre la geometría del es-
pacio, más particularmente los poliedros, con la teoría de gráficas, aprove-
chando los llamados esquemas de Schlegel.9

Estas actividades apuntan al desarrollo de habilidades de razonamiento, aná-
lisis y observación, así como al de actitudes positivas hacia la investigación, par-
ticularmente en campos abstractos como el de la matemática.

Conviene, por tanto, recalcar que toda propuesta en educación puede ser (o
parecer) adecuada y eficiente en la medida en que el profesor muestre también
una actitud adecuada. Finalmente, el origami es una tecnología (así como la re-
gla y el compás o las microcomputadoras) que puede servir para enseñar o
aprender matemática, y no constituye en sí el objeto de aprendizaje en el caso
de actividades como las planteadas. Considero que el carácter de obsoleto de
una técnica o de un conocimiento en la enseñanza de la matemática no lo pro-
porciona su “edad” (el tiempo medido desde su desarrollo o descubrimiento has-
ta el momento), como han considerado varios profesores que defienden tecnolo-
gías o conocimientos específicos, sino que está determinado por otros aspectos
como son su uso, aplicabilidad y las actitudes que demuestre el profesor al res-
pecto (incluidas las actividades que desarrolle en el aula y la propia manera en
que las aborde).
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Reflexiones sobre experiencias matemáticas
de estudiantes de 3 a 5 años

José María Chamoso Sánchez, Christine Mitchell y William B. Rawson

RReessuummeenn::  El artículo se centra en las destrezas matemáticas de estudiantes de 3
a 5 años. Para ello, se han considerado episodios reales de niños de esas edades.
La reflexión sobre ellos permite observar que, cuando los estudiantes realizan acti-
vidades relacionadas con matemáticas, presentan un alto nivel de razonamiento
que se puede favorecer por el estímulo y diálogo apropiado del docente. Esto per-
mite concluir que, si se confía en sus capacidades, se podrá descubrir que son
capaces de hacer mucho más de lo que se espera.

Palabras clave: destrezas matemáticas, nivel de razonamiento, infantil, construc-
tivismo.

AAbbssttrraacctt:: This article focuses on the mathematical abilities of children from 3 to
5 years-old. Actual classroom incidents are considered. Reflecting on these allows
one to observe that when these children engage in mathematical activities, they
reveal a high level of reasoning ability that is extended by the teacher’s appropria-
te interaction. This allows one to conclude that if one acknowledges these abili-
ties, one discovers that they are capable of far more than what is expected.

Key words: mathematical abilities, level of reasoning ability, infantile, constructivism.

INTRODUCCIÓN

“Es indispensable que, cada día, todo enseñante comience su clase como si los
conocimientos que propone a sus alumnos fueran descubiertos por primera vez
en el mundo y como si este hallazgo fuera decisivo para el porvenir de la huma-
nidad.” Esta frase aparecía como lema de un curso para profesores de infantil,
añadiéndose como única referencia que era de Jeremy Kilpatrick. Leerla mental-
mente sugirió una pregunta interna: “¿No es lo que todo docente debe hacer cada
día? ¿Por qué le dan una importancia especial en este curso?”

La reflexión personal posterior aclaró que esas palabras siempre son actuales y
habría que tenerlas en mente todos los días antes de empezar las clases, porque



de su cumplimiento depende gran parte del éxito de la enseñanza. Pero, ¿cómo
se puede conseguir? Simulando como unos perfectos actores porque, en caso de
que no sea así, quizás se estropee el plan del día e, incluso, la futura actuación
docente durante el año. Esto puede ser exagerado pero, en una película, cuando
el “bueno” tiene un caballo peor que el del “malo”, un balazo en el brazo y el
“malo” corre mucho pero no lo alcanza, ¿no dan ganas de abandonar esa visión,
porque ya no parece real y tampoco se creerá lo que venga a continuación? Por
eso el profesor no se puede arriesgar a que se descubra que no es un buen actor,
sino que debe actuar de ese modo porque realmente lo cree así, de la forma más
natural posible.

Este punto de vista es, posiblemente, más importante en las primeras edades,
donde el descubrimiento cotidiano suele ser motivo de asombro constante, a
partir del cual los niños empiezan a fraguar su pensamiento, formación y actua-
ción futura. Hay que recordar que se trata de seres humanos en todo el sentido
de la palabra, quizás con menos experiencia y conocimientos que los adultos y
con más ingenuidad, pero capaces de realizar mucho más de lo que se puede
suponer. Ese descubrimiento natural diario de cada persona es una de las bases
del constructivismo.

Este artículo se preocupa por las destrezas matemáticas de los estudiantes de
3 a 5 años. Considerando el constructivismo como forma de aprendizaje, se estu-
dian actividades que realizan los estudiantes a partir de sus propios intereses. Esas
tareas de enseñanza serán auténticas si nacen de una necesidad personal. En
ellas se observa que establecen regularidades, realizan predicciones, descubren
patrones y desarrollan el entendimiento, es decir, establecen un determinado orden
intelectual. Consideramos que ése es uno de los objetivos de las matemáticas.

EL CONSTRUCTIVISMO, UNA FORMA DE APRENDIZAJE

Recorriendo la variedad de estudios existentes y las distintas formas de conseguir
la información, existen muchas teorías diferentes referidas a cómo aprenden los
seres humanos. El desarrollo del conocimiento matemático se ha explicado en el
marco de tales teorías. Por ejemplo, el behaviorismo se centra en los resultados
del aprendizaje más que en cómo éste se produce (Thorndike, 1922). A partir de
esta teoría, se han desarrollado medidas de actuación acordes con la rutina de la
práctica y la recompensa (Gagné, 1965). Sin embargo, el behaviorismo es incapaz
de explicar cómo una persona se convierte en un matemático creativo. La prác-
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tica mecánica y la recompensa pueden producir respuestas correctas y pueden
cambiar la actuación, pero no aclaran, por ejemplo, cómo se producen relaciones
dentro de un problema particular o cómo una persona construye el conocimien-
to. Para explicar por qué distintas personas construyen significados diferentes a
partir de la misma experiencia, está la teoría constructivista del desarrollo de Piaget
(Piaget, 1972). Sus ideas hicieron que florecieran una gran variedad de teorías
constructivistas de aprendizaje.

Frente al empirismo y racionalismo tradicionales, Piaget (1971, 1977) situó la
fuente del conocimiento en la relación interdependiente entre el sujeto que co-
noce y el objeto de conocimiento, dentro del contexto social en que se enmarca.
Así, el estudiante modifica sus esquemas internos para acomodarlos al medio, a
la vez que transforma las estructuras externas para ajustarlas a dichos esquemas.
De este doble proceso de asimilación y acomodación resulta una construcción
personal, de manera que cualquier nivel de conocimiento, individual o científico,
siempre es una reorganización del anterior. De esta manera, la construcción se
convierte en algo evolutivo que nunca se concluye.

Ello se complementa con las consideraciones de Vygotsky (1977, 1979),
quien señaló que, a diferencia de la adaptación animal, la humana está determi-
nada por una configuración sociohistórica del medio (de “fuera a dentro”). Es de-
cir, la escuela de Vygotsky tiene en cuenta la mediación del contexto social de
modo que el individuo se apropia de los conocimientos que existen, como he-
rencia cultural, en la realidad en que se desenvuelve (Tudge y Rogoff, 1995). Y,
después de esa apropiación, se realiza una adaptación de los nuevos elementos
al propio conocimiento del sujeto (tal proceso puede ser definido como “la re-
construcción interna de una operación externa” (Vygotsky, 1979, p. 92).

Existe una creciente cantidad de investigaciones en diversos países del mun-
do referidas a la relevancia de lo social en el aprendizaje de las matemáticas (por
ejemplo, Ernest, 1991). Aunque algunos investigadores han coincidido en que fi-
jar el objetivo del conocimiento como un sistema social olvida la búsqueda del
pensamiento individual de cada estudiante, realmente no debería ser así, sino
que se debe mantener este foco, pero teniendo en cuenta el contexto social como
elemento que influye en el aprendizaje de las matemáticas. Es decir, se considera
el individuo pero entendido dentro de un grupo. Por ello, hay que poner énfasis en
la negociación como algo más esperanzador que la tradicional interacción del
“paso a paso” controlada por el profesor. Porque en clase de matemáticas no sólo
se aprenden matemáticas, sino también a negociar con un experto, el docente,
que debe permitir que el estudiante siga diversos caminos de la misma manera
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que, como ciudadano, tendrá que hacer frente a diversos problemas que no ten-
drán un único camino o solución exacta, o que lo harán tomar una decisión que
difiera de la del experto. El diálogo que mantengan permitirá entender el sentido
que sigue la instrucción, lo que ayudará al profesor a intervenir de manera ade-
cuada (Chamoso, 2000).

Cuando Wheeler (1993) examina la dicotomía de si se inventa o se descubre,
también describe el conocimiento matemático. Sugiere como respuesta que “las
matemáticas son, a la vez, inventadas y descubiertas” (p. 89). El contraste exis-
tente entre invención y descubrimiento hace pensar en un antagonismo entre las
teorías del constructivismo y el platonismo pero, en lugar de contraponerlas,
Wheeler considera que las matemáticas tienen algo muy especial: el discurso hu-
mano. Según Wheeler (p. 89), es “la clave que permite que el pensamiento crezca
de manera que esa conversación lleva consigo más pensamiento y así sucesiva-
mente”. De esta manera, también se concede importancia a la relación horizontal
educando-educando en un sistema en el que la interacción profesor-alumno se
ha considerado como la más decisiva para el logro de los objetivos educativos.

Ese aprendizaje, donde el conocimiento debe ser construido por el estudiante
a partir de la activación, combinación, modificación y crítica de elementos cono-
cidos dentro del contexto existente, contrasta con el tradicional, donde el conoci-
miento suele ser transmitido por el profesor o el libro de texto. El primero debe
mejorar al segundo pues, a diferencia de los objetivos mecanicistas y repetitivos
de muchos libros de texto, permite trabajar modelos significativos que puedan
enlazarse con símbolos y posibiliten construir modelos de manera directa (Ba-
roody, 1990). Cuando se observa a los estudiantes en ambientes constructivistas, en
los que se permite construir ideas matemáticas desde cada situación, es posible
darse cuenta de que formalizar matemáticamente se puede conseguir casi a cual-
quier edad (por ejemplo, Carpenter et al., 1993). Ello contrasta con la rigidez que
marcan los currícula oficiales de algunos países que, por ejemplo, señalan que el
objetivo de una cierta edad es conocer hasta un número determinado. El mundo
en el que vivimos, que es para el que se pretende formar a esas personas, no tiene
el conocimiento delimitado de esa forma tan estricta.

Para ello es importante el trabajo de los profesores como facilitadores del
aprendizaje de los estudiantes (NCTM, 1991a, 1991b, 2000). Deben ser conscien-
tes de que es necesario dejar pensar a sus alumnos, permitirles hablar y opinar.
Cuando los escuche, se dará cuenta de la originalidad de su pensamiento y de
los diversos caminos en que razonan para entender y dar sentido a las matemá-
ticas. Esto también ayudará a que comprendan que los estudiantes tienen dife-
rentes visiones de un mismo mundo que los rodea.
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Existen muchos trabajos con niños de esas edades en diversos sentidos, pero
la mayor parte de ellos se centra en contenidos concretos como, por ejemplo, es-
tudio de la relación parte-todo cuando se ha producido un cambio (Fisher, 1990;
Irwin, 1996), independencia del resultado en relación con la forma de conseguirlo
(Baroody, 1993), adiciones mentales de una cifra (Baroody, 1989), conocimiento de
fracciones (Hunting y Sharpley, 1988; Payne, Towsley y Huinker, 1990), habilidad
para estimar (Baroody y Gatzke, 1991), conceptos geométricos (Clements et al.,
1999), problemas discretos de redistribución (Davis y Pepper, 1992), resolución
de problemas (Schroeder y Lester, 1989; Worth, 1990), importancia de la coope-
ración (Wiegel, 1998). Desde nuestro punto de vista, existen pocos trabajos en
que el foco más importante sea una enseñanza constructivista (salvo algunos au-
tores aislados como Kamii, 1984, 1994, por ejemplo), entendiendo con ello que
al estudiante se le deja trabajar libremente y, a partir de ello, se observa su com-
portamiento.

EPISODIOS DEL AULA

A continuación, se presentan diversos episodios extraídos de situaciones reales.
Se han tomado de la práctica diaria de los autores, de su propia aula o del tra-
bajo de compañeros cercanos, a fin de estudiar las reacciones de los jóvenes estu-
diantes cuando desarrollan actividades. Son experiencias en las que se observa
que el desarrollo de su propio pensamiento puede dar oportunidades al docente
para ayudarlos en diversos contenidos matemáticos. Y es porque consideramos
que, en esos pensamientos, subyacen matemáticas.

EPISODIO 1

Como ocurre cada cierto tiempo, un niño de 4 años ha estado a punto de ser
atropellado en las cercanías del centro. A pesar del interés de padres y profeso-
res, parece inevitable que un pequeño descuido pueda ser preludio de una tra-
gedia. Por eso, se intenta que los propios estudiantes sean conscientes del peligro
que los vehículos pueden llegar a suponer. Muchos docentes aprovechan sus clases
para recordarlo de manera directa o para organizar actividades que lo hagan de
manera indirecta. La profesora de infantil intenta ser creativa y considera que es es-
casamente productivo repetir lo mismo muchas veces. Por ello piensa que es prefe-
rible desarrollar alguna actividad para que los alumnos observen la gran cantidad
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de vehículos existente. Ésa es la razón por la que pide que cuenten los camio-
nes y coches que pasan por la avenida, a fin de que organicen la información
que reciban y realicen una clasificación.

Pero la docente está convencida de la necesidad de desarrollar una enseñan-
za que ofrezca oportunidades a los estudiantes para que construyan su propio
conocimiento. Por tanto, entrega a cada niño una hoja doble de papel con un
cuadro que tiene, en el lado izquierdo, dibujos de un camión, un coche y una
moto (Ernest y Rawson, 1995). El objetivo es que los alumnos vayan dibujando
palotes para señalar cuando pasa alguno de ellos (figura 1). Es decir, algo simi-
lar a lo siguiente:

Según el concepto de algunos docentes, ésa sería una típica clase constructivis-
ta en contraposición a una típica clase magistral. La maestra se siente orgullosa.
Pero, realmente, ¿dónde está la construcción? Los estudiantes están haciendo lo
que les han dicho y como les han indicado. ¿No es más bien una enseñanza di-
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rigida, aunque desde un punto de vista diferente al tradicional? Distinto sería que
ellos organizaran la información de la manera que les pareciera conveniente, con
ayuda de sus compañeros y donde el profesor se mantuviera al margen. Para ello
utilizarían sus propios signos, los cuales tendrían que explicar posteriormente.

Supongamos que están desarrollando la actividad mencionada con un cuadro
como el anterior. ¿Qué ocurriría cuando surja algo no previsto? Por ejemplo, si
aparece un autobús, que no tiene espacio asignado, ¿qué deben hacer los estu-
diantes? Los que están acostumbrados a pensar por sí mismos puede que traten de
solucionar el problema de la manera que les parezca más adecuada como, por
ejemplo, incluirlo en el espacio inferior que ha quedado vacío. Pero, ¿y si apare-
ce una bicicleta? ¿También lo incluirán ahí? Unos chicos lo harán así y otros no,
pero lo decidirán los propios estudiantes, ya sea personalmente o después de lle-
gar a un acuerdo entre ellos.

En cambio, en otras ocasiones los alumnos esperan la respuesta del profesor
para saber qué tienen que hacer. El docente piensa que, si cada estudiante lo
hace de una manera diferente, se armaría un gran desbarajuste. Por tanto, cuan-
do pasa un autobús delante del colegio y se da cuenta de que los niños pueden
encontrar dificultades para realizar la tarea asignada, detiene el desarrollo de la
actividad para reorganizar cómo hay que realizarla. Se plantea la siguiente pre-
gunta: ¿Qué es lo que se pretende? Cuando surge una dificultad, siempre es im-
portante pensar qué se quiere conseguir. Si se está enseñando educación vial
con el objetivo de que los estudiantes sean responsables y tengan cuidado cuando
la puerta del colegio se abre, quizás sería aconsejable que, en la parte inferior del
cuadro, se incluyeran todo tipo de vehículos distintos de camiones, coches y motos.
Por tanto, eso es lo que dice a los alumnos. Está contento. Los estudiantes están
haciendo unos trabajos muy buenos, organizados y ordenados. Pero se mantiene
la pregunta: ¿Dónde está la construcción? Se trata de una construcción dirigida,
siguiendo las indicaciones externas del profesor.

Supongamos que personas adultas tuviesen que organizar esa información.
Es de esperar que todos serían capaces de hacerlo pero, seguramente, cada uno
lo haría de una manera distinta. Entonces, ¿por qué ese empeño en señalar a los
estudiantes un único camino de solución cuando desarrollan una actividad?,
¿por qué no se confía en que serán capaces de resolver los problemas que sur-
jan de manera adecuada para poder seguir adelante?, ¿cuál puede ser el objetivo
de conseguir unos bonitos cuadros ordenados o conocer que han pasado 23 ca-
miones, 43 coches y 16 motos? Habría que dar más importancia al cómo que al
qué si el objetivo es la formación de la persona.
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EPISODIO 2

Observemos el trabajo de varios niños de 3 y 4 años cuando construyen diver-
sos números (figura 2). El observador externo se queda perplejo: “Jonathan escribe
el 3 al revés”. “¿Dónde está el 9 de José?” La reacción inmediata es corregir el 3 del
primero y explicarle al segundo cómo se escribe el 9. Pero que lo hayan hecho
de esa manera tendrá una explicación. Por tanto, quizás sería preferible preguntar
por qué lo hacen así para que ellos mismos descubran cómo está correcto. “¿Cómo
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Figura 2 Números hechos por niños de infantil

Jonathan: 4 años, “pero tendré 4 el jueves”

“Yo sé como es un 3”

José, 4 años:

Jessica, 3 años:

“Esto significa 3 elefantes”

“Esto significa 4

(pero no 4 elefantes)”

“Yo conozco un número muy

grande, que llaman 9”

“Sé qué es un 4, pero no puedo escribir
elefante. Por ello dibujaré uno”.



entiende Jonathan un elefante?” Seguro que ese dibujo tiene su razón de ser. En
general, lo que los niños dicen no es lo que escriben ni lo que manipulan ni lo
que dibujan. Por tanto, hay que escucharlos. Puede ser que Jonathan haya expre-
sado aquellos aspectos que más le llamaron la atención cuando vio un elefante
o lo que más recuerda de él, que quizás sea la trompa. O puede ser otra cosa.

EPISODIO 3

Una maestra explica lo que ocurrió en su aula con un niño de 4 años y 11 me-
ses cuando éste se le acercó y le dijo (Rawson, 1992):

TToommááss:: Quiero hacer un calendario de Adviento. ¿Me puedes ayudar?
MMaaeessttrraa:: ¿Cómo quieres que sea tu calendario de Adviento?
TToommááss:: Quiero que se parezca a una casa.
MMaaeessttrraa:: De acuerdo. ¿Qué material vas a necesitar? Haré una lista para que

podamos conseguir lo necesario.
TToommááss:: Necesito cartón, lápices de colores y cintas.

La maestra hizo la lista. Después de conseguir lo que quería, Tomás se dis-
puso a recortar el cartón de la forma que deseaba. Para ello solicitó la ayuda de
la maestra. Posteriormente escribió 1 y 24. Sabía que 24 era el día de Noche-
buena. La maestra sentía que Tomás tenía una cierta idea de los números que
había que escribir entre 1 y 24. Empezó escribiendo 3 o 4 números de cualquier
manera, sin ningún orden, y pidió a la maestra que los colocara para él. Todo esto
sucedió en la tarde de un viernes. Cuando volvió el lunes siguiente continuó su
trabajo enseguida y escribió, rápidamente y de manera ordenada, todos los nú-
meros hasta el 20.

TToommááss:: Ahora dos... y cero.
MMaaeessttrraa:: Ése es el veinte. Ya no quedan muchos. Tienes puesto el 24. ¿Sa-

bes cuántos faltan?
TToommááss:: (contando con los dedos y sosteniéndolos en alto): 21, 22, 23, 24.

Necesito tres más.

Tomás se mostró jubiloso. Unos minutos después...
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TToommááss:: Terminé. Pero... No hay ningún dibujo debajo de los números.
MMaaeessttrraa:: Eso es lo siguiente que hay que hacer, Tomás. ¿Qué vas a dibujar?
TToommááss:: Árboles de Navidad.

Un poco más tarde...

TToommááss:: Oh, mira. El número 6 está muy alto y es demasiado ancho.
MMaaeessttrraa:: No te preocupes, Tomás. Podrías poner otra puerta pequeña a su

lado que lo tapara, como si fuera la puerta de un establo.

La reflexión de la maestra sobre el trabajo realizado por Tomás parece resumir
las ventajas de conceder oportunidades a los estudiantes para desarrollar su pensa-
miento: “Volví a equivocarme. Actué espontáneamente para apoyar a Tomás, por-
que tenía mucho interés en lo que estaba haciendo y necesitaba una pequeña
ayuda. Pero el trabajo que hizo confirma mi idea sobre el desarrollo del pensa-
miento matemático en los chicos de infantil: Trabajan con números más grandes
que los que suponía, controlan su propio aprendizaje, consiguen realizar una tarea
de manera sostenida, muestran persistencia para desarrollar su trabajo, tienen
una motivación personal, demuestran conocimiento espacial, utilizan vocabula-
rio apropiado y, ¡probablemente más!”

EPISODIO 4

En otra ocasión, a la clase en la que estaba Tomás se llevó una gran caja en forma
de cubo de aproximadamente dos metros y medio de lado (Rawson, 1994a). Pa-
recía una piscina sin agua, por lo que los estudiantes la llamaban “piscina de pe-
lotas de goma”. Por las cercanías había varios sacos con pequeñas pelotas de go-
ma de colores. Los niños estaban emocionados. La maestra hizo una pregunta:
“¿Cuántas pelotas son necesarias para llenar la piscina?”. Después de una dis-
cusión, enseguida se aceptó el acuerdo general de que el número debería ser
grande. “Realmente un número grande”, según uno de los miembros de la clase.
Intentando precisar un poco más, cada uno dio una respuesta en su turno. Con
el diálogo posterior, llegaron finalmente al acuerdo de cuál era el número gran-
de. La maestra comentó el resultado con un compañero:
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MMaaeessttrraa:: ¿Sabes cuál era el número grande? ¡9! ¡9 pelotas de goma!
MMaaeessttrroo:: Es decir, ¿9 era el número grande? Nunca lo habrías supuesto,

¿no? Nunca habrías imaginado que, para ellos, 9 es un número
grande.

MMaaeessttrraa:: Realmente no lo había pensado porque, si lo hubiera hecho, quizás
se me habría ocurrido esa posibilidad.

MMaaeessttrroo:: Fíjate lo importante que es, para un docente, saber escuchar cuida-
dosamente a sus alumnos para conseguir entender el desarrollo del
entendimiento. Y saber preguntar de manera adecuada. ¿Cómo les
explicaste que estaban equivocados?

MMaaeessttrraa:: Dije: “Vamos a ver cuántas bolas se necesitan para llenarla”. Y lancé
una al interior del recipiente. Posteriormente otra, lentamente, y así
sucesivamente mientras todos coreábamos: “Una, dos, tres...”. Pero
según decíamos 8, acercándonos al 9, varias voces dijeron: “Es mu-
cho más que 9. Se necesitan muchas más bolas para llenar la pis-
cina”.

MMaaeessttrroo:: Es curioso. Existen muchas maneras de poder adentrarse en el tema
de la magnitud de los números.

MMaaeessttrraa:: Fíjate lo que pasó después. Cuando la piscina estaba completamente
llena, hasta el borde, un niño se precipitó en el interior lo que hizo
que varias pelotas se cayeran fuera. Posteriormente lo hizo otro y
salieron otras 4 o 5 pelotas.

MMaaeessttrroo:: De ese modo se dieron cuenta de que los cuerpos ocupan lugar y,
si entra un cierto volumen, tendrá que salir otro.

MMaaeessttrraa:: Exactamente.
MMaaeessttrroo:: Pero, ¿explicaste el principio de Arquímedes a tus estudiantes de in-

fantil?
MMaaeessttrraa:: Claro. Al ver lo que estaba pasando busqué cajas similares a las de

zapatos. Con ayuda de sus padres, conseguí una para cada alumno.
Al día siguiente cada niño tenía su propio estanque que rellenó con
pelotitas de papel. De esa manera, cada uno pudo observar lo que
ocurría al meter un oso, dos osos, tres osos... Entre ellos comenta-
ron lo que ocurría, según su contexto.

MMaaeessttrroo:: También se puede preparar un estanque con agua y ranas que estén
fuera. Cuando una rana salta al agua, la altura de ésta sube. ¿Por
qué ocurre eso? Porque la rana pesa. Se presenta la misma situa-
ción anterior.
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MMaaeessttrraa:: Pero, ¿son capaces los niños de ver que ambas cosas son la misma?
¿Tú crees que se les debe explicar esos contenidos a esas edades?

MMaaeessttrroo:: Si se pregunta a adultos cuál es el principio de Arquímedes, muchos
no sabrán qué responder. Otros dirán: “espera, espera, que me lo sé.
Todo peso sumergido en un fluido experimenta... ¿cómo seguía?”.
¿No crees que es más fácil recordar las pelotas de goma, los ositos
o las ranas? Eso no se olvida nunca y realmente es la misma teoría de
Arquímedes.

EPISODIO 5

En un determinado día, una maestra, sentada con un gran libro sobre su rega-
zo, pasaba lista y acompañaba cada contestación de “presente” de cada niño con
una marca en la página correspondiente. La docente observó que la niña situada
a su izquierda también había anotado a los estudiantes que estaban en el aula (fi-
gura 3). Entonces, quiso comprobar si ambos datos coincidían y pudo observar
que la alumna entendía el proceso que se estaba desarrollando. Por tanto, a partir
de una actividad real y por medio de la observación de un hecho que se repetía
frecuentemente en el aula, la estudiante pudo experimentar y comprobar que la
forma escrita también es algo que puede servir para comunicar. En la figura se
puede observar cómo utiliza una notación matemática para representar sus ideas
(Rawson, 1994b).

Algo parecido es lo que quiso hacer Daniel, de 4 años (Rawson, 1994b). Aca-
baba de realizar su primer viaje en metro y estaba emocionado. El maestro se
enteró de su aventura y le pidió que contara sus experiencias. La figura 4 es el re-
sultado. De una manera simbólica, sin ayuda de nadie, Daniel hizo una represen-
tación de su viaje. Esa imagen muestra los primeros pasos hacia el simbolismo
de las matemáticas. Esconde una mente alerta, preparada para razonar e inter-
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pretar el mundo en el que vive. Daniel explicó su significado de la siguiente ma-
nera: “Estaciones viejas, estaciones donde pasan determinados Metros, estaciones
nuevas, estaciones que se tienen que construir, líneas terminales”.

ACTIVIDADES AUTÉNTICAS DE ENSEÑANZA

Se han presentado una serie de episodios que invitan a reflexionar en diversos
sentidos. Por ejemplo, en el episodio 1 se muestra una actividad con dos maneras
distintas de llevarla al aula. La diferencia fundamental entre ambas maneras de
actuar es el comportamiento del docente. En un caso, se mantiene al margen,
mientras que, en el otro, dirige completamente la enseñanza de modo que el tra-
bajo estará mal hecho si no se desarrolla de la manera indicada. Un aspecto impor-
tante que las distingue es la confianza en la actuación de los estudiantes. Muchas
veces se considera que no son capaces de realizar la tarea por ellos mismos y la
realidad es muy distinta: lo hacen siempre que se les den posibilidades. Pero ello
conlleva un riesgo, pues el docente no puede tener preparada la respuesta de an-
temano.

Esa confianza en los estudiantes puede animar a actuar de una determinada
manera ante su trabajo, tratando de entender lo que hacen y, sobre todo, escu-
chándolos (episodio 2). Seguro que tiene un sentido, especialmente si lo han rea-
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Figura 4 Dibujo de David de lo que recordaba de su viaje en el metro



lizado a partir de un interés personal (episodio 3). Es muy probable que ellos
mismos sean capaces de resolver sus dudas y superar sus dificultades, siempre
que se les dé la oportunidad de hacerlo (episodios 4 y 5), aunque el docente tie-
ne que cuidar que no confundan la anécdota con la actividad científica para que
no se produzca el efecto Jourdain (Brousseau, 1997).

Actividades de este tipo surgen constantemente de manera espontánea, aun-
que también es labor del docente favorecer que esto ocurra. Para ello, él también
tiene que tener confianza en lo que hace. Por ejemplo, imaginemos a los niños
de una clase de 5 años sentados en círculo mientras la maestra cumple su dia-
ria costumbre de “pasar lista”. Esos momentos se pueden aprovechar para resol-
ver problemas numéricos de modo natural: “Hay presentes 7 muchachos y 6 mu-
chachas. ¿Cuántos chicos hay más que chicas?” O realizar clasificaciones con
diversas excusas, cómo comprobar si todos están en clase; cuántos están ausentes;
quiénes se quedan a comer; quiénes llevan bocadillo; quiénes tienen jersey, abri-
go o plumífero de un determinado color; cuál es el número anterior y posterior
de esta página; cómo contamos las escaleras cuando las subimos y cuando las ba-
jamos; qué hacemos cuando repartimos los caramelos entre los amigos y no hay
para todos... (Rawson, 1994a).

Estas actividades, extraídas de sucesos de la vida de estudiantes de infantil,
las llamaremos “actividades auténticas”, porque tienen un objetivo, son coherentes
y son significativas. Son “prácticas ordinarias de nuestra cultura” (Brown, Collins y
Duguid, 1989, p. 34). Desarrollar ese tipo de actividades en la enseñanza-apren-
dizaje de las matemáticas permite que los alumnos resuelvan los problemas de
maneras muy variadas. Pero, en cualquier caso, la autenticidad se produce cuando
se percibe una necesidad personal.

Las actuales teorías constructivistas de aprendizaje defienden que, cuando las
personas reciben nueva información, utilizan su experiencia y el conocimiento
para dar sentido a ese nuevo material. Es posible interpretar los anteriores epi-
sodios del aula desde esta perspectiva. Por ejemplo, la imagen de la aventura de
Daniel en el Metro esconde inferencias del conocimiento de sus trenes de jugue-
te a las vías férreas, estaciones y terminales de línea de su nueva experiencia de
vida. Es decir, partiendo del conocimiento que posee, elabora nueva información
y nuevo material. Posteriormente, su diálogo con uno de los autores de este ar-
tículo hizo que reformulara dicha información y reestructurara su conocimiento
para acomodar las características diferentes de las vías férreas y del Metro.

El dibujo es un instrumento de expresión muy importante para los estudian-
tes de estas edades. Les gusta hacerlo y no suelen tener el sentido del ridículo
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de muchas personas adultas. Los niños reflejan el mundo como lo ven y sus tra-
bajos permiten descubrir gran cantidad de cosas de las que son conscientes. Por
ejemplo, a una persona que ven grande la dibujarán enorme, resaltando aque-
llos rasgos que más le llaman la atención, mientras que al que ven pequeño lo
dibujarán todavía más reducido.

Debido a que la construcción del conocimiento es un proceso cognitivo in-
terno, es necesario descubrir indicaciones externas que reflejen que se está de-
sarrollando dicha construcción. Los sucesos elegidos apoyan la creencia de que el
conocimiento es, en parte, un producto de la actividad, el contexto y la cultura
en las que se desarrolla. Por tanto, cada concepto evolucionará, dependiendo de la
situación en la que se utilice. Por ejemplo, los esfuerzos de Tomás para relacionar
cada puerta con un número en el calendario de Adviento da lugar a situaciones
nuevas y actividades alternativas negociadas. El papel del adulto en este proceso
es importante. Las palabras que se utilizan también son conceptos en desarrollo.
Son conceptos abstractos en sí mismos y el entendimiento de su significado es
posible en el contexto en que se emplean. El caso de la niña que relaciona la
palabra “presente” con una representación simbólica cuando se pasa lista de-
muestra cómo se pueden desarrollar conceptos a través de una actividad.

Brown, Collins y Duguid (1989, p. 34) comparan el trabajo de los expertos
con muchas de las actividades que se desarrollan en las aulas:

En las aulas escolares se desarrollan actividades híbridas que se presentan
como trabajos o aspectos importantes de escritores, lectores, matemáticos,
historiadores, economistas, geógrafos… Pero, realmente, muchas de ellas no
tienen sentido fuera del aula ni se pueden asociar con actividades de estos
expertos. Y, lo que es más, estas actividades híbridas limitan el acceso futuro
de los estudiantes a las posibilidades educativas que existen a partir del con-
texto.

Esta fuerte declaración debe hacer reflexionar a cada docente sobre su pro-
pia práctica diaria en el aula, cualquiera que sea el nivel. Enseñamos matemáti-
cas, pero nos preguntamos: ¿lo hacemos con el pensamiento marcado por las ca-
racterísticas de un matemático profesional? Para poder responder a esa pregunta,
hay que definir qué constituye el pensamiento y la actividad de un matemático.
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UN ASPECTO DE LA ACTIVIDAD MATEMÁTICA:
EL ESTUDIO DE PATRONES

Descubrir un modelo es un elemento importante cuando se resuelven proble-
mas. Sin embargo, es sumamente difícil entender cuál es el proceso de elaboración
de un modelo y cómo se reconoce o entiende. Existen muchos estudios relacio-
nados con ese reconocimiento que han acercado posturas teóricas sobre percep-
ción como, por ejemplo, los análisis de la psicología de la Gestalt.

Llegar a realizar un modelo es el resultado de un proceso mental complejo
ante una interrogación matemática. Sawyer (1959) considera que éste es un ele-
mento importante que favorece su fascinación hacia la materia. Piensa que la ma-
temática es la clasificación y estudio de todos los posibles modelos. Este término se
utiliza de una manera en la que no todas las personas estarían de acuerdo, pues
se entiende en un sentido amplio para cubrir cualquier tipo de regularidad que
pueda ser reconocida por la mente. De hecho, dice que “los buenos matemáti-
cos son muy sensibles a modelos”.

Según lo anterior, se sugiere observar a los niños de las primeras edades
cuando trabajan con modelos. A priori, les llama la atención su lado artístico, pero
es llamativo que exista tanta diferencia entre mirar y comprender lo que se ve. Son
muchos los signos que compiten para atraer la atención de cualquier observa-
dor, pero lo que vemos y cómo lo vemos no sólo depende de factores psicológi-
cos y fisiológicos, sino también de las fluctuaciones en la intensidad de la luz y
de las variaciones en la posición de los objetos dentro del campo de visión exis-
tente. Por ejemplo, motivos aislados invitan a un intenso escrutinio de su estructu-
ra. En cambio, cuando el motivo se repite, se pierde su individualidad y dominan
nuevas características.

Los niños de 3 a 5 años tienen su percepción de modelo. Entendemos que
ese término tiene connotaciones distintas en el campo de la educación matemá-
tica, pero nos referimos a aquello que se repite en un patrón, o más ampliamente,
a una regularidad. En los siguientes casos, se trabaja con materiales concretos
organizados para que los estudiantes descubran el proceso por el que se ha
construido. La actividad consiste en representar la parte superior de las murallas
de un castillo. Primeramente, el profesor lo construyó con bloques de madera y
los niños tenían que continuarlo con otros bloques. Posteriormente, en lugar de los
bloques de madera tenían que usar cubitos de plástico para extender la mura-
lla. Finalmente, tenían que dibujar el modelo de muralla. En los cuatro ejemplos
que se presentan se pueden ver diferentes representaciones con tres materiales
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distintos (figura 5). Por ejemplo, las construcciones con madera de Emma indican
que no entendía el proceso de construcción, pero su dibujo posterior muestra que
realmente sabía continuar el modelo. Christopher fue capaz de construir la mu-
ralla con cubos de plástico, pero no parecía que supiera dibujarla. Pero este caso
demuestra la importancia de dialogar para entender el trabajo, pues escucharlo
permitió comprender las dificultades que encontró para ello. ¡La razón es que inten-
taba realizar un dibujo en perspectiva! El modelo de una muralla de un castillo
necesita una representación muy distanciada y abstracta del original (Rawson,
1990).
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Figura 5 Diversas representaciones de la muralla

Christopher, 5 años, 5 meses Tom, 6 años

Bloques Bloques

Multilínea Multilínea

Lápiz/papel

Lápiz/papel

Emma, 5 años, 11 meses Scott, 6 años

Bloques Bloques

Multilínea Multilínea

Lápiz/papel Lápiz/papel



Por ejemplo, los módulos o hierros de un radiador, ¿son un patrón? Muchos
piensan que sí, porque es la misma estructura repetida muchas veces. Otros que
no, porque los extremos estropean la similitud o porque todos son iguales y consi-
deran que modelos son seriaciones (por ejemplo, cuadrado, triángulo, cuadrado,
triángulo, cuadrado, triángulo...). Por tanto hay que entender lo que ellos piensan
o creen. Y hay que escucharlos, porque hay mucha diferencia entre lo que cree-
mos que dicen y lo que realmente dicen.

Vamos a examinar un contenido concreto con más detalle. Como hemos di-
cho, nos referimos a patrones cuando es posible identificar la repetición de un
motivo, pero esto no es tan fácil con niños de esas edades. Se presentó papel de
envolver coloreado con imágenes de Papá Noel a un grupo de 17 alumnos de 5
años y sus opiniones fueron diversas. Algunos consideraron que era un patrón,
porque “es rojo, blanco y amarillo”, “una cara está así y la otra en dirección dife-
rente”, “todo es lo mismo”, “un Papá Noel mira en esta dirección y el otro en
aquélla”. En cambio, otros pensaron que no era un patrón, porque “todo es lo
mismo”, “es simplemente un rectángulo”, “no tiene modelo”.

Durante tres semanas se mantuvieron entrevistas con los 17 niños que ha-
blaron de patrones a partir de 15 estructuras diferentes. Sus opiniones permitie-
ron establecer sus concepciones acerca de su significado. Consideraron que se
podían clasificar como sigue: 1) repetición de un motivo, 2) simetría, 3) color, y 4) el
borde del objeto. Es importante observar que muchos de los modelos espacia-
les y lineales sugeridos para construir contenían un aspecto de cambio como, por
ejemplo, triángulo, rectángulo, triángulo, rectángulo (dibuja lo que sigue); rojo,
azul, rojo, azul…. (¿qué color va a continuación?). Ello tuvo un efecto importante
en su pensamiento acerca de qué es o no un patrón. Sin embargo, no se puede
olvidar que, por ejemplo, una transformación de la misma figura o motivo también
lo es. Así, poco a poco, aprenden a clasificar cada día, utilizando ejemplos de situa-
ciones diferentes. Lo importante no es qué se hace, sino cómo se hace. ¿Serán ca-
paces de hacer esto los chicos de edades de infantil? Naturalmente que lo son,
siempre que se les deje, aunque quizás no hagan tanto como se desearía. Pero
lo mismo nos ocurre a los docentes.

ALGUNAS REFLEXIONES

De los ejemplos citados, se puede comprobar que los niños piensan de manera
diferente a como lo hacen las personas mayores. Su pensamiento suele ser in-
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maduro, pero, a la vez, normalmente complejo. Suele estar influido por el con-
texto en el que se aprende. El razonamiento matemático se empieza a desarrollar
cuando su pensamiento se estructura a través de la interacción con compañeros
y adultos. Esa interacción social depende de cómo éstos perciban las capacida-
des de cada persona, lo que influirá en la manera en que los niños organicen
sus experiencias. El pensamiento del docente también es importante, pues sus
expectativas, su incremento en la consecución de objetivos y sus normas de edu-
cación desempeñan un papel fundamental en el proceso de aprendizaje (Mitchell
y Williams, 1998).

La respuesta de los jóvenes estudiantes en los sucesos seleccionados ilustran
el conocimiento, las destrezas y el entendimiento que poseen cuando entran a la
escuela. Indican que ya son pensadores matemáticos. Estos ejemplos muestran
posibilidades para operar con símbolos, trabajar con números, interpretar concep-
tos espaciales y generalizar resultados matemáticos. Todos los niños que aparecen
utilizan matemáticas de alguna manera antes de que éstas surjan explícitamen-
te. En este escenario, el profesor tiene que centrarse más en lo que se puede hacer
con el niño que en lo que no debe hacerse, aunque no es fácil conseguirlo.

Recordamos la cita de Kilpatrick de la introducción para añadir que, para cada
docente, es importante ver cómo trabaja cada estudiante y, sobre todo, saber res-
ponder en cada momento de la manera adecuada. Sin embargo, a veces se oye
en las aulas de secundaria (12-16 años) o, incluso, de primaria (6-12 años): “Ol-
vidad todo, pensad que no sabéis nada y empezaremos de cero”. No parece opor-
tuno echar la culpa a los profesores de cursos previos y, en vez de intentar olvidar
los conocimientos que se tienen, quizás se podría intentar aprovecharlos para
partir de ellos.

Los profesores de infantil tienen la oportunidad de aprovechar los múltiples
y diferentes conocimientos de cada alumno que entra en sus clases por primera
vez. Los niños de esas edades están encantados de hacer cosas cada día y van
contentos al colegio, se muestran abiertos y dispuestos a trabajar. Si visitamos
cualquier aula de infantil, es probable que encontremos un ambiente vivo y ex-
pectante ya que, a esas edades, los niños suelen serlo. Los docentes deben ser
conscientes de ello, para que, por ejemplo, existan los típicos rincones en los que,
cada estudiante, cambia de sitio cada semana: en uno de ellos estará la entrada
de la puerta del médico, la sala de espera, utensilios de médico, un teléfono, papel
para apuntar... Así los niños juegan, fingen que son médicos, pacientes, la mamá,
la enfermera, llaman por teléfono para concertar una cita y piden hora como lo
han visto hacer a sus padres o, al menos, lo ha visto alguno de ellos. Otra semana
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simulan un banco donde hay carteles con números muy grandes colgados en la
clase, con millones de euros... Y tienen máquina de escribir. Es como jugar, pero
en un ambiente de formación de las matemáticas. Ellos van viendo lo que tie-
nen y lo que les falta. Ven que necesitan más sillas, porque siempre hay gente
esperando o lo que sea.

CONCLUSIONES

A lo largo del escrito consideramos que hemos proporcionado evidencia signifi-
cativa de que los niños de 3 a 5 años pueden presentar un alto nivel de razona-
miento cuando realizan actividades relacionadas con matemáticas, agrandado
por la comunicación, el estímulo y la adecuada intervención del docente. Este
trabajo invita a realizar estudios más profundos. También creemos que el enten-
dimiento matemático no sólo se consigue en el aula, sino que también se gana
en situaciones donde tienen que resolver problemas diarios fuera de la escuela.
Por otra parte, consideramos que la competencia en matemáticas no sólo se re-
fiere al conocimiento de su contenido, sino también a la manera de aplicarlo. Los
niños tienen que reflexionar sobre sus actos si se desea que sean capaces de
controlar su pensamiento y de aplicar lo que aprenden. No ganarán en autono-
mía si son dirigidos constantemente por el profesor, sino que, por el contrario,
necesitan que les proporcionen oportunidades para que tengan que tomar deci-
siones por ellos mismos.

Todos los niños de 3 a 5 años poseen destrezas de pensamiento y razona-
miento. Lo que varía de unos a otros es su capacidad para verbalizar lo que pien-
san, pero el que no son capaces de utilizar el lenguaje adecuadamente no tiene
por qué hacer suponer que no sean capaces de razonar. Sin esa capacidad, el
profesor no puede conocer suficientemente los conocimientos que poseen, lo que
le impide avanzar adecuadamente para que aprendan nuevos contenidos. Por
eso se considera que se necesita mucho trabajo de investigación en esta parte
de la enseñanza y el aprendizaje de las matemáticas. Las matemáticas requieren
actividad mental y abstracción y, para ello, es necesario trabajar duro. El elemen-
to fundamental que puede enlazar “hacer matemáticas” y “pensar matemática-
mente” es el diálogo apropiado.

En definitiva, no se debe subestimar la capacidad de los estudiantes de estas
edades. En primer lugar, porque pueden tratar aspectos complejos, aunque sea
con ayuda. El papel del docente es crucial en ese proceso de aprendizaje. Su par-
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ticipación debe contribuir al desarrollo del razonamiento abstracto y del pensa-
miento matemático. En segundo lugar, tomar decisiones sobre cómo abordar
una tarea es trabajar matemáticas, es decir, decidir los materiales que se necesitan
y organizar el trabajo de manera consistente desarrolla el pensamiento y el compor-
tamiento matemático. En tercer lugar, la incapacidad para decir con palabras lo
que quieren expresar no debe hacernos suponer que son incapaces de pensar y
razonar. Una manera de aprender a hacerlo es por medio del diálogo y la discusión
con alguien que tenga más experiencia. En estos momentos, parecen adecuadas
las palabras de Caleb Gattegno: “Dejad que los niños nos enseñen a enseñar”.
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Esta obra recoge una experiencia derivada
de las actividades por la celebración del Año
Internacional de las Matemáticas (2002). Res-
ponde a uno de los objetivos propuestos
por la Unión Matemática Internacional, el
cual consiste en popularizar las matemáticas
y al que se avocaron seis institutos (escue-
las) de secundaria y el Centro de Profesores
y Recursos (CPR) de Leganés, población ubi-
cada en las cercanías de la ciudad de Madrid.

La actividad pedagógica de esa expe-
riencia, que resultó ser muy innovadora, es-
tá recogida, en lo fundamental operativo, en
la publicación de este libro de gran formato
(23.5 × 33 cm), en sus 111 páginas. Es un
hermoso ejemplar en papel couché mate,
impreso a color y con estupendo diseño.
Consta de tres partes: “Introducción”, “La
experiencia” y “Fuentes de información”. A
ellas me refiero inmediatamente.

“Introducción”: consta de cuatro aspec-
tos: Contexto de la experiencia, Objetivos,
Metodología y organización, y Recursos hu-
manos y materiales.

Contexto de la experiencia. En el ob-
jetivo general de la experiencia estaba la
idea de facilitar que toda la comunidad
educativa participara en el proyecto, y pro-
venía de dos factores:
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...en primer lugar, de lo que entende-
mos como una necesidad de actualiza-
ción didáctica de nuestra área y en se-
gundo, pero no menos importante, de
la preocupación por encontrar un mo-
do de respuesta a las necesidades de
un alumnado cada vez más diverso y
difícilmente motivable.

En el desarrollo del proyecto estaba
presente la orientación actual de la atención
a la diversidad para la educación obligato-
ria, por lo que se programaron diversos
contenidos conceptuales, procedimentales
y actitudinales, se propuso diseñar activi-
dades para variadas formas de aprendiza-
je, con distintos materiales didácticos y tra-
bajando con pequeños grupos en los que
los alumnos avanzados ayudaran a los me-
nos capacitados, y se observó una rápida
adaptación al novedoso enfoque, especial-
mente en los alumnos con necesidades
educativas especiales.

El resultado del proyecto, programado
con esta visión, llevó a que la Consejería de
Educación le concediera un premio a la in-
novación educativa en la convocatoria del
2000, y que, con el apoyo del Ayuntamien-
to de Leganés, se realizara una exposición
didáctica en el Centro Cívico Las Dehesi-
llas donde se mostraran y manipularan los
materiales presentados. Toda la actividad
realizada aparece en la página web:
http://centros5.pntic.mec.es/ies.juan.de.
mairena

Objetivos. Se establecieron 10 obje-
tivos:

1. Intervenir de una manera activa en los
actos de celebración del Año Mundial de
las Matemáticas, organizando un proyec-
to interdisciplinar, internivelar y con cla-
ra vocación de atención a la diversidad.

2. Involucrar a los distintos sectores de la
comunidad educativa en una actividad
que pudieran compartir.

3. Conocer el desarrollo y la evolución de
las matemáticas a través de la historia,
fijándonos para ello en sus principales
protagonistas.

4. Difundir otros aspectos alternativos de
las matemáticas, que con frecuencia se
desconocen.

5. Ampliar la competencia matemática de
los alumnos a través de la “resolución
de problemas”, poniendo especial én-
fasis en el método empleado para lle-
gar a las soluciones y no sólo en estas
últimas.

6. Fomentar el empleo del método cientí-
fico a través del trabajo de investigación,
documentación y búsqueda de infor-
mación que planteaban muchas de las
actividades diseñadas (adivinanzas, per-
sonajes matemáticos…).

7. Popularizar el mundo de las matemá-
ticas a través de la “matemática recrea-
tiva”, potenciando su aspecto lúdico.

8. Conocer aspectos de las matemáticas
que no suelen ser objeto habitual de
estudio en el currículum ordinario, ta-
les como fractales, mosaicos, geome-
tría del arte...

9. Relacionar las matemáticas con otras
áreas (literatura, historia, arte, plástica,
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lenguas clásicas y modernas...) y poten-
ciar su carácter dinamizador e instru-
mental en todas ellas.

10. Reflexionar sobre la presencia de las
matemáticas en todos los ámbitos de
la vida diaria y de nuestro mundo con-
temporáneo (como, por ejemplo, en los
medios de comunicación...).

Metodología y organización. El princi-
pio metodológico, sustento de la experien-
cia, fue fomentar el aprendizaje matemáti-
co significativo entre los alumnos.

En el vestíbulo de cada centro se ins-
taló un Tablón de Actividades Matemáti-
cas en el que se exhibían periódicamente
los materiales elaborados y que se proponían
a los alumnos individual o colectivamente.
Como se aprecia, el espacio, la metodolo-
gía y la guía visual formaron parte de la
motivación novedosa. El tablón se organizó
en cinco apartados: 1. El problema de la
semana; 2. Miscelánea matemática; 3. Adi-
vina: ¿quién es?; 4. Colaboraciones: ¿sa-
bías?, y 5. Noticias y convocatorias. Se usó
un plan de trabajo común a todos los cen-
tros educativos, que fue tomando sus pe-
culiaridades con el tiempo, a partir del tra-
bajo periódico y sistemático de los maestros
participantes en el Centro de Profesores y
Recursos, y con la coordinación de un miem-
bro del Departamento de Matemáticas. Los
profesores de este departamento dirigían y
mantenían la comunicación con los alum-
nos, tomando sus ideas y soluciones, resol-
viendo sus dudas y las dificultades que iban
apareciendo. Fue notable la intervención

de los profesores de otros departamentos,
ya fuera como meros participantes, ya co-
mo aportadores de ideas para mejorar e
innovar. En torno al espacio en que se co-
locó al tablón se realizaron exposiciones.

Recursos humanos y materiales. En el
desarrollo de la experiencia se puso espe-
cial énfasis en la coordinación entre los dis-
tintos centros de maestros y en el trabajo
con profesores de todas las áreas para el lo-
gro de un objetivo común. Participaron 46
maestros de los institutos de Leganés. Los
recursos materiales fueron los elaborados
para presentarse en el tablón y los que sir-
vieron de apoyo informativo como bibliote-
cas y computadoras.

“La experiencia”: Esta parte del libro,
que es la medular en cuanto a la informa-
ción que se proporciona para llegar a
aprendizajes significativos de la matemáti-
ca, tiene diversos apartados: El problema
de la semana, Miscelánea matemática, Ci-
tas, Poesías, Adivinanzas, Soluciones, Chis-
tes y gazapos, Curiosidades, Adivina:
¿quién es?, Colaboraciones: ¿sabías?, y No-
ticias y convocatorias. Veámoslos.

El problema de la semana. En esta
sección del Tablón de Actividades Mate-
máticas, se proponen tres problemas se-
manales: uno para el primer ciclo de la Es-
cuela Secundaria Obligatoria (ESO), otro
para el segundo ciclo y otro más para el
bachillerato. Deben ser claros, llamativos y
con algún grado de dificultad. El alumno
interesado en resolverlo toma un ejemplar
del buzón o lo solicita a la conserjería y, ya
resuelto, lo deposita o entrega a un maes-



tro del Departamento de Matemáticas. En
la siguiente semana se publican las solu-
ciones y los tres nuevos problemas. En el
libro se muestran seis problemas, ejemplos
de los que se propusieron durante la expe-
riencia, son representativos del primer y se-
gundo ciclos de la ESO y del bachillerato,
los cuales se retoman inmediatamente
mostrando su solución.

Miscelánea matemática. En el tablón,
cada semana se propusieron, acompaña-
dos de una ilustración, citas, adivinanzas,
chistes, poesías y/o curiosidades que resul-
taron atractivos, interesantes y adecuados
a los alumnos y que fueran alusivos a la
matemática. En el libro, se muestran 21
láminas a todo color representativas de esa
miscelánea de actividades.

Poesías. La muestra de poesías que se
publica en este apartado del libro es muy
sugerente, variada e interesante. Son 17
poesías y una carta, en las que se expresan
“sensiblemente” ideas y conceptos mate-
máticos, todas ellas de literatos famosos
como Miguel de Unamuno, Antonio Ma-
chado y Rafael Alberti, por mencionar al-
gunos, y la “Carta de amor a un trapezoi-
de” del matemático español Claudi Alsina.

Adivinanzas. Este interesante aparta-
do está compuesto por seis acertijos de to-
das las épocas con sus correspondientes
soluciones.

Chistes y gazapos. Se dan probadas
de buen humor en relación con la mate-
mática por medio de caricaturas y carto-
nes —en los que no puede faltar el inquisi-

tivo y cáustico Quino—, así como traslapes
lingüísticos.

Curiosidades. Este apartado, muy breve
en el libro, presenta cinco ideas interesantes
como recursos de aprendizaje vinculados a
lo visual y a lo operativo en la matemática.

Adivina: ¿quién es? Se muestran foto-
grafías recortadas como piezas de un rom-
pecabezas, datos, pistas, la biografía o ilus-
traciones relacionadas con un personaje
importante en la historia de la matemática.
Con esos elementos se debe reconocer al
personaje.

Colaboraciones: ¿sabías? Ahora se
muestran los materiales o aportaciones de
miembros de la comunidad educativa que
no son los profesores de matemáticas. En-
tre ellos, aparecen problemas, crucigramas,
fotografías, etimologías... Seis ejemplos dan
cuenta de ello.

Noticias y convocatorias. A todo color
se miran ejemplos de concursos, exposi-
ciones y diversas actividades matemáticas
del centro escolar, en los que están pre-
sentes actividades matemáticas y pueden
ser de interés general de la comunidad y sus
alrededores. Algunas aparecieron en la
prensa y se refieren a la celebración del
Año Mundial de las Matemáticas.

“Fuentes de información”: En esta breve
sección de tres páginas aparecen fuentes bi-
bliográficas de las que se obtuvo informa-
ción para la construcción de las variadas
actividades de la experiencia pedagógica
que comento. Está formada por: Bibliogra-
fía, con 35 títulos, cuyos autores son en su
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mayoría muy reconocidos; “páginas web”;
procedencia de las citas; procedencia de los
textos literarios; procedencia de las imágenes.

Independientemente de la experiencia
mostrada, ya de por sí interesante, notable
e innovadora, la publicación da muestras
de un gran ingenio para llevarla a cabo,
tanto por la coordinación de los diversos
sectores pedagógicos que participaron, co-
mo por la dirección del personal humano

que fue necesario para que el trabajo di-
dáctico resultara interesante, importante y
sostenido. Pero, además, el libro es una estu-
penda fuente de recursos didácticos para
construir la matemática en el aula, utili-
zando recursos de conocimiento de la propia
matemática y, también, de las diversas es-
feras del conocimiento que forman parte
del currículum en la escuela secundaria y
en el bachillerato.
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DATOS DEL LIBRO

Lucía Morales Ruffo (coord., 2002)
Rincón matemático. Una experiencia para atender a la diversidad

España, Comunidad de Madrid, Consejería de Educación, Dirección de Ordenación

Académica, 111 p.



¿Tienen los estudiantes la preparación
adecuada para enfrentar los retos del futu-
ro? ¿Son capaces de analizar, razonar y co-
municar sus ideas eficazmente? ¿Tienen la
capacidad de continuar aprendiendo du-
rante toda su vida? El Programa Interna-
cional de Evaluación de Estudiantes (PISA,
por sus siglas en inglés) promovido por la
Organización para la Cooperación y el De-
sarrollo Económicos (OCDE) ha sido instru-
mentado para dar seguimiento del apren-
dizaje de los alumnos de 15 años, a fin de
proporcionar algunas respuestas a estas
preguntas en el contexto internacional. El
texto Conocimientos y aptitudes para la vi-
da. Resultados de PISA 2000 presenta un
análisis sistemático e interesante de los re-
sultados de la aplicación de pruebas de lá-
piz y papel que —en el marco de este pro-
grama— buscan ponderar las aptitudes
desarrolladas en los sistemas educativos
de los países miembros de la OCDE en rela-
ción con la lectura, las matemáticas y la
ciencia. La muestra de estudiantes partici-
pantes en el estudio son los jóvenes de 15

años inscritos en instituciones educativas
a tiempo parcial o completo.

En la perspectiva adoptada por la OCDE,
la adquisición de aptitudes es un proceso
que abarca toda la vida; por ello, PISA eva-
lúa la capacidad para continuar apren-
diendo y la habilidad para emplear el cono-
cimiento en la vida real. La aptitud para la
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lectura es considerada como la capacidad
de comprender, emplear y reflexionar sobre
textos escritos, a fin de participar eficaz-
mente en la vida cotidiana. Se espera que
los estudiantes obtengan información de un
texto, la comprendan, reflexionen sobre ella
y sean capaces de relacionarla con diferen-
tes situaciones. La aptitud para matemáti-
cas se entiende como la capacidad de for-
mular y resolver problemas matemáticos
vinculados a situaciones de vida. Los reac-
tivos que evalúan este aspecto requieren
que los estudiantes tengan familiaridad con
conceptos matemáticos clave para reprodu-
cir operaciones matemáticas estandarizadas,
para hacer conexiones y para participar con
un pensamiento matemático más amplio an-
te distintas situaciones de la vida real. Final-
mente, PISA considera que la aptitud para
las ciencias consiste en pensar científica-
mente. Los reactivos de este último rubro
requieren que los estudiantes comprendan
ciertos conceptos científicos clave y muestren
que pueden adquirir información, interpre-
tar y actuar de acuerdo con la evidencia en
situaciones en las que se puede aplicar la
ciencia.

La validez cultural y lingüística de los
reactivos utilizados en PISA, así como su
pertinencia en relación con los diferentes
planes de estudio —según se lee en el in-
forme— se obtuvo mediante calificación en
los distintos países participantes con el
concurso de especialistas. Es importante,
además, destacar que los instrumentos de
evaluación —conforme a la filosofía del Pro-
grama— no sólo abarcan cuestiones asen-

tadas en los planes escolares, sino sobre el
aprendizaje más general. De esta manera,
PISA considera que ha logrado establecer
indicadores para comparar la calidad de la
preparación para la vida que reciben los es-
tudiantes en distintos sistemas educativos.

Entre los resultados que se exponen,
destaca la importante habilidad para al
lectura mostrada por los estudiantes fin-
landeses, y la cercanía con ellos que logran
Canadá, Nueva Zelanda, Australia o Corea.
Destaca, asimismo, que Francia o Estados
Unidos sobrepasan muy escasamente la
media general, que España se sitúa también
cerca pero por debajo de ella, o que Méxi-
co y Brasil se ubican en una franca condi-
ción de rezago. En matemáticas —área en
la que la dificultad de los reactivos está de-
terminada por la complejidad de los pasos
involucrados en el procesamiento y la nece-
sidad de conectar e integrar informaciones
y representaciones distintas—, son Japón y
Corea los países que parecen producir es-
tudiantes más capaces. Nueva Zelanda,
Finlandia, Australia y Canadá se ubican
también en los puestos más altos. Nueva-
mente España se ubica abajo del prome-
dio y México aparece a la zaga junto con
Brasil. Un dato que conviene destacar es
que Francia avanza varios puestos en la
escala, mientras que Estados Unidos se
mantiene a la mitad de la clasificación. En
relación con la ciencia, los resultados son
bastante parecidos: mientras Corea, Japón
y Finlandia mantienen los primeros pues-
tos en la escala, México y Brasil se mantie-
nen en los últimos.
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El informe preparado por la OCDE so-
bre los resultados de PISA 2000 incluye
también datos sobre el desempeño com-
parativo de hombres y mujeres. Sorprende
el mejor desempeño en lectura por parte
de estas últimas en todos los países parti-
cipantes; datos inversos se presentan en
cuanto a la matemática.

El informe que se expone en este texto
abarca el desempeño de los estudiantes
de 15 años de edad inscritos en el sistema
educativo, las diferencias entre géneros, los
distintos entornos y experiencias de apren-
dizaje y lo que todo esto sugiere a los dise-
ñadores de políticas educativas. Por ejem-
plo, se señala que mejores condiciones
económicas, en general, son generadoras
de mejores desempeños, pero que esto no
es automático, porque las prácticas en el
aula cuentan a la hora de medir los resul-
tados de la enseñanza. Los datos “...sugie-
ren que no existe un solo factor que expli-
que por qué algunas escuelas o algunos
países obtienen mejores resultados que

otros. Más bien el desempeño exitoso se
puede atribuir a una constelación de facto-
res que incluye los recursos escolares, las po-
líticas y las prácticas de la escuela y las
prácticas del salón de clase” (p. 234). La
necesidad de intensificar la investigación
para identificar cómo operan estos factores
y su influencia sobre el desempeño estu-
diantil es también señalado en el informe.

Un valor que sin duda tiene el trabajo
realizado a través de PISA es permitir que
los países examinen sus propios sistemas
educativos a la luz de los logros alcanzados
en otros. Los retos que los resultados im-
plican son formidables para algunos países,
pero igualmente interesantes son los crite-
rios de política que se delínean. Una carac-
terística adicional del informe aquí reseñado
es la claridad y fluidez en la presentación de
los datos y las argumentaciones. Esta cla-
ridad hace de él una obra accesible a un
amplio público: maestros, investigadores,
planeadores. Por su contenido, me parece
que el texto es digno de leerse.

DATOS DEL LIBRO

OCDE/Santillana (2002)
Conocimientos y aptitudes para la vida. Resultados de PISA 2000

México, 347 p.
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Política editorial

La revista EDUCACIÓN MATEMÁTICA es una publicación internacional arbitrada, que
ofrece un foro interdisciplinario para la presentación y discusión de ideas, con-
ceptos y modelos que puedan ejercer una influencia profunda en la enseñanza
y el aprendizaje de las matemáticas. La revista aparece tres veces al año y publi-
ca artículos de investigación y ensayos teóricos sobre temas relacionados con la
educación matemática.

OBJETIVOS

EDUCACIÓN MATEMÁTICA se propone:
• Actuar como un foro de discusión internacional en lengua española en el

que se discutan las problemáticas asociadas a la enseñanza y el aprendi-
zaje de las matemáticas.

• Facilitar la comunicación entre investigadores y maestros de matemáticas.
• Promover la investigación en educación matemática.
• Alentar acercamientos multidisciplinarios.
• Buscar una comprensión profunda de la naturaleza, teoría y práctica de la

enseñanza y el aprendizaje de las matemáticas.

LECTORES

EDUCACIÓN MATEMÁTICA está dirigida a investigadores y teóricos de la educación
matemática, maestros en formación y en ejercicio, estudiantes de posgrado, dise-
ñadores, evaluadores, directivos, administradores y cuadros técnicos vinculados
con la educación matemática.



TEMÁTICAS

El contenido de EDUCACIÓN MATEMÁTICA se centra en los siguientes temas:

1. Investigaciones sobre educación matemática en el nivel básico
1.1. Aprendizaje, cognición y desempeño de los alumnos
1.2. Conocimientos, concepciones, formación y prácticas de los maestros
1.3. Saber matemático

1.3.1. Aritmética
13.2. Geometría
1.3.3. Probabilidad y estadística
13.4. Preálgebra y álgebra
1.3.5. Trigonometría

1.4. Materiales, textos y otros recursos de apoyo a la enseñanza
1.5. Diseño, desarrollo y evaluación curricular
1.6. Uso de la tecnología
1.7. Interacciones en el aula
1.8. Evaluación
1.9. Enseñanza experimental
1.10.Educación de adultos

2. Investigaciones sobre educación matemática en el nivel preuniversitario
2.1. Aprendizaje, cognición y desempeño de los alumnos
2.2. Conocimientos, concepciones, formación y prácticas de los maestros
2.3. Saber matemático

2.3.1. Álgebra
2.3.2. Geometría 
2.3.3. Probabilidad y estadística
2.3.4. Cálculo
2.3.5. Razonamiento matemático

2.4. Materiales, textos y otros recursos de apoyo a la enseñanza
2.5. Diseño, desarrollo y evaluación curricular
2.6. Uso de la tecnología
2.7. Interacción en el aula
2.8. Evaluación
2.9. Enseñanza experimental

3. Investigaciones sobre educación matemática en el nivel universitario
3.1. Aprendizaje, cognición y desempeño de los alumnos
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3.2. Conocimientos, concepciones, formación y prácticas de los maestros
3.3. Saber matemático

3.3.1. Álgebra lineal
3.3.2. Geometría 
3.3.3. Probabilidad y estadística
3.3.4. Cálculo de una o varias variables
3.3.5. Análisis
3.3.6. Ecuaciones diferenciales
3.3.7. Variable compleja

3.4. Materiales, textos y otros recursos de apoyo a la enseñanza
3.5. Diseño, desarrollo y evaluación curricular
3.6. Uso de la tecnología
3.7. Interacciones en el aula
3.8. Diagnósticos y evaluación
3.9. Enseñanza experimental

4. Estudios sobre la historia y la epistemología de las matemáticas y de la
educación matemática
4.1. Usos de la historia en la enseñanza y en la formación de maestros
4.2. Análisis histórico y epistemológico de conceptos y procesos matemá-

ticos
4.3. Análisis de textos y acercamientos didácticos en las distintas épocas

5. Estudios sobre el sistema educativo
5.1. Políticas
5.2. Instituciones
5.3. Asociaciones
5.4. Evaluación 

6. Estudios sobre la investigación en educación matemática
6.1. Teorías y marcos referenciales
6.2. Métodos de investigación
6.3. Validación
6.4. Instituciones y organizaciones
6.5. Historia

Serán considerados para su publicación los artículos sobre estos temas que
no excedan las 30 cuartillas a doble espacio (alrededor de 10 000 palabras), in-
cluidas tablas, gráficas y figuras.

Los editores de EDUCACIÓN MATEMÁTICA considerarán sugerencias para la pu-
blicación de números especiales monotemáticos.
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GUÍA PARA AUTORES

• La revista EDUCACIÓN MATEMÁTICA publica artículos de investigación y otras
contribuciones en español.

• Todo manuscrito debe ir acompañado de una carátula que indique que el
material es original e inédito y que no se encuentra en proceso de revisión
para otra publicación. Debe mencionarse explícitamente si el material ha si-
do presentado previamente en congresos o publicado en otro idioma.

• Todos los manuscritos son arbitrados. El Comité Editorial se reserva el dere-
cho de aceptar o rechazar un material o hacer sugerencias para su publica-
ción. 

• El Comité Editorial y Editorial Santillana tendrán los derechos de publicación
de los artículos aceptados, para lo cual el autor debe firmar una licencia de
publicación no exclusiva como la que se podrá encontrar en la página Web
www.santillana.com.mx.

• Es responsabilidad del autor el contenido y la mecanografía del artículo. El
Comité Editorial se reserva el derecho de modificar el título cuando lo consi-
dere conveniente, previa notificación al autor.

PREPARACIÓN DEL MANUSCRITO

• El manuscrito deberá estar preparado electrónicamente, en Microsoft Word o
algún otro procesador compatible.

• Deberá tener un máximo de 30 cuartillas a doble espacio (alrededor de 10 000
palabras), incluidas notas, referencias bibliográficas, tablas, gráficas y figuras. 

• Deberá evitarse el uso de siglas, acrónimos o referencias locales que no sean
familiares a un lector internacional.

• Las referencias dentro del texto deben señalarse indicando, entre paréntesis, el
autor, año de la publicación y página o páginas (Freudenthal, 1991, pp. 51-53).
Al final del artículo se debe incluir la ficha bibliográfica completa de todas las
referencias citadas en el texto de acuerdo con el siguiente modelo:

Ávila, A. y G. Waldegg (1997), Hacia una redefinición de las matemáticas en
la educación básica de adultos, México, INEA.
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Block, D. y M. Dávila (1993), “La matemática expulsada de la escuela”, Edu-
cación Matemática, vol. 5, núm. 3, pp. 39-58.

Kaput, J. (1991), “Notations and Representations as Mediators of Constructi-
ve Processes”, en Von Glasersfeld (ed.), Constructivism and Mathematical
Education, Dordretch, Kluwer Academic Publishers, pp. 53-74.

• Si la lengua materna del autor no es el español, el artículo debe ser revisado
por un experto en redacción y ortografía españolas antes de ser enviado a la
revista.

• Las ilustraciones, diagramas y figuras deben incluirse en el texto electrónico
y enviarse también en archivos separados. Para la publicación del artículo se
debe incluir una copia impresa de alta resolución de las figuras, fotografías e
ilustraciones.

• La impresión del artículo debe hacerse a doble espacio, por un solo lado de
la hoja y con márgenes amplios. Las páginas deben ir numeradas de mane-
ra consecutiva.

ENVÍO DEL MANUSCRITO

• El manuscrito deberá ser enviado en original y tres copias, con los archivos
electrónicos correspondientes, un resumen en español de entre 100 y 150
palabras, la versión en inglés o francés del resumen, y un mínimo de 5 pala-
bras clave.

• El nombre, filiación y domicilio completo del autor o los autores (incluyendo
código postal, teléfono, fax y dirección electrónica) deberán aparecer clara-
mente escritos sólo en la carátula. Las copias deben contener el título del tra-
bajo pero ninguna referencia al autor, para facilitar el proceso de revisión
anónima.

• La carátula debe contener los siguientes puntos:
• Título y tema central del artículo.
• Explicación de por qué el artículo es importante en el campo y por qué

debe publicarse en la revista.
• Nominación de cuatro expertos reconocidos en el campo con los datos si-

guientes:
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• Nombre, título, institución, domicilio postal y electrónico, teléfono y fax. 
• Campo de especialidad.
• Relación entre ellos y con el autor.

• Declaración de que el artículo contiene material original inédito y que no
es enviado a ninguna otra revista para su publicación.

Guillermina Waldegg Casanova
Departamento de Investigaciones Educativas
Centro de Investigación y Estudios Avanzados
Tenorios 235, Delegación Tlalpan,
México, D.F., 14330
Tel. 52 + (55) 5061-2800
Fax. 52 + (55) 5061-2831
Correo electrónico: gwaldegg@mail.cinvestav.mx

O a:

Revista EDUCACIÓN MATEMÁTICA

Atención Patricia Balderas
Apartado Postal 86-521,
México, D.F., 14391, México

Para mayores detalles, consúltese la Guía del Autor en www.santillana.com.mx

PROCESO DE ARBITRAJE

Todos los manuscritos recibidos están sujetos al siguiente proceso:
El Comité Editorial hace una primera revisión del manuscrito para verificar si

cumple los requisitos básicos para publicarse en EDUCACIÓN MATEMÁTICA. Esta re-
visión interna tarda aproximadamente un mes, en este término se le notificará
por correo electrónico al autor si su manuscrito será enviado a evaluadores ex-
ternos. En el caso en el que el manuscrito no se considere adecuado para ser
evaluado externamente, se le darán las razones al autor.

Las contribuciones que cumplan los requisitos básicos serán enviadas para
un arbitraje ciego de 2 o 3 expertos en el tema. Este segundo proceso de revi-
sión tarda aproximadamente tres meses. Después de este periodo, el autor reci-
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birá los comentarios de los revisores y se le notificará la decisión del Comité Edi-
torial (aceptado, aceptado con cambios menores, propuesta de cambios mayores
y nuevo arbitraje, y rechazado). El autor deberá contestar si está de acuerdo con
los cambios propuestos (si éste fuera el caso), comprometiéndose a enviar una
versión revisada, que incluya una relación de los cambios efectuados, en un pe-
riodo no mayor de 3 meses.

Para mayores detalles, consúltese la Guía de Arbitraje en www.santillana.com.mx

NOTAS DE CLASE

EDUCACIÓN MATEMÁTICA considera para su publicación un número limitado de
notas de clase, consistentes en propuestas originales de presentación de un te-
ma, acercamientos novedosos que hayan sido probados en clase, lecciones, prác-
ticas, ejercicios y, en general, cualquier producto de la experiencia en el aula que
el profesor considere valioso compartir con sus colegas, siempre y cuando se in-
cluya el soporte bibliográfico correspondiente. Las notas de clase no deberán ex-
ceder las 10 cuartillas a doble espacio (aproximadamente 4 000 palabras), inclu-
yendo tablas, gráficas y figuras, y deberán enviarse en formato Word o RTF con
los mismos lineamientos de presentación que los artículos. Las notas de clase se
someten a un proceso de arbitraje interno y su contenido matemático y origina-
lidad es revisado por un árbitro externo.

RESEÑAS

EDUCACIÓN MATEMÁTICA publica también reseñas de libros especializados, libros
de texto, software y tesis de posgrado relacionados con las temáticas de la revista.
Estas reseñas no excederán las 5 cuartillas a doble espacio (aproximadamente
2 000 palabras) y deberán enviarse igualmente en formato Word o RTF. Las re-
señas deben incluir la ficha completa del texto o software reseñado; el nombre,
la filiación y el correo electrónico del autor; en el caso de las reseñas de tesis de
posgrado, se incluirá también el grado, institución, director de tesis y fecha de de-
fensa.
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