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Resumen: Este trabajo se basa en el juego de contextos (Douady, 1991) y en las
traducciones entre registros de representacion semiotica (Duval, 2000). En ¢él, se
propone un problema tipico sobre maximos que se resuelve segiin diversos con-
textos y acudiendo a los tratamientos v conversiones. Los objetivos que se plantean
son varios. En primer lugar, efectuar un analisis critico de las herramientas que
emplean los alumnos y mostrar los cambios que se establecen entre los distintos
sistemas de representacion semiotica. En sesundo lugar, ofrecer métodos que do-
taran a la optimizacion de sentido, independizandola del célculo diferencial.

Palabras clave: investigacion en educacion matematica, calculo, representa-
ciones semioticas, maximos.

Abstract This study is based on the contexts game (Douady, 1991) and the trans-
lations between registers of semiotic representation (Duval, 2000). A typical problem
of maximum is proposed and is solved according to several contexts using pro-
cessing and conversion. The suggested objectives are several. First, to make a cri-
tical analysis of tools used by students and to display the changes established bet-
ween systems of semiotic representation. Second, to offer methods that will give
sense to optimization, making it independent from differential calculus.

Key words: mathematics education research, calculus, semiotics representa-
tions, maxima.
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Una perspectiva didactica en torno a los contextos y a los sistemas de representacion semiotica

Alo largo de la historia se ha debatido cudles eran las co-
nexiones exactas entre el pensamiento, el lenguaje y la ac-
cion. Aunque puede distinguirse entre estos tres procesos,
estdan tan estrechamente entrelazados que se hace dificil
trazar las fronteras. La facultad de usar el lenguaje no so-
lo para comunicar, sino para planificar y dirigir las accio-
nes futuras estd en el meollo mismo de la humanidad.

John J. Ratey, EI cerebro: manual de instrucciones

INTRODUCCION

En un trabajo ya clasico en la Didactica de las Matematicas (Artisue, 1990,
p. 247), al analizar el papel de la epistemologia en la Didactica de las Matemati-
cas, se sefala:

.la mision del especialista en didactica... consiste en construir los marcos teo-
ricos que permiten el trabajo en cuestiones de ingenieria didactica y la capi-
talizacion de las adquisiciones (experiencias) didacticas. Desde mi punto de
vista... los conceptos de dialéctica herramienta/objeto v juego de contextos,
elaborados por R. Douady... son precisamente construcciones que responden
a estas necesidades.

Por ello, consideramos que este marco teorico, basado en las ideas de Doaudy,
una vez refinado y complementado con la teoria de las representaciones semio-
ticas (Duval, 1996, 2000), puede ser de utilidad para abordar aspectos relaciona-
dos con la Didactica de las Matematicas.

Segtn Douady (1991), el conocimiento matematico presenta una doble di-
mension. En primer lugar, saber matematicas es tener la disponibilidad de cier-
tas nociones y teoremas matematicos que nos sirvan como herramientas para re-
solver problemas, interpretar nuevas cuestiones... Desde esta perspectiva, dichas
nociones y teoremas adquieren el estatus de til, aunque dichos utiles han de
inscribirse en un determinado contexto, siendo las situaciones-problema las que
permiten la evolucion de las nociones matematicas y, por tanto, seran generado-
ras de significado para dichas nociones. En segundo lugar, una vez que la nocion
matematica dada ha funcionado como util en la resolucion de determinados pro-
blemas -es decir, cuando el estudiante ha contextualizado el conocimiento-, es el
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momento de institucionalizar dicho conocimiento identificando definiciones, pro-
piedades, teoremas y sus demostraciones, hasta su descontextualizacion, pasando la
nocion del estatus de util al de objeto de conocimiento. Posteriormente, se aplica-
r4 el conocimiento a nuevos contextos, lo que exigira nuevas contextualizaciones.

Sin embargo, cuando se analizan los problemas tinicamente por medio de los
contextos de representacion, sin tener en cuenta los diversos sistemas de repre-
sentacion semiobtica presentes en dichos contextos, se observa que los andlisis ca-
recen de la profundidad que la semittica es capaz de dotar a los mismos. Duval
(1996), al estudiar los sistemas de representacion semiotica, distingue entre con-
texto y registro de representacion semiotica, al sefalar (p. 357):

Un registro se determina en relacion con un sistema semiotico que ha de cum-
plir las tres funciones cognitivas de comunicacion, tratamiento y objetivacion.
Un contexto, en cambio, se determina en relacion con objetos teoricos, en es-
te caso matematicos. Se puede cambiar de contexto sin cambiar de registro
y cambiar de registro sin hacerlo de contexto, pues un contexto puede movi-
lizar varios registros.

Radford (2002b, p. 51) matiza lo anterior, al sefialar: “El paso del significado
perceptual al abstracto se asegura mediante diferentes sistemas semioticos”. Es
decir, todo cambio de contextos lleva asociado unos cambios dentro y entre siste-
mas semioticos de representacion, de tal modo que el juego de contextos permite
una contextualizacion variada de los objetos matematicos, donde la aprehension
conceptual de ellos tnicamente puede darse mediante la actividad v ésta, aun-
que se movilice hacia la nocion como til o como objeto de conocimiento, sélo
puede materializarse mediante las representaciones semioticas.

En este trabajo, que se basa en el juego de contextos (Doaudy, 1991) y en
los cambios entre sistemas de representacion semiotica (Duval, 2000), se propo-
ne un problema tipico sobre maximos, que se resuelve segin diversos contextos
y acudiendo a la operacion de conversion =“que no es trivial ni cognitivamente
neutra” (Duval, 1995, p. 19)- entre dichos sistemas; al ofrecer diferentes métodos
de resolucion, se dotard a la optimizacion de sentido, pudiéndola independizar
inicialmente del célculo diferencial. Esto permitird contemplar dicha nocion co-
mo objeto de conocimiento en si misma vy el calculo como una herramienta que
surge como necesaria y complementaria de otras.

Por otra parte, nuestra dilatada experiencia como profesores de educacion se-
cundaria y universitaria nos permite contemplar la construccion del conocimiento
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como un complicado compendio de procesos en el que subyace la no linealidad
de tal construccion. El individuo puede utilizar caminos de tipo geodésico, no
predeterminados, pero casi nunca de caracter lineal. De aqui que seamos criticos
con las afirmaciones sobre el saber matematico que estimen a éste como un ab-
soluto. Radford (19994, pp. 4-89) tiene en cuenta este problema, al senalar: “.los
modos de simbolizacion no se consideran como aculturales, como procesos va
elaborados”. Es decir, en cuanto a los cambios entre sistemas de representacion,
nos preguntamos: emerge el conocimiento mediante la coordinacion de las con-
versiones entre registros de sistemas de representacion semiotica, tal y como
plantea Duval?, éla coordinacion supone una fluidez de paso entre sistemas de
representacion?, éno esta mas bien ligada al uso de dichos sistemas?

LOS REGISTROS DE REPRESENTACION SEMIOTICA.
ESTUDIO CRITICO

Duval (2000) afirma que, para poder estudiar la complejidad de los conocimien-
tos matematicos, hay que tener en cuenta dos cuestiones basicas:

1) La diversidad epistemologica y semiotica de los objetos matematicos a en-
senar.

2) El grado de profundidad necesario para la adquisicion de los conceptos
implicados.

Aunque, en relacion con este segundo aspecto, puntualiza:

.. el aprendizaje de las matematicas no consiste, en principio, en una mera
elaboracion de conceptos por los estudiantes, sino en la construccion de la ar-
quitectura cognitiva de un dominio epistemologico. Lo que esta en juego en
la educacion matematica, a traves de la adquisicion particular de contenidos,
es dicha construccion de la arquitectura, porque ésta crea habilidades futu-
ras en los estudiante, ademas de ensefarles a aprender y entender de forma
comprensiva (Duval, 2000, p. 66).

Teniendo en cuenta lo anterior, en nuestra investigacion creemos necesario
desarrollar una primera etapa de formulacion de hipotesis sobre la arquitectura
cognitiva del pensamiento, que Duval centra en la semi6tica propia de la actividad
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con los objetos matematicos, por medio del estudio de los registros de represen-
tacion semiotica, es decir, de los signos vy sus interrelaciones. Si bien coincidimos
con Radford (1999b, p. 42) cuando afirma: “..el pensamiento no esta dentro de
la mente o debajo del cuero cabelludo, sino que esta externamente distribuido
en el didlogo, en los signos-figuras sobre el papel v el lapiz”, consideramos que un
paso a dar, previo a la experimentacion y a la constatacion posterior de resultados,
es efectuar previamente! un analisis de la semiotica presente en la matematica
institucional, entendida como los sistemas de practicas socialmente compartidos
por la institucion de referencia, en este caso, por los investigadores del grupo de
investigacion al que pertenecemos. Como sefiala Bloch (1999, p. 154): “..pero es-
te andlisis (a priori) no sustituye al trabajo efectivo en clase, es solamente un util
indispensable para que dicho trabajo pueda tener lugar”.

Puesto que la emergencia del objeto es basica para la conceptualizacion del
conocimiento matematico, surge la siguiente cuestion: ccomo conseguir tal emer-
gencia? Duval concede a la conversion entre representaciones uno de los papeles
basicos en cuanto a la construccion de los procesos de pensamiento matemati-
co: “Por medio de la conversion vamos hacia el nticleo’ del aprendizaje de los
problemas matematicos” (Duval, 2000, p. 67).

Sin embargo, aparecen algunas cuestiones teoricas de indudable repercusion
en el desarrollo de esta teorizacion. En primer lugar, algunos estudios de Rad-
ford (2000 y 2002a) muestran que, salvo en el caso de expertos, en los estudian-
tes no se da la conversion entendida como comercio entre dos registros, esto es,
como paso de un registro semiotico a otro, sino una coordinacion de dos o mas
registros en los que, en lugar de conversion, mas bien hay una intensificacion de
uno o dos de ellos, quedando los demaés activos, aunque funcionado con menos
intensidad. En segundo lugar, de dichos trabajos puede desprenderse también
que lo anterior ocurre porque, en la teoria de los registros de representacion se-
miotica, el registro no tematiza la nocion semiotica de sentido. Es decir, se puede
hablar de sentido de los signos de un registro determinado y de los sentidos de los
signos en otro registro, pero no parece poder hablarse de transformacion de
los sentidos.

Este cuestionamiento teorico de la conversion conduce a plantearse un inte-
rrogante al que hay que dar respuesta: si, por una parte, la realidad del aula nos
dice que la coordinacion entre conversiones no consiste en transformaciones de

I Hay que tener en cuenta que este trabajo es parte de uno mas amplio que estan desarro-
llando los autores de este articulo y en el que se incluyen las etapas necesarias de experimenta-
cion, cuyos resultados seran contrastados con los estudios de caracter tedrico de la investigacion.
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tipo lineal de unos registros en otros y que, en lugar de ésta, se dan usos inten-
sificados de ciertos registros; v si, por otra parte, las transformaciones entre regis-
tros son conflictivas debido al problema de la conservacion del sentido, ¢qué po-
demos decir, entonces, respecto a los cambios entre registros, dado el hecho
constatable de que al resolver una tarea matematica y utilizar un registro y pos-
teriormente otro, algun tipo de coordinacion habra de darse entre ambos?

Consideramos que una respuesta la podemos encontrar en la idea de con-
gruencia 0 no congruencia entre registros? En general, la conversion entre registros
presenta poca dificultad si entre ambos hay congruencia de unidades significan-
tes. En cambio, si no se da la congruencia, simplemente no se da la conversion
entre registros y entonces la coordinacién habra que buscarla en la identificacion de
uso de los mismos. Es decir, la complejidad cognitiva de la conversion es irredu-
cible en el sentido de que los fenébmenos de no congruencia son inherentes a la
propia matematica y permiten explicar la posible carencia de coordinacion entre
registros de representacion semiotica, siendo, por tanto, muy importantes en la
naturaleza del conocimiento matematico. Como subraya Duval (2000, p. 63):
“Los fracasos o incluso los obstaculos mentales, cuando la conversion no es con-
gruente, revelan una carencia de coordinacion entre los registros”. Por otra par-
te, Radford (2002b, p. 34), al investigar la naturaleza de la actividad prealgebrai-
ca en los alumnos, puntualiza:

Es especialmente dificil para los estudiantes no expertos realizar las conver-
siones en los casos donde las expresiones en lenguaje natural no se pueden
traducir directamente a expresiones simbolicas debido a la diferencia en las
sintaxis entre ambos sistemas —es lo que Duval denomina el problema de
congruencia o no congruencia (de registros) y para lo cual he propuesto un
término mas complejo de vectorial direction (Radford, 1992).

Para poder dar respuesta a la cuestion planteada con el sentido, definimos la
objetivacion como la toma de conciencia de la transformacion de un objeto ma-
tematico, que est4 siendo tratado como herramienta en una determinada activi-
dad, en objeto de conocimiento, lo cual, en matematicas, se produce mediante
la actividad semiotica del sujeto. Esto supone dar al sentido un estatus de me-
diador entre el objeto y el conocimiento subjetivo que se materializa mediante lo
hablado, lo escrito, las formulas, los grafismos, los artefactos... Es decir, unas for-

2 Se entiende que hay congruencia entre registros cuando se da correspondencia uno a
uno entre unidades signficantes (Duval, 1995, p. 46).
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mas culturales de significacion. Un esquema clarificador, propuesto por Radford
(2002a), es el siguiente:

v

<
-

T Lo hablado, lo escrito, formulas, grafismos,
artefactos, etcétera

Objeto / [ ] '\ Sujeto

Objeto de hd hd

conocimiento \ / Individuos

[ ]
Sentido

v v

A
v

Es decir, el sentido hay que estudiarlo mediante los registros de representa-
cion semiotica, por lo que habra que formular hipotesis sobre el sentido que se
da a las diversas representaciones semioticas.

METODOLOGIA DE ANALISIS

Teniendo en cuenta el estudio anterior, el analisis de la actividad matematica, en
cuanto a los registros de representacion semiobtica, se plantea de la forma si-
guiente:

a) Se sittia el problema por estudiar en el contexto correspondiente, resol-
viéndolo de manera que se sigan las reglas y métodos de dicho contexto.

b) Se formula la hipotesis sobre la arquitectura cognitiva del pensamiento
asociada a la resolucion del problema, teniendo en cuenta los registros de
representacion semiotica.

¢) Se determinan vy analizan las posibles no congruencias en cuanto a las
conversiones entre registros de representacion semiotica que se conside-
ren relevantes de cara a los cambios de sentido, formulandose hipotesis
sobre los tratamientos v los sentidos.
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LOS MAXIMOS, EL JUEGO DE CONTEXTOS
Y LAS REPRESENTACIONES SEMIOTICAS

Nos centraremos en el estudio de un concepto muy conocido pero importante,
como es el del maximo de una funcion. Consideramos que una modelizacion de
los modos de pensamiento aritmético, algebraico, funcional e infinitesimal, basada
en el funcionamiento vy las interrelaciones entre los contextos y los registros se-
mioticos, describe la complementariedad, muchas veces implicita pero real, entre di-
chos modos de pensamiento. Como afirma Hitt-Espinosa (1998, p. 10): “Los regis-
tros de representacion semidtica tiene una gran importancia en la adquisicion de
conceptos matematicos. Estos se construyen a partir de la articulacion de dife-
rentes registros y de imagenes mentales asociadas a sus representaciones”.

Mostraremos como, al dar solucion a un determinado problema clasico, surgen
diversos contextos y sistemas de representacion semiotica que permiten dar una
explicacion armonica de los diversos cambios de unos modos de pensamiento a
otros. Una aportacion interesante, citada anteriormente, relacionada con la ense-
fanza del calculo y las representaciones semioticas es la de Hitt-Espinosa (1998),
que realiza una investigacion sobre los sistemas semidticos de representacion
acerca del concepto de funcion, siguiendo la hipotesis de Duval (2000) de la
comprension integrativa de un contenido conceptual y la coordinacion de los re-
gistros de representacion. Otras investigaciones, de marcos tedricos distintos pero
de algin modo fronterizos, son las de Campos Estrada (1999) y Campos y Balde-
ras (2000). En el primer caso, basandose en las aportaciones de Janvier (1978,
1987) y Dreyfus (1991) sobre representacion y de Schoenfeld (1985, 1992) y Hie-
bert y Carpenter (1992) sobre resolucion de problemas, se realiza un andlisis
acerca de las respuestas de los alumnos ante un problema de optimizacion, se-
otin el modelo MAP. En el segundo caso, los autores utilizaron diversas formas de
representacion de la derivada, segun los planteamientos de Dreyfus (1991) y Ha-
rel y Kaput (1991).

Especificamente, el estudio de los maximos de los perimetros y areas de su-
perficies planas aportan un conjunto de problemas que permiten un juego de
contextos —-geomeétrico, numérico, algebraico e infinitesimal- v de sistemas de repre-
sentaciones semiodticas que facilitan la movilizacion de herramientas de gran in-
terés en los problemas matematicos intercontextos.
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UN PROBLEMA SOBRE MAXIMOS

Como muestra de la riqueza epistemologica del juego de contexto y los cambios
de representacion semiotica, se utilizaran las ideas de méaximo, perimetro y area de
figsuras planas. Comenzaremos enunciando el problema para, posteriormente,
situarlo en diversos escenarios matematicos donde se destacaran las diferentes
herramientas empleadas.

Se propone la justificacion del siguiente problema:

Problema 1: “De todos los rectangulos isoperimétricos, el cuadrado tiene
la mavor drea.”

Se veran a continuacion algunos de los diversos contextos y registros semio-
ticos que surgen al resolver este problema, asi como las herramientas que se po-
nen en juego.

Contexto geométrico

a) Resolucion

Este contexto tiene su justificacion tedrica en la geometria de Euclides.
Partimos de rectangulos de lados variables AB y AD (figura 1).

Como los rectangulos tienen el mismo perimetro, la suma de los lados es
constante: AB + AD = k Cuando la figura sea un cuadrado se tendra que:

ABzﬁ y AD=5.
2 2
Figura 1
A B
D C
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Figura 2
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Si ahora consideramos cualquier rectangulo, sus lados seran: §+ ey 5~ e.

El area del rectangulo sera: [ng 6} [S—GJ segin la definicion implicita de
multiplicacion que subyace en la proposicion 1 del libro II de Euclides (Puertas,
1999, p. 266). Como se sabe, este producto es igual a k—:— 62, que se deduce
de la proposicion 5 del citado libro (p. 272); luego, el area de cualquier rectan-

2
gulo serd: A = i e*, que sera maxima si e=0. Es decir, el area maxima corres-

ponde al cuadrado de lado g (figura 2).

Las herramientas utilizadas corresponden a la geometria de Euclides que apa-
recen en el libro 112 Alli, el producto de dos segmentos es el area de una figura rec-
tangular cuyos lados son los factores de dicho producto. Ademas, en algunos de
los teoremas del libro se justifica la identidad:

3 En el libro I de Euclides se establecen las bases de una aritmética geomeltrizada —el nu-
mero a es un segmento de medida a; el producto de a - b es el rectangulo de lados los seg-
mentos ay b-. Posteriormente, en el siglo xvil Descartes creara una geometria aritmetizada.
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k k K,
—+e||-—e|=—=—¢
2 2 4

El area maxima tiene su justificacion en el axioma de la geometria euclideana de

1’(2

4

Por otro lado, la resolucion de este problema geométrico constituye un ejem-
plo de como utilizar la historia de las matematicas en la resolucion de proble-
mas, en este caso con el libro Il de los Elementos de Euclides, lo cual facilita al
alumno una contextualizacion adecuada de la epistemologia de las matematicas.
Como sefiala Radford (1997, p. 32): “.la historia de las matematicas tiene mu-
cho que ofrecer a la epistemologia de las matematicas. De hecho, los analisis his-
torico-epistemologicos pueden darnos informacion interesante sobre el desarro-
llo del conocimiento matematico dentro de una cultura’.

2
“la parte es menor que el todo”. Es decir, k__ o2 slempre sera menor que

b) Arquitectura cognitiva asociada a la resolucion

Al analizar este problema desde la perspectiva de los sistemas de representacion
semiotica, hay que tener en cuenta que el contexto en el que nos movemos es
el seométrico, entendiendo por contexto: “un conjunto constituido por objetos
de una rama de las matematicas, las relaciones entre objetos, sus formulaciones
eventualmente diversas y las imagenes mentales asociadas a estos objetos y sus
relaciones” (Pihoue, 1996, p. 7). Aunque un contexto geométrico puede movili-
zar simultineamente varios registros, no hay registro geomeétrico.

Los tratamientos y conversiones dentro y entre sistemas de representacion
son continuos y estan dirigidos por el razonamiento que se utiliza al resolver el
problema planteado. Es decir, los cambios entre registros figurales y discursivos
han de efectuarse de manera interactiva v sincronizada. Como afirma Duval
(1995, p. 173): “La originalidad de los procesos en geometria, en contraste con
otras formas de actividad matematica, tiene que ver con que es absolutamente
necesaria la coordinacion entre los tratamientos especificos al registro de las fi-
ouras v los del discurso teorico en la lengua natural”. EI modelo de arquitectura
cognitiva de pensamiento aparece en la figura 3.

El enunciado del problema utiliza el lenguaje vernaculo que, en el libro de
texto, logicamente viene dado con términos geométricos.
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Figura 3

Registro del lenguaje natural

A 4

Registro figural

v

Registro de formulas

A 4

Registro figural

y

Registro discursivo

Del sistema de representacion anterior se pasa al geométrico sintético figural.
Por tanto, hay una conversion.

Posteriormente, se da otra conversion al sistema de representacion geométri-
co sintético con formulas.

Por tltimo, se vuelve al registro figural, siguiendo un recurso heuristico, para
finalizar con el registro discursivo.

En realidad, entre los registros semitticos se dan unas interrelaciones de ma-
yor complejidad, tal y como se muestra en la figura 4.

@ No congruencias entre registros. Tratamientos y sentidos

En la conversion que se realiza entre el registro de férmulas v el figural, encon-
tramos una no congruencia por no cumplirse la univocidad semantica, va que a
una figura concreta, con un area determinada, se le hacen corresponder todas

las posibles figuras que se obtendrian variando “€”. A la vez, se le asocia la varia-
cion de sus areas para poder concluir que la mayor corresponde al cuadrado.
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Figura 4
Registro figural ¢ P Registro de formulas
cuadrado
rectangulo
Contexto
geométrico

Registro discursivo

2

Ag = %_ ¢ (prop.5) €7 0 (maximo) (axioma)

Todo ello supone un cambio de sentido al pasar de una entidad de tipo ex-
tensional (la fisura concreta) a una de tipo intensional (la clase de todas las po-
sibles fisuras obtenidas para cada “e”) (Godino, 2002).

Contexto algebraico
a) Resolucion

En el contexto del algebra, el problema planteado encuentra una facil justifica-
cion, aungue se acudira al contexto geomeétrico, como recurso heuristico en este
caso, para poder obtener un discurso global adecuado a la resolucion del pro-
blema. Hay que observar, no obstante, la dependencia de la resolucion del proble-
ma respecto a los distintos tipos de ecuaciones que se pueden plantear.

Se consideran ay b dos lados consecutivos de cualquier rectangulo, tal y como
aparece en la figura 5.

Figura 5
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Sean p el semiperimetro y s el area, entonces se tiene:

Como ay b son soluciones de la ecuacion x* = px + s = 0, en la que p indi-
cala suma de ay b,y s su producto, se tendra:

[o
x=£i ‘J‘p——s
27\ 4

Ahora bien, el méximo valor que puede tomar s es el que anule el radical,
porque los valores de s mayores, que hagan negativo el radicando, nos daran va-
lores imaginarios; luego

2
s=2 portanto, a=2 p=2L;

O sea, el area sera maxima cuando las dimensiones son iguales; es decir, el
cuadrado serd la figura de mayor area.

Las herramientas empleadas son de algebra elemental y corresponden a las
propiedades de las soluciones de una ecuacion de segundo grado.

b) Arquitectura cognitiva asociada a la resolucion

Analizamos el problema segtin los sistemas de representacion semiética implica-
dos, que podemos observar en la figura 6.

Se inicia el problema con el sistema de representacion vernaculo.

De manera implicita, se efectiia una conversion al sistema de representacion
fisural, puesto que se estd hablando de rectangulos.

Del contexto geométrico se pasa al algebraico con el registro de las expresio-
nes algebraicas.

Posteriormente, se realiza otra conversion al sistema de las ecuaciones. Por
ultimo, se resuelve el problema en el registro discursivo.
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Figura 6

Registro del lenguaje natural

A 4

Registro figural

y

Registro de las expresiones
algebraicas

Registro de las ecuaciones

A 4

Registro discursivo

Aunque no se describe de modo explicito, los cambios entre los sistemas y
dentro de un mismo sistema son una constante a lo largo del proceso. Los tra-
tamientos dentro de un mismo sistema son efectuados con la idea de obtener
modos de representacion que faciliten el desarrollo del discurso.

De modo similar al caso anterior, se podria construir una figura que expresara
toda la complejidad de las relaciones dialécticas entre registros y contextos que,
en este caso, es aiin mayor, ya que se interrelacionan dos contextos, el algebraico
y el geométrico. Sin embargo, dada la extension del trabajo, consideramos que es
suficiente con ofrecer un ejemplo en el que se ha reflejado dicha complejidad.

¢) No congruencias entre registros. Tratamientos y sentidos
En este caso nos encontramos con una no congruencia en la conversion que se

realiza entre el registro de las expresiones algebraicas y el de las ecuaciones. A
partir de la figura concreta se obtienen las expresiones de su semiperimetro v de
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su area; pero es necesario realizar una conversion para interpretarlos como so-
luciones de una ecuacion de segundo grado, perdiéndose entonces la univoci-
dad semantica.

En esta conversion, se puede hablar también de un cambio de sentido im-
portante. Nos referimos al paso de lo concreto (unas expresiones algebraicas aso-
ciadas a un area dada) a lo general (una ecuacion de segundo grado para cuyas
soluciones debemos encontrar una expresion y asi obtener la deseada).

Por otra parte, en el registro de las ecuaciones encontramos ademas un tra-
tamiento nada trivial que nos da la expresion algebraica de todas las soluciones
v nos permite pasar al registro discursivo. En este ultimo registro, nuevamente
encontramos complejos tratamientos que nos llevan a la solucion.

Contexto funcional
a) Resolucion

En este caso, nos situamos en la consideracion de la altura y del area como fun-
ciones de la base, para lo cual conviene llamar a la base xy a la altura v. Se ten-
dran las funciones siguientes, en las que p es el semiperimetro: x — v=p = x;
x = s=x(p—x). Es decir, el contexto funcional se utiliza como herramienta pa-
ra el desarrollo del problema.

Para fijar ideas hacemos p = 10 y daremos valores a la base x; el cuadro 1
expresa los resultados, donde se sugiere intuitivamente, aunque no se valida atin,
que el drea maxima es para x = v = 5. Utilizando la representacion grafica, se ob-
tiene que esta parabola de vértice invertido tiene su maximo en x =5, lo que va-
lida la solucion obtenida intuitivamente para este caso.

Se puede volver a realizar el mismo proceso para p= 6, p =8, p = 5.. Obte-
niendo las tablas de variacion y las correspondientes representaciones graficas,
se llegard a que el &rea es méxima para x=y=3, x=v=4, x=y=25.. respec-
tivamente.

Seguidamente, se considera el caso general de semiperimetro p vy, recurrien-
do nuevamente a la representacion grafica de la funcion area A(x) = x(p — x) =
xp — x* (véase la figura 7), se obtiene que esta funcion representa graficamente
una parabola invertida cuyo vértice -punto donde se alcanza el valor maximo de
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Cuadro 1 Cuadro de variacion

Base
10

() C N O R O B e ) BN e s e

o

55
51
501

Figura 7

Altura
0

O o N oY Ul s W N

—_
o

45
49
4,99

Area

16
21
24
25
24
21
16

2475
24,99
24,9999
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2 2 2

esta funcion- tendréa la expresion: B,A Pl B,p__p_ - E,p_ _por
2 2 2 2 4 2 4

lo que el rectangulo de area maxima sera aquel que tenga por lados x =g e

que, y=p— g = % obviamente, resulta ser un cuadrado.

Como se ha podido observar, son dos contextos, el numérico y el grafico,
complementarios. Las herramientas utilizadas corresponden a la representacion
de funciones de modo numeérico -mediante una tabla de valores-y de modo gra-
fico -mediante una parabola, en este caso.

Sin embargo, varias cuestiones subyacen y quedan planteadas: ¢es seguro que
el area es 25 (9, 16, ...), o nunca llega a alcanzarse ese valor?, écuanto he de apro-
ximarme?.. Esta vez he podido validar por medio de la grafica de una funcion
muy conocida como es la parabola, pero, ¢y en el caso de funciones de otro tipo
que no sean facilmente representables por medio de una grafica?

b) Arquitectura cognitiva asociada a la resolucion

Analizando este proceso, segtin los sistemas de representacion semiotica, tendre-
mos la figura 8.

Se inicia, como corresponde al texto, con un sistema de representacion del
lenguaje vernaculo. Se efectia primeramente una conversion al sistema del len-
guaje funcional.

La segunda conversion lo hace corresponder a un registro funcional otro ta-
bular variacional. La intencionalidad de la tabla es tratar de sugerir al lector una
idea intuitiva de limite.

Al no obtener mas que una validacion intuitiva del problema, se realiza una
nueva conversion al sistema grafico, en el que se considera resuelto y validado el
problema para cada caso particular.

Nuevamente se realiza una conversion al registro funcional, donde se resuel-
ve y valida el problema general, al completar con el discurso.
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Figura 8

Registro del lenguaje natural

Registro funcional

A 4

Registro tabular variacional

v

Registro grafico

A 4

Registro funcional

A 4

Registro discursivo

d No congruencias entre registros. Tratamientos y sentidos

En la primera conversion, nos encontramos con una no congruencia, va que se
pasa de una figura a la funcion obtenida de todas las posibles figuras, segtin va-
ria uno de los lados. Se rompe la univocidad semantica y hay un cambio de sen-
tido importante, al pasar de un caso concreto a la clase de todos los casos posi-
bles, representada por la funcion.

Un caso similar de no congruencia se obtiene al pasar del registro grafico al
registro funcional, cuarta conversion. Aunque se pretende facilitar el paso del ex-
tensivo al intensivo analizando casos sucesivos, nos encontramos con una no
congruencia en esta generalizacion que no es trivial, aun cuando el numero de
casos estudiados fuese importante.
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Hacia un contexto infinitesimal
a) Resolucion

Ahora se investigara la variacion de la funcion area en “los alrededores” de x, uti-
lizando un parametro ¢. Sean x e v los lados de un rectangulo cualquiera tales
que y>x = dc tal que y=x + ¢ por lo tanto el semiperimetro es p=2x+ cy
la funcion drea: A(x) = (p — x)x = px — X2

Estudiemos como varia esta funcion area al aumentar al lado x una cantidad
que llamaremos h. Ademas, como lo mismo que aumenta x disminuye v, por ser
rectangulos isoperimétricos, dicho ntiimero no puede superar ¢/2 para que los la-
dos del rectangulo aumenten manteniendo v = x. Esto no supone ninguna res-
triccibn pues, en caso contrario, razonariamos igual intercambiando v por x
(vease la figura 9).

Consideramos, por lo tanto, cualquier h < ¢/2. La funcién area para el rec-
tangulo de lado x + hser&: Ak + h) = (x + h) (p— (x+ h) =+ h) (p-x—-h) =
xp—x*—xh+hp—-hx—-h.

Como queremos estudiar la variacion del area, analizamos la diferencia:

Alx+ h) — Alx) = =2xh + hp = h? = h(-2x + p = h) = h(c - h),

la cual es positiva.
Por lo tanto, hemos probado que s(x + h) — s(x) > 0, lo que significa:

Vh< /2= 5s(x+h)>sx.

Figura 9

X+ h
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Pero h no puede crecer mas de ¢/2, pues, en caso contrario, estarfamos con el
rectangulo de x > v con lo que se intercambiarian los papeles, v el razonamiento
serfa analogo, como dijimos anteriormente. Asi, el maximo valor de h es h = ¢/2
y, por tanto, el lado del rectangulo de area maxima sera aquel que tenga de lados:

C V=X X 'V
X+—=x+ =—+=
2 2 2 2

El otro lado vendra dado por:
poCoy YTX_y x
2 2 2 2

que corresponde a un cuadrado.

Las herramientas utilizadas son el incremento y el cambio de la funcion area.
Ademas, de modo implicito se estd empleando el siguiente teorema “si una fun-
cion s(x) es continua en un intervalo cerrado y creciente, entonces alcanza el ma-
ximo absoluto en extremo superior’.

b) Arquitectura cognitiva asociada a la resolucion

Del sistema de representacion del lenguaje vernaculo se pasa, por conversion, al
funcional. Posteriormente, se efectiia una conversion al figural, aunque este ulti-
mo desempena un papel de apoyo al lenguaje funcional y no tiene caracter va-
lidativo.
Por ultimo, se realiza la conversion al funcional en el que se valida el problema.
Como puede observarse, aparece un Unico sistema intermedio, aparte del ver-
naculo que es sistema soporte, que es el figural, los demas son funcionales.
Por tltimo, se finaliza el proceso con el registro discursivo (véase la figura 10).

d No congruencias entre registros. Tratamientos y sentidos
En la primera conversion —del registro de la lengua natural al registro funcional-,

aparece una no congruencia, puesto que del primero de ellos se desprenden dos
funciones (una, del perimetro constante y, la otra, del area); en el sesundo registro,
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Figura 10

Registro del lenguaje natural

A 4

Registro funcional

v

Registro figural

y

Registro del cambio

A 4

Registro discursivo

en cambio, se afiade una funcion mas (la que corresponde a y=x+ ¢ y>x) a
las anteriores. Por tanto, al no cumplirse la univocidad seméantica, hay una no
congruencia entre ambos registros.

En la tercera conversion —del registro figural al registro del cambio-, se da
una no congruencia, va que en el sesundo de ellos se introduce la diferencia
entre Alx + h) y A(x), con h < ¢/2, que es una unidad significante que no se apa-
rece en el primer registro. También se violaria el criterio de univocidad seméantica.

Al introducirse el registro del cambio, aparece una entidad extensional (ejemplar)
[Ax + h) = Alx)], pero se esta trasmitiendo una entidad intensional (tipo), por lo
que el sentido es diferente.

Ademas, en la conversion del registro figural al del cambio, se pasa de una
entidad de tipo extensional (que sugiere la figura), a otra de caracter intencional
(“todas” las h que verifican ser < ¢/2).

En el registro del cambio se han de realizar unos tratamientos no triviales
que son los que facilitan el registro discursivo.
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En este contexto, que se ha denominado “hacia lo infinitesimal”, la cuestion
basica que se plantea es: ¢qué ocurrird si en vez de un caso tan simple como és-
te, la funcion fuera distinta y los tratamientos mas complejos?, ¢qué método a uti-
lizaria?, ¢hay un método general para todos los casos?

Contexto infinitesimal
a) Resolucion

Consideremos el rectangulo de lados x, v, cuyo semiperimetro vendra dado por
p =x +v. El area de dicho rectangulo vendra dada por Ax)=x(p — x), al sustituir el
valor del lado v de la expresion del semiperimetro.

Consideremos un nuevo rectangulo isoperimétrico con el anterior, es decir, si
el lado x experimenta un aumento en una cantidad h, el lado v debera dismi-
nuirse en la misma cantidad h para poder mantener constante el perimetro
(véase la fisura 9). Por tanto, el area del nuevo rectangulo vendra dada por la si-
guiente expresion:

A =(x+h(=h=Kx+h(p-x-h
Veamos que A, corresponde a Alx + h):
Ax+h=Kx+hlp-x+hl=Kx+h(p-x-h)

Al ir variando los rectangulos, manteniendo constante el perimetro, las super-
ficies de ellos igualmente se modificaran (aumentando o disminuyendo). La tasa
de variacion media -cociente entre la diferencia de areas y el incremento h- nos
dard una referencia de la “rapidez” de dicha variacion:

A+ h=AG) (x+h)(p=x=h)-(p=x)x

h h

(p—x)x+(p—x)h;(x+h)h—(p—x)x :<p—22—h)h P

Al tomar limite haciendo tender h = 0, obtenemos:
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limw= lim(p—2x—h)=p—2x

h—0 h—0

La expresion anterior es lo que se denomina tasa de variacion instantanea.
Puesto que se ha demostrado en el epigrafe anterior que la funcion area —con
las hipotesis planteadas- es creciente, y, por otra parte, cuando se alcanza un
maximo la variacion es nula, con lo que la tasa de variacion instantanea sera cero,
obtendremos un rectangulo de area maxima cuando ésta sea igual a cero:

p—2x=O:x=g porlo que y=p-—

(\Cl ke
\Cl ke

Por tanto, los lados del rectangulo son iguales y estaremos ante un cuadrado.

El método anteriormente usado es, en esencia, el mismo que ya usaba Fermat®
en el siglo xvil con la notacion actual v haciendo uso de la nocion de limite. Como
puede observarse, los utiles que se emplearan son de tipo infinitesimal: razones
de cambio medio, razones de cambio instantaneo, el método de adégalation de
Fermat, el método de los limites. Aunque aparecen varios contextos, como el nu-
meérico, consideramos que son auxiliares del contexto infinitesimal. Los diversos
sistemas de representacion que aparecen en este contexto pueden observarse
mediante la figura 11.

b) Arquitectura cognitiva asociada a la resolucion

Del sistema de representacion del lenguaje vernaculo se realiza una conversion
al funcional.

En segundo lugar, se pasa, por conversion, al variacional (propio del calculo
infinitesimal).

Por tltimo, para dar sentido a la pregunta planteada en contexto numérico y
orafico, se ha de efectuar otra conversion al sistema de representacion del limi-
te, que resuelve de modo general el problema, al utilizar el registro discursivo.

* Este término lo uso Fermat y manifiesta la idea de que, bajo ciertas condiciones, dos nu-
meros que son distintos pueden considerarse iguales. No ha de confundirse con la aproxima-
cion. Para mas detalle, puede consultarse Hauchart y Rouche (1992, pp. 13-15).
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Figura 11

Registro del lenguaje natural

A

Registro funcional

A 4

Registro del cambio

A

Registro de la razon
de cambio medio

Registro de la razon
de cambio instantaneo

Registro discursivo

d No congruencias entre registros. Tratamientos y sentidos

Entre el tercer registro —del cambio- v el cuarto -de la razon de cambio medio-
se da una no congruencia en la conversion. No se cumple la univocidad seman-
tica entre unidades significantes, al contemplarse la diferencia entre funciones en
el tercero vy la diferencia y el cociente en el cuarto.

También aparece una no congruencia en la conversion entre el cuarto y el
quinto registro, puesto que la operacion de paso al limite sélo se da en el quinto
registro. Ademas, en este registro, en general, se dan unos tratamientos de célculo
importantes para poder obtener el resultado final.

Los dos nuevos registros -razon de cambio medio y razon de cambio instan-
taneo- conducen en el calculo diferencial, es decir, en el lenguaje variacional. El
cambio de sentido es de gran importancia; de estudiar los procesos de cambio -re-
gistro del cambio-, se ha de pasar al estudio de las razones de cambio de procesos
continuos. Como sefiala Wenzelburger (1993, p. 105): “Las funciones de razones
de cambio respecto a la variable independiente original se deducen o derivan de
los valores de la funcion: por eso se llama a esta nueva funcion la derivadd’.
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CONCLUSIONES

Este trabajo se basa en el cambio de contextos (Douady, 1991) y de registros de
representacion semiotica (Duval, 1995, 2000), v en él esta implicita la hipotesis
de que la aprehension conceptual de un objeto matematico (lo que D’Amore
(2003) denomina noética) inicamente es posible mediante las conversiones entre
los sistemas de representacion semiotica y su coordinacion. Sin embargo, por una
parte, se puede constatar que en las conversiones no se aborda la transforma-
cion del sentido; y por otra, como sefiala Radford (2002), la coordinacion entre los
registros de representacion no parece darse de modo claro en el aula real, don-
de los sujetos tienden a priorizar en su uso un registro, utilizando alguin otro de
modo mas esporadico. Esto nos ha llevado a efectuar un estudio critico sobre
los registros de representacion semiotica, el cual se ha centrado en la formacion
de la arquitectura cognitiva, en los tratamientos interregistros y en las no con-
oruencias entre los mismos, aplicados a un problema elemental sobre maximos.
Ademas, en los analisis hay que tener en cuenta tanto el fenémeno de la tabica-
cion entre registros que senala Duval (1995, p. 59), como el de abduccion de las
fisuras (p. 180) en cuanto a su poder heuristico.

En la solucion del problema de maximos propuesto, primeramente se ha re-
suelto en un contexto geométrico en el que se usan las herramientas geométricas
de Euclides (libro II), pero que, obviamente, no aborda problemas relacionados
con el infinito, al considerar como premisa basica arsumentativa “que el todo es
mayor que la parte”. En segundo lugar, se emplea un contexto algebraico para
la resolucion del problema, donde la simplicidad de la solucion es su caracters-
tica principal, pero que tiene la limitacion de no constituir un método general de re-
solucion a causa de la eventual dificultad de las ecuaciones implicadas en pro-
blemas similares. El tercer contexto conduce al planteamiento del problema en
el campo funcional, dentro del cual solamente es posible establecer conjeturas
sin poder aportar una validacion, por lo que ha de completarse con un escena-
rio grafico -mediante la parabola- para validar, de modo intuitivo, la solucion.

En el contexto siguiente, que hemos denominado “hacia un contexto infini-
tesimal”, se establecen criterios de justificacion basados en el “cambio” de la fun-
cibn area; como funcion continua y creciente antes del maximo y decreciente
después. El empleo de estos métodos, ademas de ser previos a los tipicos de las
razones de cambio instantaneo, aporta soluciones a problemas sobre maximos
en los que éstos no podrian hacerlo —como en el caso de funciones no deriva-
bles pero continuas-. Ademas, se le dotaria de sentido al concepto de maximo
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al independizarlo del calculo diferencial, donde éste pasaria a ser una mas de las
posibles herramientas por utilizar en la solucion.

Por ultimo, el contexto infinitesimal —asociado al concepto de derivada- se
plantea basandose en las razones de cambio, tal y como Wenzelburger (1993) y
Cantoral vy Farfan (1998) proponen, es decir, utilizando la “matematica de los
cambios”, a fin de determinar los cambios de una magnitud que depende de una
segunda magnitud en relacion con los cambios de esta tltima, lo cual supone el
empleo minimo, pero significativo, del formalismo matemaético.

Aunque el estudio presenta solamente andlisis a priori que, posteriormente,
habran de ser refinados con experiencias de aula, una consecuencia didactica
que puede obtenerse es que, si bien en la clase, para poder ensefar el conteni-
do, éste ha de contextualizar en diversas situaciones de ensefianza, paralelamen-
te, hay que organizar una dinamica de tratamientos intraregistros v la coordina-
ciéon interregistros, a fin de aportar un significado al concepto de que se trate.
Ademas, tanto la coordinacion entre registros, como el sentido de las represen-
taciones vy la faceta dual propuesta en Godino (2002), intensiva (tipo)/extensiva
(ejemplar), de las entidades matematicas puestas en juego, deben guiar la arqui-
tectura cognitiva asociada a la resolucion del problema.
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