NOTAS DE
CLASE

f(x) = Fenomeno Fisico

Resumen

f(x) = fendmeno fisico representa el conjunto de algunos anos de
labor de investigacion en el resumen del trabajo sobre Cdlculo Infini-
tesimal realizado en México, hacia mediados del siglo pasado, por
el ingeniero Francisco Diaz Covarrubias (1873); y es en su entorno
didéctico, la parte preparatoria para su consecucion en el aula. Ex-
periencia, esta ultima, que contrasta con la forma discursiva actual
de ensenar el Calculo, y que involucra a méas conceptos del mismo,
que lo enriquecen y hacen mas accesible su comprension.

Una funcién f(x, y, . . . , w) del Calculo surge cuando se pretende idealizar
un fendmeno fisico, en cuanto a sus cualidades de movimiento mecdanico-
geométrico. Esdecir, f(x, y, . . . , w)representa una caracteristica cuantitativa
del fendmeno, donde —desde luego— cada una de estas caracteristicas se anali-
za debido a su variabilidad e importancia dentro del fenémeno. Asi, la analogia

f(x) = fenémeno fisico

implica que f(x) sea la cualidad (volumen, 4rea, peso, densidad, etc.) que se
desea medir u optimizar del fenémeno y la aproximacién (=), depende del nu-
mero de variables que intervienen en la analogia.

Por otra parte lograr f(x) = fenémeno fisico, requiere de geometrizar la reali-
dad propia del evento o bien la cantidad que se desea idealizar.
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De esta manera, la idealizacién pretendida se obtendra mediante el siguiente
trabajo:

) La observacién directa del fendmeno. .

) Representacién geométrico-mecdnica del mismo.

) Analogia analitica o funcional de la representacién geométrica.
) Estudio de la variabilidad (movimiento) del fenémeno.

(1
(2
(3
(4

Porellolafunciénf(x,y, . . . , w)analogada contiene ademas la variabilidad
del movimiento mencidnado en el punto (4).

Ciertamente, la idealizacion de esta analogia es dificil de lograr en el contexto
analitico normal, ya que —en este entorno— dificilmente se puede verificar
la variabilidad deseada, pues aun cuando en lafunciénbuscadaf(x, y, . . . , w),
se caracterizaa (x,y, . . . , w) como variables, analiticamente ain no se obser-
va la actitud variacional del movimiento del evento. Por ejemplo, el érea de
una superficie en dos variables, cuya analogia es

f(x, y) = xy?

no predispone la variabilidad o movimiento del area.
De esta suerte, es necesario revalorar la funcién en otro contexto, en el cual
no solamente sea posible observar, sino ademas obtener analiticamente dicha

variabilidad.
1. Situacién gréfica del contexto infinitesimal

Consideramos que la figura representa la gréfica de la funcién f(x), trazada
por el punto o particula (que en adelante llamaremos generador P), en la transi-
ciénde éstaa Q, y que la ley que rige el movimiento del punto es precisamente f(x).

Y 1 Grafica de la transicién
del fenémeno = f(x) en el
contexto continuo normal

Generador de f(x)
P

Ahora bien, ubiquémonos en el modelo infinitesimal del Célculo, en el que
la importancia fundamental es la toma de una pequefia cantidad infinitesimal,
que llamaremos h o Ax, lo cual consiste en agregarla (sumar), a la variable en
la funcion f(x).

Hagamos esto con la gréfica anterior. Tomemos h geométricamente, como
se muestra a con{inuacién:
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Toma de una pequenia
cantidad infinitesimal h

A Q

o >
o - -

y grafiquemos esta situacién a una escala mas amplia. O sea:

Y Situacién infinitesimal
discreta del movimiento
del generador en el mismo
entorno

poligonal
§ !
x X+ h
h X

De modo que en este ultimo esquema la poligonal representa el curso del
generador P, entre x y x + h. Ademads, los vértices de la misma indican los
cambios de transicién del generador para poder llevar de un punto [x, f(x)]
aotro [x + h, f(x + h)]. Estos cambios, vértices o picos, son precisamente las
variaciones realizadas por el fenémeno f(x) en su movimiento.

Viendo la situacién se verifica que la ley f(x) que rige el movimiento del gene-
rador P, modifica, su direccién en cada variacién que experimenta.

Nueva direccion del
/ /L> generador al cruzar
un vértice de la
P, poligonal
Sentido del

movimiento

P Direccién del generador
en una de sus
transiciones

X

Més atn, considerando que la ley f(x) que rige el movimiento del generador
P, deja de “actuar”, es decir que f(x) = 0. Entonces sucederd que el punto
P tendera a salirse de la curva normal por la recta tangente.
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Movimiento del

/Z/ P al cesar f(x)
P

Movimiento

-~ // virtual de P

-~
A Y
k__\ Suponga que aqui

cesa la ley f(x)

0

X
Notese que al cesar la ley que rige el movimiento de P, éste queda alojado
en uno de los lados de la poligonal, por el cual tendera a “'salirse” de la misma.

y A

Posibles posiciones de P

RN

Poligonal

De esto ultimo —como se puede observar— la recta tangente representa un
elemento variacional mas del fendmeno; es decir, representa, como es bien co-
nocido, a la velocidad del evento, aun cuando no es nuestro propésito demos-
trarlo, sino sdlo enfatizar que ello se logré gracias a su verificacién en el contexto
geométrico infinitesimal.

Utilizaremos este mismo modelo para describir analiticamente la variabilidad
de la fenomenologia indicada, pretendiendo con ello que la analogia lograda
prescriba los estados del movimiento.

Asi la grafica anterior viene a ser:

x: Situacion x + h entorno infinitesimal que
estacionaria permitird verificar analiticamente
la variabilidad del fenémeno

De esta manera al obtener f(x, y, . . ., w) y hacer variar a x en x + h;
v + k, etc., seobtienequef(x,y, . . . , w)variardenf(x + h,y + k, . . . w+ 1).
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2. Ejemplo

Consideremos el circulo siguiente, cuya 4rea

*\
%

Y

N

A = 7r?es la manifestacion estdtica del mismo; es decir, no contiene varia-

bilidad alguna.

Sin embargo, tomemos el radio r, como un cantidad variable de suerte que
el drea del circulo se “expanda” en movimiento al variar aguel. Gréficamente
ocurrird que para diferentes instantes de tiempo t, tendremos diferentes posicio-
nes del circulo (o cualquier drea) en expansién. De agui que cada situacién
estacionaria contiene el fluir continuo del drea en expansion.

i
y

)
\~%

Ahorabien, de esta variabilidad tomemos cualesquier situacion; por ejemplo,
la de la siguiente grafica,

P

b
N
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la cual queda idealizada como la entidad funcional
A(r) = wr?
ya que r recibié la categoria de variable. De aqui que hemos logrado que:

Fendémeno fisico —  Situacién estacionaria —> Contexto Analitico
Area del circulo A = gr? Alr) = wr?

Por otra parte conocemos también la grafica que relaciona la variacién del

area A (r) respecto a la variacién del radio r, o sea:

A(r) |

Grafica de A(r) = #r?

A(r + h) = n(r + h)? = 7r? + 2arh + wh?
O sea,
A(r + h) = 7r? + 27xrh + wh?
Es decir, el modelo A(r + h) logrado contiene la variabilidad
ar? + 2xrh + wh?
de la expansién del drea del circulo. Por otro lado obsérvese que esta variabilidad
A(r) = =r?
es la situacion estacionaria inicial y que
2xrh + wh?

son variaciones contenidas, en el movimiento del fenémeno.
De manera que hasta aqui tenemos:

A(r + h) = A(r) + 2arh + wh?

De donde ademas es sencillo observar y probar que la variacién 27r es la
primera derivada de la funcién (situacién estacionaria)

Alr) = 7r?
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o bien la velocidad del movimiento en expansién del drea inicial. Es decir,
A’'(r) = 2xr, de suerte que podemos reescribir la ultima expresién como:

A(r + h) = A(r) + A'(r)h + =h?
Y si observamos la analogia de esta con un esquema funcional de la forma:
f(x + h) = f(x) + f'(x)h + Bh2 + Ch® + ... (1

de la cual en este ejemplo hemos logrado reconocer las primeras variaciones
f(x)y f'(x) (posiciéon y velocidad de fenémeno), e hicimos B = , incluyéndose
ademas de B los coeficientes C, D, E, etc. (todos son polinomios definidos en
x), de loscualesde B, C, D, E, . . . , desconocemos su contenido variacional.

Intentemos verificar su significado.
Hagamos. variar la serie (1) en x y en h; es decir,

_a]_(_ = f'(x) + f"(x)h + _d__E_h'_z + dC B4+

ox dx dx

y con h:

O _ f(x) + 2Bh + 3Ch? + 4Dh® + . . .

dh

Si consideramos la continuidad en las derivadas parcialesde f(x + h)lograre-
mos que:”’

o _ af
ax dh
O bien

f'(x) = 2B
dB _ 3C

dx
dC - 4D

dx

et(é...

* Ello es suponiendo que existe F(x + h), tal que

i =f(x + h) vy g—i = f(x + h), de suerte que por la continuidad en las derivadas

ax

aF aF

Ix oh
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De donde iterativamente obtenemos

f'ix) _ 1 d4

2! 20 dx?

d [ d¥
dx \dx2| _ 7 df  {"(x)
21(3) 3t dx* 3

d [ df
_dx\dx3 ] 1 df o fx)
31(4) 41 dxt A4l

e’.[c

3. La Serie de Taylor

De esta manera la Serie (1) se transformard en una serie mas formal, esto es

fx + h) = f(x) + £(Oh + f”(;)hz + f”'(3"')h3 b 2)

conocida actualmente como serie de Taylor en una variable, cuya analogia con
el ejemplo permitird conocer la ultima de esas variaciones, o sea:

Alr + h) = #ar? + 2arh + wh?

Andlogamente,

f'(x) , A'(r)
21 21

f(x) > A(r) = ar% f(x) > A'(r) = 27ry

=x—=>A"(r) = 27

(Nétese que hicimos analogia con la serie de Taylor, tomando de ésta sélo
el nimero de elementos variacionales que surgen del fenémeno).

De esto ultimo se tomard en consideracién que la variabilidad del fenémeno
contiene o prescribe la ley de estados del movimiento [f(x); f'(x); {"(x); . . .)
del fendmeno que se trate. '

Asi, lo anterior nos permitird redefinir algunos conceptos del Célculo, para
lo cual proponemos las siguientes definiciones:

1. La relacién entre dos o mas cantidades variables obedece a una relacion
funcional, lo cual surge de pretender idealizar los diversos problemas de
la naturaleza y llevarlos a un contexto analitico.

2. El concepto de funcidn queda detinido como: Si a cada valor de cierta canti-
dad variable representada por x y perteneciente a cierto campo de varia-
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cién, le corresponde un valor determinado por otra cantidad y (variable),
entonces ésta ultima serd funcién de x. Es decir

y = f(x)
donde

x es variable independiente
f(x) es variable dependiente

3. Sellama campo de variacion o dominio f(x) al conjunto de valores que toma
en su recorrido —variaciéon— la cantidad x, para los cuales se determinan
los valores de la cantidad y.

4. Por variacién entendemos:
El cambio de estado que suire una cantidad en movimiento y cuyo anélisis
se realiza para un instante determinado, o bien, son aguellos eventos o esta-
dos futuros de la situacién inicial que surgen cuando f(x) (su generador),
realiza cambios infinitesimales de direccion.

5. El concepto de derivada es, en términos de la serie de Taylor:
La diferencia entre dos estados consecutivos (contiguos), los cuales son
prescritos en el contexto infinitesimal, siendo:

f(x+h)=f(x)+f'(x)h+i”(—;)ﬁ+
de donde:
fix + h) = f(x) + Fx)h + O(h)
con:
O(h) = ffh &kt
ol 3)

obien, Oth) =0, vaqueh?=h3=hi= ... =0

luego:

flx) = L+ hh) 1) ara Oh) = 0

De aqui que f'(x) hereda el campo de variaciéon de f(x).

6. Geométricamente la recta tangente representa a la derivada f'(x), para un
punto analizado, x,, de f(x). Fisicamente es la direccién de la velocidad
del fendmeno para un instante t; dado.

7. Para efectos de definir las derivadas de funciones como producto, suma,
cociente, etc., es posible utilizar la definicién mas practica de la serie de
Taylor:

fix + h) = f(x) + f(x)h + Bh? + Ch* + . ..
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Por ejemplo, siu(x)y v(x) son cantidades tuncionales cuyas respectivas varia-
ciones son:

u(x + h) = u(x) + u(x)h + Bh? + Ch* + . ..
vix + h) = v(x) + v'(x)h + Ph* + Qh' + . ..

entonces el producto de dos cantidades en variacién u(x) y v(x) serd:

ulx + h) vix +.h) = [ulx) + u'(x)h + Bh< + .. .]
[vix) + v(x)h + Ph? + .. .]

O sea

ulx + h) vix + h) = ulx) v(x) + ulx) v(x)h + u(x) Ph? + u'(x)h v(x)

+ ...+ ux)vVEE)RT+ ...
de donde
u(x + hyvix + h) —ulx) vix) _ u(x) vix) + u'(x) vix)
h
dado que
OM) =ulx)Ph2 + ... +ux)vix)h?+ ... =0

y por lo definido en (5),
ulx + h) vix + h) —ux) v(x) con O(h) = 0

% [u(x) v(x)] =

h
O sea
4w vx)] = ulx) Vix) + u'lx) vix)
dx

Invitamos al lector a encontrar las derivadas de la suma, cociente, composi-
cién, etc., de funciones.

La potencia del modelo en el disefio de un envase para conservas.

Siendo f(x, y), la situacién inicial de algun evento, del cual si hacemos variar
ax,enx + h:yeny + k, con h, k cantidades infinitesimales, con ello surge

la ecuacién:
1

+__.._
2!

o, of

fx + h,y + k) = f(x, y) +
ax ay

B, 20, P
dx? dx dy dy?

o sea la serie de Taylor en dos variables, y cuya deduccién es posible lograr
gracias a su relacién con el Teorema Generalizado del Binomio.
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Ahora bien, se desea construir un envase cilindrico con altura b y radio r,
optimos, de suerte que el 4rea lateral A sea

A = 238 cm?

y gue con estas condiciones su volumen, V, sea maximo.

Se tiene que C

Vir, b) = wréb

-~

\

y su situacién variacional sera:
Vir + h, b + k) = n(r + h) (b + k) o sea
Vir + h,b + k) = 7ar'b + wr‘k + 2arhb + 2xrhk + wh'b + wh'k
Es decir:
Vir + h, b + k) = wr‘b + (2nrhb + 2arhk + 7rk) + wh*b + whk
Situacién la. variaciones

inicial variacion contiguas

Analogando esta ultima con la serie de Taylor en dos variables se tiene:

V(r, b) = wr%b
qv =V p o V0V gV b - 2mrb 4 ar?
or ob or ob
yaqueh = dryk = db.
Por otra parte,
b = 238 — 27r? n
27r
db _ 1 — 37.87
dr r?

Sustituyendo b y db en d V:
dV = 27ridr + ar’db o sea

dv _ 27rr2£ + @r? db

dr dr dr

fijando r.
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Luego

dVv 37.87

dr

238 — 27r:

27r

= 27r

+ 7r

y optimizando resulta dV = 0, o bien
238 — 2xr- — wr — 37.877x = 0
Asi ’

r = 3.55

238 = 21r- _ 445
27r

b =

Luego el volumen del envase es 6ptimo cuando

r=355cmyb ="712cm
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