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Resumen

Este trabajo contiene dos partes:

I. Obtencién de la Raiz Enésima de un Numero

Enelsiglo VIde nuestra era los hindues ya conocian las reglas para la extraccién
de las raices cuadrada y cubica, pero histéricamente fue solo a partir del siglo
XVII —con el descubrimiento del Célculo Diferencial e Integral por parte de
Newton y Leibnitz— que se pudo determinar un método iterativo nimerico (mé-
todo de Newton-Raphson), para encontrar la rafz enésima (o n-ésima) de un
numero, sin considerar el método de los logaritmos que fue descubierto por
Napier (o Neper) y publicado en 1614, ni las aproximaciones seriales del Teore-
ma del Binomio que son largas y tediosas.

_ Asi, sin la aplicacién de logaritmos ni los otros métodos que son temas del
Algebra Superior y el Célculo Diferencial, no se ha conocido, hasta la presente
publicacién, ningun procedimiento sencillo que haga posible resolver el pro-
blema anterior.

El método presentado aqui parte sélo del conocimiento de la aritmética y el
algebra elemental, y aplicando un algoritmo de célculo iterativo-convergente
permite extraer cualquier raiz de indice entero de toda base real.
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Por esta razoén, el sistema de analisis propuesto viene a llenar el vacio —en
esta parte de las matematicas— que se ha presentado hasta ahora en la ensefian-
za secundaria, ya que siempre ha sido de gran dificultad para el estudiante que
todavia no conoce el dlgebra superior ni esta familiarizado con los fundamentos
del calculo diferencial, el salto abrupto entre el aprendizaje de la resolucion
de las raices cuadrada y cubica, y el método de los logaritmos, porque sencilla-
mente no existe ninguna relacién aparente entre los dos procedimientos.

Ademas, se expone la ventaja adicional de que el estudiante de secundaria
comienza, de manera natural, a utilizar adecuadamente las maquinas electroni-
cas de calculo, cuyo correcto conocimiento y manejo son tan importantes ahora
en toda actividad profesional, al realizar las iteraciones sucesivas necesarias
para la obtencién de la raiz pedida.

II. Potenciacién de un Numero a un Exponente Entero-Decimal

Este procedimiento no ha sido expuesto por ningin autor conocido hasta el
momento.

Es la primera vez que se da una alternativa al método de los logaritmos, para
elevar cualquier base real a un exponente entero-decimal.

De la misma manera que en el caso anterior, esta formulacién nace esponta-
neamente del algebra elemental y, sin lugar a dudas, sera de gran utilidad aca-
démica al estudiante de secundaria, que encodntrard aqui una explicacién
razonable para el Principio de potenciacion en base diez, quedando asi prepa-
rado el camino para el estudio posterior de los logaritmos.

Por ultimo, también se demuestra que solamente con la aplicacion sucesiva
de la raiz cuadrada es posible extraer cualquier otra raiz, o generalizando, es
posible elevar un nimero real a cualquier exponente entero-decimal, simplifi-
cando asi notablemente la potenciacién en base diez.

1. Obtencién de la Raiz Enésima de un Namero

PRIMER POSTULADO

Todo numero entero de dos cifras elevado a la potencia enésima es igual a un
numero de dos periodos, estando el primer periodo (P1) formado por las prime-
rasa n cifras contadas de derecha a izquierda, y el segundo periodo (P2) por
las cifras restantes.

El niimero maximo de cifras de un periodo es n; por lo tanto, ningun numero
de dos cifras elevado a la potencia enésima dard otro nimero que tenga un nu-
mero de cifras mayor que dos periodos.
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Ejemplos

33 5432 s L (o) 3 = B 0l

(a) 32° =
P2 Pl P2 Pl P2 Pl

SEGUNDO POSTULADO

La cifra de las decenas de la raiz enésima, entera por detecto, de un numero,
es igual a la raiz enésima, entera por defecto, del sequndo periodo del numero.

Fjemplos

(a) ¥ 38435628 = 32; R (residuo) = 4881196; 3° = 243 < 384
P2 P}

(b) ¥ 1526
P2P

It

11; R = 195; I3

(c) V9999 = 99; R 8l < 99

pP2p

198; 92

HIPOTESIS

l.a = 10d + u (nimero de dos cifras)

2A =a"+R=(10d+u)"+R;n=1,23,4,...
3A<(@+ 1)a"+R<@+1) = R<@+1)-a

Lo anterior implica que A es un nimero de dos periodos.

Ahora, como d se obtiene directamente de A, por observacién, el problema
consiste en determinar u para asi poder obtener a y R de las {érmulas anteriores.

Determinacién de u

Por hipdtesis:

A = (10d +7u)” + R

O también,

A =10d" + [(10d + u)" - 10"d"] + R

A = 100d" + L {1(10d + u)" - 10°d"] + R}u
’ u
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Despejando u:

~ A - 10°d" o _ R
u = - ; Y sin considerar —:
L od + uy - 10007 + £ u
u u
o A - 10°d" _ A-10d
L rqod + u)y - 10°d"] Q
u

Como se podré ver, se ha obtenido u en funcién de si mismo, lo que sugiere
una féormula iterativa de proceso convergente.

Determinacién de Q

Aplicando la férmula del Binomio de Newton, se tiene:

QO = 1 [10°d" + nl0" " 'd" 'u + %n(né‘- D 00297202
u !

nin — 1)(n — 2) 107348 +
3!

nn—-Dn—-2)...n—-r + 2) r gy
(r = 1!

nin—1n—-2)...(4)3 10%q%," =2
(n — 2)!

I’I(I’l - 1)(!] —-2) ... (4)(3)(2) lOdun—l Ly
(n —1)!

-10d"; 2 <r<n+1)

Simplificando, y como r se convierte enr + 1, y todos los términos quedan
divididos para u, finalmente se tiene:

Q =nlo"" 'd""" + n(n2'— D 1o 2gn-2, 4 Ao = 1n =2
: 3!

nn-Nn—-2)...n—-r + 1)
r!

1077333+ ..+
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nin—1)n-2)...(4)@3)
(n — 2)!

1On—rdn—rur—l + ..+

nin—1)n-2)...4(EQ3)2) 10du” "2 + u""!

102d2un~3 +

(1 < r <n)

Caélculo de Q

De la férmula anterior, dando distintos valores a n, se pueden obtener los
correspondientes valores de O, como se indica a continuacion en la tabla donde
se han calculado los primeros cinco valores de esta variable.

Q
1
20d + u
7300d- + 30du + u
4000d+ + 600d-u + 40du- + u'
50000d" + 10000d‘u + 1000d-“u* + 50du’ + u’

[N B BCOR I NG T B B

Aqui se puede ver muy claramente, para todo valor de n1, el patrén de forma-
cién del polinomio Q(d, u):

1) El numero de términos es igual a n.

2) Las bases de la primera potencia de d y de la ultima de u estédn elevadas
al exponente n — 1.

3) En cada término, con respecto al anterior, el exponente de d disminuye
en una unidad, y el de u aumenta en la misma cantidad.

4) Encadatérmino, la suma de los exponentes ded y u es siempre igualan — 1.
Quedan por estudiar los coeficientes numéricos.

Triangulo de Pascal

El Tridngulo de Pascal (o de Tartaglia) sirve para determinar los coeficientes
numéricos del Binomio de Newton (a + b)", cuando n es entero positivo.

A continuacién se presentan los coeficientes correspondientes a los cinco pri-
meros valores de n.
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n COEFICIENTES

1 1 1

2 1 2 1

3 1 3 3 1

4 1 4 6 4 1

5 1 5 10 10 5 1

Estudiando el Tridngulo de Pascal se observa lo siguiente:

1. Para todo valor de n, el nimero de los coeficientes numéricos del binomio
(@ + b)",esn + 1.

2. Las dos diagonales exteriores del tridngulo estan formadas por la unidad.

3. En cada fila, los coeficientes estan distribuidos simétricamente respecto al
centro.

4. Cualquier coeficiente interno del tridngulo es igual a la suma de los dos
coeficientes adyacentes de la fila superior.

Por lo tanto, la formacién del Tridngulo de Pascal hasta cualquier valor de
n, sigue un proceso elemental de sumas sucesivas.
Tridangulo Modificado de Pascal

Al Tridngulo de Pascal se lo puede moditicar, por ejemplo, de la siguiente manera:

n COEFICIENTES

1 1° 1°

2 1 2! 1°

3 1 3 3 1°

4 1 4’ 6° 4! 1°

5 1 5* 10° 10° 5! 1°
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Para modificar al Tridngulo de Pascal se han seguido los siguientes pasos:

1. Se ha sombreado la diagonal exterior izquierda del Tridngulo, ya que esos
coeficientes no van a ser considerados.

2. Se han colocado ciertos valores numéricos, en el extremo superior derecho
de cada coeficiente restante, de forma que en cada fila, el primer valor co-
rrespondea n— 1 yelultimoescero, habiendo cada valor disminuido sucesi-
vamente en una unidad con respecto al anterior.

El motivo del haber modificado al Tridngulo de Pascal de esta manera es que
cada coeficiente, del Tridngulo Modificado, represente un valor igual al inicial
del tridngulo original, multiplicado por una potencia de diez que tenga como
exponente el nimero del extremo superior derecho antes mencionado.

Asiporejemplo, en el Tridngulo Moficiado, cuandon vale 2, los dos coeficien-
tes que hay que considerar son: 2 x 10' y 1 x 10° lo que da 20 y 1, respecti-
vamente.

Con esta explicacion, si se comparan los coeficientes del Tridngulo Modifica-
do con los correspondientes del polinomio Q(d, u), se notara que son los mis-
mos; por lo tanto, queda demostrado que la formacién de los coeficientes
numéricos del polinomio antes mencionado, para cualquier valor de n, sigue
un proceso elemental.

Resumen de Férmulas

A - 10°d"

A =(10d + u)" + R R<(@+ 1)'—-a" u = o

Hasta aqui, con las férmulas anteriores se estd en aptitud de determinar la
raiz enésima de un numero A de dos periodos, que da como resultado una raiz
de dos cifras 10d + u, més un residuo R.

Ejemplos

A -10d" .

l.\[_@@—;n:&uz Q= 20d + u

P2 PI ©
La raiz cuadrada, entera por defecto, del sequndo periodo es 9. Por lo tanto,
d =9 9 = 8l < 99 (correcto)
A - 10°d" = 9999 — (10%(9%) = 1899

Q =(2009) + u = 180 + u
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u, = 189 _ 11 (haciendo cero el primer valor de u)
180 + O
y = 1899 - 10
! 180 + 11
g o= 189 99
2 180 + 10

Como u no puede ser mayor gue 9, se toma u = Q.
R=A-(0d + u)" = 9999 — (90 + 9)° = 198

R < (99 + 1Y — (99)* = 199 (correcto)

Luego

a=99 R =198

4767999431 : n = 4; O = 4000d° + 600d%u + 40du? + u’
P2 Pl

d =9 9 = 6561 < 6799 (correcto)
A - 10"d™ = 67999431 — (10%)(9%) = 2389431

O = 2916000 + 48600u + 360u? + u?

2389431
u, = =1
2916000 + O
u = 2389431 -1
l 2916000 + (48600)(1) + (360)(1%) + (13)
R, = 67999431 — (90 + 1)* = — 575530

1

Como R no puede ser menor que cero, se resta una unidad a u, y se tiene:

u, = 0

R, = 67999431 - (90 + 0)* = 2389431

R, < (90 + 1)* — (90)* = 2964961 (correcto)
Luego

a = 90; R = 2389431
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Como obviamente el proceso hasta este punto estd muy limitado, se requiere
generalizarlo para obtener la raiz enésima de un nimero A" de cualquier canti-
dad de periodos.

Generalizacién del Método

Sea A’ = 10°"A + C';dondep =0,1,2,3,...;C =R
Reemplazando,

A" =10"7(10d + u)" + 10°"R + C’

A" = [10°(10d + u)]” + 10"°R + C"

Haciendo

d = 10°d u = 10°u a’ = 10°a R = 10°"R + C’

Se tiene que
A = (10d +u)Y +R =(@) + R’

Por lo tanto, el proceso es similar y se puede demostrar que se cumple:

_ A - 10
QI

Ejemplos

1.V103681: n = 2 O = 20d + u
P2 Pl

Nétese que a los ultimos dos periodos se los denomina primero y segundo
respectivamente.

d = 30; 32 = 9 < 10 (correcto)

El 3esla raiz cuadrada, entera por defecto, de 10, y el O corresponde al perio-
do adicional de la derecha.

A - 10°d" = 103681 — (10%)(30%) = 13681

Q = (200(30) + u = 600 + u

_ 13681 _ o

uU
600 + 0
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- 13681 _ ,,

600 + 23

13681

U2 - - =

600 + 22
R = 103681 - (300 + 27 = -3
u, = 21
R, = 103681 — (300 + 21)2 = 640

R, < (321 + 1)? = (321)? = 643 (correcto)
Luego
a = 321; R 3640

28456742 ; n = 3; Q = 300d® + 30du + u°
P2 Pl

d = 20; 22 = 8 (correcto)

A - 10°d" = 8456742 — (10%)(20°) = 456742

Q = (300)(20%) + (30)(20)u + u? = 120000 + 600u + uZ
_ 456742
U, = ——————— =
120000
y - 456742 _ 4
' 120000 + (600)(4) + (42)
R, = 8456742 — (200 + 4)* = — 32922
u, = 3
R = 8456742 — (200 + 3)° = 91315

R < (203 + 1)’ = (203)° = 124237 (correcto)

Luego

a = 203; R = 91315
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Caso Particular: R = 0

Cuando no se desea obtener un residuo R, sino més bien una aproximacién
decimal determinada, se procede de la siguiente manera:

Envezde A = (10d + u)" + R, se toma:

A =(10d + u-D)

donde u - Drepresenta la cifra de las unidades con todos los decimales deseados,
obtenidos por iteraciones sucesivas. El resto sigue un proceso similar.

Ejemplos
1. Obtener v 7827003 , con cuatro decimales.
V7827003 ; n = 2; Q = 20d + u

Pl P2

d = 200; 2° = 4 < 7 (correcto).
Los dos ceros corresponden a los dos periodos adicionales de la derecha.

A - 10°d" = 7827003 - (10%)(200%) = 3827003

Q = (20)(200) + u = 4000 + u
u, = 3827003 _ 957
4000
u, = 3827003 _ 779
4000 + 957
u, = 802
u, = 7197

y por iteraciones sucesivas:
u = 797.6781
de donde

a =10d + u = 2000 + 797.6781

o e it
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Luego
a = 2797.6781

2. Obtener 3/526.02 con tres decimales.

526.02 = V526020 x 107
P2 PY

Primeramente se han formado dos periodos.

n = 3; Q = 300d? + 30du + u?

d = 8 8 = 512 < 526 (correcto)

A’ - 10°d"™ = 526020 — (10°)(8%) = 14020

Q' = (300)(8%) + (30)(8)u" + u'2 = 19200 + 240u” + u'

14020

u) = = 0.73
19200
u) = 14020 - 0.72
19200 + (240)(0.73) + (0.73?)
up = 14020 - 0.72
19200 + (240)(0.72) + (0.72?)
de donde:

a =10d" + u = 80 + 0.72 = 80.72
Pero,

a = 107'a" = (1071)(80.72)
Luego

a = 8.072

3. Obtener ¥70.900012345 con cinco decimales.

370.900012345 = v 90001234.5 x 1072
P2 Pl
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n = 4; Q = 4000d* + 600d?u + 40du? + u’
d =9;9" = 6561 < 9000 (correcto)

A" —10"d™ = 90001234.5 — (10%)(9%) = 24391234.5

Q" = (4000)(9%) + (600)(9)u" + (40)(Nu'® + u”3
Q' =2916000 + 48600u” + 360u’? + u’3
_ 243912345 _
2916000
. 243912345 _
u, = =7

2916000 + (48600)(8) + (360)(84) + (8%)

y por iteraciones sucesivas:

u’ = 7.401
de donde

a =10d" + u" = 90 + 7.401 = 97.401
Pero

a = 107a" = (107%)(97.401)
Luego

a = 0.97401

4. Obtener :/2 con seis decimales.

J2 =~/ 200000 x 107!
P2 Pl

n = 5; Q = 50000d* + 10000d ‘u + 1000d%’ + 50du’ + u*
d = 1; 1" = 1 < 2 (correcto)

A’ = 10"d’™ = 200000 — (10%)(1%) = 100000

Q" = 50000 + 10000u + 1000u? + S0u’® + u*

_ 100000 _
50000

Q
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. 100000
u, = =1

l 50000 + (10000)(2) + (1000)(24) + (50)(2%) + (29

y por iteraciones sucesivas:
u’ = 1.48698
de donde
a = 10d" + u = 10 + 1.48698 = 11.48698
Pero,
a = 10"'a = (1071)(11.48698)
Luego

a = 1.148698

I. Potenciacién de un Namero a un Exponente Entero-decimal

Sea el numero a elevado a la potencia rst.xyz. Por lo tanto se tiene:
(a)st*rz = (a107) (al0%) (310" (alo %) (aIO’Zy) (al0*)

de donde:

(a)rst.xyz - (ar)lol (as)lO (at) (ax)mo (ay)]/loz (az)l/lo-«

Observaciones
(1) Existen tantos factores como cifras significativas hay en el exponente rst.xyz. \
(2) La base a esta elevada a cada una de las cifras significativas del exponente.

(3) El fundamento del asunto consiste en obtener la raiz décima, cuantas veces
sea necesaria, de las potencias correspondientes a las cifras decimales.

Ahora se iratara de obtener la raiz décima de un nimero, en funcién de la
raiz cuadrada, por ser obviamente ésta, la de resolucién mas sencilla.
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TRIANGULO MODIFICADO DE PASCAL

N c o} E F I c I E N T E s

| 1] [ 1 1 19

2 [T 271 179

(3] T 1 34 3 [ 179

1| T «3] 6 9 4 1 1 9

B T [ s4] 03] 10 7 5 J 19

(6 1] 65] 15¢] 203 15 4 6 J 19

7] [T 7°5] 215 354 353 21 ] 7 19

B 1T 87] 28°] s65] 70 ] 563 28 2 8! 179

9] P ] o 9 36 7] 84 o 126 5] 126 7 84 3 367 9 1 19

10| 1T ] 109 45 9 120 [ 210 9 252 9 210 ] 120 3] 452 10 1 19

m T T 109 55 9 165 9 330 7 462 9 462 5 330 4 1653 5594 111 1 9

12] [T T 127 669 2209 495 9 792 7] 924 9 792 5] 495 % 2203] 66 2T 121 19

[13] [V ] 139 781 286! 715 9 1287 9 1716 7| 1716 9 1287 9 7159 2863 78 4 13 1 1 9

[T4] 1 T 149 9172 364 10017 2002 J 3003 j 3432 7] 3003 ¢ 2002 9 10019 3643] 91 4 14 ] 1 9

15| [ T 1579 1057 4551365 ] 3003'9] 5005 9 6435 9 6435 7 5005 ¢ 30037 13657 4553 10574 15 Y 1 °]

16| [T T ™[ 120 1 560 71820 74368 1] 8008 0] 114409 128709 114407 8008 °[ 43689 1820%] 5607 1202 16 ] 1 9]
17 [T 17 T 136 ] 68072380 61881712376 1] 10448 7] 24310 9 24310 T 19448 7 12376 6188%] 2380%] 680 } 136 % 17 1]
8] [0 [ 187 153 19 si6 1]3060 1[8s68 1[18564'7 31824 1] 437581 48620 o[ 43756 9] 31824 718564 9] 8568 9 3060 ] 816 J 153% 18 1 19
To| [ T 199 17177 969 ae6 M11628"271321950388 12] 7558211 92378 9] 92378 9 75562 & 503887[271329116285] 3876 [ 969 31 171 191 19
20| 1 ] 20 1%] 190 18] 1140 74845 15504 S[36760"[775201 25970 12167960 1] 184756 '°] 167960 9125970 977520738760 9155047 4845 ] 1140°] 1902 20 1°
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Obtencién de la Raiz Décima en Funcidn de la Raiz Cuadrada

Para el efecto se van a comparar las potencias inversas de 2, con la fraccion

16 32 32 32 32 10
y por consiguiente:

3 . 02 3.2 1

+ = =
32 32 32 10
de donde
| 3 2 1
L322
10 32 32 10
Simplificando:
L3, g
10 32 16 10

. . o1
Aproximacién de la fracciéon —:

De la férmula anterior, la primera aproximacién de 1/10, es:
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La segunda aproximacion es:

1 3 13

—_— — —_— —_—

10 32 16 ][ 32

La tercera es;

3 1 1| _[3 1 1
(@)(‘1@*?)*(32)(”%7*@)

Continuando con este procedimiento se obtiene:

1/10 = [3/32][1 + 1/16 + 1/162 + 1/16° + ... + 0] = [3/2][] + 1/2% +
1728 + 1722 + . . . + 0]

O también:

1710 = [1/2° + 1/2° + 1728 + 1727 + . .. + 0]

. 1 .
habiéndose logrado, de este modo, expresar la fraccion — en funcién de

las potencias inversas correspondientes de 2. Finalmente, de lo anterior se obtie-
ne gue:

al 10 — [6311/25[a3]l/29[a3]l/213[63]1/2‘7 L. [a3]O
donde el ultimo factor es igual a la unidad.

De esta manera se ha demostrado que puede extraerse la raiz décima de cual-
guier numero real, aplicando sucesivamente sélo la raiz cuadrada.

Por ultimo, la férmula anterior permite elevar directamente cualquier base
real a un exponente positivo decimal.

Ejemplos
1. Obtener (1234567890)"19, con nueve decimales.

El primer factor se obtiene elevando la base al cubo y extrayendo sucesi-
vamente cinco veces la raiz cuadrada. Lo anterior da:

7.117533650
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El segundo factor se obtiene extrayendo sucesivamente cuatro veces la
raiz cuadrada al anterior:

1.130500075
El tercero, de la misma manera:

1.007695715

El cuarto: 1.000479255
El quinto: 1.000029946
El sexto: 1.000001871
El séptimo: 1.000000116
El octavo: 1.000000007
El noveno: 1.000000000

Multiplicando todos los factores anteriores se obtiene:
(1234567890)"1¢ = 8.112439957

Una mejor aproximacién se logra guardando todos los valores en una
calculadora digital y operando directamente.

Realmente, para el calculo de la raiz décima, sélo se necesitan dos memo-
rias de maquina. Asi, finalmente se tiene:

(1234567890)/10 = 8.112439991
2. Obtener 1.23%%, con seis decimales.

1.2305 = [1.23¢][1.235]V10[1.238]10"

1.234 = 2.88866

[1.235]¥10 = (2.815306)110 = 1.109054

[1.236]10¢ = (3.462826)V1% = (1.132252)"10 = 1.012498
de donde:

1.23+% = (2.288866)(1.109054)(1.012498)

Luego

1.234% = 2.570202

3. Obtener 7.8, con seis decimales.

1
7.8103

7.871% =
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Ademas:

7.8103 = [7.8'][7.8°]! 10[7.83]110-

7.8 = 7.8

(7.80]110 = 1110 = ]

[7.8°]110 = (474.552)1'10 = (1.851946)' 10 = 1.063562
de donde

7.8108 = (7.8)(1)(1.063562) = 8.295784
Luego

7 87103 = 1
8.295784

7.8719 = (.120543
4. Obtener E/Z con seis decimales.
V2= (2 = 207 = (20240
20 =1
[22]110 = (4)10 = 1.148698
De donde:

V2 = (1)(1.148698)

Luego:
Y2 = 1.148698

Por ultimo, compdrese este problema con el similar de la Parte I.
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