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Las ecuaciones
diferenciales

ARTICULOS

I. INTRODUCCION

La teoria de las ecuaciones diferencia-
les es una de las mas amplias ramas de la
matematica actual, y es también una de las
que mas se relaciona con las aplicaciones.

Al tratar de entender cualquier fenéme-
no fisico —entendido éste como un evento
bajo estudio que presente la variacién de
una variable respecto a otra u otras— la
mente crea una idealizacion y la plasma en
un modelo matematico, en donde tomando
el aspecto central del fenémeno, estudia sus
causas y lo describe en forma matemaética;
con frecuencia la expresién matematica, o
ley emanada del estudio se expresa en for-
ma de una ecuacién diferencial.

El estudio de las propiedades de la ecua-
cién obtenida permite sondear otras ca-
racteristicas, que no son tan evidentes, e
incluso pueden predecirse hechos o fené-
menos que de la observacion no se obtie-
nen; la historia de la ciencia esta llena de
casos de este tipo.

Asi pues, el estudio de las ecuaciones
diferenciales es de suma importancia para
aquellos que por oficio o por propio interés
quieren entender un fendémeno fisico.

Podemos decir que una ecuacién es una
proposicion abierta que establece que dos
expresiones —en donde al menocs una de
ellas contiene una o mas variables o incég-
nitas— son iguales.

Asi es posible distinguir algunos tipos
de ecuaciones: las algébraicas, las diferen-
ciales, las integrodiferenciales, etc.

Las ecuaciones diferenciales ordinarias
(EDO) y las ecuaciones diferenciales parcia-
les (EDP) son dos grandes grupos de ecua-

ciones diferenciales. La solucién de una
ecuacion diferencial es una funcién o con-
junto de funciones, y si la ecuacién repre-
sentaba un fenémeno fisico, dicha solucién
representard el desarrollo del fendmerno en
el tiempo y/o el espacio.

Es claro que si se quiere obtener bue-
nos modelos de la naturaleza, es necesario
desarrollar tres habilidades, a saber:

1. Observar un fenémeno fisico, interpre-
tarlo y plasmarlo en una ecuacién dife-
rencial o sistema de ecuaciones diferen-
ciales.

2. Manejar y resolver la ecuacién diferen-
cial obtenida.

3. Conocer las limitaciones de las solu-
ciones.

De estas tres habilidades la mds simple
de ensefiar es la segunda, y aqui es donde
el diagrama de flujo pretende incidir.

En carreras técnicas, como las inge-
nierfas, se llevan uno o mds cursos rela-
cionados con las ecuaciones diferenciales, y
tiempo después, cuando en cursos posterio-
res los estudiantes se enfrentan al proble-
ma de resolver una ecuacién diferencial, se
les dificulta la clasificacién vy, por lo tanto, la
solucion de la misma. Para tratar de facili-
tar el estudio y buen uso de las ecuaciones
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diterenciales se ha ideado un diagrama de
flujo que permite, de manera relativamen-
te facil y rapida, clasificar y resolver la ecua-
cién diferencial que esté describiendo su
fendmeno fisico.

II. CONCEPTOS BASICOS

Una ecuacion diferencial ordinaria (EDO)
es la que tiene una o varias derivadas o di-
ferenciales ordinarias y ninguna de orden
superior.

Una ecuacién diferencial parcial (EDP)
es la que tiene una o varias derivadas o di-
ferenciales parciales.

El orden de una ED est4 definido por el ‘

orden de la derivada o el diferencial de mas
alto orden.

El grado de una ED esta definido por el
exponente que esté en la derivada o el di-
ferencial de mds alto orden.

El orden y el grado de una ED al ser de-
finidos, se refieren a la derivada de mas al-
to orden después de que la ecuacién ha sido
racionalizada.|1]

La solucién de la ED o la incégnita a de-
terminar, es una funcién que al sustituirla
en la ED, la satisface.

Si se toma cualquier texto de EDs, para
ciencias o ingenieria[2-7], se encontrara que
en la mayoria de éstos las EDs de primer
orden son abordadas mediante un conjun-
to de “recetas” aisladas que se aplican bajo
ciertas circunstancias. Luego al pasar a las
EDs de orden n, éstas se tratan, segun ca-
da autor, ya sea estudiando las de orden n
desde el principio, o bien estudiando pri-
mero las EDs de segundo orden. Si en cur-
sos posteriores el estudiante estudia las
EDF, se genera una fuerte confusién en
virtud de la gran cantidad de casos revi-
sados.

Durante algunos semestres en la Es-
cuela de Ingenierfa, en la Maestria en
Energéticos de la Facultad de Ciencias Qui-
micas, asf como con tesistas del Centro
Regional de Estudios Nucleares en la Uni-
versidad Auténoma de Zacatecas, se puso
a prueba el diagrama de flujo; los resulta-
dos que se obtuvieron fueron excelentes en

virtud de que el diagrama permitié a los es-
tudiantes ver a las ecuaciones diferencia-
les, no como un obstaculo sino como una
herramienta muy poderosa en el estudio y
comprensién de los fenémenos naturales.

III. EL DIAGRAMA DE FLUJO

El diagrama de flujo{8] pretende estable-
cer una ruta logica para clasificar y resolver
la mayoria de las EDs, o bien para indicar
los posibles métodos analiticos de solucién.
En el caso de las EDP no se incluye la solu-
cién sinoc que sélo se indican los posibles
métodos andliticos que pueden utilizarse;
para las EDO se indica el método de solu-
cién. En el caso de la ecuacién diferencial
de Bernoulli, se incluy6 en el diagrama la
solucidn por separado para los casos en que
el exponente es positivo y negativo. Esto se
hizo debido a que en la mayoria de los tex-
tos solo se maneja la solucién del exponente
positivo.

Para obtener mejores resultados se re-
comienda escribir el diagrama en una sola
hoja para evitar un nimero muy grande bi-
furcaciones; la estructura abreviada del dia-
grama de flujo aparece en la Fig. 1, los de-
talles en las Figuras 2 al 7.

Para utilizar el diagrama de flujo es ne-
cesario entender el significado de los si-
guientes simbolos:

Este simbolo indica que lo que est4 en
su interior se estd preguntando, y solo tie-
ne dos alternativas: Si o No.

I 1
Sf No

Este simbolo indica que pasemos de
donde nos encontremos en el diagrama, al
numero o literal que se encuentre en su in-

terior.
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| EDUCACION DIFERENCIAL GENERAL

EC. DIF. PARCIALES

EC. DIF. ORDINARIAS

l

DE ORDEN

E.D. INHOMOGENEA E.D. DE PRIMER ORDEN

l

E.D. CON COEFICIENTES
CONSTANTES

E.D. CON COEFICIENTES |
VARIABLES I

Figura 1

Este simbolo indica que lo que se en-
cuentre en su interior se esta preguntando,
y tiene cuatro opciones que se indican.

Este simbolo indica que lo que est4 en
su interior se estd preguntando y tiene sé-
lo dos opciones a seguir que son indicadas.

Al inicio del diagrama se utiliza la lite-
ral griega delta con el fin de indicar la ecua-
cién diferencial mas general; es decir, en
la 6 estdn, en forma virtual, las derivadas
o diferenciales parciales o las totales.



B EDUCAGION MATEMATICA B Vol. 1 - No.'2 * Agosto 1989 W © QL@ 'rg 214

n 1

nf 8°f
+ V...) — + ... + Hixy,..
g T O T ) Ty

- dng)

' '!culctéi‘i‘@l‘!’oroncm general

anf 9°f -1y ;
Fcg..) o + Gy 4 = ) " o= Rixg)
Ec. diferencial parcial Ee. dumw-lordxmi- e
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1) Método de separacidn de va-
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2) Método de la semejanza
3) Metédo de diferencias finitas
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deorden n -

_Figura 2
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(-

Mxy)dx + Nix,y)dy = 0

Ec. diferencial de primer
' orden.

Nixy) = 1
Mxy) = Ply + Quy”

@ Si

No

Si

Pix)dx + Q(y)ddy = 0
Ec. dif. de variables
separables

Solucién:

jP(x)dx + SO(y)dy =C

O

Si

Solucién:

donde:

ki) =

Ec. diferencial Exacta

= Nxy)

0 bien

U= jM(x,y) dx + kiy) | U= jN(x,y)dy + k(x)

donde:

No



Ec. diferencial de factor

integrante -
M _ QI_\I
ofx) = dy ax fix)
ax _
N
donde:

fix) Es el factor integrante

fx) | Mxy)dy + Nxydy | = 0

Ec. diferencial de factor integrantes

a_Iy N M
ﬁ(ﬂ = ox dy fy)
dy S
M
donde:

fly) es el factor integrante

!

fy) | Mixydx + Nixydy | = 0

dy + Pxlydx = Q(x)y"dx

Entero

dy + Pixjydx = Q(x)y"dx

dy

— + Pxly = Qx

& Plxly = Qx)

Ec. diferencial de primer orden

Solucién:

y(x) = e ~ PRI [ oPXIAX iy 4 ¢ |

EL FACTOR INTEN-
GRANTE ES FUNCION
DExyz

BUSQUESE POR
INSPECCION

]

Figura 4
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dy + Plydx = Qx)y"dx
dy .

—— '+ Py = Q"
™ Py = Q )}'

Ec. dif. de Bernoulli

Solucién:

[‘f—‘i + Py = 0<x>y"] v

y=n ‘f—‘i + Pyt = Q). ()

Haciendo un cambio de variable

1-n

v=y

dy
= (1 —ny 7 —/—
( % &

Sustituyendo en (1)
1
n-1

& - m = - n o

%’— + Pxyv = Qx)

Si:

Pyx) = (1 -n)Px
Q; x) = (1 — n) Qly)

Entonces:
—Z-;:— + Py (v = O1(x)
y) = o~ Palxldx {expl(X)dX Qx)dx + C}

oY) = vl

dy + Pxjydx = Qx)y "dx
dy _

—_— + = Q)"
" Px)y (x)

Ec. dif. de Bernoulli

Solucién:

[—Z—XV— + Py = O(x)y‘"] o

y"‘f—‘f( + By = Qi ... (1)

Haciendo un cambio de variable
v = yn+1
dv
— =(n+ 1y —
& ( %

Sustituyendo en (1)
1 dv
— + Plx)v = Qix
n+1 dx i wl »

% + @+ 1) Pxv = (o + 1) Plx)
Si:

Py (x) = (n +1) P
Q) = (0 +1)QK

Entonces:

d

P = Q)

dx

vx) = e~ '\Patdx {e“’ 1®IAX 0, dx + c}

Sy = vt

Figura 5




£1(x), fz(X), e fn + 100 = ?

Son Constantes Son variables
(:H Ny I
dnY dn+1Y dy dry dn-ly
dx” + 4 dx?+1 +/"."+ an -dX + 3a,,1Y= Rix) s + PI(X)dxn" 4.+

Ec. diferencial lineal ordinaria no homogénea concoefi-
cientes constantes, de orden n

Solucién: Y(x) = ¥, + Yma

a) Encuentre la solucién de la ec. homogénea \(y,,). Use
el método de la ec. auxiliar o caracteristica:

dary dr+ly

e + 8 prs) +..+a,,,y=0
dn dn+1

(dx” + aldx"” +..4 a,,H) y=0

PP + 2, PP*1 4+ 4+a,,, =0

Ec. auxiliar o caracteristica resolviendo esta ecuacién
algebraica obtenemos n raices o soluciones.

P1, ’2, P3, ceny ’n-—l' Pn

!

£,) %‘:— + £ 100Y= Ri)

Ec. diferencial lineal con coe-
ficientes variables no homo-
génea de orden “n”

Solucién:[4,10,12}

Se puede utilizar cualquiera
de los siguientes métodos
1) Series de potencia

2) De Frobenius

3) Otros

Este tipo de Ec. dijetencial
puede derivar eh aiguso de
los tipos mas usuales en la fi-
sica matemaética:

¢Cémo son esta raices? P-a+iB

1=1

m raices son complejas e iguales del tipo °

Y(x)= e E x'=1 [Acosfix + B, sen )

\

jm] jm1l iml

| m raices son reales I taices son reales m rafces son compiejas y diferen-
y diferentes e iguales tesdel tipo P; = a; + if;

W) = I G o™ || ¥oo=e™ Tox | Ye= Fo™¥ acosfix + fommnt [

Figura 6
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b) ENCUENTRE LA SOLUCION DE LA INHOMOGENEA
(Vinn) USANDO CUALQUIERA DE LOS METODOS
SIGUIENTES[2,3 y 12]

i) Coeficientes indeterminados
ii) Operador inverso
1ii) Variacién de pardmetros

Ec. DIFERENCIAL DE BESSEL SOLUCION
d? d
2 S T (2 - 0By = 0 Y(H) = Cup) + Co(M)
dx dx
EC. DIFERENCIAL DE LEGENDRE SOLUCION

2 d% dy
(1-x )F —2x—dx +nn+1y=0 Y(x) = C; Pyix) + C,
be

Qnlx)

-

EC. DIFERENCIAL DE CAUCHY O DE EULER

d%y d
AR A A by = Sx)
dx? dx
Solucién:
Haciendo un cambio de variable x = e*

d2

Tt —1)—t—+by S’

Figura 7
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IV. CONCLUSIONES

El diagrama de flujo no debe interpre-
tarse como un sustituto de] esfuerzo de en-
tender el rigor matematico que estructura
a la teoria de las ecuaciones diferenciales,

Sino como un instrumento auxiliar para in-
ducir al raciocinio a seguir una ruta en la
clasificacién y solucién de las EDs, asf co-
mo también para tener un panorama gene-
ral de las técnicas analiticas de solucion de
las ecuaciones diferenciales.
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