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El Problema de los Siete Puentes
de Konigsberg:

Leonhard Euler y la Teoria
de Grafos

esumen

Sc analiza la soluciOn propuesta por Euler al problema de los siete puentes de Konigsberg, publicada en su
famoso articulo "Solutio Problematis ad Geometriam Situs Pertinentis".

Abstract Following the ideas developed by Euler in his famous work "Solutio Problematis ad
Geometriam Situs Pertinentis", we describe and study the solution posed by Euler to the problem of the
seven Konigsberg bridges.

Podria muy bien ser que Los conceptos mas basicos de la teoria de grafos --una de las areas
mas desarrolladas de Las Ilamadas matematicas discretas— fueron inicialmente establecidos
pot Leonhard Euler en su conocido articulo titulado "Solutio Problematis ad Geometriam
Situs Pertinentis "(La soluciOn de un problema relacionado con la geometria de la posicion).
(Ver [3]. Existen traducciones al ingles de este trabajo, publicadas en [1] y [4].) A este respecto,
en [1], Norman L. Biggs, E. Keith Lloyd y Robin J. Wilson comentan:

"Los origenes de la teoria de grafos son modestos, casi frivolos. Mientras que varias
ramas de las matematicas fueron motivadas por problemas fundamentales de calculo,
movimiento y mediciones, los problemas que condujeron al desarrollo de la teoria de
grafos heron frecuentemente an poco mas que puzzles (rompecabezas), disefiados
para poner a prueba la ingenuidad mas que para estimular la imaginaci6n. Pero a pesar
de la aparente trivialidad de tales puzzles, ellos cautivaron el interes de matematicos,
con el resultado que la teoria de grafos ha Ilegado a ser un tema rico en resultados
teOricos de una sorprendente variedad y profundidad".

Efectivamente, existe alguna justificaciOn para aseverar que los grafos y la teoria de los
grafos podrian haberse originado en Europa durante la primera mitad del siglo XVIII. En
ese entonces, Leonhard Euler estudie y resolvio el problema conocido pot el nombre de
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"los siete puentes de KOnigsberg", publicando tal soluciOn en el articulo mencionado
anteriormente.

Konigsberg era el nombre de una ciudad en Prusia del Este, la cual es atravesada pot
un rio, el rio Preget. (Kaliningrado es el nombre actual de la ciudad). El rio Preget fluye
a traves de la ciudad dividiendola en cuatro areas. En ese entonces, siete puentes
conectaban estas diferentes areas.

Se cuenta que los habitantes de KOnigsberg se entretenian tratando de encontrar una
ruta alrededor de la ciudad que recorriese los siete puentes de Konigsberg, sin pasar por
algan puente mas de una vez. Dado que estos intentos habian resultado infructuosos,
varios de los habitantes de KOnigsberg creian que esta ruta no existia.

En el alio 1736, Leonhard Euler, uno de los matematicos de primera linea de su epoca,
publicO un articulo en el cual no solo solucionaba este problema particular, sino que
ademas proporcionaba un metodo general para resolver otros problemas del mismo tipo.
En palabras de Euler [3]:

"... (de este problema particular) yo he formulado el problema general: cualquiera
sea el arreglo y divisiOn del rio en minas, y sin importar cuantos puentes hay ouede
uno determinar si es o no posible cruzar cada puente exactamente una vez? Mientras
nuestro interes sea el problema de los siete puentes de Konigsberg, este puede ser
resuelto construyendo una lista exhaustiva de todas las rutas posibles para luego
determinar si alguna de las rutas satisface las condiciones del problema. Debido al
ruirnero de posibilidades, este metodo de soluciOn seria demasiado dificil y laborioso
y en otros problemas con mas puentes seria imposible ..."

Como una primera simplificaciOn, Euler utiliza tetras marisculas para denotar a las
regiones en las que el rio divide a la ciudad. A su vez, designa con tetras minUsculas a
los puentes. Vet en la Figura 1, el diagrama del rio Preget, las areas en las que se divide
la ciudad de Konigsberg, y los puentes que comunican estas regiones.

Figura 1
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Mas adelante, Euler afirma:

"Todo ml metodo se basa en una conveniente y particular manera con la cual se puede
representar el cruce de un puente ... Si un paseante va de A a B sobre el puente a o b,
yo escribo AB ..."

Euler logra asi representar una ruta mediante una sucesi6n de letras. Por ejemplo, ABDC
representa a la ruta que va de A a B, de B a D, y de D a C, atravesando tres puentes. Es
inmediato que si la ruta deseada existe, entonces su representaci6n debe consistir de 8
letras (ya que cada uno de los siete puentes debe cruzarse exactamente una vez).

A continuaciOn, Euler observa que si el mimero in de puentes que conducen al area

A es impar, entonces A debe aparecer	 veces en la representacion correspondiente a
2

la ruta buscada. Luego, Euler concluye:

"En el caso de los puentes de Konigsberg por tanto, debe haber tres ocurrencias de
La letra A en la representacien de la ruta, dado que cinco puentes (a, b, c, d, e)conducen
al area A. Luego, dado quetres puentes conducen a B, la letra B debe ocurrir dos veces;
similannente, D debe ocurrir dos veces y C tambien. Asi en una serie de 8 letras

representando el recorrido de los siete puentes, la letra A debe ocurrir 3 veces, y las
letras B, C, y D dos veces cada una —pero esto no puede suceder en una sucesiOn de

8 letras. Sigue de esto que tal travesia no puede ser tomada a lo largo de los siete
puentes de Konigsberg".

En los siguientes parrafos de su articulo, Euler se detiene a examinar la situaci6n mas

general cuando el ntimero de puentes que inciden en alguna de las areas es par. En primer

lugar, el generaliza su observacion referente al numero de ocurrencias de una letra en la

representacien de la ruta buscada.
•

"... Asi, en general, si el namero de puentes (que conducen a A) es par, entonces el

ntimero de ocurrencias de A sera la mitad de este Munero si k travesia no se inicia en

A, y el ruimero de ocurrencias sera en una unidad mayor que la mitad del rthmero de

puentes si la travesia se inicia en A".

En este momento, Euler se apresta a establecer una regla para el caso general, la cual sera

utilizada para determinar si puede o no existir un arreglo de letras que represente a la ruta

buscada.

"Dado que en cualquier travesia, uno puede partir desde una sola area, defin ire para

cada area A, el nianero de ocurrencias de la letra A como igual a la mitad del mamero

de puentes (que conducen a A) mas uno, si este Minter° de puentes es impar, y Si este

Milner° de puentes es par, como igual a la mitad de este nomero".

Denotemos por n(A) al Minter° de ocurrencias de la letra A, segfin la definiciOn dada por

Euler. Sea p(A) el numero de puentes que conducen al area A. Entonces, la anterior

definiciOn puede formularse como sigue.
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p(A)+ I

2

p(A)

2

sip(A) es inipar

sip(A) es par

n(a) = n

Conviene definir la suma de Euler de la configuracion de aguas y puentes que se este
considerando (asi llama Euler a estas configuraciones) como la suma de los nameros de
ocurrencias de todas las areas de la configuraciOn. Es decir, Si E denota a la suma de Euler
de una configuraciOn, entonces

E = E n(A)
A

Antes de enunciar y probar la regla encontrada por Euler, necesitamos del siguiente lema,
cuya demostraci6n se basa enteramente en las observaciones hechas pot Euler con
respect° at namero de ocurrencias de una tetra en la representacien de la ruta buscada.

Lema. Dada una configuraciOn de aguas y puentes, supongamos que existe una ruta R
que recorre todos los puentes de la configuraciOn, cada uno exactamente una vez.

I. Si a cada regi6n Ilega un minter° par de puentes, entonces la ruta R se inicia y termina
en la misma region.

II. Si existe una region a la que Ilegan un flamer° impar de puentes, entonces hay
exactamente dos de estas regiones, y R se inicia en una de ellas y termina en la otra.

Demostracion. Para demostrar I, supongamos que el Milner° de puentes que conducen
a cada region es par. Basta observar que si la ruta R se inicia en una region A pero no
tennina en A, entonces el minter° de puentes que conducen a A debe ser impar. De aqui
sigue el resultado.

Para demostrar II, observemos que si una letra no es ni inicial ni final en la
representacion de R, entonces el Fulmer° de puentes que conducen a la regi6n respectiva

deber ser par. Por tanto, si existe una regiOn A en la configuracion a la que Ilegan un
Minter° impar de puentes, entonces la ruta R comienza en A o termina en A. Pot otro lado,

si la representaciOn de R comienza y termina en la misma tetra, entonces el raiment de
puentes que conducen a tal regi6n debe set par. Esto forzosamente implica que si existe
una region a la cual Ilegan un !tamer° impar de puentes, entonces existen exactamente
dos regiones en la configuracien a las cuales Ilegan un Mayer° impar de puentes, siendo
una de estas regiones la inicial y la otra la final de la ruta R. Q. E. D.

La siguiente propiedad, enunciada y demostrada por Euler en [3], es usualmente
conocida como "el primer teorema de la teoria de grafos". Esta propiedad fundamental
nos sera de gran utilidad en to que sigue.

Teorem a Fundamental (de Euler). En una configuracion de aguas y puentes, denotemos
por P al nomero total de puentes de la configuraciOn. Entonces



E n(A) = P +
2

A
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E p(A) = 2P
A

Demostracion. Cada puente esta contado exactamente dos veces en la sumatoria anterior.
Q. E. D.

Corolario. En una configuraciOn de aguas y puentes, sea h el numero de regiones a las
cuales llega un numero impar de puentes. Entonces

Demostracion.

E n(A) =EfSp	 E P(A) + I  _ p h

A	 A	 A
2 	 2

P(A) Par	 p(A) mpar

Q.E.D.

Observar que de este corolario se concluye que el ?turner° h debe ser par. Esta conclusion,
ahora parte del folklore de la teoria de grafos, tambien fue descubierta y probada por Euler
en [3].

Ahora ya estamos preparados para presentar y demostrar la regla encontrada por
Euler, la cual permite decidir cuando la ruta buscada existe y cual es la naturaleza de tal
rut a.

Teorema de Euler. Dada una configuracion de aguas y puentes, supongamos que existe
una ruta R que recorre cada uno de los puentes exactamente una vez. Entonces, y solo
entonces, una de las siguientes proposiciones es verdadera.

I. La suma de Euler E de la configuracion es igual al numero total de puentes.
ii. La suma de Euler E de la configuracion es igual al niunero total de puentes mas uno.

En el caso i, a cada regi6n llega un nUmero par de puentes y la ruta R comienza y term ina

en una misma regi6n. En el caso ii, existen exactamente dos regiones hacia las que llegan
un flamer° impar de puentes, debiendo la ruta R comenzar en una de estas regiones y

terminar en la otra.

Demostracien Supongamos que para una configuracion de aguas y puentes dada,
existe una ruta R que recorre cada uno de los puentes exactamente una vez. Denotemos
por E a la suma de Euler de la configuraci6n dada y denotemos por P al ndmero total de
puentes que existen en la configuracion. Si a cada una de las regiones Ilega un namero
par de puentes, entonces, el corolario implica que

E = P.
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Pore! contrario, si existe una regi6n a la cual Ilega un numero impar de puentes, entonces
el lema implica que hay exactamente dos de estas regiones. Aplicando el corolario, se
obtiene

E= P + 1.

Antes de probar que la condiciOn "10 ii" es suficiente para la existencia de la ruta buscada,
debemos comentar que Euler no dio demostraciOn alguna de esta suficiencia. En el Ultimo
parrafo de [3] el escribe:

"Cuando se ha determinado que tal travesia puede ser hecha, urio todavia tiene que
encontrar como debiera realizarse. Para esto, yo uso la siguiente regla: rnentalmente
remueva los pares de puentes que condueen de un area' a otra, reduciendo asi
cons iderablemente el ruhnero de puentes; entonces, es una tarea facil construir la ruta
requerida a traves de los restantes puentes,ty: los puentes removidos no alteraran
significativamente la ruta encontrada, como llegara a set claro despues de pensarlo
un poco. Por tanto, no creo que tenga algtin valor dar mayores detalles concemientes
a cOmo encontrar estas rutas".

A continuaciOn, probamos la suficiendia de la cohdliciOn'i o ii" del Teorema de Euler,
con an argumento qUe sigue la intenci6n subyacente en eke ultimo Comentario.

En primer lugar, supongamos que i es verdadera: Entonces; del corolario se obtiene
que a cada region Ilegan un mimero par de puentei. Sea A una regi6n de la corifiguracion.
Construyamos una ruta R t que parta de A y que; abandonandO A, retome a A. Para tal
efecto, procedemos como sigue. Una vez que salinco .s'Cle A, y cada vez que alcanzamos
una regiOn X # A, continuamos nuestra ruta abandoriando It region X poi alguno de los
puentes no utilizados que conducen a X (la existencia d tat puente esta garantizada,
porque el numero de puentes que conducen a res par). Consecuentemente, la ruta R1

debe alguna vez retomar a A. Removamos mentalmenie los Puentes lecorridos pot la ruta
R I y observemos que la configuraciOn asi obtenida satisfade la condicien i. De estas
observaciones puede concluirse que es posible construir una familia R I , R2 , , 14 de rutas
cerradas, que no comparten puente alguno en comim y que contienen a todos los puentes
de la configuraciOn inicial. Notemos que si dos rutas R 1 y R3 de este tipo pasan pot una
region coman, entonces uno facilmente puede construir una ruta dompuesta de R1 y R, la
que recorre todos los puentes cubiertos pot R, y12, sin pasar dos veces por un mismo
puente. (Vet un ejemplo en la Figura 2.) Componiericle• en forma conveniente las rutas

R I , R2 , , Rk se obtiene la ruta buscada.
En segundo lugar, supongamos que ii es verdadera. Entonces, del corolario se obtiene

que hay exactamente dos regiones hacia Las cuales Ilegan un mimero impar de puentes.
Mentalmente construyamos an nuevo puente T entre estas dos regiones. Entonces, la

nueva configuraciOn de aguas y puentes asi formada satisface I. Sea R una ruta que recorra
todos los puentes de la nueva configuracion y que pase exactamente una vez pot cada

puente. A partir de R, podemos construir una ruta que recorra la nueva configuracien

de tal modo que el Ultimo puente que 12 1 atraviese sea T. Esta ruta R' recorrida en la
configuracion inicial (sin el puente 7) satisface las condiciones requeridas. Q. E. D.



Ruta compuesta por R, y R,
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Figura 2

Para finalizar, leamos el parrafo con el cual Euler inicia la exposicion de su trabajo [3]:

"Agregada a esa rarna de la geometria que se relaciona con magnitudes, la cual siempre
ha recibido la mayor atenciOn, existe otra rama, casi desconocida anteriormente, la cual
Leibniz menciono primer°, llamandola geometria de la posiciOn. A esta rama (de la
geometria) le concieme solo la posicion y sus propiedades; no esta relacionada con
mediciones, ni se realizan calculos con ellas. No se ha determinado todavia en forma
satisfactoria, que clase de problemas son relevantes a esta geometria de posici6n, o que
metodos deberian ser usados pan resolver tales problemas. Por esto, cuando se menciono
un problema que parecia geometrico pero que no requeria la mediciOu de distancias ni
tampoco ayudaban los calculos en absofuto, yo no tuve dudas de que este problema estaba
relacionado con la geometria de la posicion —especialmente porque su soluciOn envolvia
solo posiciones, y ningun calculo fue de alguna utilidad. Por tanto, he decidido dar aqui
el metodo que he encontrado para resolver esta clase de problenias, como un ejemplo de
la geometria de la posician".

A mi parecer, este Ultimo parafo muestra la extraordinaria vision de Euler, quien logra
descubrir, en lo aparentemente trivial, los signos de nuevas formas del pensamiento. En
nuestro lenguaje contemporaneo, se diria que Euler certeramente model() el problema de
los siete puentes de Konigsberg, logrando asi establecer algunas de las propiedades mas
basicas de la emergente teoria. Desde esta perspectiva, Euler tambien ilumina el quehacer
de los matematicos de hoy; en particular, de aquellos que aceptan el desafio de avanzar
en areas aim no desarrolladas del vasto conocimiento maternatico.

Comentarios del Autor:

1. Existe una traduccion al espariol de la referencia1 .41 publicada por Ediciones Grijalbo,

S.A., Barcelona-Mexico D.F. (1969).bajo el titulo "El Mundo de Las Matematicas".
Es interesante leer el comentario que aparece al final del Capitulo 4 del Volumen 4
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de esta obra. En el se discute brevemente la condicion tacita de conexidad que debe
tener el sistema de aguas y puentes, pan garantizar la existencia de Las rutas
estudiadas.

2. En [2] puede encontrarse la teoria de "aguas y puentes" de Euler desarrollada
utilizando el lenguaje actual de la teoria de grafos. (Ver Seed& 2.3).

3. Este trabajo esta dedicado a los estudiantes del Instituto de Matematicas de la
Universidad Catolica de Valparaiso, con ocasion de la Primera Semana de la Carrera
de Matematicas, realizada el afio 1995.
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