1 « abril de 2021

* num.

o s

Educacion Matematica vol 33

U Interacciones entre proposiciones condicionales y sistemas matematicos de simbolos en una tarea matematica

Version electronica ISSN: 2448-8089

Educacion
Matematica

México ¢ vol. 33 « num. 1e abril de 2021

Incidencia de los paradigmas didacticos sobre la investigacion didactica y la practica docente
Josep Gascon y Pedro Nicolds. Espana

Covariacion logaritmico-exponencial en futuros profesores de matematicas.
Un estudio de caso

Manuel Trejo Martinez, Marcela Ferrari Escold,
Gustavo Martinez Sierra. México
Conocimiento del profesor de secundaria de la practica matematica
en clases de geometria

Diana Zakaryan, Leticia Sosa. Chile-México

Una leccion sobre el teorema de Thales, vista desde el conocimiento
especializado del profesor

Nuria Climen{ Gonzalo Espinoza-Vdsquez José Carrillo, Carolina Henriquez-Rivas,
Rodrigo Ponce. Chile-Espana

Desarrollo de razonamiento algebraico elemental a través de patrones y
secuencias numeéricas y geomeétricas

José Luis Bautista-Pérez, Martha Hilda Bustamante-Rosario, Tulio Amaya De Armas. Colombia-Chil
Hacia una caracterizacion del dlgebra temprana a partir del analisis de los
curriculos contemporaneos de Educacion Infantil y Primaria

Nataly Pincheira Hauck, Angel Alsina. Espana

Construccion de espacios muestrales asociados a distintos tipos de sucesos:

un estudio exploratorio con estudiantes de Educacion Primaria

Luis Armando Herndndez-Solis, Carmen Batanero, Maria M. Gea,

Rocio Alvarez-Arroyo. Espaia-Costa Rica

Conocimientos geométricos como respuesta a un problema espacial en el desarrollo
de un recorrido de estudio e investigacion

Carlos Rojas Sudrez y Tomds Angel Sierra Delgado. Colombia-Espana

Estrategias cognitivas ejecutadas en la resolucion de problemas matemdticos en una prueba
de admision a la educacion superior

Randall Blanco-Benamburg, Katherine Palma-Picado, Tania Elena Moreira-Mora. Costa Rica

Eduardo Mario Lacues Apud, Leonora Diaz Moreno, Juan Antonio Huertas. Uruguay-Chile-Espana

Doctor José Carrillo Yafez: homenaje postumo a su legado de trabajo colaborativo y conformacion de equipos
de investigacion

Dinazar Escudero-Avila, Eric Flores-Medrano




Avenilde Romo Vdzquez

Editora en Jefe

Centro de Investigacion en Ciencia Aplicada y
Tecnologia Avanzada (CICATA), Instituto Politécnico
Nacional, México aromov@ipn.mx

Luis Manuel Aguayo

Editor Asociado

Universidad Pedagdgica Nacional Unidad Zacatecas, México
|_aguo@yahoo.com.mx,

Mario Sanchez Aguilar

Editor Asociado

Centro de Investigacion en Ciencia Aplicada y Tecnologia
Avanzada (CICATA), Instituto Politécnico Nacional, México
mosanchez@ipn.mx

Consejo editorial

Alicia Avila Storer
Universidad Pedagdgica Nacional, México
aliavi@prodigy.netmx

Josep Gascon
Universidad Autonoma de Barcelona, Espana
gascon@matuab.es

Salvador Llinares Ciscar
Universidad de Alicante, Espana
sllinares@ua.es

Comité
Edelmira Badillo Jiménez
Universidad Autonoma de Barcelona, Espana
edelmira.badillo@uab.cat
Gustavo Barallobres
Universidad de Quebec en Montreal Canadd
barallobres.gustavo@ugam.ca
Analia Bergé
Universidad de Quebec, Canadd
analia_berge@uqar.ca
Claudia Broitman
Universidad Nacional de La Plata, Argentina
claubroi@gmail.com
Leonor Camargo Uribe
Universidad Pedagdgica Nacional, Colombia
Icamargo@pedagogica.edu.co
Ceneida Ferndndez Verdu
Universidad de Alicante, Espana
ceneida.fernandez@ua.es
Dilma Fregona
Universidad Nacional de Cérdoba, Argentina
dilmafregona@gmailcom
Maria Garcia Gonzdlez
Universidad Auténoma de Guerrero, México
mgargonza@gmail.com
Manuel Goizueta
Pontificia Universidad Catdlica de Valparaiso, Chile
mgoizueta@gmail.com
Santiago Inzunza Cdzares
Universidad Autonoma de Sinaloa, México
sinzunza@uas.edu.mx
Rafael Martinez Planell
Universidad de Puerto Rico, Puerto Rico
rmplanell@gmail.com
Paulino Preciado Babb
Universidad de Calgary, Canadd
paulinopreciado@gmail.com

Luis Radford
Université Laurentienne, Canadd
Lradford@nickellaurentian.ca

Maria Trigueros Gaisman

Departamento de Matemdticas, Instituto Tecnolégico Autonomo
de México, México

trigue@itam.mx

editorial

Solange Roa Fuentes

Universidad Industrial de Santander, Colombia
roafuentes@gmail.com

Ana Isabel Sacristan Rock

Centro de Investigacion y de Estudios Avanzados, IPN, México
asacrist@cinvestav.mx

Diana Violeta Solares

Universidad Autonoma de Querétaro, México
violetasolares@yahoo.com.mx

Gloria Sdnchez-Matamoros

Universidad de Sevilla, Espana gsanchezmatamoros@us.es
Ernesto Sdnchez Sdnchez

Centro de Investigacion y de Estudios Avanzados, IPN, México
esanchez@cinvestav.mx

Eric Medrano Flores

Benemérita Universidad Auténoma de Puebla, México
ericfm_0@hotmail.com

Ivonne Twiggy Sandoval

Universidad Pedagdgica Nacional, México
isandoval@upn.mx

Marilena Bittar

Fundag¢ao Universidade Federal de Mato Grosso do Sul, Brasil
marilena.bittar@ufms.br

Jesus Victoria Flores Salazar

Pontificia Universidad Catolica del Pert, Perd
jvflores@pucp.pe

Alex Montecino

Universidad Catdlica Silva Henriquez, Chile
alexmontecino.em@gmail.com

Melissa Andrade-Molina

Pontificia Universidad Catolica de Valparaiso, Chile
melissa.andrade@pucv.cl

Yolanda Chdvez

Gestion de arbitrajes

Rodolfo Méndez

Gestion y operacion

Produccion
Formas e Imagenes, SA. de CV. Diseno y correccién, formaseimagenes@gmail.com

La revista publica articulos de investigacion y ensayos teoricos sobre temas relacionados con la educacion
matematica. EDUCACION MATEMATICA aparece tres veces al afio y es indexada en el Indice de Revistas
Mexicanas de Investigacion Cientifica y Tecnologica del Consejo Nacional de Ciencia y Tecnologia (IRMI-
QYT), del CONACYT, SCOPUS (Elsevier, Bibliographic Databases), ZdM (Zentralbatt fiir Didaktik der Mathe-
matik), MathDi (MathEducDatabase), Latindex, Redalyc (Red de revistas cientificas de América Latina y
el Caribe, Espafa y Portugal), Scientific Electronic Library Online (Sciklo) y Clase (Citas Latinoamericanas
en Ciencias Sociales y Humanidades). Las colaboraciones son recibidas en la plataforma www.autores-
educacion-matematica.com Mantenemos el contacto: revedumat@yahoo.com.mx




J 4

Educacion
Matematica

Sociedad Mexicana
de Investigacion
y Divulgacion
de la Educacién
Matematica, A.C.

Educacion Matematica vol. 33  num. 1 « abril de 2021



© Educacion Matematica, abril de 2021, vol. 33, nim. 1, es una publicacion cuatrimestral editada por la
Sociedad Mexicana de Investigacion y Divulgacion de la Educacion Matematica, A.C,, con domicilio en Guty
Cardenas 121-B, Col. Guadalupe Inn, 01020, Alvaro Obregén, Ciudad de Meéxico, correo electronico
revedumat@yahoo.com.mx.

Editora responsable: Avenilde Romo Vazquez. Reserva de derechos al Uso Exclusivo del Titulo: 04-2015-
10163264600-203, ISSN (web) 2448-8089, ambos otorgados por la Direccién de Reservas de Derechos del
Instituto Nacional del Derecho de Autor.

La presentacion y disposicion en conjunto de cada pagina de Educacion Matematica, vol. 33, nam. 1, abril
de 2021, son propiedad de D.R. © Sociedad Mexicana de Investigacion y Divulgacién de la Educacion
Matematica, A.C.

Diagramacion y correccion de estilo: Formas e Imagenes, S.A. de CV, Av. Universidad 1953, edif. 2, loc. E,
Copilco el Bajo, Coyoacan, 04330, Ciudad de México, formaseimagenes@gmail.com

Fecha de la ultima actualizacion 29 de marzo de 2021.

https://www.revista-educacion-matematica.org.mx



Contenido

Editorial

Avenilde Romo-Vdzquez, Maria Garcia

ARTICULOS DE INVESTIGACION

Incidencia de los paradigmas didacticos sobre la investigacion didactica
y la practica docente

Influence of the didactic paradigms over research in didactics and teaching
Josep Gascon, Pedro Nicolds

Covariacion logaritmico-exponencial en futuros profesores de matematicas.
Un estudio de caso

Logarithmic-exponential covariational in future mathematics teachers. A case study
Manuel Trejo Martinez, Marcela Ferrari Escold, Gustavo Martinez Sierra

Conocimiento del profesor de secundaria de la practica matematica en clases
de geometria

Knowledge of practices in mathematics of a secondary teacher in geometry classes
Diana Zakaryan, Leticia Sosa

Una leccion sobre el teorema de Thales, vista desde el conocimiento
especializado del profesor
A lesson on Thales’ theorem viewed from the specialized teacher's knowledge

41

71

98

Nuria Climent, Gonzalo Espinoza-Vdsquez, José Carrillo, Carolina Henriquez-Rivas, Rodrigo Ponce

Desarrollo de razonamiento algebraico elemental a través de patrones
y secuencias numeéricas y geométricas

Development of elementary algebraic reasoning through numerical and geometric patterns

and sequences
José Luis Bautista-Pérez, Martha Hilda Bustamante-Rosario, Tulio Amaya De Armas

EDUCACION MATEMATICA, VOL. 33, NUM. 1, ABRIL DE 2021

125



Contenido

Hacia una caracterizacion del algebra temprana a partir del analisis de los
curriculos contemporaneos de Educacion Infantil y Primaria

Towards a characterization of early algebra from the analysis of the contemporary
curricula of Early Childhood Education and Primary Education

Nataly Pincheira Hauck, Angel Alsina

Construccion de espacios muestrales asociados a distintos tipos de sucesos:
un estudio exploratorio con estudiantes de Educacion Primaria

Building sample spaces linked to different events: an exploratory study with primary
school students

Luis Armando Herndndez-Solis, Carmen Batanero, Maria M. Gea, Rocio Alvarez-Arroyo

Conocimientos geométricos como respuesta a un problema espacial en el
desarrollo de un recorrido de estudio e investigacion

Geometric knowledge as an answer to a spatial problem via a study and research path
Carlos Rojas Sudrez y Tomds Angel Sierra Delgado

Estrategias cognitivas ejecutadas en la resolucion de problemas matematicos
en una prueba de admision a la educacion superior

Cognitive strategies performed in the resolution of mathematical problems in a test of
admission to higher education

Randall Blanco-Benamburg, Katherine Palma-Picado, Tania Elena Moreira-Mora

Interacciones entre proposiciones condicionales y sistemas matematicos de
simbolos en una tarea matematica

Interactions between conditional propositions and mathematical symbol systems in a
mathematical task

Eduardo Mario Lacues Apud, Leonora Diaz Moreno, Juan Antonio Huertas

IN MEMORIAM

Doctor José Carrillo Yanez: homenaje péstumo a su legado de trabajo colaborativo

y conformacion de equipos de investigacion

Dinazar Escudero-Avila, Eric Flores-Medrano

153

181

208

240

268

296

4 EDUCACION MATEMATICA, VOL. 33, NUM. 1, ABRIL DE 2021



EDITORIAL DOI: 10.24844/EM3301.00

Editorial

El primer nimero de este ano 2021 ofrece una perspectiva plural de los resul-
tados de investigacion en Educacion Matematica en estos tiempos, marcados
por una fuerte crisis sanitaria, que nos ha obligado a emprender una nueva
forma de ensenar. En México, la educacion matematica en la modalidad virtual
se ha producido y mantenido —por mas de un ano— gracias a innumerables
esfuerzos de diferentes actores sociales: estudiantes, padres de familia, profe-
sores y ciudadanos, quienes han convertido mercados, molinos, tortillerias,
pequenos comercios, casas habitacion, calles, montanas y parajes rurales en
aulas. Los ninos y los jovenes, en el mejor de los casos, han hecho de sus
computadoras y celulares una herramienta de comunicacion de saberes, de
técnicas y de lenguajes escolares. Los padres de familia han rememorado sus
trayectorias estudiantiles, releido libros, consultado a amigos y vecinos para
realizar tareas, ejercicios y problemas. Y a pesar, de la tremenda desigualdad
social, muchos profesores de escuelas rurales han generado materiales que
distribuyen a sus estudiantes en sus propias casas, para que puedan seguir
construyendo saberes escolares —y quiza presentes con posibilidades de futuros
multiples—. La radio y la television han generado programas en los que se
presentan y demuestran teoremas, se proponen y resuelven problemas. No se trata
de propuestas didacticas innovadoras, sino de una atenciéon a la urgencia de
la poblacion, que requiere de la educaciéon, como una balsa a la cual asir la
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Editorial

esperanza en el mar de la incertidumbre. Ante este escenario, los educadores
matematicos seguimos disenando propuestas teoricas y didacticas, analizando
los conocimientos de los profesores, produciendo resultados en diferentes niveles
educativos y ofreciendo rutas para continuar la investigacion, como lo refleja
este interesante nuimero. Su publicacién ha sido posible gracias a la Sociedad
Mexicana de Investigacion y Divulgacion de la Educacion Matematica, SOMIDEM
A. C, creada en el ano 2013 por un grupo de educadores matematicos adscritos
a diferentes instituciones de educacion superior y de centros de investigacion,
ubicados en distintas regiones de México. Es decir, surge en la pluralidad, que
la caracteriza desde entonces.

La SOMIDEM ha sufrido diferentes embates, efecto de la crisis sanitaria, pero
se ha mantenido y se propone, mas alla de sobrevivir, crecer y surcar nuevos
horizontes. Es su proposito continuar con la edicién de la Revista Educacion
Matemadtica (REM) y consolidarse como un érgano de mayor influencia a nivel
nacional. Para ello, el Consejo Directivo 2020-2023 invita a los educadores
matematicos mexicanos a ser parte de esta sociedad y conjuntar recursos inte-
lectuales y materiales para ampliar el espacio de comunicacion académica entre
docentes, investigadores y estudiantes de la Educacién Matematica; a promover
la creacion de proyectos de colaboracién cientifica, de discusion y de difusion
de los resultados de sus investigaciones e incidir en la innovacion de la ense-
fanza de las matematicas.

Para cerrar, queremos dedicar unas palabras a la memoria de José Carrillo
Yanez, asiduo autor —coautor de uno de los articulos de este numero-, lector y
colaborador de la REM. Su herencia académica y humana es vasta. Extranaremos
su talento, su gentileza y su gran generosidad.

Avenilde Romo-Vazquez
Editora en jefe

Maria Garcia
Presidenta de la SOMIDEM
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ARTICULOS DE INVESTIGACION DOI: 10.24844/EM3301.01

Incidencia de los paradigmas didacticos sobre
la investigacion didactica y la practica docente

Influence of the didactic paradigms over research in didactics
and teaching

Josep Gascon,! Pedro Nicolas?

Resumen: La tesis que tomamos aqui como punto de partida, puede formular-
se brevemente como sigue: el modelo epistemoldgico de las matematicas
vigente en una institucion didactica condiciona fuertemente las practicas docen-
tes que es posible desarrollar en la misma. Uno de los objetivos de este traba-
jo consiste en clarificar y generalizar esta tesis, mostrando que, mas alla del
modelo epistemoldgico subyacente, son los paradigmas diddcticos los que
permiten explicar las practicas docentes que la institucion lleva a cabo. Para-
lelamente, al ampliar la nocion de teoria diddctica mediante la de praxeologia
de investigacion diddctica, se pone de manifiesto la incidencia del paradigma
didactico que una comunidad cientifica asume sobre el tipo de problemas de
investigacion que privilegia y, en ultima instancia, la importancia del contraste
entre paradigmas para profundizar el dialogo entre teorias didacticas.

Palabras clave: Paradigma diddctico, praxeologia de investigacion diddctica,
prdcticas docentes, fines de la investigacion diddctica, fines de la educacion
matemadatica.

Fecha de recepcion: 29 de mayo de 2020. Fecha de aceptacion: 14 de enero de 2021.

! Campus de la Universidad Auténoma de Barcelona, Departamento de Matemadticas, Facultad de
Ciencias y Biociencias, josepgasconperez@gmail.com, orcid.org/0000-0001-5570-1144.

2 Campus Universitario de Espinardo, Universidad de Murcia, Facultad de Educacion, pedronz@um.es,
Facultad de Educacion 30100 Espinardo (Murcia), orcid.org/0000-0002-6757-9155
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Josep Gascon, Pedro Nicolas

Abstract: Our starting point is the thesis, perhaps already widely accepted,
according to which the epistemological model of mathematics prevailing in a
didactic institution strongly affects the teaching in that institution. One of the
aims of this work is to enlighten and to generalize this thesis. We will suggest
that, rather than just the epistemological model, a complete explanation of
teaching practices taking place in a certain institution should also take into
account what we call didactic paradigms. At the same time, if we enlarge the
notion of theory in didactics by means of the idea of praxeology of research in
didactics, it becomes clear that a didactic paradigm is something that can also
live or be assumed by such a praxeology of research in didactics, and that
affects the kind of research problems considered therein. Therefore, for two
theories in didactics to stablish a connection, it is required to make explicit the
didactic paradigm assumed by each one.

Keywords: Didactic paradigm, praxeology of research in didactics, teaching
practices, ends of research in didactics, ends of mathematics education.

1. INTRODUCCION: HACIA UNA TERCERA ETAPA DEL DIALOGO ENTRE
TEORIAS DIDACTICAS

En 2017, iniciamos un didlogo entre diferentes teorfas o enfoques en didactica de
las matematicas centrado en el presunto caracter normativo de la ciencia didac-
tica (Gascon y Nicolas, 2017). Mas concretamente, esta primera etapa del didlogo’
gir6 en torno a la siguiente cuestion:

¢Hasta qué punto, en qué forma y en qué condiciones, la didactica puede (o inclu-
so debe) proponer juicios valorativos y normativos que proporcionen criterios sobre
como organizar y gestionar los procesos de estudio?

Nuestra respuesta, formulada desde el punto de vista de la TAD, fue inequivoca:
la ciencia didactica no esta legitimada para enunciar resultados de investigacion,

3 Los participantes en esta etapa del dialogo fueron: Guy Brousseau (TSD), Michele Artigue (contraste
entre diversas teorias), Ed Dubinsky (APOS), Maria Trigueros (APOS), Juan D. Godino (EOS), Koeno Gravemei-
jer (Educacion Matematica Realista), Ricardo Cantoral (TSME) y Josep Gascon y Pedro Nicolas (TAD).
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Incidencia de los paradigmas didacticos sobre la investigacion didactica y la practica docente

ni juicios de valor, ni prescripciones normativas de ningun tipo (Gascon y Nico-
14s, 2016/2019a). Esta primera etapa del didlogo dio origen a fuertes debates y
acabo provocando la emergencia de nuevas cuestiones y la consiguiente amplia-
cion de la discusion inicial al mostrar la necesidad de sacar a la luz los postu-
lados o asunciones basicas de las diferentes teorias y su relacion con los fines
que proponen para la investigacion didactica:

¢Cudles son los fines de la investigacion de cada teoria didactica? En otras pala-
bras, écudles son los problemas de investigacién que privilegia y los fenémenos
didacticos que se propone explicar? En relacién con esto, écudles son los resultados
que cada teoria considera admisibles?

En torno a estas cuestiones se ha desarrollado una segunda etapa del dialogo
plasmada en multiples trabajos publicados en For the Learning of Mathematics*
Esta etapa culmino en un curso avanzado presencial organizado por el Centre
de Recerca Matematica (Barcelona) con ocasién del Intensive Research Program
desarrollado entre los dias 3y 14 de junio de 2019.

Entre las cuestiones que han quedado abiertas y que podrian ser tratadas
en una tercera etapa del didlogo, llamamos la atencion sobre las siguientes:

¢Qué postulados fundamentan la investigacion didactica que lleva a cabo una
comunidad cientifica y las practicas docentes que promueve para alcanzar los fines
educativos que, de manera mas o menos implicita, propugna dicha comunidad? Y,
en ultima instancia, {como se relaciona la investigacion didactica que desarrolla una
comunidad cientifica con la practica docente que promueve?

Veremos, en coherencia con los postulados de la TAD, que para responder a
estas cuestiones se requiere, por una parte, integrar la nociéon de teoria didacti-
ca en la de praxeologfa de investigacion (seccion 2)y, sobre todo, profundizary
desarrollar la nocion de paradigma didactico cuyas primeras formulaciones
datan de finales del siglo pasado (secciones 3y ss.). Mostraremos, en definitiva,
que los paradigmas que asume de facto una comunidad de investigadores en
didactica inciden simultdneamente sobre su praxis cientifica y sobre la practica

* Hasta el momento se han publicado los siguientes articulos: S. Lerman (2018); J. Proulx (2018); Maria
G. Bartolini Bussi (2018); B. Davis (2018) A. Oktag, M, Trigueros y A. Romo (2019); J. D. Godino, C. Batanero
y V. Font (2019); S. Staats y L. A. Laster (2019); J. Gascon y P. Nicolas (2019b).
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Josep Gascon, Pedro Nicolas

docente que promueve (seccion 8), constituyendo asi la piedra de toque para
explicar las relaciones entre ambas y para avanzar en el dialogo entre teorias
(seccion 9).

2. UN MODELO GENERAL DE LA ACTIVIDAD CIENTIFICA: LAS
PRAXEOLOGIAS DE INVESTIGACION

Empezaremos enunciando un postulado antropologico que constituye el ntcleo
de la teoria de la actividad humana que propone la teoria antropologica de lo
didactico (TAD) en la que nos situamos: toda actividad humana, asi como los
productos de esta, pueden describirse en términos de praxeologias.

En Chevallard (1999), se describe con todo detalle la estructura y la dindmica de
las praxeologias en el caso particular de la actividad matematico-didactica. Aqui
solo diremos que la génesis, personal o institucional, de una praxeologia reside
en el "bloque de la praxis" [T/t] formado por un tipo de tareas T y una técnica
Trasociada y que su desarrollo requiere de un "bloque tecnolégico-teérico" [6/0)],
también llamado logos, que esta constituido por dos niveles sucesivos, la tecno-
logia B y la teorfa O, de descripcion y justificacion de la praxis. Utilizamos "tec-
no-logia"™ en un sentido proximo al etimoldgico, esto es, como discurso
razonado (logos) sobre la técnica (tékhne). La nocion de "teoria” se interpreta,
en primera instancia, como tecnologia de la tecnologia, esto es, como un discur-
so razonado de segundo nivel. Es importante subrayar que las cuatro nociones
(tipos de tareas, técnicas, tecnologias y teorias) no describen ninguna propiedad
intrinseca de los objetos matematicos, Unicamente hacen referencia a las dife-
rentes funciones que estos pueden desempenar en una actividad. Estas funcio-
nes pueden depender de la institucion® en la cual se lleva a cabo la actividad
(relatividad institucional) e incluso, en una misma institucion, un objeto

> Encontramos un antecedente de este uso en Alexandre Koyré que denomino "tecnologia” a la teoria
de la prdctica'y se preguntd por qué la ciencia griega no desarroll6 tal tecnologia cuya idea, sin embargo,
habia formulado (Koyré, 1961).

% En los trabajos desarrollados en el ambito de la TAD, la nocién de institucion ha sido tratada hasta el
momento como una nocion primitiva. Por su parte, Jesis Mosterin propone la siguiente formulacion: Una
institucion es un conjunto de convenciones o reglas constitutivas que definen y determinan posiciones y
relaciones en un entramado social determinado de un modo convencional. Las convenciones o reglas de
una institucion determinan también derechos y deberes, permisos y prohibiciones, premios y castigos. (Mos-
terin, 2008, p. 92). Consideramos que esta forma de interpretar las instituciones es compatible con el uso
habitual del término en la TAD y que puede servir de punto de partida para precisar dicha nocion
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matematico puede desempenar diferentes funciones, dependiendo de la activi-
dad en la que intervenga. La union, institucional o personal, de un bloque de
praxis y un bloque de logos se llama una praxeologia y se denota [T/1/6/0)].

En cuanto a la dindmica praxeoldgica, hay que decir, en primer lugar, que
los dos bloques, la praxis y el logos, evolucionan conjuntamente. El bloque del
logos condiciona la praxis puesto que acaba determinando las técnicas que
estan justificadas y su ambito de validez, asi como el tipo de tareas que se
pueden abordar con las técnicas disponibles y los resultados que son admisibles.
Ademas, entre las funciones que desempena el discurso tecnolégico figura la
construccion de nuevas técnicas y la articulacion entre ellas. Reciprocamente, el
desarrollo de la praxis va construyendo un corpus de resultados que, a largo
plazo, puede integrarse en el bloque del logos enriqueciéndolo mediante nuevas
nociones y nuevos discursos tecnoldgico-tedricos que surgen para describir,
justificar e interpretar las sucesivas variaciones de las técnicas.

Cuando este postulado, valido para toda actividad humana, se aplica al caso
particular de la actividad cientifica, se obtiene un modelo general de dicha
actividad mediante la nocion de praxeologia de investigacion PI = [Ty/t;/6:/
0,]. Esta nocion pone de manifiesto que, cuando se habla de teorias cientificas
para referirse a diferentes enfoques de investigacion, se comete una sinécdoque
porque se esta designando el todo, la praxeologia de investigacién (PI), por una
de sus partes, el componente tedrico ©; de la misma. Esta ampliacién de la
nocion de ‘teoria cientifica’ el paso de la parte, ©y al todo, PI = [T;/t;/6:/0y],
es coherente con la evolucion actual de la filosofia de la ciencia:

Hasta los anos 70 ha imperado una filosofia del conocimiento cientifico. En las
Ultimas décadas, en cambio, se ha comenzado a desarrollar una filosofia de la
actividad cientifica que, aun siendo complementaria de la epistemologia, comienza
a interesarse por la practica de los cientificos, no sélo por las teorias cientificas.
(Echevarria, 1998, p. 7).

La nocion de PI constituye, en consecuencia, una ampliacion y reconceptuali-
zacion de la nocion de teoria cientifica que pretende modelizar la actividad
cientifica globalmente considerada y, como tal, constituye una alternativa a los
conceptos de paradigma o matriz disciplinar en Kuhn, programa de investigacion

(mediante la explicitacion de las correspondientes convenciones o reglas constitutivas) en el momento que
surjan problemas didacticos que lo requieran.
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en Lakatos, tradicion de investigacion en Laudan (Diez y Ulises Moulines, 2016)
y marco epistémico (Piaget y Garcia, 1981).

En diversos trabajos se ha mostrado que la nocion de PI y, en particular, la
nocion de PI didactica (PID), es un instrumento util para describir la estructura y
el funcionamiento de la actividad cientifica, para unificar el lenguaje y para enmar-
car el didlogo entre diferentes enfoques de investigacion didactica (Artigue, Bosch
y Gascon, 2011a, 2011b; Bosch, Gascon y Trigueros, 2017)

Una PID y, en general toda PI = [T1/1,/6,/0;], esta constituida por la union
de una praxis cientifica [Ty/ty] y un logos cientifico [8,/04]. El bloque del logos
cientifico contiene un conjunto de postulados que fijan el tipo de entidades y
procesos que forman parte de los componentes de las PID, 1as relaciones entre
ellos y los criterios para describir y justificar la praxis cientifica. El bloque de la
praxis contiene los tipos de problemas cientificos que se estudian y las técnicas
o metodologias de investigacion que se utilizan para estudiarlos. En cuanto a
la dinamica de una PID, como en todas las praxeologias, los dos bloques evo-
lucionan conjuntamente. El bloque del logos condiciona la praxis puesto que
acabara determinando qué fenémenos didacticos (Artigue, Bosch y Gascon,
2011a) se estudiaran, qué se considerard un problema didactico y el tipo de
resultados de investigacion que se aceptaran. En particular, el logos proporciona
una heuristica positiva (Lakatos, 1981), esto es, un conjunto de orientaciones
sobre las lineas de investigacion que deben seguirse prioritariamente Recipro-
camente, el desarrollo de la praxis de una PID va construyendo un corpus de
resultados que, a largo plazo, enriquece la propia metodologia de investigacion
con nuevos metodos de andlisis y va anadiendo al bloque tecnoldgico-tedrico
nuevas entidades, nuevas relaciones entre ellas y nuevos tipos de fenémenos
que hacen evolucionar las asunciones basicas de la PID.

Un ejemplo del enriquecimiento de la metodologia de investigacion didacti-
ca originado por el desarrollo de la praxis cientifica lo encontramos, en el caso

7 Con objetivos similares, Luis Radford ha propuesto un espacio conceptual y un metalenguaje para
describir las diferentes teorias en Educaciéon Matematica y caracterizar los diferentes tipos de conexiones
entre ellas. Asi, asocia a cada teoria un trio de componentes (P, M, Q), donde P es un sistema de principios
bdsicos, M una melodologia que incluye técnicas de seleccion e interpretacion de "datos" y Q un conjunto
de problemas o cuestiones de investigacién paradigmadticas (Radford, 2008). Mas alla de las posibles rela-
ciones estructurales que, sin duda, pueden establecerse entre P, My Q por un lado y los componentes de
una PID por otro, seria interesante analizar los instrumentos que proporciona cada una de estas ampliacio-
nes de la nocion clasica de "teoria cientifica" para dar cuenta de la prdctica de las comunidades de investi-
gacion didactica.
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de la TAD, en la emergencia de la nocion de modelo epistemologico de referen-
cia (MER). Como consecuencia del desarrollo de dicha nocién han surgido
nuevas entidades y nuevos tipos de fendmenos que han enriquecido el logos
de la TAD, considerada como PID?® En efecto, cuando la teoria de la transposicion
didactica (Chevallard, 1985) puso en evidencia la relatividad institucional del
saber matematico, la didactica tuvo que integrarlo como parte de su objeto de
estudio y asumir explicitamente la responsabilidad de analizar los modelos
epistemologicos del saber matematico que estan vigentes en las instituciones
que intervienen en los procesos de transposicion. Para llevar a cabo dicho ana-
lisis es preciso construir modelos epistemologicos especificos o locales, compa-
tibles con un modelo epistemologico general o global, de los diferentes ambitos
de la actividad matematica, a fin de tomarlos como sistemas de referencia utiles
para analizar los modelos dominantes o vigentes en las diferentes instituciones:

Toute recherche en didactique qui se propose d'étudier les phénomenes relatifs a
un domaine des mathématiques (par exemple l'algebre élémentaire), et dans une
institution didactique donnée, ne devrait pas assumer tel quel le modele implicite
prévalant dans linstitution, mais devrait le prendre en compte en tant qu'objet
d'étude, cest-a-dire comme faisant partie des faits didactiques qui constituent la base
"empirique" de la recherche. Pour cela, le chercheur a besoin d'un "point de vue'
particulier, cest-a-dire d'un modele alternatif du domaine d'activité mathématique
enseigné qui lui serve de cadre de référence pour interpréter le modele dominant
dans linstitution qu'il étudie. Or, tout modele local utilisé pour étudier un domaine
particulier des mathématiques enseignées va prendre sa place dans un modele
global de l'activité mathématique qui restera, selon les cas, plus ou moins explicité
par le chercheur. (Gascén, 1994-95, p. 44)

A los citados "modelos alternativos’, que presentan un caracter relativo y provi-
sional, y cuya construccion es responsabilidad de la didactica, se les asigno
desde el principio una funcién fenomenotécnica:

8 Si bien es cierto que, como afirma uno de los revisores de este trabajo, "les praxéologies de recherche
que nourrit la TAD, héritieres de cette histoire, sont bien plus diverses dans leurs problématiques et leurs
méthodologies', en este trabajo identificamos la TAD con una PID relativamente bien definida cuyo logos y
cuya praxis cientifica hemos intentado caracterizar en (Gascon y Nicolas, 2016/2019a y 2019b).
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[.] en la interpretacién —e incluso en la mera formulacion— de los fenémenos didac-
ticos, [..] es imprescindible la utilizacion de un modelo especifico de la forma como
se generan y se desarrollan los conocimientos matemadticos involucrados en dichos
fenémenos. (Gascén 1993, p. 302)

Toda PID asume en el logos y utiliza en la praxis, de manera mas o menos
explicita, un modelo epistemoldgico de los conocimientos en juego. De hecho,
en (Gascon, 2003) hemos caracterizado las PID que se situan en el Programa
Epistemoldgico de Investigacion Diddctica como aquellas que explicitan los MER
que inevitablemente utilizan para formular los problemas didacticos que abordan.

This is precisely the originality of the Epistemological Program in the didactics of
mathematics. It opens a new way of access to the study of the didactic phenomena
through the explicit modelization of the taught mathematical knowledge (Gascon,
2003, p. 50).

Es precisamente esta toma de conciencia de los MER que emplea una comunidad
didactica lo que permite: (a) utilizarlos como hipotesis provisionales en lugar de
considerarlos como postulados inamovibles; y (b) disponer de un sistema de refe-
rencia para contrastarlo con el modelo epistemologico vigente (MEV)’ en cada
una de las instituciones que forman parte de su objeto de estudio. Asi, los MER
se constituyen como instrumentos de emancipacion epistemologica de la comu-
nidad didactica (Gascon, 2014).

Junto a la asuncion de un modelo epistemoldgico concreto de los conocimien-
tos en juego, el logos de una PID tiende a privilegiar ciertos fines educativos que
se formulan con las nociones y los términos que proporciona dicho modelo, al
tiempo que propone unos medios didacticos, entendidos como practicas docen-
tes o estrategias didacticas, supuestamente Utiles para alcanzar dichos fines. En
consecuencia, en su praxis cientifica, la comunidad de investigadores que tra-
baja en el ambito de una PID suele formular problemas de investigacion uti-
lizando los términos que proporciona el modelo epistemoldgico subyacente y
haciendo referencia a los citados fines y medios. Es en este punto en el que
surge la nocion de paradigma didactico que analizaremos con detalle en las
proximas secciones.

° En trabajos anteriores hemos denominado modelo epistemologico dominante (MED) al que aqui
denominamos modelo epistemoldgico vigente (MEV) en una institucién docente.
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3. ORIGEN Y DESARROLLO DE LA NOCION DE PARADIGMA DIDACTICO

Las primeras formulaciones de la nocién de paradigma didactico datan de
(Gascon, 1992, 1994). Posteriormente, la nocion de paradigma didactico se fun-
dament6 epistemologicamente mediante una reconstruccion racional, en el
sentido de (Lakatos, 1971), de la evolucion histérica del problema epistemolo-
gico (de las matematicas) y la caracterizacion de tres tipos de modelos epis-
temoldgicos: euclideanistas, cuasiempiristas y constructivistas que constituyen
esquematizaciones de las respuestas historicas a las sucesivas formulaciones
de dicho problema. Cada uno de estos tipos de modelos epistemoldgicos sus-
tenta un tipo de "'modelos docentes" o "paradigmas (didacticos) ideales". En
particular, el paradigma teoricista se sustenta en una epistemologia euclidea-
nista; el paradigma modernista en una epistemologia cuasi empirista, y el para-
digma de la modelizacion matematica en cierta version de la epistemologia
constructivista (Gascon, 2001).

Los paradigmas didacticos y los modelos epistemoldgicos citados son cons-
trucciones tedricas, formas ideales, que nunca han existido en estado puro en
alguna institucion. Unos y otros tienen una funcion metodologica, heuristica, se
utilizan para ser contrastados con la realidad empirica. Sus rasgos definitorios
pueden estar o no presentes en una institucion docente (en un periodo histori-
co concreto) pero los paradigmas y los modelos epistemologicos vigentes efec-
tivamente en la contingencia institucional, presentan siempre un caracter mixto
formado por rasgos de las diferentes formas ideales, son mestizos.

La tesis de (Gascon, 2001), que tomamos aqui como punto de partida, pue-
de formularse brevemente como sigue: el modelo epistemologico de las mate-
madticas dominante (o vigente) en una institucion diddctica condiciona
fuertemente las prdcticas docentes que es posible desarrollar en la misma. Uno
de los objetivos de este trabajo consiste en clarificar y generalizar la tesis ante-
rior mostrando que, mas alla del modelo epistemologico subyacente, son los
paradigmas didacticos globalmente considerados los que permiten explicar las
practicas docentes —las acciones didacticas— que la instituciéon lleva a cabo o
que una PID propugna, asi como el tipo de problemas didacticos que la institu-
cion considera relevantes o que una PID privilegia como problemas de investi-
gacion didactica.
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4. PARADIGMA DIDACTICO VIGENTE EN UNA INSTITUCION Y
PARADIGMAS DIDACTICOS DE REFERENCIA CONSTRUIDOS POR UNA
PRAXEOLOGIA DE INVESTIGACION DIDACTICA

La nueva version que proponemos de la nocion de paradigma didactico fue
presentada en Gascon y Nicolas (2018), y depende esencialmente: (a) de los
fines educativos que propugna; y (b) del modelo epistemoldgico en el que
se sustenta.

(a) En cuanto a los fines educativos'® hemos de distinguir entre los fines
que, de manera mas o menos explicita, persigue una institucion docente, que
podriamos denominar fines educativos vigentes (Fy) en dicha institucion, y los
fines que una PID (como, por ejemplo, la TAD) utiliza como fines educativos de
referencia (Fg). Unos y otros se sittian en la "esfera de los valores" (Weber,
1917/2010), caen fuera de la "esfera del conocimiento" y, en consecuencia, no
pueden ser establecidos racionalmente.

Los Fv en una institucion escolar quedan plasmados parcialmente en los
documentos curriculares y pueden rastrearse en multiples expresiones sociales
y culturales formando parte de lo que Isaiah Berlin denominaba "ideas genera-
les" de una sociedad, esto es, creencias, actitudes, habitos y disposiciones indi-
viduales y sociales que en el lenguaje comun (y a causa del legado marxista)
solemos llamar ideologia (Berlin, 2017). La ideologia pedagdgica de la sociedad
se establece en coherencia con su estructura social y ambas evolucionan a lo
largo de la historia de las sociedades en funcién de las normas que las rigen
en cada periodo historico (Durkheim, 1924/1991). Por su parte, los Fr que una
PID utiliza, pueden ser asumidos por esta, tomandolos como postulados relati-
vamente incuestionables, o utilizados como una hipétesis provisional, un siste-
ma de referencia, para analizar la realidad empirica.

(b) En lo que se refiere a los modelos epistemologicos en los que se susten-
tan los paradigmas didacticos, hemos de distinguir entre el modelo epistemolo-
gico vigente (MEV) en una instituciéon docente, en un periodo histérico
determinado, y los modelos tedricos que construye una PID para analizar y
evaluar, entre otras cosas, los citados MEV, y que denominamos modelos epis-
temoldgicos de referencia (MER). En coherencia con los postulados de la TAD,

0 Hay que distinguir, asimismo, entre los fines dltimos y los fines intermedios. Estos son medios para
alcanzar los fines ultimos y, en este sentido, "los fines intermedios son justificables en funcion de los fines
ultimos" (Mosterin, 2008, p. 35).
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los modelos epistemologicos de las matematicas (ya sean modelos generales o
modelos especificos de los diferentes dominios de estas) pueden describirse en
términos praxeologicos. Los MER que construye la TAD pueden representarse
mediante relaciones relativamente bien definidas (por ejemplo, relaciones de
inclusion o relaciones de modelizacion) entre praxeologias matematicas cuyos
componentes estan claramente explicitados. Mientras que, por su parte, el MEV
en una institucion suele contener relaciones relativamente imprecisas entre
praxeologias matematicas que presentan incompletitudes e incoherencias que
aparecen cuando se analizan desde el punto de vista que proporciona un MER.

En torno a los fines educativos que estan vigentes (Fy) y son compartidos en
una institucion y al modelo epistemologico vigente (MEV) en esta, se constituye
un proyecto educativo que lleva asociado una forma especifica de analizar,
describir y evaluar la educacion matematica escolar, esto es, lo que denomina-
mos el paradigma didactico vigente (PDV) en dicha institucion y que incluye,
ademas, los medios (My) supuestamente Utiles para alcanzar esos fines. Apelan-
do de nuevo al postulado de la TAD segun el cual toda actividad humana
puede describirse en términos de praxeologias, diremos que los medios que un
paradigma propone son procesos didacticos (o procesos de estudio) de cierto
tipo que se pueden describir en términos de praxeologias que denominamos
praxeologias didacticas (Chevallard, 1999).

En general, los paradigmas didacticos —tanto si son construcciones culturales
de una institucion educativa como si estan creados por una PID para utilizarlos
como paradigmas de referencia— no surgen de la nada. Se constituyen como
reaccion a un estado de cosas (real o hipotético) previamente establecido, esto
es, como respuesta a un paradigma vigente o simplemente posible. En conse-
cuencia, para caracterizar un paradigma didactico necesitamos, también, expli-
citar los hechos didacticos a los que pretende responder. Con mas precision: un
paradigma didactico permite interpretar como fenomenos didacticos ciertas
"reqularidades" observables en los procesos didacticos que tienen lugar en la
institucion docente en la que esta vigente (real o hipotéticamente) otro paradig-
ma. Podriamos resumir lo anterior diciendo que un paradigma didactico es uno
de los instrumentos que utiliza el didacta para sacar a la luz y hacer visibles
ciertos hechos didacticos (ignorando otros) y para proporcionar una interpretacion
de estos, como fenomenos didacticos. Esta interpretacion se basa habitualmente
en que el nuevo paradigma permite relacionar entre si hechos que eran consi-
derados independientes segun las lentes del paradigma vigente.
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En definitiva, para caracterizar el PDV en una institucion en cierto periodo
histérico, hemos de explicitar: el MEV en dicha institucion; los Fy que dicho
paradigma propugna; los My que se consideran necesarios en la institucion para
alcanzar dichos fines y que se materializan en determinadas praxeologias didac-
ticas; y los fenémenos (¢@v) que el paradigma saca a la luzy a los que respon-
de. En sintesis, caracterizaremos el PDV en una institucion mediante cuatro
componentes interrelacionados:

PDV = [MEV, Fv, My, V]

Andlogamente, caracterizaremos los paradigmas didacticos que construye una
PID (como, por ejemplo, la TAD) y que denominaremos paradigmas didacticos
de referencia (PDR), mediante cuatro componentes:

PDR = [MER, Fr, Mg, @r]

El MER constituye una forma concreta de redefinir o reinterpretar cierto dominio
de las matematicas (o, en su caso, las matematicas globalmente consideradas);
Fr se refiere a los fines educativos que dicho paradigma propugna; Mg designa
los medios que se consideran necesarios para alcanzar los fines perseguidos; y
@rlos fenomenos didacticos que el MER permite sacar a la luz y a los que el
paradigma en cuestion pretende responder.

En consecuencia, los PDR construidos por una PID pueden considerarse
instrumentos de emancipacion de la didactica respecto de multiples sujeciones
institucionales: respecto a las formas como las instituciones docentes describen
y estructuran el conocimiento matematico (emancipacion epistemolégica); res-
pecto de los fines de la educacion matematica compartidos en dichas institu-
ciones; respecto de los medios que se suponen Utiles para alcanzar dichos fines;
y, también, respecto de la seleccion de los hechos didacticos que son visibles
institucionalmente y de la forma de interpretarlos. En definitiva, los PDR son
instrumentos de emancipacion de la didactica respecto del PDV en las institu-
ciones que forman parte de su objeto de estudio, ampliando asi el papel eman-
cipatorio que desempenan los MER (Gascén, 2014).

De hecho, los PDR explicitan y precisan el contenido de la hipotesis que
formula el MER en el que se sustentan. En efecto, recordemos que un MER es
una hipotesis cientifica —no una mera reformulacion o descripcién alternativa
de cierto dominio de las matematicas—y, como tal, es provisional y debe ser
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contrastado empiricamente. Un MER en torno a cierto dominio de la matemati-
ca escolar comporta habitualmente la hipétesis de que la nueva razén de ser
que este asignara a dicho dominio permitira superar las "limitaciones" de las
organizaciones didacticas escolares vigentes en torno al mismo vy, simultanea-
mente, que el MER cumplird su funcion fenomenotécnica sacando a la luz
ciertos fenémenos que eran invisibles desde la mirada que proporcionaba el
MEV en dicha institucion.

En resumen, un PDR = [MER, Fr, MR, @r] construido como respuesta al para-
digma vigente, PDV = [MEV, Fv, My, V], amplia y precisa la hipotesis cientifica
que propone el MER, puesto que, ademas de explicitar una forma concreta de
reformular el MEV (mediante el MER), marca una posible direccion de cambio
de la practica docente (la indicada por los fines educativos Fr) y unos medios
Mg presuntamente Utiles para alcanzar dichos fines.

En definitiva, las nociones de PDR y PDV generalizan respectivamente y
completan las antiguas nociones de MER y de MEV. Se pone asi de manifies-
to que ha sido necesario explicitar el papel de los fines educativos asociados
al modelo epistemologico en cuestién y subrayar la importancia de los feno-
menos didacticos que este permite sacar a la luz, para construir la nocion de
paradigma didactico.!!

1 Corine Castela denomina paradigma de investigacion al compuesto formado por una praxeologia de
investigacion, PI, y una organizacion social correlacionada, una comunidad de investigadores, que funciona
como una institucion que da existencia a la PI y que permite que esta sea reconocida en el ambito de la
ensenanza de las matematicas (Castela, 2015). Como es evidente, esta nocion (que la propia autora consi-
dera que puede ser "provisional') tiene poco que ver con nuestra nocion de paradigma diddctico. Para
empezar, nuestra interpretacion de las praxeologias (y, en particular, de las PI) presupone la existencia de
una institucion en la que estas viven y cuyos sujetos son actores que, en mayor o menor medida y con mayor
0 menor éxito, abordan ciertos tipos de tareas con algunas de las técnicas que estan disponibles en la
institucion. Son estos sujetos-actores los que, colectivamente, construyen discursos (o los toman de la insti-
tucion) que pretenden describir, interpretar, desarrollar y justificar su praxis. En consecuencia, no considera-
mos que sea necesario completar una PID anadiéndole una comunidad de investigadores porque no hay
praxis ni logos sin actores y toda actividad humana es una actividad institucionalizada. Ademas, en lo que
sigue, mostraremos que los paradigmas didacticos asumidos de facto por una comunidad de investigadores
inciden simultaneamente sobre su praxis cientifica (haciendo evolucionar el logos de dicha PID y modulan-
do asf el PID que dicha comunidad comparte) y sobre la practica docente que dicha comunidad promueve.
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5. PARADIGMAS DIDACTICOS SITUADOS EN LOS DIFERENTES
NIVELES DE CODETERMINACION

Hasta aqui, al referirnos a los componentes de un paradigma didactico, hemos
hablado de "fines educativos" en un sentido genérico, de "fines de la educacion
matematica” e, incluso, de "modelos epistemoldgicos de cierto dominio matema-
tico". Para precisar el nivel de generalidad en el que nos situamos, hemos
generalizado la nocion de paradigma didactico para modelizar y ordenar con-
ceptualmente la realidad empirica educativa no solo en el nivel disciplinar
(matematico) sino también en el pedagdgico (independiente de las disciplinas
escolares) y en los niveles subdisciplinares. En consecuencia, junto a algunos
paradigmas disciplinares (relativos a las matematicas globalmente considera-
das), caracterizaremos algunos pedagogicos y aludiremos a ciertos paradigmas
subdisciplinares, esto es, paradigmas didacticos que se sittian en el nivel de los
diferentes ambitos de la actividad matematica escolar.

En todos los niveles, los PDR permiten modelizar, y en consecuencia estudiar,
los proyectos educativos histéricamente existentes o posibles. Sirven como herra-
mientas heuristicas para analizar y evaluar la forma como se conceptualiza, en
una institucion determinada, la educacion escolar en cada uno de dichos nive-
les. De hecho, una forma de describir y analizar el PDV en una institucion con-
siste en compararlo con ciertos PDR que revelaran, por analogia o por
contraste, algunos rasgos del PDV en cuestion.

Distinguir entre paradigmas situados en los diferentes niveles de codetermi-
nacion didactica (Chevallard, 2002) nos permite diferenciar claramente entre
modelos epistemoldgicos, fines educativos, medios y, también, entre fendmenos
didacticos que se sitiian ya sea en el nivel pedagdgico, disciplinar (matematico),
o0 en los diferentes niveles subdisciplinares. Es muy importante subrayar que los
fenomenos didacticos emergentes en los niveles subdisciplinares como, por
ejemplo: el aislamiento de la proporcionalidad (Garcia, Gascon, Ruiz Higueras y
Bosch, 2006); la identificacion del algebra elemental con la aritmética generali-
zada (Bolea, 2002); la desarticulacion entre el 4lgebra elemental y la modeliza-
cién funcional (Ruiz-Munzoén, 2010); la reduccion de la razon de ser de los
sistemas de numeracion a la mera designacion de los ntimeros (Sierra, 2006);
la ausencia escolar de una razon de ser del calculo diferencial elemental que
sea coherente con el papel que desempena en la actividad cientifica (Lucas,
2015); o la desarticulacién entre los nimeros y la medida de magnitudes (Lice-
ra, 2017), no pueden ser explicados utilizando Unicamente un modelo
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epistemologico general de las matematicas ni, mucho menos, si solo se dispone
de un modelo genérico de los conocimientos en juego. Los trabajos citados
muestran que se requiere, en cada caso, utilizar un modelo epistemologico
especifico del ambito matematico que esta en juego.

En lo que sigue, describiremos concisamente algunos PDR disciplinares
(matematicos) construidos en (Gascon, 2001) y, a continuacion, mostraremos su
relacion con dos PDR pedagogicos construidos recientemente por la TAD para
contrastarlos con los PDV (u otros posibles) en las instituciones escolares.

6. PARADIGMAS DIDACTICOS DISCIPLINARES DE REFERENCIA

Mostraremos con tres ejemplos en lo que sigue, que los fines educativos que
un paradigma didactico propugna estan condicionados por el modelo episte-
moldgico en el que se sustenta dicho paradigma. Estos fines influyen, a su vez,
sobre el tipo de practicas docentes (los medios) que es coherente llevar a cabo
en dicho paradigma y delimitan los hechos didacticos visibles en los correspon-
dientes procesos de estudio, asi como su interpretacion como fenémenos. En
consecuencia, los componentes de un paradigma didactico, especialmente si
nos referimos a un PDR construido por una PID, presentan cierta unidad funcio-
nal, por lo que deben analizarse conjuntamente, como un sistema complejo. Por
lo tanto, la construccién de PDR y el estudio de los PDV (o posibles) constituyen
actividades esenciales en la metodologia de la TAD.!?

Para avanzar en esa direccion, los primeros PDR fueron construidos en (Gas-
con 2001), encontrandose antecedentes en (Gascon, 1992, 1994). En estos tra-
bajos, para precisar y ejemplificar la relacion entre algunos modelos
epistemoldgicos (generales) de las matematicas y los fines de la educacion
matematica asociados solidariamente con cada uno de ellos, se definian dife-
rentes PDR disciplinares. Cada PDR se caracterizaba, en primer lugar, mediante
el modelo epistemologico subyacente y, complementariamente, aludiendo a los

12 Forma parte de dicha metodologia la cuestion de evaluar la coherencia interna de un paradigma
didactico, esto es: élos medios que propone son Utiles para alcanzar los fines que propugna?, {el modelo
epistemologico que sustenta el paradigma permite sacar a la luz los fenomenos a los que este pretende
responder?, como se utilizan las nociones que proporciona el modelo epistemologico para formular los
fines?, etc. También forma parte de la metodologia de la TAD la evaluacion de la coherencia externa, esto
es, la coherencia entre un paradigma disciplinar y el paradigma pedagogico del que depende o entre un
paradigma disciplinar y los paradigmas subdisciplinares que dependen de él.
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fines educativos que perseguia y a los medios didacticos que proponia para
alcanzar dichos fines. En todos los casos, los paradigmas definidos en dichos
trabajos (teoricismo, tecnicismo, modernismo, modelizacionismo, etc) eran pro-
puestos como tipos ideales que, como tales, no han existido nunca en estado
puro en alguna institucion. Cada uno de ellos caracterizaba una forma hipoté-
tica de describir, analizar y evaluar la educacién matematica globalmente
considerada.

Cada uno de estos PDR respondia al estado de cosas originado por la vigen-
cia (historica o hipotética) de otro paradigma, cuyas 'limitaciones" el nuevo
paradigma pretendia "superar" en la direccion marcada por los ‘nuevos" fines
que el PDR en cuestion propugnaba. En consecuencia, los PDR disciplinares
construidos en (Gascon, 2001) ya estaban estructurados, al menos implicitamen-
te, mediante los cuatro componentes descritos: PDR = [MER, Fr, Mg, @rl que
conviene explicitar en cada caso en aras de clarificar las cosas.

En esta seccion describiremos muy brevemente, a titulo de ejemplo, tres de
estos PDR disciplinares que fueron definidos basandonos en la teoria de los
momentos didacticos (Chevallard, 1999, pp. 250-255). Los dos primeros ejem-
plos (teoricismo y modernismo) constituyen PDR unidimensionales porque cada
uno de ellos enfatiza una unica dimension de la actividad matematica (en el
sentido de la citada teorfa de los momentos). El tercero, el modelizacionismo,
constituye una completacién relativa tanto del teoricismo como del modernis-
mo. Mostraremos, ademas, que el paradigma teoricista y el de la modelizacion
matematica, pueden considerarse como el reflejo, a nivel disciplinar, de sendos
PDR que se situan en el nivel pedagdgico y que han sido construidos reciente-
mente (Chevallard, 2013a, 2013b).

6.1. EL PARADIGMA TEORICISTA: ENSENAR MATEMATICAS ES "MOSTRAR" TEORIAS
CRISTALIZADAS

El teoricismo es un PDR a nivel disciplinar matematico cuyo modelo epistemo-
l6gico subyacente es el euclideanismo (Lakatos, 1978) que desempefa, por
tanto, el papel de MER de este paradigma disciplinar. Este modelo epistemolo-
gico general de las matematicas identifica el conocimiento matematico con las
teorias cristalizadas, centrando la actividad matematica en la que se lleva a cabo
en el momento de la constitucién del entorno tecnoldgico-teorico. En este para-
digma los argumentos deductivos desempenan un papel esencial, lo que

22 EDUCACION MATEMATICA, VOL. 33, NUM. 1, ABRIL DE 2021



Incidencia de los paradigmas didacticos sobre la investigacion didactica y la practica docente

comporta la necesidad de llevar a cabo un analisis l6gico de las nociones que
se utilizan y el compromiso de expresarlas en el lenguaje de la logica de
primer orden.

Por razones de economia didactica el euclideanismo traslada el momento
tecnologico-teorico para hacerlo coincidir con el momento del primer encuentro
(Chevallard, 1999) que se situa en la primera etapa del estudio, relegando la
resolucion de problemas a simples aplicaciones del bloque tecnoldgico-teorico.
En la medida en que se impone esta postura epistemologica, los restantes
momentos del proceso didactico quedan relegados a un segundo plano y apa-
recen muy condicionados por el momento dominante. Asi, por ejemplo, los
momentos de la evaluacién, tan importantes en todo proceso de estudio, quedan
restringidos a evaluar los fines que propugna el paradigma teoricista sustenta-
do en el euclideanismo.

En coherencia con dicho modelo epistemoldgico, el teoricismo considera que
el proceso didactico empieza, y practicamente acaba, cuando el profesor "ense-
fa" (en el sentido de "muestra") las teorfas cristalizadas a los alumnos. En este
paradigma los fines de la educacién matematica (Fr) se centran en "ensefnar” a
los estudiantes teorias matematicas perfectamente acabadas y cristalizadas. Los
medios (MR) que se proponen para alcanzar estos fines se reducen a una pre-
sentacion "autoritaria” de ciertas teorias matematicas incuestionables y a poner
en marcha actividades, consideradas como subsidiarias, para aplicar, ejemplificar
y consolidar los conceptos y teoremas que estructuran dichas teorias y, también,
para motivarlas, introducirlas o justificarlas, siempre con la finalidad de que el
alumno adquiera un cuerpo de conocimientos predeterminado de antemano. Se
produce asi una cierta trivializacion de la actividad matematica que proviene
del dogma euclidiano segun el cual todos los conocimientos que el alumno
necesitara emplear en su practica matematica estan contenidos en la teoria
matematica. Se supone que en esta (tal como la describe el estilo euclideanista)
estan contenidos esencialmente todos los conocimientos que se necesitan. Se
considera que para llevar a cabo cualquier actividad matematica basta elegir
cual es el teorema adecuado o la definicion pertinente en cada caso, puesto que
una vez que se ha dado con ellos, el resto de la actividad es practicamente trivial
(Gascon, 2001). Es obvio que el euclideanismo como modelo epistemolégico de
las matematicas y los fines de la educacion matematica que propugna el para-
digma teoricista se condicionan mutuamente.

Para describir los fenémenos a los que responde el paradigma teoricista (¢r)
debemos aludir a una situacion que se produjo en el seno de la comunidad
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matematica, algo lejana en el tiempo, pero que todavia resuena en algunas
instituciones universitarias. Nos referimos a la existencia de contradicciones y
paradojas alarmantes que aparecieron a finales del siglo XIX y principios del
siglo XX que hicieron tambalear los fundamentos de las matematicas y provo-
caron la necesidad de buscar bases solidas para fundamentarlas logicamente
(Lakatos, 1981).

En la medida en que el paradigma teoricista predomina en una institucion,
se originan fenomenos didacticos entre los que hay que destacar aquellos que
estan relacionados con la citada trivializacion de la actividad matematica y con
la estrategia didactica asociada que se materializa en la presentacion autorita-
ria de las obras mediante un estilo deductivista: “Ain no se ha constatado
suficientemente que la educacion matematica y cientifica actual es un semille-
ro de autoritarismo, siendo el peor enemigo del pensamiento critico e indepen-
diente” (Lakatos, 1978, p. 166).

Esta estrategia tiende a silenciar todo tipo de preguntas de los estudiantes,
con la consiguiente reducciéon de su papel al de simples ejecutantes con poca
autonomia y, en los casos limite, al de meros espectadores. Es por esta razon
que Lakatos asociaba el autoritarismo de la educacion matematica con el eucli-
deanismo e indicaba que, de acuerdo con el ideal euclideo, el estudiante se ve
obligado a asistir a una especie de ceremonia sin hacer preguntas sobre el
trasfondo problematico que esta tras los argumentos.

6.2. EL PARADIGMA MODERNISTA: APRENDER MATEMATICAS MEDIANTE
UNA EXPLORACION LIBRE

Desde el punto de vista que proporciona la TAD, podemos afirmar que las
formas extremas del paradigma teoricista presentan limitaciones evidentes en
la gestion del proceso de estudio de las matematicas. En particular el postu-
lado teoricista segun el cual todo lo necesario para "hacer matematicas" esta
contenido en la teoria, provoca una situacion insostenible en las instituciones
en las que todavia predomina dicho paradigma. En efecto, los alumnos tropie-
zan, en la practica, con enormes dificultades cuando intentan construir de mane-
ra autonoma técnicas matematicas eficaces sustentandose unicamente en sus
conocimientos tedricos.
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El paradigma modernista (Gascén, 2001) constituye una reaccién ante estos
hechos y ante las consecuencias del paradigma tecnicista.!® La respuesta del
modernismo a los citados fenémenos (@r) se materializa tomando la exploracion
libre y creativa de cuestiones abiertas como los principales fines de la educa-
cion matematica (Fr). Se enfatiza asi el momento exploratorio (Chevallard, 1999),
esto es, la exploracion de ciertos tipos de tareas y la consiguiente indagacion
en la busqueda de "'materiales" que permitan elaborar una técnica Util para
abordar dichas tareas. El modernismo se centra en el momento exploratorio,
situando en segundo plano los restantes momentos del proceso didactico que
aparecen condicionados y restringidos por el momento dominante. Al igual que
el teoricismo, el modernismo es un paradigma muy reduccionista, unidimensio-
nal, porque enfatiza una unica dimension de la actividad matematica.

El modernismo es un PDR cuyo modelo epistemologico subyacente (MER)
es un modelo epistemoldgico cuasiempirista de las matematicas —en el sentido
de (Lakatos, 1978)-. Segun este modelo epistemoldgico, el ntcleo de la actividad
matematica tiene lugar en el periodo de desarrollo de las teorias matematicas,
cuando todavia son informales, esto es, antes de ser formalizadas. Se trata de
los problemas que provienen de la exploracion de las regiones fronterizas de los
conceptos, del cuestionamiento de la extension de estos y de la diferenciacion
de conceptos anteriormente amalgamados.

La incidencia de este modelo epistemologico en las practicas escolares tien-
de a identificar la actividad matematica con la exploracién de problemas para
los que no se dispone de una técnica de resolucion, esto es, con las tareas que
se realizan cuando todavia no se sabe gran cosa de la solucion: tantear técnicas
diversas; aplicar algun resultado conocido; buscar problemas semejantes; for-
mular conjeturas; buscar contraejemplos; o intentar resolver un problema un
poco diferente, entre otras (en la linea de las heuristicas de Polya). En coheren-
cia con lo anterior, el paradigma modernista relaciona los fines de la educacién
matematica con un cierto tipo de actividad matematica "no rutinaria"y, en ultima
instancia, los identifica con la resolucion de problemas "abiertos".

Dado que el modernismo tiende a equiparar el aprendizaje de las matema-
ticas con el descubrimiento inductivo y autonomo, traslada hacia el aprendizaje

3 En este trabajo no analizaremos el paradigma tecnicista que constituye una primera reaccién al
teoricismo. Ante el vacio técnico que provoca el teoricismo, aparece el grito defensivo de "volver a lo basico"
encarnado en el tecnicismo que enfatiza los aspectos mas rudimentarios del trabajo de la técnica, centran-
dose esencialmente en las técnicas algoritmicas.
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el centro de gravedad del proceso didactico, mientras que el teoricismo lo situa-
ba en la ensenanza. Los medios (Mgr) que el paradigma modernista propone
para alcanzar dichos fines estan en la linea del "aprender haciendo" y, en
general, de los que proponen algunos de los trabajos que se sittian en los
enfoques por proyectos o por indagacion y que se integran dentro del denomi-
nado inquiry-based mathematics education (IBME) (Artigue y Blomhej, 2013) y
que comparten, en gran medida, los enfoques por competencias (Gascén, 2011).
Esto no significa que identifiquemos el IBM y el enfoque por competencias
con el paradigma modernista (que es un paradigma ideal). De hecho, la rapi-
da evolucién de dichos enfoques muestra algunos rasgos del paradigma de
la modelizacion matematica que describiremos a continuacion, lo cual no hace
mas que confirmar nuestra tesis de que los paradigmas vigentes en las insti-
tuciones escolares son siempre "mestizos".

El modernismo constituye una reaccion insuficiente y todavia unidimensional
al teoricismo vy al tecnicismo, anadiendo nuevas limitaciones en el tipo de acti-
vidad matematica que es posible llevar a cabo en las instituciones en las que
dicho paradigma es dominante. En particular, una de las restricciones que pro-
voca el modernismo al desarrollo de la actividad matematica consiste en el
aislamiento y la descontextualizacion de los problemas que aborda.

6.3. EL PARADIGMA DE LA MODELIZACION MATEMATICA COMO COMPLETACION
RELATIVA DE LOS PARADIGMAS UNIDIMENSIONALES

En la medida que estan vigentes en las instituciones escolares, los denominados
paradigmas unidimensionales —entre los que se encuentran, ademas del moder-
nismo, el teoricismo y el tecnicismo— se dificulta enormemente la vida escolar
de la modelizacion matematica como mostraremos a continuacion. Estas difi-
cultades se manifiestan en multiples caracteristicas de la actividad matematica
escolar globalmente considerada. A este respecto, podemos citar: el caracter
puntual de las praxeologias matematicas escolares; la rigidez e incompletitud
relativat* de las mismas; la tendencia a la algoritmizacion de las tareas

Y En (Fonseca, 2004, pp. 181-184) se describen siete indicadores del grado de completitud de una praxeo-
logia que sintetizamos a continuacion. Diremos que una praxeologia local es relativamente completa en la
medida que: (1) integra los diferentes tipos de tareas (en lugar de considerarlos aisladamente) y contiene tareas
relativas al cuestionamiento tecnologico (esto es, tareas relativas al funcionamiento vy la justificacion de las
técnicas); (2) contiene diferentes técnicas para cada tipo de tareas y criterios para elegir entre ellas; (3) trata
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matematicas; la escasa incidencia del cuestionamiento tecnologico de las téc-
nicasy, en general, del bloque tecnoldgico-teodrico, sobre la practica matematica;
la desarticulacion entre las diferentes dreas y sectores de la matematica escolar;
el autismo tematico (Chevallard, 2002) que comporta el olvido de las posibles
razones de ser de una obra, y la autosuficiencia de la matematica escolar que
aparece encerrada en si misma y cuya relacion con el resto de disciplinas se
reduce a un mero aplicacionismo (Bosch, Fonseca y Gascon, 2004; Garcia, et al,
2006; Barquero, Bosch y Gascon, 2011; Sierra, Bosch y Gascon, 2013; Lucas,
2015). Se conforma asi un macrofenémeno didactico disciplinar que se mani-
fiesta en las enormes restricciones institucionales que dificultan la vida normal
y el desarrollo de la modelizacion matematica (MM) en las instituciones escolares.

Como reaccion ante las limitaciones (reales o hipotéticas) originadas por la
vigencia de los paradigmas unidimensionales y para soslayar este macrofeno-
meno (¢r) surge el paradigma didactico de la modelizacion matematica (PMM).
Se trata de un PDR disciplinar que interpreta "aprender matematicas" como un
proceso de construccion de conocimientos (relativos a un sistema matematico o
extramatematico) que se lleva a cabo mediante la construccion de un modelo
matematico de dicho sistema. Se trata de un paradigma que conecta funcional-
mente el momento exploratorio con el tecnologico-tedrico, por lo que completa
relativamente el teoricismo y el modernismo (Gascon, 2001, pp.148-151).

Para tomar en consideracion el momento del trabajo de la técnica (Chevallard,
1999) y completar asi el tecnicismo, el PMM debe integrar los talleres de practicas
matematicas que son dispositivos didacticos cuya principal funcién consiste en
permitir que viva y se desarrolle con normalidad en las instituciones escolares el
citado trabajo de la técnica. Los medios (Mg) o estrategias didacticas que plantea
el PMM para vehicular la propuesta curricular que prescribe, se sustentan en los
recorridos de estudio e investigacion (REI) que son dispositivos didacticos espe-
cialmente adecuados para superar las restricciones que inciden sobre la vida
institucional de la MM (Barquero, Bosch y Gascén, 2011). Dada la gran flexibi-
lidad de los REI, estos permiten integrar en su seno los talleres de practicas
matematicas y convertir asi la actividad de MM en un trabajo sistematico, pacien-
te, profundizado y a largo plazo (Bosch y Gascon, 1994).

como independientes, en la praxis, los objetos ostensivos que sirven para representar las técnicas y el propio
funcionamiento de las técnicas; (4) existen tipos de tareas y técnicas "inversas" de las tareas y técnicas habi-
tuales; (5) contiene tipos de tareas conducentes a interpretar el funcionamiento y el resultado de aplicar las
técnicas; (6) los elementos tecnologicos inciden de manera significativa sobre la practica matematica; y (7)
existen tareas matematicas "abiertas" y, particular, tareas de modelizacion matematica.
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Los REI recuperan explicitamente una posible razén de ser de las obras, inte-
grando su trasfondo problematico en el corazon del proceso de estudio y poten-
ciando las diferentes dialécticas o gestos del estudio (Chevallard, 2002) que
permiten describir la dinamica de los REl y, consiguientemente, de la actividad de
MM que permite llevar a cabo. En cuanto a la estructura de la actividad de MM
se esquematiza en cuatro estadios, sin entrar en detalles ni querer prejuzgar una
sucesion temporal lineal entre ellos: (1) delimitacion (construccion) del sistema a
modelizar; (2) eleccién de las variables relevantes y elaboracién del modelo mate-
matico; (3) trabajo técnico dentro del modelo e interpretacion de este trabajo y de
sus resultados dentro del sistema; (4) el modelo se independiza mediante la
formulacion de nuevos problemas que pueden requerir llevar a cabo nuevos
procesos de modelizacién (Gascon, 1992, 1994; Bolea, 2002).

Para interpretar adecuadamente el PMM hay que tener en cuenta la forma
como se conceptualiza la actividad de MM en la TAD (Bolea, 2002; Garcia et al,
2006). Partiendo de una concepcion institucional de la actividad matematica, la
TAD postula que la MM puede describirse en términos del juego entre sistemas
y modelos con estructura praxeologica. En concreto, la TAD propone tres carac-
teres diferenciales de la MM: (a) Incluye la modelizacién intramatematica como
un tipo particular muy importante de MM. Aparece asi claramente el caracter
recursivo de la actividad de MMy, también, su caracter reflexivo, puesto que en
la modelizacion intramatematica el sistema puede hacer el papel de modelo de
su modelo. (b) Postula que toda MM presupone la modelizacion de una praxeo-
logia en su totalidad y no sélo de algunos componentes aislados de la misma.
(c) Interpreta la MM como un instrumento de articulacion y completacion pro-
gresiva de la matematica y, en particular, de la matematica escolar. De hecho,
la TAD describe los procesos de MM como procesos de reconstruccion de pra-
xeologias matematicas de complejidad creciente: puntuales, locales, regionales
y globales (Chevallard, 2002) que, necesariamente, tienen que estar generados
por cuestiones problematicas que se plantea una comunidad de estudio. Esta
forma de conceptualizar la MM es la que justifica identificar toda actividad
matematica con una actividad de modelizacion. En consecuencia, se toma
la actividad de MM asi redefinida como el modelo epistemoldgico general
de la actividad matematica, como el MER subyacente al PMM. En coherencia
con esta forma de interpretar la MM, los fines educativos (FR) que propugna el
PMM se concretan en que la comunidad de estudio llegue a dominar la activi-
dad de MM de todo tipo de sistemas para trabajar con ellos y responder asi a
cuestiones problematicas que surgieron en dichos sistemas.
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7. DE LOS PARADIGMAS DISCIPLINARES A LOS PARADIGMAS
PEDAGOGICOS DE REFERENCIA

Para analizar la evolucion del paradigma pedagdgico vigente en las instituciones
escolares, la TAD ha construido dos paradigmas pedagogicos de referencia: el
paradigma de la visita de las obras (PVO), que pretende modelizar algunos rasgos
de la organizacion escolar clasica, todavia muy visibles en los sistemas escolares
actuales; y el paradigma del cuestionamiento del mundo (PCM), que constituye la
propuesta de la TAD como meta u horizonte del cambio educativo hacia el que,
supuestamente, evolucionan los sistemas educativos actuales (Chevallard, 2013a
y 2013b). Ambos pueden considerarse como casos limites de un tipo de PDR
posibles, a nivel pedagodgico. Y como en todos los paradigmas didacticos situados
en este nivel, el modelo epistemoldgico subyacente es un modelo epistemoldgico
general, habitualmente implicito, de los conocimientos en juego.

7.1. DEL TEORICISMO DISCIPLINAR AL PARADIGMA PEDAGOGICO DE LA VISITA DE LAS
OBRAS

El PVO es un PDR que se sitta en el nivel pedagodgico. Se caracteriza, en primer
lugar, por proponer para ser estudiadas obras que no muestran la situacion
problematica que les dio origen, por lo que aparecen como acabadas y cerradas,
impidiendo asi todo cuestionamiento de estas. En este paradigma se presentan
las obras a estudiar como si fuesen monumentos que tienen valor por si mismos.
En consecuencia, los fines educativos del PVO se reducen esencialmente a que los
estudiantes visiten y conozcan ciertas obras dadas de antemano, aunque des-
conozcan sus posibles razones de ser, esto es, aunque no se planteen las
cuestiones a las que dichas obras responden.

En definitiva, el PVO puede considerarse como una posible generalizacion,
a nivel pedagdgico, del paradigma teoricista que hemos definido a nivel disci-
plinar en el caso de las matematicas. En efecto, al igual que el paradigma teo-
ricista, los medios que propone el PVO para alcanzar los fines que propugna se
materializan en una presentacion autoritaria de las obras que tiende a silenciar
todo tipo de preguntas de los estudiantes sobre las mismas. En definitiva, tiende
a reducir el papel de los estudiantes al de simples ejecutantes con poca auto-
nomiay, en los casos limite, al de meros espectadores.
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Como en el caso del teoricismo, el PVO tiende a comprimir el proceso didac-
tico en el momento del primer encuentro con las obras que se visitan y que se
identifica con el momento tecnoldgico-tedrico. Por consiguiente, al igual que en
el teoricismo, el resto de los momentos estan muy condicionados y hasta subor-
dinados al momento dominante. En este paradigma, las obras se "ensefian" (en
el sentido de que se 'muestran") al estudiante mediante una presentacion dis-
cursiva, mediante un relato. Por consiguiente, en las instituciones en las que el
PVO estd vigente (o, al menos, es predominante) se producen fenomenos rela-
cionados con la trivializacion de la actividad del alumno, que es considerada
como subsidiaria, con la falta de autonomia de este y con la citada presentacién
autoritaria de las obras.

7.2. DE LA MODELIZACION MATEMATICA AL CUESTIONAMIENTO DEL MUNDO

Como respuesta al PVO, en muchos trabajos de la TAD se propone como meta
el PCM que puede considerarse como una posible generalizacion, a nivel peda-
gogico, del PMM definido a nivel disciplinar (en el caso de las matematicas). En
efecto, el PCM se concibe como reaccion al estado de cosas, real o hipotético,
creado por el PVO en la medida que este sigue estando vigente en las institu-
ciones docentes actuales y continua originando el fendomeno del monumenta-
lismo que impide una verdadera actividad de estudio e investigacion (Chevallard,
2013b). Esta reaccion o respuesta del PCM ante el monumentalismo, es analoga
a la reaccion del PMM ante el estado de cosas originado por los paradigmas
clasicos unidimensionales (teoricismo, tecnicismo y modernismo) que, como
hemos dicho, dificultan la vida escolar de la actividad de MM.

El PCM propone que la actividad de indagacion sea el motor de los procesos
de aprendizaje, tal y como se lleva a cabo en las comunidades cientificas, lo que
no excluye el estudio de obras predeterminadas. Esta indagacion se genera
siempre en torno a una cuestion problematica y, dado que muy raramente esta
puede resolverse directamente con los elementos pertenecientes al sistema en
el cual se ha generado, se requiere la creacion de diferentes tipos de modelos:
conceptuales, analdgicos, graficos, fisicos 0 matematicos, del sistema en cuestion
(0o de una parte de este) con el objetivo de reformular y simplificar la cuestion
problematica inicial y avanzar hacia una posible respuesta. En consecuencia, el
PCM plantea unos fines educativos que marcan una direccion de cambio para
superar las consecuencias del monumentalismo: crear un nuevo ethos
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cognitivo, caracterizado por la actitud problematizante y abierto al estudio de
nuevos problemas (Chevallard, 2013a) y, paralelamente, instaurar las condiciones
para que pueda darse el aprendizaje mediante indagacion.

Al igual que el PMM (a nivel disciplinar), los medios que propone el PCM (a
nivel pedagdgico) para alcanzar dichos fines se materializan en praxeologias
didacticas capaces de dar cabida a una modalidad de indagacion que se expre-
sa en forma de dialéctica entre cuestiones y respuestas. En ambos casos, cada
cual en su nivel, las obras que se proponen para ser estudiadas se presentan
tipicamente en forma de cuestiones abiertas con gran poder generador de cues-
tiones derivadas, y los medios que se proponen para construir la respuesta se
materializan en los recorridos de estudio e investigacion (REI).

8. PARADIGMAS DIDACTICOS ASUMIDOS, DE FACTO, POR LA TAD

Si analizamos la praxis cientifica de la TAD, observamos que, hasta el momento,
la TAD ha propugnado la emergencia del PCM a nivel pedagogico (Chevallard,
2013a, 2013b). En el nivel disciplinar matematico hemos asumido, de facto, el
PMM vy, en los niveles subdisciplinares, paradigmas compatibles con el PMM
que han sido construidos para responder a fenomenos didacticos especificos
siempre relacionados con la MM. Lo anterior significa, en primer lugar, que la
TAD ha asumido como propios (al menos implicitamente) los fines que dichos
paradigmas propugnan y como modelo de la actividad matematica, el modelo
epistemologico que sustenta dichos paradigmas, formulando los fines educativos
mediante las nociones que estos proporcionan.

Asi, por ejemplo, en (Barquero, Bosch y Gascén, 2011), en coherencia con
(Garcia et al, 2006), se situa la actividad de MM en el corazén de la actividad
matematica, afirmandose que la forma como la TAD reconceptualiza la MM no
constituye Unicamente un aspecto de las matematicas, sino que puede consi-
derarse un modelo general de la actividad matematica. Se sittan asi los fines
de la educacion matematica en que las comunidades de estudio lleven a cabo
una genuina actividad de investigacion cientifica que les permita responder a
las cuestiones problematicas que surgen en todo tipo de sistemas (matematicos
o extramatematicos) mediante la construccion de modelos matematicos de estos
y el trabajo sistematico, a largo plazo, profundizado con dichos modelos. De
hecho, la introduccion de los REI en la metodologia didactica que propugna la
TAD esta motivada, en primer lugar, por tratarse de un dispositivo didactico que,
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en conformidad con el PCM, es capaz de transportar a la escuela una actividad
de indagacion cercana a la que se lleva a cabo en las comunidades cientificas.
Y, en segundo lugar, la introduccion de los REI esta justificada, como hemos
dicho, por su capacidad de imponer condiciones muy favorables para potenciar
el papel de la MM,

Pero, en sentido estricto, la asuncion de un paradigma concreto por parte de
una PID contradice claramente nuestra tesis segun la cual la ciencia didactica
no esta legitimada para hacer juicios de valor de ningtn tipo (Gascon y Nicolas,
2016/2019a, 2017, 2018, 2019b). En particular, esta tesis niega la legitimidad de
la ciencia didactica vy, por tanto, de los didactas como cientificos, para valorar
unos fines educativos por encima de otros y, en definitiva, para "preferir' o con-
siderar que un paradigma didactico es "'mejor' o "'mas valioso" que otro. Como
cientificos, solo estamos legitimados para construir PDR y utilizarlos como ins-
trumentos metodoldgicos (como hipédtesis cientificas) para estudiar los paradig-
mas didacticos vigentes a lo largo de la historia o, en general, los paradigmas
posibles. Por tanto, en coherencia con dicha tesis, la TAD no tiene legitimidad
cientifica para considerar que, a nivel pedagogico, el PCM es "mejor" o "'mas
valioso" que el PVO. Tampoco tiene legitimidad para preferir el PMM por encima
de otros paradigmas disciplinares como el teoricismo, el tecnicismo o el moder-
nismo. Para lo que si esta legitimada la TAD, es para construir y utilizar un PDR
como una hipdtesis cientifica, tal como precisaremos a continuacion.

Construir un PDR = [MER, Fr, Mg, @rl supone, en primer lugar, postular la
coherencia interna del mismo. Esto significa postular que, en cierta institucion
docente: (a) los medios Mg que propone, seran Utiles para alcanzar los fines Fr
que propugna; (b) el modelo epistemolégico MER que sustenta el paradigma,
permitira sacar a la luz los fenémenos g a los que este paradigma pretende
responder; y (c) los fines Fr se podran formular con las nociones y los términos
que proporciona el MER subyacente. Sin olvidar que, como toda hipotesis cien-
tifica, 1a coherencia interna del PDR deberd ser contrastada empiricamente.

Siguiendo esta ldgica, interpretaremos los PDR que se han construido y
utilizado en las investigaciones llevadas a cabo por la comunidad cientifica de
la TAD como hipdtesis cientificas. De esta manera los resultados de la investi-
gacion didactica se pueden interpretar en términos de medios-fines. De hecho,
siempre es posible interpretar de esta forma los resultados de las citadas inves-
tigaciones. Asi, por ejemplo, en un trabajo sobre la transposicion didactica de
las organizaciones matematicas, se afirma:
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Dado que las técnicas de modelizacion estan entre las técnicas matematicas menos
visibles, menos “algoritmizables’, menos “atomizables” y, en definitiva, mds dificilmen-
te evaluables, las restricciones originadas por la necesidad de evaluar la eficacia de
los procesos de ensenanza y aprendizaje de las matematicas, dificulta de manera
muy decisiva el proceso de algebrizacion porque tiende a restringir la utilizacion
sistematica del instrumento algebraico como instrumento de modelizacion matema-
tica (Bolea, Bosch y Gascon, 2001, p. 294)

Esta afirmacion puede interpretarse, sin forzar demasiado las cosas, como for-
mando parte de la problematica ecologica (Gascon y Nicolas, 2016/2019a). En
efecto, poniendo entre paréntesis el "valor' que, de manera mas o menos expli-
cita, el texto asigna al uso del instrumento algebraico como instrumento de mode-
lizacion matematica, lo que se esta enfatizando es un tipo particular de restricciones
transpositivas (derivadas de la necesidad didactica de evaluar los procesos de
estudio) que inciden sobre el desarrollo escolar de dicho instrumento.

Obviamente, no es casual que se indague cuales son los medios que per-
mitirfan alcanzar fines propugnados por el PMM o por un paradigma subdisci-
plinar coherente con él. Este hecho pone de manifiesto que la eleccion de los
problemas de investigacién que hacen las comunidades cientificas depende de
postulados asumidos por la comunidad de manera mas o menos explicita y que,
como tales, no pueden ser establecidos racionalmente.

9. RELACIONES ENTRE LA INVESTIGACION DIDACTICA Y LA PRACTICA
DOCENTE

Cada PID interpreta la ciencia didactica basandose en un conjunto de principios
0 asunciones basicas que se refieren: al tipo de objetos que pueblan el universo
didacticoy a las relaciones entre ellos; al ambito empirico que la didactica debe
tomar en consideracion; a la unidad de analisis de los procesos didacticos; al
tipo de problemas didacticos que privilegia; a l1a metodologia de investigacion
que utiliza; etc. En coherencia con estos postulados, cada PID utiliza, en la prac-
tica, un modelo epistemoldgico del conocimiento en juego y tiende a asumir, de
facto, junto a dicho modelo, unos fines educativos que sean coherentes con el
mismo, asi como ciertos medios presuntamente Utiles para alcanzar dichos fines.
En consecuencia, la PID saca a la luz hechos didacticos que dicho modelo,
junto a los fines y los medios asociados, permiten visualizar.
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Asi, y a pesar de que la ciencia didactica como tal no esta legitimada para
preferir un paradigma didactico por encima de otros, toda comunidad didactica
tiende a considerar como propio un paradigma didactico concreto, esto es, prin-
cipalmente, un modelo epistemoldgico de los conocimientos en juego y unos
fines educativos coherentes con dicho modelo. Sucede entonces que dicha
comunidad suele integrar, como postulados, en el logos de la PID que compar-
te, los citados componentes del paradigmay, en su praxis cientifica, privilegia el
estudio de aquellos problemas didacticos que pretenden responder a cuestiones
relacionadas con las posibles formas de alcanzar los fines educativos que el
paradigma en cuestion propugna.

En lo que sigue pretendemos dar una primera respuesta a las cuestiones
que han quedado abiertas y que, como hemos indicado en la introduccion,
podrian formar parte de una potencial tercera etapa del didlogo entre teorias
didacticas (o PID). Para ello, mostraremos en qué forma, y mediante qué meca-
nismos, los paradigmas que asume, de facto, una comunidad de investigadores
en didactica incide simultaneamente sobre su praxis cientifica y sobre la prac-
tica docente que promueve. Mas concretamente, analizaremos brevemente en
qué sentido los paradigmas didacticos que una PID asume (en los diferentes
niveles de codeterminacién) constituyen el lazo de union entre los fines de la
investigacion didactica que llevan a cabo los miembros de la comunidad que
comparte dicha PID y los fines de la ensefianza que marcan dichos paradigmas.

En el caso de la TAD, en lo que se refiere a los fines de la investigacion, esto
es, a los problemas didacticos que privilegia, a los fendmenos didacticos que se
propone explicary a los resultados que considera admisibles, es obvia su depen-
dencia de los paradigmas didacticos que asume vy, en especial, del modelo
epistemologico subyacente a dichos paradigmas. En efecto, muchos de los pro-
blemas didacticos que la TAD formula, aunque explicitamente no siempre se
expresen en términos de medios-fines, aluden a los fines que el paradigma
asumido propugna —que se expresan con los términos que proporciona el mode-
lo epistemologico subyacente— y a los medios que este propone. En cuanto a
los fendmenos didacticos, Ia TAD se propone explicar aquellos que el paradigma
que asume, sustentado en cierto MER especifico, permite hacer visibles en cada
caso. Algunos ejemplos de problemas didacticos formulados en el ambito de la
TAD nos ayudaran a precisar las cosas:

[.] sous quelles conditions l'algébre enseignée ne sera plus enseignée comme une
" arithmétique généralisée ', mais apparaitra comme un instrument nécessaire pour
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I'étude de l'immense champ de probléemes que découvre la technique du patron A/S
et qui, a travers certaines variations de cette technique, culmine dans la modélisation
algébrique ? (Gascén, 1994-95, p. 60).

éQué papel pueden desempenar los “procesos de modelizacion” [..] para incidir de
manera controlada (control cientifico) sobre el fenomeno del aislamiento de la pro-
porcionalidad respecto al resto de las relaciones funcionales en la Educacion Secun-
daria 'y, mas alla, sobre el fenomeno de la desarticulacion de la matemadtica escolar?
(Garcia, 2005, p. 183)

¢Es didacticamente viable, en el actual Sistema de Ensenanza de las Matematicas,
iniciar a los alumnos de la primera etapa de la ESO en el uso del instrumento alge-
braico? {Qué organizacion matematica puede tomarse como sistema inicial a mode-
lizar? [..] éQué nuevos dispositivos didacticos se requeriran para llevarlo a cabo?
(Ruiz-Munzén, 2010, p. 59).

¢Qué tipo de dispositivos diddcticos posibilitarian una integracion generalizada de
la modelizacién matematica en los sistemas de ensenanza universitarios de las
matematicas para las ciencias experimentales? (Qué condiciones se requieren y qué
tipos de restricciones institucionales limitan o impiden su desarrollo? (Barquero,
Bosch y Gascén, 2011, p. 341).

¢Qué condiciones se requieren y, en particular, qué restricciones dificultan o impiden
el desarrollo normal de la modelizacién funcional en el paso de Secundaria a la
Universidad? ¢Qué papel podria jugar el calculo diferencial elemental en el estable-
cimiento de las citadas condiciones? [..] (Lucas, 2015, p. 108).

En todos estos casos, y en muchos otros, se formulan problemas didacticos
aludiendo a los fines de la educacion matematica propugnados por el PMM -0
por un paradigma subdisciplinar de este—y a los medios que dicho paradigma
propone. Y, aunque de manera latente en algunos casos, el estudio de cada uno
de estos problemas esta orientado a sacar a la luz y dar cuenta de determinados
fendmenos didacticos.

A nivel pedagdgico, los fines educativos que la TAD propugna son muy
visibles, en coherencia con el paradigma del cuestionamiento del mundo:
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En el nuevo paradigma, el ciudadano debe convertirse en herbartiano, procognitivo
y exotérico. ¢{Cémo podemos promover esta nueva ciudadania? Mas alld de estar
poseidos por la pasion epistemoldgica que se necesita para ir del camino de la pura
ignorancia hacia el del conocimiento adecuado, una condicién crucial es, sin duda,
el tiempo asignado al estudio y a la indagacion en la vida de un adulto. (Chevallard,
2013a, p. 175).

Sin embargo, en muchas investigaciones didacticas, independientemente de
la teoria didactica o PID en el que se sustenten, los fines de la educacion
matematica que se propugnan tienden a ser relativamente transparentes e
incuestionables y que raramente se enuncian como tales fines.

Una muestra muy llamativa de este fenomeno de ocultacion de los fines
educativos a nivel disciplinar (matematico) se manifiesta en que muchos pro-
blemas de investigacion en didactica estan centrados en cuestionar los medios,
quedando los fines completamente implicitos. Asi, es facil encontrar problemas
didacticos formulados en los siguientes términos: "¢Es M un buen medio de
ensenanza? "éCon el medio M se mejora la ensenanza?". En estas formulacio-
nes, los fines educativos que, presuntamente, se alcanzarian con los citados
medios, no s6lo quedan implicitos, sino que pueden acabar siendo absoluta-
mente transparentes. Si aceptamos que los fines educativos son postulados,
entonces enunciaremos los problemas didacticos en términos de medios-fines,
esto es: "¢éEs M un medio de ensefanza eficaz para alcanzar el fin F?"

Digamos para concluir que, para profundizar en el didlogo entre diferentes
PID, sera preciso contrastar los fines educativos y los modelos epistemoldgicos
subyacentes de los paradigmas asumidos por cada una de ellas. En ultima
instancia, sera imprescindible contrastar la compatibilidad entre los paradigmas
didacticos asumidos, en la practica, por las diferentes PID. Pero, antes de enfocar
el didlogo en estos términos, sera preciso discutir si las nociones de praxeologia
de investigacion didactica (PID) y de paradigma didactico asumido por una PID
son pertinentes o deben sustituirse por otras.
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Covariacion logaritmico-exponencial en futuros
profesores de matematicas. Un estudio de caso
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Resumen: El presente estudio contribuye al cuerpo de investigaciéon acerca del
desarrollo del razonamiento covariacional en futuros profesores de matematicas.
Reportamos las acciones mentales y niveles de razonamiento covariacional loga-
ritmico-exponencial percibidos en dos estudiantes de sexto semestre de una
licenciatura en matematicas, durante un experimento de ensenanza desarrolla-
do por un futuro profesor de matematicas que esta inmerso en un proyecto de
investigacion. Las tareas del experimento inician con una construccién geomé-
trica de puntos de una curva utilizando GeoGebra para que los estudiantes
exploren las variaciones y describan la curva que ajusta los puntos y logren
determinar una expresion general para la construccion de cualquier punto al
reconocer las dos progresiones: la aritmética y la geométrica. Sin embargo, evi-
dencian la complejidad de desarrollar un razonamiento covariacional continuo
a partir de una tarea que incentiva el razonamiento covariacional discreto.
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Palabras clave: Razonamiento covariacional, Experimento de ensefianza, Geo-
metria dindmica, Construccion geométrica.

Abstract: The present study contributes to the body of research about the
development of covariational reasoning in future mathematics teachers. We
report the mental actions and levels of logarithmic-exponential covariational
reasoning perceived in sixth semester undergraduate students in mathematics
during a teaching experiment developed by a future mathematics teacher who
is immersed in a research project The tasks of the teaching experiment begin
with a geometric construction of points of a curve using GeoGebra for students
to explore the variations and describe the curve that adjusts the points. The
students determine a general expression for the construction of any point by
recognizing the two progressions: arithmetic and geometric. However, they show
the complexity of developing a continuous covariation reasoning from a task
that encourages discrete covariation reasoning.

Keywords: Covariational reasoning, teaching experiment, Dynamic Geometric,
Geometric construction.

1. INTRODUCCION

El razonamiento covariacional es un constructo teérico ampliamente utilizado
dentro de un creciente cuerpo de investigacion centrado en explicar el desarro-
llo cognitivo relativo a la coordinacion de cantidades que varian simultanea-
mente (Carlson, Jacobs, Coe, Larsen, y Hsu, 2002; Saldanha y Thompson, 1998;
Thompson y Carlson, 2017). El razonamiento covariacional son las actividades
cognitivas involucradas en la coordinacion de dos cantidades variables mientras
se atiende la relacion de las formas en que ambas cambian (Carlson et al, 2002,
p. 357). Razonar covariacionalmente implica realizar acciones mentales, en dife-
rentes niveles de desarrollo, involucradas en la concepcién acerca de la variacion
de dos cantidades que varian.

Se ha demostrado que el razonamiento covariacional es fundamental para
que los alumnos comprendan numerosos conceptos matematicos en nivel bachi-
llerato y superior; como son las relaciones exponenciales (Castillo-Garsow, 2010;
Confrey y Smith, 1995; Ellis, Ozgur, Kulow, Dogan, y Amidon, 2016; Ellis, Ozgur,
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Kulow, Williams, y Amidon, 2012; Ferrari-Escold, Martinez-Sierra, y Méndez-Gue-
vara, 2016), las funciones trigonométricas (Moore, 2010, 2012, 2014)K. C. (2010,
la razén de cambio (Johnson, 2012, 2015a, 2015b), el concepto de funcion
(Carlson et al, 2002; Johnson, 2012, 2015a, 2015b), el teorema fundamental del
calculo (Thompson, 1994b), graficos de funciones (Carlson et al, 2002; Moore,
Paoletti, y Musgrave, 2013) y ecuaciones diferenciales (Castillo-Garsow, 2010).

El razonamiento covariacional es considerado como una forma fundamen-
tal del razonamiento matematico de los estudiantes, que es utilizado cuando
aprenden el concepto de funcion (Johnson, McClintock y Hornbein, 2017). Exis-
ten dos perspectivas de covariacion: una estatica y otra dinamica. De manera
general, desde la perspectiva estatica, las cantidades de una variable se asocian
con las cantidades de otra variable; en tanto que, desde la perspectiva dinamica,
los cambios en una variable estan asociados con cambios en otra variable
(Johnson, 2012).

Particularmente, Confrey y Smith (1994) proporcionan una perspectiva de
covariacion estatica de una funcién cuando se toma como una yuxtaposicion
de dos progresiones, cada una generada independientemente a través de patro-
nes de datos, evidencia que emerge de su estudio sobre la funcion exponencial.
En tanto que Carlson et al. (2002) trabajan desde una perspectiva dinamica que
parte de interpretar y representar modelos graficos, entre otros, el llenado de
recipientes. Referente a la funcion exponencial, Ferrari-Escold, et al. (2016), resal-
tan dos formas de aproximarse a dicha funcion. La primera aproximacion hace
referencia al trabajo de Thompson (2008), Ellis et al (2012), y Castillo-Garsow
(2010) sobre razén de cambio, donde se considera que la tasa proporcional en
la cual una funcion cambia con respecto al valor de la funcion, en un determi-
nado instante, es una caracteristica que define a las exponenciales. Es decir, Vx
€ R, f(x) es una funcion exponencial si existe h € R, tal que f&+h) es yna
constante que depende del tamano de h. fe0

La segunda forma de aproximacién reconoce que la funcion exponencial
puede ser vista como la yuxtaposicion de dos progresiones, cada una de ellas
construida de manera independiente (Figura 1) a través de analisis numéricos
e identificacién de patrones (Confrey y Smith, 1994). En un sentido formal, la
construccion de una funcion exponencial es la construccion de un isomorfismo
entre los mundos de contar (aditivo) y multiplicar (multiplicativo) a través de
la covariacion.
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Figura 1. Recreacion de ejemplo tomado de Confrey y Smith (1995, p. 85)

A partir de la segunda aproximacion podemos pensar en construir la funcion loga-
ritmo y la funcion exponencial desde el mismo razonamiento covariacional, el cual
surge al considerar ambas funciones como la yuxtaposicion de dos progresiones
una aritmética y otra geometrica, bajo la misma mirada de Napier y Briggs que, a
principios del siglo XV, buscaban una herramienta para facilitar cdlculos; en tanto
que Newton, Huygens y Agnesi, a finales del mismo siglo, se enfocan en describir
fendmenos que involucran continuidad (Ferrari y Farfan, 2010).

El propésito de esta investigacion es indagar el desarrollo del razonamiento
covariacional logaritmico-exponencial en futuros profesores de matematicas
desde una perspectiva estatica de covariacion hacia una perspectiva dinamica
mediante la construccién geométrica de puntos con el software GeoGebra, el
uso de tablas y hojas de calculo, asi como la graficacion o ajuste de puntos que
involucra un acercamiento a la continuidad de la funcion.

2. MARCO TEORICO

De acuerdo con Carlson et al. (2002), el razonamiento covariacional es entendi-
do como las actividades cognitivas individuales involucradas para coordinar la
variacion simultdnea de dos cantidades al reflexionar sobre la variaciéon que
existe entre ambas. Senalan que, si se quiere determinar la capacidad que tiene
un individuo de razonar covariacionalmente, se deben analizar, en conjunto, los
comportamientos y las acciones mentales (AM) exhibidos al responder tareas
especificas de covariacion. Para estos investigadores, un estudiante logra cierto
nivel de razonamiento covariacional de acuerdo con la imagen global que
apoya las diversas acciones mentales exhibidas durante las tareas de covaria-
cion. En su marco conceptual de razonamiento covariacional consideran cinco
niveles de desarrollo. Senalan que la habilidad de razonar covariacionalmente
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alcanza un nivel de desarrollo cuando mantiene las acciones mentales asocia-
das a los niveles inferiores. La imagen que describe los niveles es caracterizada
por Thompson (1994a), como aquello que se enfoca en la dinamica de las
operaciones mentales. Es importante mencionar que el razonamiento covaria-
cional es mas sofisticado a medida que la imagen se va desarrollando.

En ese sentido Ferrari-Escola et al. (2016) proponen una reformulacion (Tabla
1) de los niveles de desarrollo del razonamiento covariacional descritos por
Carlson et al. (2002), pues el objetivo de su investigacion fue identificar el razo-
namiento covariacional logaritmico-exponencial de estudiantes de bachillerato
desde un acercamiento discreto hacia un analisis continuo de la funcién loga-
ritmica. Reformulacion que utilizamos para nuestra investigacion como marco
conceptual.

Las acciones mentales y su entrelace en niveles de razonamiento covaria-
cional emergen del estudio epistemologico reportado por Ferrari (2008), en don-
de se identificaron elementos esenciales que, consideramos, caracterizan la
covariacion logaritmica-exponencial. Percibimos alli que construir progresiones
(una aritmética, otra geométrica), reconocer y vincular las operaciones aritméticas
involucradas, asi como la convencién matematica (log,1 = 0;a > 0, a = 1) surge
para generar un sistema logaritmico facilitador de calculos, en tanto que en la
exponencial (a®= 1, a > 0) para extender la estructura algebraica mas alla de
los numeros naturales.
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Tabla 1. Razonamiento covariacional logaritmico-exponencial

Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3 Nivel 4 Nivel 5
AML1.Coordi- Se percibe Implica Articular AM1, | Incorporar Coordinar
nacion entre cuando se reflexionar AM2y AM3, | AM4 las acciones
los numeros. trabaja con los | sobre AM1 e propician la refuerza el mentales
Reconocer elementos de incorporar internalizacion | nivel anterior | anteriores
ordeny construccion de | AM2 mientras | y coordinacion | al reconocer | con AMS5,
secuencia en los puntosy se | se trabajaen | de las nuevas promueve
cada reconoce el como cambian | operaciones acciones'y internalizar
progresion. orden de los las cantidades | involucradas, | propiedades |y coordinar
elementos de las | involucradas. mientras se sobre acciones
progresiones. piensa en el objetos a sobre
L N conjunto de través de la rogresiones
AM2. Coordinacién de la direccién nunjweros construccion prog
de la cantidad del cambio en cada ) y y .
) L. . . operaciones, | de nuevos operaciones
progresion numeérica. ldentificar si N .
- sin aun puntos de la | aritméticas
la progresion aumenta o .
- coordinar las | curva. que
disminuye al reconocer )
) L progresiones. conducen a
operaciones aritméticas entre I
numeros y, por lo tanto, el cambio o
L : ) ) covariacion
aritmético (diferencia) y el cambio -
s ) logarftmica-
geométrico (cociente). )
exponencial.

AM3. Coordinacion de las operaciones aritméticas
que generan las progresiones. Esto implica la
asociacion de la multiplicacién con la suma como
la operacion que permite la construccion de puntos

de la curva.

AMA4. Coordinacion de las operaciones que completan las
progresiones numéricas al extender el conjunto de numeros
naturales al racional, y el conjunto de nimeros racionales al real,
para obtener la reversibilidad de las operaciones.

AMS. Coordinacion de las progresiones. Implica relacionar una coordenada de un
punto con la otra coordenada del mismo punto, es decir, abstraer la relacién
funcional de forma numeérica, gréfica o analitica (formula o expresion algebraica).

Tomado de Ferrari-Escola et al, 2016.
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3.- METODOLOGIA

Dada la complejidad de los contextos de ensefanza/aprendizaje y la necesidad
de una metodologia sensible a ellos, consideramos adecuada para nuestra
investigacion sobre desarrollo del razonamiento covariacional logaritmico-expo-
nencial la metodologia de investigacion basada en disefio. Seguiin Molina, Cas-
tro, Molina y Castro (2011) es una metodologia cualitativa que “persigue
comprender y mejorar la realidad educativa a través de la consideracion de
contextos naturales en toda su complejidad, y del desarrollo y andlisis paralelo
de un diseno instruccional especifico” (p.75). Para Molina et al. (2011) el objeti-
vo de esta metodologia es “analizar el aprendizaje en contexto mediante el
diseno y estudio sistematico de formas particulares de aprendizaje, estrategias
y herramientas de ensenanza, de una forma sensible a la naturaleza sistémica
del aprendizaje, la ensenanza y la evaluacion” (p. 76).

Como parte de nuestra investigacion, trabajamos tres cursos con 16 estu-
diantes del séptimo semestre de la licenciatura en Matematicas con especialidad
en Matematica Educativa de la Facultad de Matematicas de la Universidad
Autonoma de Guerrero (UAGro), México. Los cursos fueron: (1) Desarrollo del
pensamiento matemdtico, donde se profundizarian temas matematicos iniciados
con disenos de aprendizaje validados en otras investigaciones; (2) Taller de
material diddctico, donde se analizaria y discutiria el diseno de aprendizaje que
se habia desarrollado en el curso 1, mismo que redisenarian creando un nuevo
disefo de aprendizaje, y, (3) Iniciacién a la investigacion, donde aprenderian a
realizar un estado de arte y articular los elementos trabajados en los otros dos
cursos para disenar un experimento de ensenanza y ponerlo en escena.

Dentro de la metodologia de investigacion basada en disefo se enmarca el
‘experimento de ensefanza’, considerado como una secuencia de episodios de
ensenanza disenados por un investigador. En este experimento participan uno
0 mas estudiantes y un testigo (otro investigador o el profesor del curso), y se
determina un método de recoleccion de datos. Los datos son utilizados para
redisenar episodios siguientes y realizar andlisis retrospectivo del experimento
de ensenanza desarrollado (Steffe y Thompson, 2000).

Los 16 estudiantes, futuros profesores de matematicas, fueron organizados
en cuatro equipos de cuatro integrantes designandoles un tema matematico
para investigar. Se les invitd a trabajar sobre funcion lineal y funcion cuadratica
(cuyos disenos de aprendizaje fueron tomados de Méndez, 2013); asi como sobre
funcion exponencial y funcién logaritmica (cuyos disefios de aprendizaje fueron
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tomados de Ferrari, 2008). Todos los equipos entregaron, al finalizar su séptimo
semestre, un trabajo final reportando su analisis del experimento de ensefanza
que desarrollaron con estudiantes de la facultad (Esquema 1), el cual no se
reportan en el presente articulo.

Cursos de séptimo semestre: Area Matemitica Educativa

Desarrollo del pensamiento Taller de material Iniciacion a la
matematico didactico investigacion
| ! }

Disefio  de  aprendizaje Andlisis  del disefio  de Conocer investigaciones
validado como disparador del aprendizaje validado y su sobre el tema matematica y
tema matemdtico a estudiar. redisefio. generar un experimento de
Equipo 1 Equipo 2 Equipo 3 Equipo 4

Funcion lineal Funcion cuadritica Funcién exponencial Funcién logaritmo

r

Bunny, rediseiia el
experimento de
ensefianza que
surgio del equipo 4.

}

Experimento de ensefianza
desarrollado por Bunny en
el aula de Matemitica

Escolar.
Equipo I: Equipo 2:
ElyE2 E3 vy E4

Esquema 1. Organizacion de la investigacion.

En este articulo nos centramos en el analisis de las producciones de los par-
ticipantes del experimento de ensefanza sobre funcién logaritmica disenado
por Bunny (pseudonimo), integrante del Equipo 4, quien cursaba el octavo
semestre. Bunny desarrolla su experimento de ensenanza en el curso Mate-
matica Escolar con estudiantes de sexto semestre de la facultad. Bunny se
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encontraba desarrollando su trabajo de tesis de licenciatura enfocado a los
logaritmos en coordenadas polares, habia tomado 90% de los cursos de la
licenciatura en matematicas y del area de matematica educativa. Habia partici-
pado en congresos nacionales e internacionales referentes al ambito educativo
donde colaboro en el desarrollo de distintos talleres o laboratorios, ponencias y
carteles referentes a covariacion logaritmica-exponencial. Su trayectoria acadé-
mica nos motivo a invitarlo a esta investigacién sobre formacion inicial y cova-
riacion, de la cual se desprende el presente escrito.

El objetivo de la investigacion es contribuir a la literatura que indaga acerca
de como lograr el desarrollo del razonamiento covariacional a través de contes-
tar la pregunta: {Qué niveles de razonamiento covariacional logaritmico-expo-
nencial se perciben en futuros profesores de matematicas de sexto semestre de
licenciatura? En particular, en esta investigacion, indagamos el desarrollo del
razonamiento covariacional logaritmico-exponencial en futuros profesores de
matematicas, provocado por un experimento de ensenanza basado en la cons-
truccion geométrica de puntos de una curva logaritmica, segun la construccion
geométrica de puntos que aporta Descartes en su obra de Geometria (1630) que
Confrey y Dennis (1997) analizan en su articulo.

Asi, 1a contribucion de nuestra investigacion es dar evidencia empirica de
como el experimento de ensenanza fomenta el desarrollo del razonamiento
covariacional logaritmico-exponencial, segun la reformulacién de Ferrari-Escolg,
Martinez-Sierra y Méndez-Guevara (2016).

3.1. PARTICIPANTES Y RECOLECCION DE DATOS

En el experimento de ensefianza participaron cuatro jovenes de entre 22 y 24
anos, tres hombres y una mujer, inscritos en el curso Matematica Escolar de
sexto semestre del area de Matematica Educativa de la Facultad de Matematicas
de la UAGro. Dentro de la trayectoria escolar de los participantes encontramos
asignaturas de formacion basica como: Algebra lineal (I al 1), Geometria, Geo-
metria Analitica (I y II), Calculo (I al IV), Analisis Numérico, entre otras. Su forma-
cion de especialidad en matematica educativa marca como asignaturas cursadas
al momento de su participacion: Tecnologias en la Matematica Educativa, His-
toria de las Matematicas, Fundamentos de la Educacion, Analisis del Sistema
Educativo, Metodologia de la Ensefnanza, por mencionar algunas.
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Los cuatro participantes fueron distribuidos en dos equipos (Equipo 1y
Equipo 2), de dos integrantes cada uno. Las tareas se desarrollaron como parte
del curso en dos sesiones, cada una de 100 minutos.

En las dos sesiones se trabajo sobre logaritmos, iniciandose con la construc-
cion geométrica de una curva logaritmica utilizando GeoGebra. Estas sesiones
se desarrollaron en el laboratorio de modelacion de la Facultad de Matematicas
en Acapulco. El equipo de investigacion estuvo integrado por: Bunny, que desa-
rrollaria las sesiones, testigos encargados de tomar notas de campo (autores de
este articulo) y dos auxiliares que videograbaron las sesiones.

Para la toma de datos se contd con tres videocamaras, dos de ellas se
ocuparon para grabar la actividad de los dos equipos participantes, la tercer
videocamara estuvo a cargo de un testigo, con la resposabilidad de grabar la
actividad general del salén de clases. De igual manera, se registraron las
grabaciones de pantalla desde los equipos de cémputo utilizados para evi-
denciar el trabajo realizado en el software. También se recabaron, al término de
cada sesion, los archivos “.ggb” generados en GeoGebra. Se rescataron los
archivos de audio de cada sesién, asi como las hojas de trabajo de los estu-
diantes y las notas de campo de los testigos.

Se presentan en este escrito, luego del andlisis de los datos obtenidos, algu-
nos elementos sobre las acciones mentales y los niveles de razonamiento cova-
riacional logaritmico-exponencial percibidos en dos estudiantes del Equipo 1
(E1 y E2) mientras desarrollan las tareas en el experimento de ensefianza.

3.2. TAREAS

El sustento del diseno de las tareas descansa en el estudio epistemologico
reportado por Ferrari (2008) respecto a logaritmos donde se destaca la impor-
tancia, que en siglos pasados, se otorgaba a las construcciones geomeétricas
dentro del estudio de las variaciones y el cambio. En el mismo sentido Dennis
y Confrey (1997) rescatan de la obra de Descartes, la construccion geométrica
de puntos en un plano propiciando la asociacién de las coordenadas con su
variacion, es decir, favoreciendo argumentos covariacionales. En el disefio de las
tareas involucramos la geometria dinamica en la construccion de una curva
logaritmica con el uso de un circulo unitario; de ciertas rectas tangentes y
secantes; asi como también, la semejanza de tridngulos. Elementos que fueron
trabajados en el curso de Desarrollo del Pensamiento Matematico y que fueron
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reproducidos en el experimento de ensenanza con pequenos retoques persona-
les del estudiante Bunny.

De esta manera, el diseno del experimento de ensenanza estuvo constituido
por dos actividades que se encaminan hacia la construccién geomeétrica de
puntos pertenecientes a la funcion logaritmo base 2, para lo cual se ultilizo
GeoGebra. La dinamica de clase implementada por Bunny fue la siguiente:

1. Iniciar la sesion con las instrucciones de trabajo para guiar a los estudian-
tes en la construccion geométrica de puntos de la curva (Figura 2):
1.1. Construccién del punto P,
* Particionar el eje y: v,=0; y,=0.5; y,=1: y;=1.5; y,=2
* Insertar una circunferencia unitaria cuyo centro sea el origen del
sistema de coordenadas cartesianas y la cual determina el punto
X, = (1,0).
* Trazar una linea recta (s) que pase por el origen y un punto A
(cualesquiera) de la circunferencia logrando un angulo de incli-
nacion de 45 grados (Figura 2-a).
* Trazar una recta tangente a la circunferencia por el punto Ay
determinar x, (Figura 2-b).
* Trazar una recta vertical por x; y una recta horizontal por y, y
determinar el punto P, (Figura 2-c).

Figura 2. Construccion de los primeros puntos.

2. Dartiempo a los participantes para construir mas puntos de manera indepen-
diente; analizar variaciones en datos e intentar ajustar la curva; identificar las
variables en juego y su comportamiento “variacional’; percibir la covariacion
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existente y ajustar una curva a dichos puntos; tareas que serian orientadas
mediante preguntas preparadas para incentivar la discusion (Tabla 2);

Tabla 2. Preguntas guia del disefio de aprendizaje

Numero de
pregunta

Preguntas

Consideraciones

11

¢Qué forma creen que
tiene la curva que pasa
por todos los puntos
construidos? Dibujarla
y explicar sus ideas.

Se espera que los estudiantes realicen un primer esbozo
de la curva, sin ser exactos, ya que solo se consideran pun-
tos en el primer cuadrante del plano. Esto los llevaria a
percibir la forma de la curva e imaginarla continta.

12

¢Como se comportan
los puntos construidos
de la curva?’

Se espera una descripcion en base a la observacion de
puntos, como por ejemplo, son crecientes, decrecientes, es-
tan ubicados en cierto cuadrante, etc. que daria indicios de
AM1 y AM2

13

¢Cuanto cambian las
variables
involucradas?”

Se espera que reconozcan, en primer lugar, las variables en
juego, y luego trabajen con el comportamiento numérico,
para poder determinar los patrones de crecimiento de las
dos progresiones en juego. Evidenciarian mayor uso de
AM1 y AM2, fortaleciendo tacitamente los niveles 1y 2.

14

éConsideran que el
punto ‘B" pertenece a
la curva? iPor qué?

Se espera que reconozcan un punto especial de la curva
B=(1, 0), el cual les permitiria explorar o reconocer algunas
caracteristicas importantes de la funcion en juego y quizas
estabilizar AM3.

15

éSe pueden encontrar
puntos de la curva a
la izquierda del punto
«B»? Expliquen por
qué y de ser necesario
den ejemplos

Se espera que esta pregunta ayude a romper esquemas que
pudieran haber sido establecidos referente al tipo de funcién
que se esta trabajando, ya que con la ubicacién de mas
puntos se hacen visibles la asintota de la funcién logaritmo
base 2. Exige también esta tarea la reversibilidad (AM4)

16

¢Como ajustar los
puntos? Es decir, lograr
una curva que pase
por todos ellos écual
sera?”’

Se espera que con el analisis cuantitativo desarrollado en
la pregunta 3y las caracteristicas visuales encontradas en
las preguntas 4 y 5, identifiquen la covariacion de ambas
progresiones en juego, y asi identifiquen la covariacion lo-
garitmica-exponencial inmersa y enunciar la curva logarit-
mo en base 2, lo cual evidenciaria la AM5.

52
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3. Finalizar cada sesion invitando a los estudiantes a presentar los avances de
manera plenaria donde Bunny cuestionara algunos aspectos con el fin de
profundizar y reforzar el trabajo realizado.

3.3. ANALISIS DE DATOS

El andlisis de los datos se realizd de manera retrospectiva lo cual nos permitio
reflexionar sobre los datos obtenidos durante todo el experimento de ensenan-
za (Molina, et al. 2011). Consideramos que las herramientas teoricas y metodo-
logicas de la investigacion estan estrechamente ligadas a la pregunta/problema
de investigacion. De hecho, nuestro proceder tedrico, metodoldgico y analitico
es analogo a muchas investigaciones en el campo de investigacion acerca del
razonamiento covariacional (e.g. Moore, 2013, 2014). La particularidad de nues-
tra investigacion es la reformulacion de (Ferrari-Escold, Martinez-Sierra y Mén-
dez-Guevara, 2016) para el desarrollo del razonamiento covariacional
logaritmico-exponencial.

Se inici6 el analisis de los datos mediante el proceso de familiarizacion, a
traves de mirar, en repetidas ocasiones, los videos recabados, incluso se realizo
una mejora en el audio eliminando ruido de las grabaciones mediante las
herramientas proporcionadas por el software Audacity ®. Sequido de ello se
realizo la transcripcion de las grabaciones de video; se revisaron y digitalizaron
las hojas de trabajo resultantes de las sesiones; se reviso la construccion hecha
en GeoGebra y la grabacion de la pantalla recabada, todos estos elementos nos
ayududaron a entender, de mejor manera, como fueron elaborados cada uno
de los elementos geométricos de la construccion en GeoGebra. Cabe mencionar
que los estudiantes involucrados presentaban un nivel basico en el uso del
software lo cual implicé mantener la configuracion predeterminada en aspectos
como: ejes, cuadricula, vistas algebraica y grafica, asi como el uso de dos cifras
decimales. Este ultimo aspecto jugd un papel importante durante el analisis de
las variaciones realizada por los estudiantes. Para analizar los datos nos apoya-
mos en el marco conceptual de covariacion logaritmico-exponencial expuesto
en Ferrari-Escold, et al. (2016), asi como no perder de vista el objetivo propuesto,
por lo que utilizamos el analisis continuo (Molina, et al. 2011) al final de cada
sesion, que nos permitio tomar decisiones y reorientar el trabajo de ser necesa-
rio. Con las transcripciones completas los autores identifican, por separado,
momentos donde se vislumbran en los estudiantes aspectos covariacionales o
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elementos relacionados al crecimiento, o variacion de las variables en juego,
para luego triangular y validar los episodios seleccionados como evidencia de
las acciones mentales y los niveles de razonamiento covariacional percibidos
en la primera sesion del experimento de ensenanza.

4. RESULTADOS

El experimento de ensenanza inicia con la explicacion de Bunny para la cons-
truccion de dos puntos (P, y P,) de la curva a analizar. Esta actividad tuvo una
duracion aproximada de 23 minutos, debido a que fue necesario instruir a los
estudiantes en las herramientas de GeoGebra que se utilizarian. Después de
la construccion de los primeros dos puntos, se les solicita construir mas pun-
tos y analizarlos hasta lograr reconocer la curva; con tantos puntos como
consideraran necesarios.

El Equipo 1, inicia construyendo los puntos P;=(1.42, 0.5) y P,= (2.01, 1) con
cierta imprecision, debido a que no han ajustado la inclinacion de la recta inicial
a 45° como se les solicita en la actividad (Figura 2-a), y eso les perturba para
analizar numéricamente el crecimiento de los puntos.

Luego de las explicaciones de Bunny y la construccion de los dos primeros
puntos, E1 'y E2 acuerdan construir dos puntos mas (P; y P,), utilizando aproxi-
madamente 5 minutos en esa tarea (Figura 3).

» Vista Algebraica X~ Vista Grafica
Cénica t[C~
e x+y =1
® dix%+y? =403
® ex?+y?=16.2:
Punto

® A=(0.71,0.71)

® B=(1,0)

® C=(1.42,1.42)
D = (-2.01,0)

® E =(2.84,2.85)
F=1(-4.03,0)

® 0=(0,0)

e P, = (1.42,0.5)

e P, =201, 1

® P, = (2.84,15)

o P, =(403,2)

® X, = (142,0

® X, =(201,0)

® x; = (2.84,0)

® x, = (4.03,0)

e y, = (0,0.5)

ey, =01

® y; = (0,15)

°v, =02

Recta

PAPA T TR TR

Figura 3. Construccion de los puntos.
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4.1. EPISODIO 1: LOS PUNTOS SE VAN “ANCHANDO” DE MANERA CRECIENTE

Con los cuatro puntos construidos los estudiantes inician la busqueda de patro-
nes de crecimiento (Extracto 1) y como primera herramienta toman diferencias
entre ordenadas consecutivas (Extracto 1, Linea 029). Reconocen que deben
encontrar la variacion de las coordenadas de los puntos construidos. E2 men-
ciona: “‘cudnto van variando?, o {no crees que van variando?” (Extracto 1, Linea
026) refiriendose a las abscisas luego de que E1 sefiala que los valores de *y’
tienen un aumento constante de 0.5 en 0.5 (Extracto 1, Linea 023). Se observa
que los estudiantes logran identificar las dos variables en juego, pero solo expli-
citan la manera de variar las ordenadas “y’, cuya construccion se deriva de la
particién solicitada. El reto mayor es determinar como varian los valores de ‘X’
que emergen de la construccion geométrica propuesta, ya que buscan una
regularidad en la diferencia de dos valores consecutivos.

Extracto 1. Diferencia entre valores de x

Linea Participacion Figura

022 E2: x, la distancia que hay de...

023 E1: 142. bueno nada mas con estos puntos; estos ~ ® P, = (1.42, 0.5)
son los que hice... los de las “y" nada mas van e P,=(2.01,1)
tand to 5. _
aumentando punto e P, = (2.84, 1.5)
024 E2: &Y los de “X.. ¢ Calculadora? e P, =(4.03,2)
025  EL ¢Para qué? @ x, =(142,0)

026 E2: Para ver cuanto van variando, éo no crees que
van variando?

027 E1: Sivan variando aqui son 51 0 52, ac4 no?
[refiriéndose a la distancia entre las abscisas de
P,y P,] Este de acd son 83 [indicando a la
distancia entre las abscisas de P,y P,|.

028 E2: 059 [usa la calculadora para la distancia entre
las abscisas de P,y P;l.

029 El: Elotro es 4.03 - 2.84 son..
030 E2: 59,83y 1.19 [anotando en su hoja de trabajol.
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Hasta ese momento los estudiantes han percibido que las variables van en
aumento y que para ‘y" son de 0.5 en 0.5, mientras que siguen buscando deter-
minar la variacién de ‘X’ mediante diferencias. El trabajo no los conduce hacia
algo concreto, sin embargo, mediante la observacion de los puntos construidos,
conjeturan que se trata de un “parabolad’, debido a que consideran que el gra-
fico “deberia ser simétrico”. Incluso a la hora de graficar la curva en la hoja de
trabajo, su trazo inicia en el origen y generan una curva que va creciendo con
la concavidad hacia arriba (Figura 4).

Figura 4. Puntos se van a ir “anchando’.

Observamos entonces que los estudiantes identifican qué varia, pero, no logran
aun determinar cuanto varia, al menos no para los valores de ‘X', sélo visualizan
que ambas variables crecen. Discuten sobre si se trata de un crecimiento cua-
drdtico (E1) o exponencial-logaritmico (E2), sin llegar a una conclusion conjun-
ta para definir como varia el crecimiento de los puntos.

En este episodio evidenciamos cémo se perciben indicios de AM1 y AM2 en
las discusiones y trabajo de los estudiantes, debido a que logran identificar las
dos variables en juego y que ambas crecen. Los comportamientos exhibidos por
estos estudiantes al responder la tarea fueron indicios de los niveles de coordi-
nacion y de direccion (Nivel 1y Nivel 2). Buscan también, de manera cuantitativa,
la variacién de una de ellas (la variable “x') sin lograr aun el patrén de crecimien-
to, mientras que para la sequnda variable (‘y") observan que es creciente de
manera directa por la particion indicada en la tarea, por tanto, conocen cuanto
varia. Esto induce a los estudiantes a percibir que los puntos construidos se van
‘anchando” de manera creciente, como lo comenta E2 a su companero, lo que
implicitamente involucra el hecho de que la razén de cambio va siendo cada vez
mas pequena.
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4.2. EPISODIO 2: PARA VALORES NATURALES PODEMOS SUMAR 1 Y DUPLICAR

Los estudiantes llegan a un momento de confusion, su analisis numérico
mediante diferencias no les ha permitido identificar la variacion de los valores
de X’; en tanto que la parte grafica los lleva a conjeturar que podria tratarse de
una parabola. Bunny interviene para apoyarlos y les hace la observacion de que
el angulo de inclinacion de la recta S (Figura 2-a) no mide 45° y les solicita
ajustar el angulo. Con ello los puntos construidos se tornan mas comodos,
incluso aparecen numeros naturales como se puede observar en la Figura 5
donde los puntos de la izquierda son los que construyeron primero y los puntos
de la derecha son los que obtuvieron después del ajuste del angulo.

e P,=(142,05 P, =(141,0.5)
e P,=(2.01,1) P,=1(2,1)
® P, =1(2.84,15) p,=(2.83,1.5)
® P, =(4.03,2) P, = (4,2)

Figura 5. Los nuevos puntos.

Con los nuevos puntos (extracto 2), reconocen que van apareciendo, primero,
un numero decimal y después uno entero; aparece un decimal y luego un ente-
ro, y asi siguiendo en ambas variables. Construyen entonces otro punto (solo la
abscisa) utilizando una circunferencia para probar su conjetura de nimero

“

decimal, entero, decimal, entero y predicen que para el valor 3 de “y" el valor de
la coordenada ‘X" va a ser 8, asi determinan el punto Ps= (8,3). Los estudiantes
reconocen que las ordenadas enteras 1, 2 y 3 estan relacionadas con los valores
enteros de las abscisas 2, 4 y 8 respectivamente. Es decir, observan el cambio

u uon

en X" y el cambio en “y’. Mas aun, pudieron determinar que los valores en "X
aumentan al doble (extracto 2, linea 105) y los valores en “y" de uno en uno,
fortaleciendo asi las AM1 y AM2 parcialmente, ya que no logran aun el patron
general de crecimiento de cada variable en conjunto, esto los mantiene dentro

de los primeros dos niveles de razonamiento (coordinacion y direccion).
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Extracto 2. Va aumentando el doble

Linea Participacion

097 E1: Es queenlos puntos 1,2 3enellllegael 2 parax y=2va4, eny=3se

va al 8y los decimales en y.. esta... tiene decimales en x en los puntos.

098 Bunny: ¢Encontraste que aqui es 2, 4, 8? [indicando las abscisas].

099 E1. Si

100 Bunny: El siguiente entonces écudl serfa?

101 E1l: El siguiente va a quedar con decimal, va a tener decimales pues.

102 Bunny: &Y el siguiente?

103 E1: Elsiguiente serfa... {Cudl es el siguiente Chavo? pienso que 16, pero si 16.

104 Bunny: 16 ¢Por qué?

105 E1: Porque va aumentando, el punto que tenemos es 2, luego el doble seria
4, luego el doble es 8, el doble de 8§, 16.

En este momento, los estudiantes observan que ambas cantidades (valores de
x y valores de y) crecen con cierto incremento; el doble en valores enteros de ‘X' y
aumento de 1 en valores enteros de ‘y’, lo cual podemos identificar como AM1
e inician un acercamiento mas robusto de AM2, pese a que no logran incorpo-
rar en su discusion los puntos intermedios construidos que involucran nimeros

no enteros.

4.3. EPISODIO 3: LAS PROGRESIONES

E1ly E2 han determinado que en las coordenadas de los puntos construidos
se podian encontrar nimeros decimales o enteros. Para las coordenadas de
valor entero descubrieron que se puede ir duplicando los valores de las abs-
cisas 'y sumar 1 en las ordenadas para obtener el punto siguiente con coor-
denadas enteras. Sin embargo, aun no han logrado percibir con mayor fineza
el patron de crecimiento de las variables, es decir, solo pueden determinar P,,
P, v P, dejando los huecos de P, Py y Py que precisamente son puntos cuyas
coordenadas son decimales. Para salir de esa encrucijada necesitan el apoyo
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de Bunny quien los induce a observar que el valor de la abscisa del punto P1
se puede considerar como una aproximacion a la raiz cuadrada de dos (extrac-
to 3, linea 165). Con ello reescriben los puntos que han construido (extracto
3, linea 171).

Extracto 3. Reemplazando por raiz de dos

Linea Participacion

165 Bunny:  Aj, las ‘y" siempre crecen 0.5 en 0.5. Bueno, lo que yo haria primero es poner
los puntos que tengo alli, que voy a analizar, que quiero cuantificar, ponerlos
aqui mas claro éno? [refiriéndose a escribirlos en papell. Digo, también en la
pantalla es mas complicado poner los X, claro. {Cudles son solamente los P?
Y quizas ahi encontrar algo, si no funciona la resta, no sale nada uniforme en
la resta, queé otra puedo encontrar en la variacion? .. ... .. 1.41.. ese 141 {No
les evoca nada? ¢No se acuerdan qué ndmero es?

166 E2: Esto es raiz cuadrada de 2 [indicando el 1.41 del punto P, en la lista de puntos
que han escrito], esto es raiz cuadrada de 4 [indicando la abscisa del punto P,].

167 E1: Entonces, es como ésta, pero no..

168 E2:  Asi lo dejamos [refiriéndose a la pregunta 4 sobre B=(1,0)].

169 El: Sivya.

170 E2: Pero lo podemos tomar como un punto x sub cero.

171 E1:  Si reemplazamos esto por lo que dijimos hace rato, éste es la raiz de 2, ésta

raiz de 4, ésta raiz de §, raiz de 16, raiz de 32, raiz de 64 y el punto que esta
aqui es la raiz de 1, es el que tenemos, pues a ver cdmo concebimos eso que
habiamos dicho.

Al realizar la reescritura de las coordenadas de los puntos (Figura 6), logran una
perspectiva mas amplia sobre la forma de variar los valores de “x". Con ello
pueden ver que para obtener el siguiente punto debian duplicar el valor anterior
y sacar la raiz cuadrada (para x) asi como aumentar 0.5 para los valores de ‘y'".
Sin embargo, dudan sobre queé colocar cuando y = 0 y a su abscisa la asocian
con ‘raiz de 1", que corresponde al punto ‘B" de la construccion geométrica,

punto sobre el que se les pregunta si pertenece o no a la curva (tarea 1.4).
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Figura 6. Reescribiendo los valores de x.

Los estudiantes logran coordinar las operaciones de duplicar y extraer raiz cua-
drada en las abscisas y sumar 0.5 en las ordenadas, que les permite generar las
progresiones para ‘X" y ‘y". Consideramos que comienzan a incursionar en los
elementos de AM3, podemos decir que sus comportamientos expresados sugie-
ren una habilidad de razonamiento covariacional (Nivel 3) de coordinacion de
operaciones aritmeéticas que generan las progresiones. Mantienen esta estrategia
de duplicar en las abscisas hasta incorporar la aplicacion de la raiz cuadrada
para lograr atrapar todas las abscisas construidas geométricamente. Se percibe,
en la discusion de los estudiantes, que pierden de vista la base 2 de la progre-
sion geomeétrica analizada, al no reescribir la raiz cuadrada como exponente.
Finalmente, el andlisis anterior los lleva a expresar las variaciones encon-
tradas mediante dos expresiones algebraicas, que articulan mediante la nota-
cion de un par ordenado (Figura 7). Consideramos que la covariacion estuvo
latente durante todo su trabajo (linea 097 del extracto 2) y logran determinar
una sola expresion para denotar la forma en que varian los puntos, pero de
manera discreta, es decir, dejando las progresiones en términos de “n’, toman-
dolo como el representante de los ndmeros enteros que permiten determinar

puntos de la curva estudiada.

IOS Puﬂ{’oS Je ’Q Q(Q}CO- Fieven l ,'O(ma
i (L\r}ali) g t ho@mos N=-1 0“90@/'705

o ponte (1T, 1) = (071,-.5) el
cvol pef borece o lo. Curvo..

Figura 7. Progresion geométrica y aritmética.
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Comienzan a percibir que también existen puntos a la izquierda de P, (Figu-
ra 7) elemento de reversibilidad en su razonamiento (AM4, nivel 4 es decir,
coordinacién de las operaciones que completan las progresiones numéricas,
extender de numeros naturales a enteros, racional y finalmente reales) de forma

u_n

discreta, ya que extienden su “n” natural hacia los enteros, dando un ejemplo

1

(J;,—i). Si bien, en los esbozos a lapiz de la forma de la curva estudiada es
continua y asi la consideran en sus discusiones, no logran comprobar su con-
jetura del crecimiento de los puntos al no establecer la expresion algebraica en
términos de y = f (x) requerido por GeoGebra para graficar la curva. Sin embar-
go, (x/z_"g) da indicio de que han logrado explicitar el crecimiento de la curva
de manera discreta, es decir, emerge en su trabajo una forma de expresar la
covariacion logaritmica-exponencial aunque ellos adn no se atreven a asegurarlo.

La primera sesién finaliza invitando a los estudiantes a compartir sus con-
clusiones. En primer lugar, participa el Equipo 2 (no reportado en este articulo)
el cual se dedica la mayor parte del tiempo a construir geométricamente nueve
puntos de la curva. En su exploracion, al igual que el Equipo 1, percibe dos
progresiones geométricas distintas, una de nimeros naturales y otra de nimeros
decimales que construyen multiplicando por 2 (abscisas); cada una de las cua-
les relacionan con una progresion aritmética que construyen sumando 1 (orde-
nadas). Comentan que para determinar los puntos de numeros enteros se
puede utilizar el par (2" n) pero que aun no lograban encontrar la formula para
la progresion que involucra decimales.

El Equipo 1, al coincidir con la exploracion que exponen sus companeros se
limitan a presentar su tabla numérica (Figura 5) y su conclusién (Figura 6), res-
pecto a que los puntos pueden ser construidos con un unico par (\/z_ng) Comen-
tan que reconocer la raiz cuadrada de 2 les permitié unificar sus exploraciones;
ideas que sorprenden al Equipo 2y les aporta nuevos elementos a utilizar.

La instruccion para la segunda sesion, fue revisar y analizar lo que se habia
trabajado en la primera sesion para ver si lograban percibir otros aspectos. Los
estudiantes en su inquietud por descubrir la curva trabajada realizan una bus-
queda de informacion sobre funciones exponenciales y logaritmicas, eso lo
demuestran ya que al iniciar esta sesion tanto E1 y E2 afirman que la funcion
estudiada es f(x) = log,x. A partir de ahi enfocan el trabajo de la segunda sesién
a comprobar su afirmacion utilizando las expresiones logradas en la primera
sesion. Al final explican a sus companeros que generaron un sistema de dos
ecuaciones igualando las variables a su conjetura sobre la forma de determinar
cualquier punto, es decir, escriben en el pintarron:
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Despejando ny utilizando funcion inversa logran la férmula que necesitaban
para que GeoGebra uniera los puntos con una grafica. Se observa que no
reflexionan sobre el pasaje de ‘nimeros enteros” a ‘ndmeros reales” al generar
este sistema de ecuaciones, sino que con naturalidad aceptan la continuidad
de la funcion.

5. DISCUSION

En este articulo presentamos los resultados de un experimento de ensenanza
que tuvo por objetivo propiciar el desarrollo del razonamiento covariacional
logaritmico-exponencial en futuros profesores de matematicas. El experimento
de ensenanza se basé en la construccion geométrica de puntos de la funcion
logaritmica que se desea estudiar con los participantes, retomando argumentos
primigenios del Calculo (siglo XVII), que fueran rescatados de los trabajos de
Ferrari (2008) y Confrey y Dennys (1997).

Encontramos que la construccion geométrica de puntos, utilizando Geo-
Gebra, propicia un acercamiento a reconocer la covariacion logaritmica-expo-
nencial discreta trabajandose tacitamente con la continuidad de la curva al
solicitar “el ajuste” de los mismos, tareas que hay que seguir afinando e
investigando. En este sentido, coincidimos con Thompson y Carlson (2017)
sobre que propiciar el razonamiento covariacional es crucial en el desarrollo
matematico de estudiantes, en particular, al construir expresiones algebraicas,
formulas, tablas numeéricas o graficos que les permitan describir variaciones
simultaneas generando nuevos significados.

Al inicio del experimento los participantes construyeron puntos de la curva
e intentaron identificar el tipo de variacion que observan en las variables. Per-
cibimos alli indicios de AM1 y de AM2 (los primeros dos niveles de coordinacion
y direccion), pero retenido por el entremezcle de coordenadas con pares de
numeros enteros y aquellas coordenadas con pares de numeros reales. Lo pri-
mero que perciben es multiplicar por 2y sumar 1, “saltando” asi los puntos cuyas
coordenadas involucran decimales. Demoran en descubrir que el patron general
de crecimiento de las abscisas es V2 y, el de las ordenadas es 0.5. Problema
que reporta Gruver (2017) sobre la dificultad percibida en su investigacion sobre
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diferenciar las relaciones lineales de las exponenciales y el cbmo crecen, misma
que aborda desde una recta numérica con subdivision exponencial de segmen-
tos generada desde los datos proporcionados a los estudiantes. Sin embargo, su
atencion esta hacia las propiedades aritméticas de los logaritmos, no tanto hacia
el reconocimiento de la covariaciéon presente.

Ellis et al. (2016, p. 176), por su parte, mencionan que sus hallazgos sugieren
que razonar con cantidades covariando es un aspecto critico para construir una
comprension particular del crecimiento exponencial. Idea que compartimos, desde
nuestra perspectiva, pues se trata de abstraer la covariacion logaritmica-exponen-
cial desde un estudio de cantidades variando, una (ordenadas) desde la suma
y otra (abscisas) desde la multiplicacion. Coincidimos también con Kuper y
Carlson (2017) quienes reportan que en su exploracién reconocen que es crucial
que los estudiantes determinen los factores de crecimiento parcial y general para
reflexionar sobre la covariacion logaritmica. Conclusiones que reforzamos con
nuestros datos, iniciados desde una construccion geomeétrica.

5.1. SINTESIS DE RESULTADOS

En este apartado sintetizamos la produccion de E1y E2 durante la primera sesion
del experimento de ensenanza, presentado en este articulo, mediante la Tabla 3
organizandola segun las acciones mentales y los niveles de razonamiento cova-
riacional logaritmico-exponencial que consideramos haber percibido en estos
estudiantes seguin la adecuacion tedrica de Ferrari-Escold, et al. (2016).
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Tabla 3. Acciones Mentales de los estudiantes

Acciones Mentales Nivel 1y 2 Nivel 3 Nivel 4y 5
AML1. los estudiantes identifican que | Estos niveles se Los estudiantes se | Los estudiantes
existe cambio constante en la diferencia | entremezclan, ya despegan de la logran una

de ordenadas consecutivas y aplican la
misma estrategia en las abscisas: “Aqui
son 51 0 52, aca no? Este de aca son 83"
(Extracto 1) sin éxito de encontrar una
constante de crecimiento.

Los estudiantes cambian la estrategia de
‘diferenciar’ numeros consecutivos a
‘multiplicar’. Es decir, desde P, (21) y P,
(4,2) predicen Pg (83) y Py (16,4): “Porque
va aumentando, el punto que tenemos
es 2, luego el doble serfa 4, luego el do-
ble es 8, el doble de 8, 16" (extracto 2).

AM2. Desde el inicio reconocen que am-
bas variables crecen con diferentes for-
mas de hacerlo, sin aun lograr determinar
un Unico factor de cada progresion que
provoque su crecimiento, lo logran par-
cialmente en el conjunto de los nimeros
naturales.

que la primera
tarea de esbozar la
‘forma” de la curva
desde los puntos
construidos, genera
discusion entre
crecimiento
‘cuadratico” o
‘logaritmico’.
Distinguir entre
ambos recae en
reconocer las
progresiones
presentes
(geométrica en las
abscisas y
aritmética en las
ordenadas)

AM3. Logran la dupla de factores de crecimiento: 0.5 para or-
denadas y V2 en las abscisas, unificando el cémo y cuanto
crece la curva. ‘Si reemplazamos esto por lo que dijimos hace
rato, éste es la raiz de 2, esta raiz de 4, esta raiz de §, raiz de 16,
rafz de 32, raiz de 64 y el punto que esta aqui es la raiz de 1
es el que tenemos pues a ver como concebimos eso que ha-
bfamos dicho” (extracto 3).

Unica estrategia
que utilizan al
analizar la forma
de crecimiento de
las ordenadas de
los puntos
construidos
(diferencia)
agregando la de
multiplicar. Logran
entonces la dupla
de factores de
crecimiento: 0.5
para ordenadas y
en las abscisas,
unificando el
como y cuanto
crece la curva, es
decir, cual es el
siguiente punto.

AMA4. Se abre la discusion desde las coordenadas con niimeros
naturales hacia coordenadas con nuimeros reales de manera
discreta, evidenciando timidamente reversibilidad en su razo-
namiento, al menos presentan un ejemplo: (\f

1

1
Er

formula unica
para generar
nuevos puntos.
Si bien no logran
una expresion
general que
“ajuste” los
puntos en esta
primera sesion,
evidencian
avances hacia
estos niveles de
razonamiento

AMDS. Generan una expresion general para describir la curva de manera discreta, es
decir, dan una “formula” general para construir cualquier punto (\/2";3) que eviden-
cia que perciben la covariacion logaritmica-exponencial sin lograr, en la primera

sesion, una expresion y = f (x)
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Observamos entonces que, durante gran parte del experimento de ensenan-
za E1 y E2 se enfocan en determinar como obtener el siguiente punto de la
curva mediante un analisis cuantitativo, apoyandose en GeoGebra para com-
probar su conjetura, no para construirlos. Con este estudio logran coordinar las
operaciones aritmeticas (al menos para los nimeros naturales) de multiplicar
por 2 y sumar 1, que les permite generar las progresiones para ‘X" y ‘y". Sin
embargo, van dejando huecos, aquellos que implicaban ndmeros reales, aso-
mandose asi a AM3 de manera sesgada sin poder aun relacionarlas con el
comportamiento logaritmico. Ello fortalece lo que Ferrari-Escold, et al. (2016) se
refieren al mencionar que si bien, concebir la simultaneidad de dos variaciones
diferentes cuyos cambios se afectan entre si conduce al razonamiento covaria-
cional, la complejidad cognitiva radica en percibir la coexistencia y la codepen-
dencia de las progresiones.

5.2. SOBRE LA CONTINUIDAD TACITA

Respecto al tipo de variacion, Castillo-Garsow (2010, 2012) distingue dos con-
cepciones de variacién continua que denomina “chunky” y “smooth’, elementos
que son considerados también por Thompson y Carlson (2017) como los niveles
mas avanzados del razonamiento covariacional (Covariacién continua a trozos
- Covariacion continua suave). Consideran entonces, que la variacion continua
a trozos implica pensar que los valores varian discretamente, es decir, que exis-
ten huecos entre dos puntos consecutivos aunque el fenomeno estudiado sea
constante y donde el estudiante tiene una imagen tacita de un continuo entre
valores sucesivos. En tanto que, consideran que la covariacion continua suave
implica concebir los cambios (aumentos o disminuciones) en el valor de una
cantidad o variable tal como ocurre, simultdneamente, con los cambios en el
valor de la otra variable, y se abstrae que ambas variables varian de manera
continua y suave. Ellis et al, (2016), coincide con esta idea, ya que consideran
que el razonamiento covariacional temprano en estudiantes que logran descri-
bir numéricamente el crecimiento de un cactus, precede a su capacidad de
desarrollar reglas de correspondencia de la forma y = f (x).

En nuestro diseno, provocamos en los participantes la concepcion de varia-
cion simultanea discreta durante las tareas, debido a que nuestro experimento
de ensenanza inicia desde la construccion geométrica de puntos invitandolos a
reflexionar sobre covariacion continua al solicitar ajustar los puntos, ya que la
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tarea general es describir la curva que “une’ los puntos. Observamos que E2
menciona que los puntos se van ‘ensanchando” refiriéndose a las abscisas,
implicando la desaceleracion del crecimiento de la curva, es decir, evoca a la
funcién logaritmica que es discutida por su companero que insiste en que se
trata de una parabola. Idea que se diluye al insistir con hacer diferencias entre
cantidades consecutivas, estrategia apropiada para funciones polinomiales pero
desafortunada para funciones trascendentes.

Un software como GeoGebra, exige una expresion analitica para trazar una
funcion determinada, desafio que propone como cierre de la discusion las tareas
disenadas en el experimento de ensenanza. Su pantalla ‘vista grafica’, permite
visualizar la forma de crecimiento de los puntos que geométricamente se cons-
truyen; asi como, la pantalla “vista algebraica” explicita las coordenadas de cada
punto determinado. Un razonamiento covariacional cuantitativo de los estudian-
tes se percibe al construir una columna de pares ordenados de la cual organizan
sus ideas sobre los patrones de crecimiento de cada ordenada (multiplicacion
para las abscisas y sumar para las ordenadas). Coincidimos con Ellis et al, (2016)
respecto a que los estudiantes abstraen el crecimiento implicado covariacional-
mente considerando un nuevo valor como producto de un valor anterior y un factor
de crecimiento, forma de pensar que corresponde intrinsecamente a una covariaciéon
continua a trozos. Si bien logran, luego de investigar en internet, la férmula:
f(x) = log,x y explicar su hallazgo desde una manipulacién algebraica de un sis-
tema de ecuaciones (segunda sesion del experimento de ensefianza); no podemos
asegurar que hayan evolucionado a un razonamiento covariacional continuo
suave. Visualmente observan como la curva pasa por todos los puntos que han
construido, es decir, logran ajustar los puntos pero no se cuestionan sobre como
establecer la continuidad de la funcién cuando pasan de utilizar “n” representan-
te de los enteros que también involucra a algunos numeros irracionales a ‘X" y *y/
como numeros reales. Es decir, de un dominio discreto a R* y de un codominio
de numeros racionales a uno de niimeros reales.

Para Thompson y Carlson (2017), la instruccién matematica escolar generalmen-
te enfatiza la perspectiva de correspondencia a expensas del razonamiento covaria-
cional, lo que puede fomentar una imagen de funcién restringida, ya que no se
anima a los estudiantes a pensar en el cambio entre variables. Incluso, para nosotros,
es necesario desarrollar en los estudiantes la habilidad de reconocer funciones
desde un razonamiento covariacional cuantitativo que involucra el reconocimien-
to de patrones de crecimiento que abonen a la determinacion de una expresion
algebraica y construir nuevos significados de la continuidad de funciones.
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6. CONCLUSIONES Y FUTURAS INVESTIGACIONES

En el experimento de ensefanza desarrollado, en los dos futuros profesores
estudiados, se evidencia fragilidad en sus estrategias matematicas ya que, en la
primera sesion, si bien logran una expresion general (V2%2) para la construccion
de puntos no perciben que la base es 2. Tampoco identifican la raiz cuadrada
como un exponente de 2. Vinculan ambas progresiones mediante un ndmero
natural “n”, provocado por la construccion geomeétrica, que extienden hacia los
enteros. Visualizan la continuidad de la curva en la pantalla de GeoGebra, la
esbozan en su hoja de trabajo con lapiz pero no logran, en los primeros 100
minutos de trabajo, generar una expresion analitica que demanda aceptar un
dominio de numeros reales positivos que tacitamente estan considerando.

Dado el caracter cognitivo de nuestra investigacion consideramos que el
hecho que nuestra evidencia empirica surja de la cognicion de dos de los par-
ticipantes no representa una debilidad. De hecho, este tipo de exploraciones con
unos pocos participantes es comun en el campo de investigacion acerca del
razonamiento covariacional (e.g. Moore, 2014; Paoletti y Moore, 2017). En este
sentido, nuestros resultados invitan a continuar afinando el disefio de aprendi-
zaje desde construcciones geométricas, ya perdidas en el ambito escolar asi
como en las investigaciones, mismas que hemos evidenciado provocan explo-
raciones generadoras de razonamiento covariacional en estudiantes, dandoles
la posibilidad de probar sus conjeturas numéricas al predecir nuevos puntos de la
curva estudiada.

Consideramos importante seguir explorando el pasaje de lo discreto a lo
continuo desde construcciones geométricas, argumento que sustenta las prime-
ras ideas de Calculo en siglos pasados a manos de personalidades como Des-
cartes, Newton, Huyens, Agnesis o Euler. Un ambiente de geometria dinamica
nos permite replantearnos el significado de funciones particulares como las
funciones trascendentes y su continuidad en el razonamiento de los estudiantes
al contar con herramientas como “vista algebraica-grafica-hoja de calculo-calculo
simbolico” cuya articulacion podria fortalecer el desarrollo del razonamiento
covariacional logaritmico exponencial de futuros profesores.
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Conocimiento del profesor de secundaria de la
practica matematica en clases de geometria

Knowledge of practices in mathematics of a secondary teacher in
geometry classes
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Resumen: Los estudios sobre el significado de la especializacion en el cono-
cimiento del profesor de matematicas estan tomando un papel cada vez mas
importante en el campo de la investigacion en educacion matematica. Este
articulo tiene por objetivo destacar tal especializacion del conocimiento del
profesor de matematicas, desde el modelo Mathematics Teachers' Specialized
Knowledge (MTSK) y desde las practicas inherentes a la propia matematica,
aportando a la comprension y caracterizacion del conocimiento de la practica
matematica a partir de los datos empiricos. A través de observacion de aula 'y
entrevista a una profesora de matematicas de ensefianza secundaria, hemos
identificado el conocimiento del profesor del papel de los simbolos y de las
convenciones matematicas; del papel de las demostraciones y de sus princi-
pales métodos, del significado y del rol de la condicion necesaria y suficiente,
y destacamos el conocimiento de estrategias heuristicas de resolucion de pro-
blemas y del papel de la generalizacion. Concluimos poniendo de relieve la
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importancia de estos conocimientos del profesor para favorecer el desarrollo
de las capacidades de hacer matematicas de los alumnos.

Palabras clave: Conocimiento especializado del profesor de matemdticas, prdc-
tica matemdtica, geometria, profesor de matemdticas, ensefianza secundaria.

Abstract: Studies about the implication of specialization in a mathematics teach-
er's knowledge are taking important role in the field of mathematics education
research. From this perspective, the goal of this research is to study the knowledge
of the practices in mathematics of the Mathematics Teachers’ Specialized Know!-
edge model (MTSK), contributing to understanding and characterization of the
nature of this teacher knowledge. Through empirical data from classroom obser-
vation and an interview with a high-school mathematics teacher we have been
identified the teachers knowledge of the role of symbols and mathematical
conventions; knowledge about the importance of proofs and their principal meth-
ods, of the meaning and the role of necessary and sufficient conditions; equally,
knowledge of heuristic strategies of problem solving and the role of generaliza-
tion. We conclude by highlighting the importance of this teacher's knowledge to
favor the development of students’ abilities to do mathematics.

Keywords: Mathematics teachers’ specialized knowledge, practices in mathe-
matics, geometry, mathematics teacher, high-school level.

INTRODUCCION

El conocimiento profesional de los profesores de matematicas incluye el “conte-
nido que abordan durante la leccién, pero es evidente que los profesores tienen
que tener conocimientos adicionales para poder ensenar las matematicas de
manera apropiada a los alumnos” (Bromme, 1994, p. 73). Los estudios sobre el
conocimiento del profesor estan tomando un papel cada vez mas central en la
investigacion en educacion matematica y, la busqueda de lo que significa la espe-
cializacion en el conocimiento del profesor de matematicas, se ha ido convirtiendo
en una empresa cada vez mas importante en el campo de la investigacion
(Scheiner, Montes, Godino, Carrillo, y Pino-Fan, 2017). Estudios recientes han
abordado este tema al describir e identificar facetas o tipos de conocimiento del
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profesor que han sido considerados cruciales para la ensenanza de las mate-
maticas, y han tratado de obtener evidencias empiricas para su respaldo (eg.
Ball, Thames, y Phelps, 2008; Carrillo, Climent, Contreras, y Munoz-Catalan, 2013;
Rowland, Huckstep, y Thwaites, 2005).

Por otra parte, es reconocido que la actitud de los profesores hacia el cono-
cimiento matematico es necesariamente diferente de la de los matematicos
investigadores (Davis y Renert, 2013). Seguin Ball (2000), las investigaciones
matematicas estan orientadas hacia el empaquetamiento de sus descubrimien-
tos en formulaciones estrictas (teorfas, teoremas, formulas, etc), mientras la labor
del profesor se orienta hacia el desempaquetamiento de los mismos. Todo esto
exige conocimientos matematicos especificos del profesor. Pero, icudl es la natu-
raleza de estos conocimientos?

En la literatura especializada acerca del conocimiento profesional del profe-
sor de matemadticas, se da importancia al conocimiento de la comprension de
la naturaleza de la disciplina, el conocimiento sobre las matematicas (Ball, 2003),
que se refiere a una gran cantidad de conocimientos sobre las matematicas, por
ejemplo, los principales desacuerdos dentro de la disciplina (tanto en el pasado
como en el presente), como se justifican y validan las afirmaciones, qué implica
hacer y participar en el discurso del area (Ball y McDiarmid, 1990). Este es el
conocimiento sintactico (Schwab, 1978) de las matematicas que considera el sig-
nificado de los debates filosdficos dentro de la disciplina y el conocimiento de las
formas en que se introduce, valida y acepta el nuevo conocimiento dentro de una
comunidad académica (e.g, Grossman, Wilson, y Shulman, 2005). Con base en
estas ideas, en el modelo Mathematics Teacher's Specialized Knowledge (MTSK),
se define el conocimiento de la practica matematica (KPM) como el conocimien-
to de cualquier actividad matematica llevada a cabo sistematicamente que
representa un pilar de la creacion matematica y que conforma una base ld6gica
de la cual se pueden extraer reglas (Carrillo et al, 2018).

A pesar de la importancia de ese conocimiento, son escasos los estudios que
han profundizado en la naturaleza del KPM (e.g. Delgado y Zakaryan, 2018) v,
por otra parte, las investigaciones desarrolladas con el MTSK con profesores de
distintos niveles educativos reportan escasas evidencias de aspectos del KPM
en sus clases de matematica (e.g. Zakaryan y Sosa, 2019).

Concordamos con Godino (2009) en que es util contar con modelos que
permitan un analisis mas detallado de cada uno de los tipos de conocimiento
que los docentes ponen en juego en la ensenanza de las matematicas, contri-
buyendo asi a los aspectos analiticos y tedricos de la investigacion en Educacion
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Matematica. En este sentido, el objetivo de este estudio es describir el conoci-
miento de la practica matematica que se manifiesta en el aula a partir de evi-
dencias empiricas, contribuyendo a la comprension y caracterizacion de la
naturaleza de este conocimiento del profesor.

FUNDAMENTOS TEORICOS
CONOCIMIENTO ESPECIALIZADO DEL PROFESOR DE MATEMATICAS

Una de las contribuciones mas significativas de los estudios sobre el conoci-
miento de los profesores de matematicas ha sido la propuesta del modelo MKT
(Ball et al 2008). EI modelo especifica el conocimiento de los docentes, repre-
senta un importante punto de partida para presentar a la comunidad e implicar
especializacion en el conocimiento de los docentes, especificamente en uno de
los tres subdominios del conocimiento matematico, el conocimiento especializa-
do del contenido (SCK). Sin embargo, hay propuestas, como la de Carrillo et al.
(2018), en la cual se supone que la especializacién del conocimiento de los
profesores de matematicas es especifica tanto para el conocimiento matematico
como para el conocimiento didactico del contenido de las matematicas. Enten-
demos el conocimiento especializado en términos de Scheiner et al. (2017),
donde la especializacion en el conocimiento del profesor de matematicas signi-
fica estilo de conocimiento en lugar de un tipo de conocimiento, es decir, el
conocimiento es visto como un todo organico y holistico que emerge en una
estructura dindmica situada y adaptada al contexto en el cual el profesor reali-
za su practica docente.

El modelo Mathematics Teachers' Specialized Knowledge - MTSK (Carrillo
et al, 2013) adopta una postura critica ante la tendencia de comparar el
conocimiento del profesor de matematicas con el conocimiento exigido a
otros profesionales, como matematicos o profesores de asignaturas distintas
de las matematicas (Scheiner et al, 2017) y considera el caracter especiali-
zado del conocimiento del profesor de matematicas que abarca seis subdo-
minios del conocimiento (figura 1). Tres de ellos conforman el Conocimiento
Didactico del Contenido: el conocimiento de la ensefnanza de las matematicas,
el conocimiento de las caracteristicas del aprendizaje de las matematicas vy el
conocimiento de los estandares de aprendizaje de las matematicas. Otros tres
se consideran en el Conocimiento Matematico: el conocimiento de los temas, el
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conocimiento de la estructura de las matematicas y el conocimiento de la
practica matematica. El MTSK incluye también el dominio de las creencias/
concepciones del profesor sobre la matematica y su ensefanza y aprendi-
zaje. Su ubicacion en el centro del modelo expresa la estrecha relacion con
los subdominios anteriores.
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Figura 1. Subdominios del Modelo MTSK (Sosa, Flores-Medrano y Carrillo, 2016, p. 154).

Dado el interés de este estudio en uno de los subdominios del Conocimiento
Matematico, describimos brevemente los tres subdominios que lo componen.
De acuerdo con Carrillo et al. (2018), el Conocimiento de los Temas (KoT) se
refiere a qué y de qué manera conoce el profesor de matematicas los topicos
que ensena, es decir, al conocimiento del profesor de los procedimientos invo-
lucrados en un tépico, de los registros de representacion, de la fenomenologia
(incluye usos y aplicaciones) asociada al topico abordado, de las definicio-
nes (incluye imagenes y ejemplos de objetos matematicos) y de las
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propiedades y sus principios, y en si, al conocimiento profundo del contenido
matematico y sus significados. EI Conocimiento de la Estructura de las Matema-
ticas (KSM) esta constituido por el conocimiento del profesor en cuanto a las
conexiones interconceptuales entre tdpicos matematicos, distinguiendo cuatro
tipos de conexiones: de complejizacion (se relaciona con el contenido matema-
tico posterior, la matematica elemental desde un punto de vista avanzado), de
simplificacion (la matematica avanzada se contextualiza retrospectivamente
en el contenido matematico mas elemental sobre el que se basa), auxiliares
(participacion necesaria de un elemento matematico en procesos mas amplios)
y transversales (cuando diferentes elementos del contenido matematico tienen
caracteristicas en comun). Finalmente, el Conocimiento de la Practica Mate-
matica (KPM) incluye el conocimiento acerca de como se crea, se hace y se
produce matematicas (en este ultimo subdominio se profundizara en la
siguiente seccion).

Como se puede apreciar, el Conocimiento Matematico contiene conocimien-
tos que guardan relacion directa con la organizacion interna de la matematica:
temas (que incluye los entes matematicos), conexiones entre entes matematicos
y formas de hacer o construir matematicas. En este sentido, dentro del KPM se
destaca la importancia de que el profesor no solo conozca los resultados mate-
maticos establecidos sino las formas de procedery pensar en matematicas para
llegar a ellos (e.g. Delgado-Rebolledo y Zakaryan, 2020). EI KPM aporta la idio-
sincrasia de la matematica como rama del saber, como actividad humana.

CONOCIMIENTO DE LA PRACTICA MATEMATICA

Los autores del modelo MTSK adoptan una definicién operativa de conocimiento,
entendida como un conjunto de recursos disponibles para que el profesor los
use con el fin de resolver problemas, alcanzar metas y desarrollar tareas; este
conocimiento no es necesariamente correcto (Schoenfeld, 2010). Esta ultima
consideracion permite al investigador profundizar en la comprension del conoci-
miento y del desempeno de los docentes. Ademas, el término “practica” juega un
papel importante en la investigacion en el drea de educacion matematica. La
practica generalmente se refiere a las acciones o actividades que ocurren en
el proceso de ensenanza-aprendizaje (e.g, Carrillo et al, 2018), particularmen-
te, en el ambito de la capacitacion docente y el desarrollo profesional podemos
encontrar la mejor prdctica (Lampert, 2010), prdctica central (Grossman,
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Hammerness y McDonald, 2009), prdcticas de alto aprovechamiento (Ball, Sleep,
Boerst y Bass, 2009), en cuanto a aprender a ensenar.

En este articulo, prdctica matemdtica significa el funcionamiento de las mate-
maticas en lugar del proceso de ensenanza:

[..] como cualquier actividad matematica llevada a cabo sistematicamente, que repre-
senta un pilar de la creacion matematica y que se ajusta a una base logica de la
cual se pueden extraer reglas. Entre muchas otras cosas, el conocimiento del profe-
sor de matematicas sobre esta practica incluye saber como demostrar, justificar,
definir, hacer deducciones e inducciones, dar ejemplos y comprender el papel de los
contraejemplos. También incluye una comprension de la logica que sustenta cada
una de estas practicas; en resumen, se refiere a lo que se puede llamar un conoci-
miento sintactico (Schwab, 1978) de las matematicas. (Carrillo et al, 2018, pp. 9-10)

Segun estos autores, es necesario que el profesor de matematicas tenga este
conocimiento; asi, tal conocimiento proporciona estructuras de pensamiento
logico que ayuda a comprender el funcionamiento de diversos aspectos de la
matematica. A su vez, esto ayuda a robustecer el propio conocimiento del pro-
fesor y le permite negociar el razonamiento matematico que los estudiantes
ponen en juego para aceptar, refutar o refinarlo.

Algunos ejemplos del conocimiento de la practica matematica son el cono-
cimiento acerca de como validar el conocimiento en matematicas; que la prue-
ba es una herramienta de demostracion reconocida en matematicas (e.qg,
Balacheff, 2000) la que puede tener diferentes significados en diferentes con-
textos institucionales y en las diversas formas argumentativas que se ponen en
juego en las clases de matematicas (e.g, Godino y Recio, 2001); el conocimien-
to del papel y la importancia de la prueba en matematicas (e.g, Oehrtman vy
Lawson, 2008); de los roles de los ejemplos y contraejemplos en el proceso de
validacion (e.g, Gotte, Renzulliy Scaglia, 2010; Lakatos, 1976); y la funcionalidad
de las convenciones matematicas y de sus posibles explicaciones en la genera-
cion y validacion del conocimiento matematico (e.g, Martinez, 2005; Poincareé,
1984). Asimismo, el conocimiento del profesor de las heuristicas y las estrate-
gias de resolucion de problemas (e.g, Polya, 1945; Schoenfeld, 1992) o deter-
minar las caracteristicas de las definiciones de conceptos matematicos, las
estructuras subyacentes de las definiciones y el proceso de creacion de una
definicion (e.g, Van Dormolen y Zaslavsky, 2003; Zaslavsky y Shir, 2005; Zazkis
y Leikin, 2008). Por ultimo, saber el papel de la abstraccién y la generalizacion
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en la creacion y el reconocimiento de patrones y modelos, también es parte del
subdominio KPM.

De acuerdo con Davis y Renert (2013), consideramos que el conocimiento
que necesitan los profesores no es simplemente un conjunto de conceptos
basicos claramente definidos y bien conectados, sino una mezcla sofisticada de
diversas realizaciones de conceptos matematicos y conciencia de los complejos
procesos a través de los cuales se producen las matematicas. En este sentido
asumimos el conocimiento del profesor como complejo, integral y relacionado vy,
con fines analiticos tratamos de caracterizarlo, proporcionando evidencias de
coémo vive el conocimiento de la practica matematica de un profesor de mate-
maticas de nivel secundaria en el aula.

METODO

A partir de un estudio de caso (Stake, 1995) desde el enfoque interpretativo,
indagamos acerca del conocimiento de una profesora de matematicas (en ade-
lante Eva) del décimo grado (alumnos entre 14-15 afnos) de una escuela secun-
daria publica. La seleccién del caso se ha regido por las caracteristicas
académicas de Eva. Eva ha sido la egresada con el mejor promedio de su pro-
mocion de la carrera de Pedagogia en Matematica y posee un Magister en
Didactica de la Matematica. En el momento del estudio, Eva contaba con tres
anos de experiencia en aula y formaba parte de un grupo de Lesson Study
(Isoda y Olfos, 2009) en su escuela, en el que los profesores se retinen periédi-
camente para reflexionar sobre los contenidos matematicos, situaciones mate-
maticamente criticas y sus practicas docentes con el fin de mejorarlas en la
accion. Este hecho hace alusion al caracter dinamico, evolutivo y complejo del
conocimiento de Eva, visto como una disposicion participativa para aprender
(Charalambous y Pitta-Pantazi, 2016).

RECOLECCION Y ANALISIS DE DATOS

Los datos recolectados para este estudio provienen de las grabaciones de las
clases de Eva, a través de la técnica observaciéon no participante (Cohen y
Manion, 2007). Elegimos un tema de geometria dado que esperamos que pro-
porcione situaciones mas ricas a las de otros dominios de la matematica
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escolar en términos de la practica matematica (por ejemplo, demostracién). Las
diez sesiones (90 minutos cada una) dedicadas al contenido de semejanza de
triangulos (e.qg. elementos basicos asociados con el concepto de triangulo, apli-
cacion del teorema de Thales para determinar medidas desconocidas, criterios
de similitud y su aplicacion) fueron audio y videograbadas y posteriormente
transcritas y divididas, segun el objetivo matematico de la profesora, en episodios
- unidades de analisis que corresponden a las comunicaciones orales y escritas
de la profesora y de sus alumnos. Los datos obtenidos se han tratado a partir
de andlisis de contenido (Bardin, 1997), por dos investigadores quienes codifi-
caron las unidades de andlisis de acuerdo con las nociones de practica mate-
matica encontradas en la revision de la literatura (por ejemplo, validacion o papel
de los simbolos).

Con el fin de ampliar el enfoque basado en la practica (e.g, Charalambous
y Pitta-Pantazi, 2016), enriqueciendo las oportunidades para acceder al conoci-
miento del profesor, los datos se complementaron con una entrevista semies-
tructurada con Eva. Del mismo modo, varias investigaciones sobre el KPM de
los profesores de matematicas llaman la atencion sobre su escasa aparicion en
el aula y sugieren abordarlo buscando evidencia de ello en otros escenarios y/o
mediante otros instrumentos de recopilacion de datos (e.g, Montes, 2014). Dicha
diversidad permite no solo el refinamiento de los primeros pasos de andlisis,
sino también facilita la triangulacion de diferentes fuentes de datos (Stake, 1995),
logrando una consistencia interna y externa. La entrevista de 70 minutos de
duracion se basé en una guia de preguntas relacionadas con los descriptores
de KPM que se han encontrado en el analisis de los videos para confirmary
complementarlo. El analisis de la transcripcion de la entrevista (a través del
analisis de contenido), de este modo, se centro en la busqueda de evidencias
de su manifestacion.

RESULTADOS Y DISCUSION

En esta seccion se presentan los descriptores del KPM emergentes de los datos
empiricos, procedentes de las observaciones y la entrevista. La presentacion de
los resultados obedece a la organizacion de las evidencias de acuerdo a la
aparicion de los descriptores, mas que al orden de sesiones de clases, por ello,
cuando las evidencias observadas en distintas sesiones se referian al mismo
descriptor, estas se agruparon para fortalecer y enriquecer la discusion.
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En la primera sesion, donde el objetivo es recordar los conceptos elementa-
les de geometria asociados a triangulos, Eva solicita a los alumnos trabajar en
una guia, identificando elementos y caracteristicas de los triangulos. En el
siguiente extracto (una parte del episodio), Eva muestra a los alumnos cémo se
puede escribir simbdlicamente que dos triangulos son congruentes:

1284  Eva: Congruencia también tiene un simbolo que se ocupa, y €so no lo habiamos mencionado,

1285 lo vamos a agregar. Ese es un signo igual dcierto? [escribe =] Para la congruencia
1286 se utiliza eso, pero se utiliza con este simbolito arriba [escribe =]. Con esa curvita.
1287 Es un simbolo que se utiliza para decir que dos tridngulos, dos figuras, son congruentes.
1288 Siempre tratamos de utilizar simbolos matematicos para ahorramos las palabras.

Tal como se puede observar, Eva manifiesta el conocimiento del uso de los
simbolos “="y “=" para igual y congruente respectivamente [1284-1286], y men-
ciona que son para “‘ahorrarnos las palabras” [1288]. El hecho de que Eva
conozca los simbolos “="y “=" indica su conocimiento incluido en el KoT (se
trata de parte de unas notaciones asociadas a la congruencia entre figuras),
mientras que, al destacar el papel de los simbolos para expresar la informacion
abreviada y precisa, da cuenta de conocimiento que se incluye en KPM.

En la entrevista, a la pregunta: éCudl es el papel de los simbolos en mate-
maticas?, responde de la siguiente manera, confirmando su idea anteriormente
expuesta:

Eva:  Bueno, los simbolos matematicos se usan para reducir el lenguaje y para que puedan
relacionar también conceptos matematicos, diferenciarlos de lenguaje natural, en este
caso... Identificar los conceptos matematicos, para no confundirlos y diferenciarlos. Por
ejemplo, en el caso de semejanza, usar el simbolo de los tridangulos, no es para otro
elemento, usar el simbolo de semejanza no significa otra cosa ...

Para reducir el lenguaje, identificar conceptos, entender el lenguaje matematico.

Eva indica que los simbolos matematicos se usan para reducir el lenguaje vy,
teniendo en cuenta el episodio anterior, se aprecia su conocimiento de las fun-
ciones principales de los simbolos en matematicas, mencionadas por Davis y
Hersh (1989), a saber, designar con precision y claridad, y abreviar, senalando
que sin el proceso de abreviacion el discurso matematico dificilmente seria
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posible. Por otra parte, se observa su conocimiento en cuanto a que el lenguaje
matematico estd formado por simbolos y se les asigna un significado preciso y
peculiar (e.g. Alcala, 2002), asi como el conocimiento de que los simbolos per-
miten la interpretacion y comprension de las ideas matematicas de forma tal
que cada simbolo sea claro y sin ambigtiedades (Davis y Hersh, 1989). De este
modo, podemos identificar el siguiente descriptor del conocimiento de Eva:

KPML1: Conocimiento del papel de los simbolos para reducir y expresar abrevia-
damente la informacion, identificar conceptos y entender el lenguaje matemdtico.

En el siguiente extracto de la primera sesion, Eva cuestiona a los alumnos
respecto a como pueden saber si el angulo presentado en la figura es un angu-
lo recto:

194 Eva:  Por qué es un angulo recto? éPor qué podriamos saberlo en esa figura?

195 Por el cuadradito dice Al. Por el simbolo que ahi aparece, usted puede asumir que
196 eso es un angulo recto. Si ese simbolo no estd, usted no lo podria asumir. Porque
197 podria ser que valiera 91° 'y la imagen visual es casi la misma.

Con la pregunta que plantea y la respuesta que da, se evidencia su conocimien-
to de que uno puede asumir ciertas caracteristicas de objetos matematicos si
estan explicitamente enunciadas a través de simbolos matematicos convencio-
nales. En este caso, muestra conocimiento de que “el cuadradito” asegura que,
en el dibujo, el dangulo sea recto y que no se puede fiar solamente de la imagen
visual, dando cuenta de su conocimiento de papel de los simbolos en contextos
de validacion. Asimismo, en la segunda sesion, mientras identifican los angulos
formados entre dos rectas paralelas y la tercera que las intersecta, Eva manifies-
ta el conocimiento de la misma indole, anteriormente mencionada, cuando
llama la atencién de los alumnos de que solo pueden asumir que dos rectas
son paralelas cuando en las condiciones se dice explicitamente o se da el sim-
bolo // "dos slash’.
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373 Eva: Situviéramos dos rectas que en la figura no se juntan. Es mds, si estas lineas a la

374 vista parecieran paralelas, si yo no lo indico, no lo puede asumir, aunque lo parezcan.
375 Siyo le doy esa informacién, porque ese es el simbolo de paralelas, dos slashs. Si
376 yo digo que esas dos son paralelas, son paralelas. Si no lo digo, no lo puede asumir.

Analogamente, se observa el conocimiento de Eva del papel de los simbolos
para asegurar que un enunciado es verdadero en el fragmento de la entrevista
que sigue:

Eva: Justamente se busca que ellos validen su conocimiento. Como no tienen instrumentos
de medicion, una representacién que no tenga ese simbolo no representa un angulo
recto necesariamente. Igual que les digo con las rectas paralelas. Ustedes pueden obser-
var que estas lineas son paralelas, pero no podemos comprobar, por tanto, si no me lo
dice el enunciado, yo no puedo asumir que son paralelas.

En este fragmento, corrobora el conocimiento evidenciado en la clase, pues
menciona que, si ciertas caracteristicas no estan explicitamente enunciadas a
partir de simbolos matematicos convencionales, no se podria asumirlas (‘una
representacion que no tenga ese simbolo no representa un angulo recto nece-
sariamente”). Es decir, en matematica una constatacion sobre un dibujo no es
suficiente para probar que un enunciado es verdadero (e.g. Gotte, Renzulli, y
Scaglia, 2010).

Por otra parte, a la pregunta acerca del "papel de la convencion matematica’,
da la siguiente respuesta:

Eva: A pesar de que la convencion a veces es un poco molesta, uno no sabe bien como
fundamentarla, son como cimientos para algunos conocimientos. Para los alumnos no
es tan facil, porque uno les lleva por el camino de que todo es demostrable, que son
capaces de encontrar razonamiento para decir que algo es cierto. Mientras la conven-
cion viene como para decir: "Tu, esto acéptalo”. Y uno puede decir que los matematicos
tuvieron que decidir asi, porque convenia, de ahi viene la palabra.

En este fragmento de la entrevista, Eva muestra su conocimiento del papel de
las convenciones en matematicas, que concuerda con Poincaré (1984) cuando
sostiene que estas son principios cientificos que no son ni evidencias, ni gene-
ralizaciones experimentales, ni hipotesis planteadas a manera de conjetura con
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la intencidn de ser verificados. La eleccion entre todas las convenciones posibles
es regida por la experimentacion, pero es libre, y solo atiende la necesidad de
evitar cualquier contradiccion. Se aprecia su conocimiento de que una conven-
cion matematica es una conveniencia para las matematicas, que, en este caso,
ha tomado forma de una definicion (e.g. Martinez, 2005), cuando menciona que
‘son fundamentales para construir un conocimiento posterior’, dando lugar al
siguiente descriptor:

KPM2: Conocimiento del papel de las convenciones en matemdticas y par-
ticularmente, el papel de simbolos convencionales en contextos de validacion.

En la segunda sesion, donde el objetivo es identificar los angulos formados
entre dos rectas paralelas y la tercera que las intersecta, Eva explica:

377 Eva: ..Sélo se cumple cuando hay rectas paralelas, y cuando no coinciden. Ahi dice,

378 no coincidentes. Si no hay rectas paralelas, usted no puede decir que esa relacién
379 se cumple.
ﬁ7é
3/ 4 =
ﬂ: 6 T
7 8 =

Por ejemplo, si tuviéramos dos rectas, que en la figura no se juntan, icierto? De

380 hecho, a simple vista, uno nota que se podrian cruzar. Si yo dibujo eso asi [dibuja
381 rectas no paralelas], éla relacion de arriba se cumple? éSi 0 no? éCuando se cumple
382 esta relacion?

383 Al Cuando son paralelas.

384 Eva: Cuando las lineas son paralelas.

En este extracto, Eva muestra el conocimiento de que para poder afirmar algun
supuesto en matematicas o deducir otras propiedades de un objeto matematico,
deben cumplirse las condiciones necesarias y/o suficientes, en este caso, ape-
lando a la condicién necesaria (“solo se cumple cuando hay rectas paralelas”)
para que se dieran las equivalencias entre los angulos formados. Este es el
conocimiento del significado de la proposicion “si A entonces B” (e.g. Solow,
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1993), donde A es la hipdtesis de que las rectas son paralelas y B es la conclu-
sion de que los angulos formados son equivalentes.

En la entrevista, se le pregunté a Eva: (Qué significa condicion necesaria y
condicién suficiente?:

Eva: Una condicion necesaria es algo que debe pasar si o si para que un teorema se cumpla.
Y una condicion suficiente es algo que basta que se cumpla para que uno pueda decir
que el teorema se cumple. Por ejemplo, un problema puede tener distintas caracteristicas,
pero tal vez no son todas necesarias para afirmar que algo sucede ahi. Entonces, iqué
se cumple ahif?, basta que se cumpla este, pero una condicion necesaria es algo que
tiene que pasar sf o si.

Asimismo, se puede apreciar su conocimiento del significado de la condicion
suficiente (“basta que cumpla’) y que “A implica B, no necesariamente significa
que B implica A".

Por otra parte, en la séptima sesion, donde el objetivo es aplicar el teorema
de Thales para determinar medidas de segmentos y angulos, Eva hace una
observacion, llamando la atencién de los alumnos e insistiendo en que se die-
ran cuenta de cémo funciona una condicién suficiente y necesaria.

2122 Eva: Si hay rectas paralelas, los angulos correspondientes son de igual medida.

2123 &Y funciona al revés? ¢Qué significa que esa expresion funcione al revés? Si

2125 tenemos paralelas, hay angulos de igual medida. Si hay rectas paralelas, los angulos
2126 correspondientes son iguales écierto? Pero ahora, si por ejemplo, yo hiciera esa

2129 recta, no sé si esa recta es paralela, pero lo que si sé que esos angulos son iguales,

2130 épodré concluir que esa recta es paralela? [Sil. A eso nos referimos.

2133 Puedo ocuparlo partiendo de las paralelas o puedo ocuparlo partiendo de los angulos
2134 éSi? Entonces aqui vamos a poner “viceversa'.

En este caso, se observa el conocimiento de Eva del rol de la condicion suficien-
te y necesaria en un teorema: se parte de una condicion (suficiente) para concluir
con una sentencia y cuando se da esa sentencia ocurre la misma condicién
(necesaria). En otras palabras, se aprecia su conocimiento de que la proposicion
‘A es equivalente a B" o que “A siy solo si B” significa demostrar que A implica
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By B implica A (e.g. Solow, 1993). De este modo, se identifica el siguiente des-
criptor del conocimiento de Eva:

KPM3: Conocimiento del significado y rol de las condiciones necesaria y
suficiente en un teorema.

En la tercera sesion, Eva ha tenido por objetivo que los alumnos clasifiquen
triangulos dados (algunos vienen dados por medidas de sus lados, otros de sus
angulos, otros de ambas medidas o sin ninguna de las dos), segun las caracte-
risticas comunes que identifiquen.

Los alumnos llegan a la conclusion de que todos los triangulos dados son
escalenos, a pesar de que haya dos triangulos que no se indican las medidas
de sus lados ni de sus angulos. En el siguiente extracto, Eva trata de que los
alumnos se den cuenta de ese hecho:

635 Eva: {Todos son escalenos? Hay un punto ahi. Si yo tengo el dato de cuanto miden los

636 lados, probablemente podré saber si son o no escalenos, pero si no tienen la medida,
637 épuedo afirmar que son escalenos? [Nol.
638 Podrian ser isosceles, y si no tenemos las medidas no lo podemos asegurar.

Por otra parte, en la entrevista, a la pregunta: dComo se valida en matematicas y
cuando un razonamiento es aceptado como valido?, responde lo siguiente:

Eva: Con demostraciones, claramente. Demostrando, con la misma teoria matematica, puedo
decir que algo es valido para el contexto que estoy trabajando.. Entonces validarlo, es efec-
tivamente recurrir a esa teoria matematica construida y hay cosas para avanzar, pero hay
cosas construidas y verificando que tenga logica, que tenga coherencia con lo que estamos
planteando, que sea valido con lo que se define... Entonces, ese razonamiento se va vali-
dando a medida que voy encontrando elementos matematicos que lo sustenten. Podria yo
equivocarme, podria tener una hipétesis, pero necesito validarla con la teorfa matematica.
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En este extracto se puede observar el conocimiento de Eva de que una forma
de validar en matematicas es a través de prueba (‘demostrando, con la teoria
matematica misma, puedo decir que algo es valido"), es decir, la prueba es una
herramienta para validar en matematicas (e.g, Balacheff, 2000). Ademas, mues-
tra conocimiento de que, en matematicas, el razonamiento se acepta como
valido en la medida en que esteé respaldado por elementos matematicos acep-
tados (“ese razonamiento se va validando a medida que voy encontrando ele-
mentos matematicos que lo sustenten”). También, muestra el conocimiento de
que, para debatir, en matematicas, se apoya en propiedades y definiciones cla-
ramente establecidas y aceptadas (e.g, Gétte et al, 2010), dando lugar al siguien-
te descriptor:

KPM4: Conocimiento de que la afirmacion de algun supuesto, en matemd-
licas, debe sustentarse en propiedades enunciadas y aceptadas.

En la séptima sesion, cuando los alumnos establecen algunas razones entre
los segmentos formados, Eva muestra cémo se comprueba la proporcionalidad
entre dos razones %zg recuerda el método de producto cruzado 4,5x3=4x y
justifica detalladamente el procedimiento de “pasar’ el 3 y x al “otro lado” a
partir de la multiplicacion por inversos de ambas partes de la expresion. En el
extracto que sigue, Eva destaca que no es necesario cada vez hacer estos pro-
cedimientos porque hay un teorema que los fundamenta.

2037 Eva: {Para qué? Para que se entienda que yo puedo pasar, directamente, de este puedo pasar a

2038 ese [se refiere de una expresion a otral. No necesitan hacer eso entremedio, porque hay un
2039 teorema de proporciones que lo fundamenta ési? Y ese teorema se fundamenta con lo que
2040 nosotros hicimos. Utilizar los inversos.

En este episodio, Eva evidencia el conocimiento de que una vez demostrado
un teorema, se garantiza su generalizacion a otros casos con condiciones
similares, resaltando de esa manera la aplicacion de la generalizacion a casos simila-
res [2038-2040].

En la entrevista corroboramos este conocimiento, prequntandole: dPara qué
sirve generalizar en matematicas y cuando se puede generalizar?. Respondio:
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Eva:  Bueno, la generalizacion sirve para establecer un concepto, para definirlo, dverdad? Y
poder validar un conocimiento en cierto contexto. Entonces llevar un caso particular a
un caso general permite no tener que demostrar caso a caso y entender que esto lo
que estoy demostrando tiene cierta l6gica que se cumple para todos los elementos que
cumplan ciertas condiciones. Entonces, generalizar permite ahorrar ese trabajo de
exploracién y decir que cada vez que me enfrento a esto va a pasar esto.

En este fragmento, se observa el conocimiento de Eva de que la generalizacion
sirve para generar definiciones matematicas (“para establecer un concepto, para
definirlo”) y permite pasar de un caso particular a otro mas general (‘llevar un
caso particular a un caso general permite no tener que demostrar caso a caso...").
De este modo, se evidencia su conocimiento de que una vez demostrado un
teorema sus conclusiones se generalizan para otros casos bajo las condiciones
similares, como una regla general (e.g. Castro, Canadas, y Molina, 2010), es decir,
que los teoremas son generalizaciones para algun conjunto de objetos mate-
maticos que cumplen ciertas caracteristicas. De este modo, se identifica el
siguiente descriptor:

KPMD5: Conocimiento del papel de la generalizacion en matemadticas.

La novena sesion se sigue con la aplicacion del teorema de Thales. Eva
propone a los alumnos resolver un problema y les deja unos minutos para el
trabajo individual.

2977 Eva: [Dicta] Problema: En un mapa la distancia entre dos ciudades es de 20cm. Se sabe que

2978 la distancia real entre ellas es de 200kms.1..Cudntas veces mas grande es la distancia
2979 real, respecto a la del mapa? 2. ({Cudl es la razon entre ambas distancias? 3: (Cudl serd la
2980 distancia real entre otras dos ciudades que se encuentran a 13cm en el mismo mapa?

Posteriormente, escribe en la pizarra las respuestas que obtuvieron algunos
alumnos para discutirlas. En el extracto siguiente, Eva, escribe una de las res-
puestas erréneas de los alumnos, en la cual dividen dos cantidades con dife-
rentes unidades de medida (centimetros entre kilometros). Su objetivo es que los
alumnos se den cuenta de por qué la respuesta es incorrecta.
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3038 Eva: Entonces, habian respondido la primera pregunta... y su respuesta habia sido 10, cierto?

3039 ¢Es correcta esa respuesta? [Sil.

3040 ¢Qué operacion habia hecho la compafiera para obtener ese 10? [Dividir 200 en 20].
3041 Pero, éefectivamente es 10 veces mas grande la distancia? O sea, que si tengo 1 cm en el
3042 mapa, seguin eso, icuanto deberia medir en la realidad? [10].

3043 ¢10 qué? Centimetros, es 10 veces mas grande. Si algo mide 20cm, seguin eso,

3044 si el 20cm lo hacemos 10 veces mas grande écudnto conseguimos? ¢{Conseguimos

3045 200km? [Nol.

3046 ¢Cudnto conseguimos? Si esto fuera cierto, 1cm va a equivaler a 10 en la realidad, o no?
3047 Porque es 10 veces mas grande. Y écudnto es 20 por 10? [200].

3048 ¢200 qué? En este caso, centimetros. éObtengo kilémetros al hacer esto? [Nol.

3049 Es un error de comparacion, porque si usted se devuelve, no va a obtener jamas 200km.

En este extracto, se puede observar como, mediante una prueba, suponiendo
que la respuesta fuese correcta [3046-3048], Eva, muestra a los alumnos el
absurdo de tal respuesta [3048-3049] y la imposibilidad de obtener la condicion
dada (200km). Aunque no se trata de una demostracion formal, se aprecia el
razonamiento de un método de demostracion (prueba por contradiccion): para
demostrar la invalidez de una proposicién, se supone como punto de partida
que la proposicion es cierta; si la derivacién final es una contradiccién, se con-
cluye que la proposicién original es falsa y el argumento es invalido (e.g. Solow,
1993). De este modo, se observa el conocimiento de Eva del papel de la prueba
en matematicas (e.g. Oehrtman y Lawson, 2008).

Por otra parte, en la entrevista, Eva responde a la pregunta: {Qué métodos
de demostracion conoce?, de la siguiente manera:

Eva: Por contradiccion, directa, ya no me acuerdo los nombres. Esta por la negacion: negan-
do la afirmacién y comprobando que no puede ser. La directa... no, no recuerdo mas.

Si bien, su respuesta es escueta y, como ella misma reconoce, no recuerda los
nombres de métodos de demostracion, muestra conocer el método directo, por
contradiccion y por contraposicion (‘negacion”). De acuerdo con el extracto de
la clase y de la entrevista, se identifica el siguiente descriptor:
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KPMe6: Conocimiento del método de prueba por contradiccion para validar/
demostrar en matemdticas.

En la novena sesion, donde el objetivo es resolver problemas aplicando el
teorema de Thales, Eva plantea un problema [2575-2578] y da algunas indica-
ciones para proceder en su resolucion:

2575  Eva: Problema: Durante el dia, se observa que un poste de luz proyecta una sombra de 6 metros

2576 sobre el suelo, y que la sombra de una persona parada cerca del poste es de 3 metros (las
2577 sombras proyectadas en la misma direccion). Si la persona mide 1,7 metros, écudnto
2578 medird el poste? Primer paso, va a intentar hacer un dibujo de la situacién, eso es lo
2579 primero. Va a volver a leer el problema y va a imaginarselo y hacer un dibujo de eso.
2580 Supongamos que tenemos aca el poste, asumimos que esta perpendicular al suelo.

2581 Y se dice que hay una persona que esta cerca del poste. El piso esta ac, la persona podria
2582 estar aca [hace el dibujol. {Qué datos daba el problema? éCémo podemos relacionarlos?

En este extracto, se observa su conocimiento de heuristicas para resolver pro-
blemas. Eva, sugiere que, en un primer paso, los alumnos traten de imaginary
dibujar la situacion [2578-2580]; es decir, se manifiesta su conocimiento de
estrategias de resolucion, particularmente que el esquema o dibujo son soportes
relevantes para entender el problema (e.qg. Polya, 1945). Asimismo, plantea pre-
guntas que ayudan a entender el problema y orientar la solucién: iqué datos
daba el problema? écdmo podemos relacionarlos?

Cuando, en la entrevista, se le pregunta a Eva: éQué hace cuando esta fren-
te a un problema desafiante?, responde:

Eva: Bueno, tomar camino de representaciones, tratar de dibujar algo. Podria tomar datos del
problema y hacer calculos. Podria directamente identificar elementos matematicos que
estan dando vuelta ahi, representarlos de una manera algebraica. Podrfa tratar de abs-
traerme del contexto del problema y ver el contexto matematico y resolverlo y volverme
al contexto del problema, para ver si tiene sentido o no. Puedo recurrir al ensayo y error,
tantear y luego tratar de formalizar eso que estoy probando. Y si no entiendo todo el
contexto, voy a tomar lo que comprendo y voy a tratar de hacer algo con eso. Podria ir de
lo simple a lo complejo o de lo abstracto a lo concreto también, o al revés.
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Como se puede observar en el fragmento de la entrevista, Eva, muestra su
conocimiento de estratégicas heuristicas de resolucion de problemas, que en
términos de Polya (1945), constituirian las fases del proceso de resolucion de
problemas. Por ejemplo, se aprecia la fase entender el problema (‘tomar camino
de representaciones, tratar de dibujar, imaginarse lo que sucede en el proble-
ma..’), la fase hacer un plan (“extraer la informacion y ver a qué se relaciona,
recurrir al ensayo y error, ir de lo simple a lo complejo o de lo abstracto a lo
concreto”), la fase mirar hacia atras (‘volverme al contexto del problema para ver
si tiene sentido o0 no”). De ahi, se identifica el siguiente descriptor:

KPM7: Conocimiento de algunas estrategias heuristicas de resolucion de
problemas matemdticos.

De este modo, los resultados de la investigacion dan cuenta del conocimien-
to de Eva de distintas practicas matematicas. Asi, el KPM1 y KPM2 surgen
cuando la profesora destaca el papel de los simbolos y convenciones matema-
ticas y sugieren una comunicacion en y/o sobre las matematicas, la cual, de
acuerdo con Davis y Hersh (1989), requiere de un lenguaje comun (lenguaje
matematico, en este caso) que permite la interpretacion y comprensién de las
ideas matematicas que se comparten. Por tanto, para que la actividad matema-
tica sea posible, es necesario conocer el significado de estos simbolos para saber
coémo interpretarlos y usarlos adecuadamente. En este sentido, Zakaryan y Sosa
(2019) concluyen que el uso del lenguaje matematico es una de las practicas
que es relevante desde la educacion de la primera infancia, donde la parte
importante es utilizar el lenguaje matematico de una manera, aunque no fuese
completa, pero necesariamente correcta. Por otro lado, en los niveles mas avan-
zados, se observa la necesidad de comprender el significado de los simbolos
matematicos, asi como su uso correcto.

Por otra parte, los descriptores KPM3, KPM4 y KPM6 se refieren a distintas
formas de validar el saber en matematicas. Estos descriptores sugieren distinguir
entre una condicion necesaria y una condicion suficiente y conocer sus signifi-
cados, saber cudl es la verdad en matematicas y saber que lo que constituye
una ‘demostracion” puede tener diferentes significados en los diferentes contex-
tos institucionales y diversas formas argumentativas que se ponen en juego en
las aulas de matematicas (e.g, Godino y Recio, 2001). Por tanto, aunque es
necesario justificar o dar demostraciones en la educacion preescolar, primaria 'y
secundaria, es importante enfatizar que, en la comunidad escolar, es dificil tra-
bajar desde los canones de aceptabilidad compartidos por la comunidad de
matematicos. Por lo tanto, es necesario “aliviar’ las demandas si se espera tener
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algun éxito en la produccion de justificaciones para las conjeturas enunciadas
(Mariotti, 2006). En este caso, hemos visto que Eva ha encontrado algunas for-
mas de “aliviar’ estas demandas (por ejemplo, pruebas no formales) sin perder
de vista su significado matematico.

Finalmente, los descriptores KPM5 y KPM7 caracterizan el quehacer mate-
matico, revelando aspectos que se usan para trabajar genéricamente en
matematicas, a partir de las generalizaciones y usando diferentes estrategias
heuristicas en la resolucion de problemas. La comunidad de educacion mate-
matica reconoce la importancia del conocimiento del profesory el uso de estra-
tegias heuristicas (e.g, Polya, 1945; Schonfield, 1992). Por otro lado, varios
autores (e.g, Mason, Graham vy Johnston-Wilder, 2005) destacan la importancia
del conocimiento del profesor sobre la generalizacion como una actividad empi-
rica inductiva para difundir la conciencia de la actividad de generalizar y pro-
moverla como la esencia de la matematica, para que ocurra el pensamiento
matematico en los estudiantes.

Cabe senalar que, en este documento, solo se presentaron los descriptores
del KPM que se evidenciaron en las clases de Eva y se corroboraron en la
entrevista, ya que el interés del estudio esta en caracterizar el KPM de Eva que
se manifiesta en accion. Este hecho significa que se han obtenido, ademas,
descriptores de KPM que solo se identificaron en la entrevista, por ejemplo,
algunos en relacion al conocimiento de Eva del papel de los ejemplos y con-
traejemplos en el proceso de validacion matematica, al conocimiento de las
caracteristicas de una definicion matematica y al conocimiento del papel de la
abstraccion en las matematicas, que son otros aspectos del KPM.

CONCLUSIONES

Este estudio ha pretendido caracterizar como este tipo de conocimiento mate-
matico se manifiesta en el aula y de este modo contribuir al campo de la inves-
tigacion en educacion matematica, aportando a su comprension. La
especializacion, en el enfoque adoptado en el MISK, atafie al modelo en su
conjunto y la profundizacion en la caracterizacion del KPM aporta especificidad
en relacion con la matematica.

Los descriptores emergentes del estudio representan un aporte teorico, per-
mitiendo acentuar conocimientos acerca de las caracteristicas inherentes a la
practica matematica, necesarios para consolidar su propio conocimiento, para
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saber negociar los razonamientos matematicos dados por sus alumnos. Asimis-
mo, estos descriptores ponen de relieve la importancia del conocimiento del
profesor para favorecer el desarrollo de las capacidades de hacer matemdticas
de los alumnos (Abrantes, 2001), reconocidas a nivel internacional a partir de
diferentes aspectos que dan cuenta de ello (e.g. promover el razonamiento
matematico, la resolucion de problemas, la importancia de justificar, conjeturar,
probar, generalizar, etc), dichos aspectos son requeridos de una u otra forma a
los estudiantes de acuerdo a evaluaciones y estdndares internacionales (e.g.
OECD, 2014; NCTM, 2000).

El conocimiento del profesor acerca de la eleccién de los simbolos (conven-
cionales 0 no convencionales) y su uso coherente en diferentes contextos, asi
como el conocimiento del papel del lenguaje matematico, le permite comunicar
las ideas matematicas de manera abreviada y con precision respecto al signifi-
cado estricto de los términos.

Destacamos la importancia del conocimiento del profesor de las distintas
formas de validar en matematicas: que el profesor conozca el papel que juegan
las demostraciones, los métodos de demostracion, distinguir una condicion nece-
saria y una suficiente. Ademas, saber como funciona la demostracion en distin-
tos niveles educativos, como se valida en ellos el conocimiento matematico, que
negociaciones deben establecerse con los alumnos al respecto, qué criterios
de demostracion son aceptados en distintos niveles y como van evolucio-
nando de un nivel a otro.

Por ultimo, el conocimiento de diferentes heuristicas de resolucion de pro-
blemas y del papel de la generalizacién permiten al profesor hacer mas tangible
y consciente las forma en que se desarrolla la solucién del problema y extender
un determinado método a otras situaciones (e.g. Polya, 1945).

Los datos obtenidos empiricamente permiten apreciar que una importante
cantidad de descriptores del KPM de Eva no se ha manifestado en el aula, sino
solo en la entrevista, confirmando la complejidad de evidenciar el KPM solo a
partir de las observaciones de aula (e.g. Montes, 2014) y dando origen a varias
preguntas acerca de la naturaleza de ese conocimiento y de como se refleja en
la practica docente. Por ejemplo, si bien a través de la entrevista la profesora
mostro conocer otros aspectos caracteristicos del KPM no apreciados en el aula,
cabe preguntarse por qué no se dieron las situaciones en las cuales ese cono-
cimiento pudiese ponerse en juego.

A pesar de que existe un reconocimiento del papel del profesor para fomen-
tar la cultura de las matematicas en el aula (e.g. Stylianides, 2007; Yackel y Cobb,
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1996), de la comprensién del profesor de matematicas para que ocurra un
verdadero pensamiento matematico en el aula (Ma, 1999) y de la importancia
de que un profesor de matematicas conozca distintos tipos de razonamientos y
sepa en qué contextos matematicos unos son mas adecuados que otros (e.g.
Ball y McDiarmid, 1990; Ball y Bass, 2009; Rowland et al, 2009), poco se men-
ciona sobre cémo formar a los profesores para que estos aspectos tengan vida
en el aula. Es preciso que los estudios en educacion matematica avancen en
los planteamientos acerca de donde y cuando los profesores de matematicas
adquieren el conocimiento de la practica matematica o cémo los propios profe-
sores experimentan el hacer matemadticas.
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Resumen: Este articulo, partiendo de la observacion de una leccion de un
profesor chileno de Educacion Secundaria en la que se introduce el teorema
de Thales, aborda la interpretacion de dicha leccion desde el conocimiento del
profesor, utilizando el modelo Mathematics Teacher's Specialised Knowledge
(MTSK). Se consideran aspectos del conocimiento especializado en relacion,
por un lado, con el teorema de Thales como objeto de aprendizaje y ensefan-
za, y, por otro, con la practica matematica de demostrar. Teniendo como refe-
rente las propuestas del curriculo chileno para la ensenanza de dicho
contenido, extraemos una imagen de elementos relacionados del conocimien-
to del profesor que nos permiten explicar qué se enfatiza en la leccion. Los
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resultados muestran que la finalidad de aplicacion que el profesor atribuye al
aprendizaje del teorema, junto con su visién de este como una consecuencia
de la semejanza y el énfasis en su tratamiento numérico, se muestran relacio-
nados con el conocimiento de registros, las conexiones que establece con otros
contenidos, el uso de recursos, el tipo de tareas que propone y el conocimien-
to de la practica matematica que evidencia.

Palabras clave: Teorema de Thales. Semejanza. Conocimiento del profesor.
Prdctica del profesor de matemadticas. Educacién Secundaria.

Abstrac: This paper presents the analysis of an observed lesson on Thales's
Theorem in a Chilean secondary school, using the Mathematics Teacher's Spe-
cialised Knowledge (MTSK) model. We consider various aspects of the teacher’s
specialised knowledge with respect to Thales's Theorem itself, as an element of
teaching and learning, and to demonstrations, as a mathematical practice, in
general. From this analysis, and guided by the Chilean syllabus requirement
for this topic, we construct a snapshot of the interrelated elements of knowledge
deployed by the teacher, which enables us to account for how he brings par-
ticular aspects into focus. The findings show that the utility which he attaches
to the theorem, that of being able to apply it, alongside his view of it as a result
of similarity and his emphasis on a numerical approach, is closely linked to his
knowledge of registers, the interconnections he makes with other content items,
his use of resources, the kind of tasks he sets up, and the knowledge of math-
ematical practices he makes evident.

Keywords: Thales’s Theorem. Similarity. Teacher knowledge. Mathematics teach-
ing practices. Secondary education.

INTRODUCCION

Del teorema de Thales se destaca su relacién con numerosos contenidos mate-
maticos: la proporcionalidad numérica y las fracciones, la homotecia, la semejan-
za, la trigonometria, las ecuaciones de la recta y el calculo infinitesimal.. Para
algunos autores su comprension supone un hito para pasar de la idea de fraccion
aritmética a la de ndmero racional (Filloy y Lema, 1996). Muchos destacan su
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potencial para relacionar lo numérico y lo geométrico (Michonneau y Pfaff, 1990),
al suponer el paso del registro figural al registro algebraico (igualdad entre razones
de segmentos) y de este al registro numérico (cuando reemplazamos los segmen-
tos por sus medidas de longitud) (Lemonidis, 1992). Su papel de nexo entre con-
tenidos y sus aplicaciones puede justificar que, pese a ser objeto de debate en
reformas curriculares a nivel internacional, su estudio se haya mantenido en el
curriculo de Secundaria de distintos paises (Escudero, 2005; Duperret, 1995).

Sobre el teorema de Thales se ha estudiado principalmente su aprendizaje
(e.g. Lemonidis, 1991, 1992), poniéndose de relieve que los alumnos lo compren-
den a un nivel de manipulacion numérica, sin percibir sus propiedades geomé-
tricas (Michonneau y Pfaff, 1990). El aprendizaje del teorema suele reducirse a
la aplicacion del calculo algebraico que emana de igualdades basadas en
proporcionalidades (Laguerre, 2005).

El teorema de Thales puede verse como una aplicacién de la semejanza de
figuras o un precursor de esta. Asi, en las Bases Curriculares para la asignatura
de Matematicas en Chile (MINEDUC®, 2016a) el estudio del teorema de Thales se
ubica en primer ano de educacion media (14-15 anos), precedido por el concepto
de homotecia, cuyo abordaje se realiza mediante proporciones y vectorialmente.
Al teorema de Thales le sigue el estudio de la semejanza de figuras planas con
aplicaciones a la vida diaria u otras asignaturas. Sin embargo, en las anteriores
Bases Curriculares (MINEDUC, 2009), la semejanza se planteaba como un tema
previo al teorema de Thales, ambos en segundo ano medio (15-16 anos), sin incluir
la homotecia como tema de estudio. El Programa de Estudio vigente de primero
medio (MINEDUC, 2016b) especifica que los estudiantes deben ser capaces de
reconocer razones proporcionales y la necesidad de paralelismo en las rectas que
intersecan, explicar el teorema de Thales mediante la homotecia y resolver proble-
mas de aplicacion del teorema. Por otro lado, en el tratamiento de la semejanza
no se menciona de forma explicita el teorema, pese a que se presentan situaciones
con las configuraciones de este. Se espera que los estudiantes puedan relacionar
la geometria con los numeros y el algebra armoniosamente mediante diferentes
actividades. En el eje de geometria en el que también se inserta, se introduce
gradualmente el concepto de demostracion desde el planteamiento de conjeturas
y las comprobaciones de propiedades.

La riqueza epistemologica del teorema vy las dificultades de su aprendizaje
requieren de la reflexion del profesor. Asi, en Gualdron (2011) se constatan

® Ministerio de Educacion chileno
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carencias en la comprension de la semejanza y del teorema de Thales de un
profesor de Secundaria, en relacién con conexiones con otros contenidos y en
configuraciones de Thales no tipicas.

El tratamiento del teorema de Thales supone, a su vez, una oportunidad de
abordar la demostracion en el aula de Secundaria. La multiplicidad de relaciones
con otros contenidos posibilita distintas aproximaciones para ello. Ademas, el
planteamiento de la demostracion permite que los estudiantes puedan compren-
der los conceptos que moviliza y desenvolver capacidades para desarrollar
demostraciones (Alfaro-Carvajal, Flores-Martinez y Valverde-Soto, 2019).

Este estudio pretende aportar en la comprension de cémo conciben los
profesores este contenido, considerado como objeto de ensenanza y aprendiza-
je. En concreto, su objetivo es describir el conocimiento que sustenta la practica
de aula de un profesor cuando ensena el teorema de Thales, identificando
relaciones entre elementos de dicho conocimiento.

MARCO TEORICO

La practica de aula ha sido analizada desde multiples perspectivas con foco
en el profesor (e.g. estudiando su capacidad de percibir y dar sentido a lo que
ocurre, Mason, 2002, o fijandose en procesos de cambio, Liljedahl, 2010). Entre
estas perspectivas se situa el interés por el conocimiento del profesor de mate-
maticas. Una muestra del creciente interés en el estudio del conocimiento del
profesor es que, de los cuatro focos en los que Ponte y Chapman (2006) orga-
nizan su revision de la investigacion presentada en el PME sobre el profesor,
dos de ellos se refieren a su conocimiento. Ademas, en la siguiente revision de
la produccion del PME, el capitulo dedicado a la investigacion sobre profesores
(Lin y Rowland, 2016) se centra en su conocimiento y desarrollo profesional.

CONOCIMIENTO ESPECIALIZADO DEL PROFESOR DE MATEMATICAS

El conocimiento del profesor puede ser entendido como un recurso que, junto
con sus orientaciones y objetivos, permite explicar lo que hace y por qué
(Schoenfeld, 2010).

La investigacion sobre el conocimiento del profesor de matematicas se ha
centrado en refinar la conceptualizacion de las componentes diferenciadas por
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Shulman (1986) mas especificas de la materia: Subject Matter Knowledge y
Pedagogical Content Knowedge.

Entre los modelos que pretenden explicar el conocimiento del profesor de
matematicas, encontramos el Mathematics Teachers’ Specialised Knowledge
(MTSK). Este modelo, ademas de diferenciar subdominios en el conocimiento del
profesor relacionado directamente con la matematica como objeto de ensenan-
za y aprendizaje, aporta un sistema de categorias para cada subdominio (Carri-
llo et al, 2018). La posibilidad de refinar el analisis de la actuacion de un
profesor en el aula a partir de estas categorias y la consideracion de la especia-
lizacion del conocimiento del profesor de matematicas como algo global, mas
que propio de un subdominio, y desde una perspectiva intrinseca al profesor de
matematicas (Scheiner et al, 2019), nos lleva a mirar el conocimiento del profe-
sor desde el MTSK.

En el MTSK se diferencian tres dominios: el conocimiento matematico, el
conocimiento didactico del contenido y, las concepciones sobre la matematica
y su ensenanza y aprendizaje. Daremos aqui una breve descripcion de los mis-
mos (Carrillo et al, 2018, y Zakaryan et al, 2018). El conocimiento matematico
considera tres subdominios: ElI conocimiento de los temas (KoT) contempla el
conocimiento del contenido matematico que se esta ensenando en relacion con
las definiciones, las propiedades y su fundamentacion, los procedimientos, los
registros de representacion y las situaciones que dan sentido al contenido. El
conocimiento del profesor en relacién con conexiones entre contenidos mate-
maticos de distintos temas da sentido al subdominio conocimiento de la estruc-
tura de la matematica (KSM), diferenciandose entre conexiones de simplificacion,
de complejizacion, transversales (grandes ideas que relacionan contenidos diver-
sos, como la idea de igualdad, que esta presente en la expresiones numéricas
y algebraicas y se relaciona con la congruencia de figuras geométricas y la
semejanza) y auxiliares (contenidos de un tema que sirven como herramienta
para resolver situaciones propias de otro tema, por ejemplo, las ecuaciones en
el estudio de una funcion). Del tercer subdominio, conocimiento de la prdctica
matemdtica (KPM), nos ocuparemos después.

En el conocimiento didactico del contenido se consideran también tres sub-
dominios. EI conocimiento de la ensenanza de la matemdtica (KMT) recoge el
conocimiento del profesor de teorias sobre la ensefanza de contenidos mate-
maticos, de recursos, y de estrategias, técnicas, tareas y ejemplos. El conocimien-
to de las caracteristicas del aprendizaje de las matemdticas (KFLM) alude al
conocimiento de teorias, fortalezas y dificultades, formas de interaccion de los

102 EDUCACION MATEMATICA, VOL. 33, NUM. 1, ABRIL DE 2021



Una leccion sobre el teorema de Thales, vista desde el conocimiento especializado del profesor

estudiantes con el contenido, y expectativas e intereses de los estudiantes hacia
este, todo ello en relacion con el aprendizaje de contenidos matematicos. Final-
mente, el conocimiento de los estdndares de aprendizaje de las matemdticas
(KMLS) se refiere al conocimiento sobre expectativas de aprendizaje, nivel de
desarrollo conceptual o procedimental esperado, y secuenciacion de temas.

Por ultimo, respecto del tercer subdominio del MTSK, las concepciones del
profesor en relacion con la matematica pueden ser entendidas en términos de
las visiones de la matematica platonista, instrumental, y de resolucién de pro-
blemas (Ernest, 1991; Carrillo y Contreras, 1994). Asimismo, las concepciones
sobre su ensenanza y aprendizaje recogen las ideas sobre como se ensena y
aprende matematicas, cudl es el sentido de la materia, el rol del alumno y del
profesor y, su evaluacion (Carrillo y Contreras, 1994).

Dado que la leccion que analizamos en este articulo aborda la demostracion
del teorema de Thales, en lo que sigue desarrollaremos las bases tedricas para
poder analizar el conocimiento del profesor sobre demostrary sobre dicho teorema.

CONOCIMIENTO EN RELACION CON LA PRACTICA MATEMATICA DE DEMOSTRAR

El conocimiento de la practica matematica (KPM) ha sido uno de los subdo-
minios mas complejos en su categorizacion, debido a las dificultades de cata-
logar las practicas matematicas. Los avances en esta tarea se han producido
mediante investigaciones que coinciden en que demostrar es una de estas
practicas y que el conocimiento sobre la demostracion debe ser considerado
como parte del conocimiento especializado del profesor (Alfaro-Carvajal et al,
2019; Delgado-Rebolledo y Zakaryan, 2019).

El término practica matematica es utilizado en referencia a las actividades
matematicas realizadas para la creacién y comunicacion de conocimiento mate-
matico. En este sentido, la demostracion es considerada una practica habitual y
socialmente aceptada entre la comunidad matematica (Alfaro-Carvajal et al,
2019), generadora de conocimiento y que le son atribuidos otros papeles o
funciones, como las de probar y explicar.

La demostracion tiene los roles de: verificacion respecto a la verdad de una
proposicion, explicacion del porqué es o no verdadera, sistematizacion como
estructuracion de resultados desde la axiomatica, descubrimiento de nuevos
conocimientos y comunicacion de estos conocimientos (De Villiers, 1993). Flo-
res-Medrano (2016) sehala que la demostracion tiene también un rol de
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convencimiento personal o a otros en su caracter comunicativo, como una
mezcla entre la verificacion y la explicacion, lo que permite relacionarla con el
conocimiento de la ensenanza de las matematicas cuando aparece en las aulas
de matematicas e integrar sus diferentes funciones en el conocimiento especia-
lizado del profesor (Delgado-Rebolledo y Zakaryan, 2019).

La ensenanza de la demostracion moviliza otros conocimientos matematicos,
por lo que su inclusion en la clase de matematicas requiere del profesor cono-
cimiento de diferentes subdominios del MTISK. Al ensefnar la demostracion, el
profesor también pone en juego sus conocimientos sobre representaciones, sobre
la ensenanza, sobre los ejemplos, contraejemplos y sobre la conexion de con-
ceptos matematicos (Lesseig, 2016; Delgado-Rebolledo y Espinoza-Vasquez,
2019). Como senalan Sosa, Flores-Medrano y Carrillo (2016), esta eleccion del
profesor sobre los ejemplos deja ver otros de sus conocimientos que se relacio-
nan con la ensefianza de la matematica (KMT). Se ha observado que el KPM
condiciona al KMT con respecto a la estrategia de ensefanza de una demos-
tracion y que, en las explicaciones del profesor, se evidencia su conocimiento
sobre las dificultades que presentan sus estudiantes (KFLM) al comprender
cierto tipo de demostraciones, sustentado por el KPM (Delgado-Rebolledo y
Zakaryan, 2019).

Por tanto, resulta interesante estudiar el conocimiento sobre la demostracion
como parte del conocimiento especializado del profesor de matematicas.

EL TEOREMA DE THALES COMO OBIJETO DE ENSENANZA Y APRENDIZAJE

En la literatura de investigacion podemos encontrar distintos trabajos sobre el
teorema de Thales y la semejanza en relacién con su analisis epistemologico,
con aproximaciones a su ensefanzay con su aprendizaje por parte de alumnos
generalmente de secundaria. Destacaremos los elementos tomados de algunas
de estas investigaciones que nos serviran para analizar el conocimiento espe-
cializado del profesor respecto del teorema de Thales.

Lemonidis (1992) cita aproximaciones a la ensefianza del teorema a lo
largo de la historia: una clasica, siguiendo la tradicion de la geometria euclidea,
donde se presentan razones de segmentos colineales para pasar al teorema,
y luego a la semejanza de triangulos y la homotecia; desde la geometria afin; y
desde la geometria vectorial. Analogamente, se presentan perspectivas de la
semejanza (Lemonidis, 1991): como relacion intrafigural (se destaca la relacién
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entre los elementos de una figura y los correspondientes de su semejante, sin
estar presente la idea de transformacion), como transformacion geométrica vis-
ta como herramienta o como objeto matematico. Por su parte, Brousseau (1995)
presenta tres aproximaciones usuales al teorema de Thales, apoyandose en una
encuesta. Las dos primeras aproximaciones se basan en la idea de que “rectas
paralelas determinan sobre dos rectas secantes segmentos correspondientes
proporcionales” (p. 12), mientras que la tercera se apoya en la homotecia.
Brousseau (1995) es critico con las aproximaciones que se reducen al trabajo
con configuraciones prototipicas.

Como hemos mencionado, el teorema de Thales puede introducir el estudio
de la semejanza de triangulos, considerandose como objeto generador de nue-
vos conceptos (semejanza de triangulos, criterios de semejanza, figuras homo-
téticas, etc), o bien ser una consecuencia de la semejanza, donde su funcién
principal es su aplicacion en situaciones de ampliacion y reduccion y medidas
indirectas (Escudero, 2005).

En relacion con las representaciones figurales ligadas al teorema, Lemonidis
(1992) diferencia representaciones homotéticas de tipo “pico” o tridngulos ani-
dados, y de tipo ‘mariposa’. La configuracion mas conocida por los alumnos,
concluye este estudio, es la de tipo “pico’, restringiendo su comprension de la
igualdad de la razon en triangulos homotéticos. No conocen ni diferencian tipos
de razones en representaciones homotéticas (de escala entre los dos triangulos
homotéticos; entre los elementos de los dos triangulos; de proyeccion; o entre
segmentos homologos sobre los lados oblicuos) y automatizan la transformacion
del registro figural al algebraico. Este estudio y el de Duperret (1995) muestran
la necesidad de trabajar en el teorema de Thales simultaneamente con registros
figural, simbolico y numérico; enriquecer el registro figural, incluyendo configu-
raciones de triangulos no homotéticos; y comprender las distintas interpretacio-
nes del teorema.

Respecto a la ensefianza, Escudero y Sanchez (2007) clasifican las tareas
escolares relativas a la semejanza: de calculo de un valor desconocido, de cal-
culo-comparacion (determinar si se da una proporcion entre cuatro numeros
dados), de calculo mixto (dados dos valores conocidos y dos desconocidos,
calcular la razén entre los desconocidos para que todos constituyan una pro-
porcion), de construccion o de demostracion.

En relacion con el conocimiento del profesor, Zakaryan et al. (2018) muestran
relaciones entre el conocimiento de una profesora de Secundaria sobre el apren-
dizaje de la semejanza de triangulos y su conocimiento sobre su ensefanza.
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Gualdron (2011), como se mencion6, muestra las posibles dificultades en la
comprension de estos contenidos por parte del profesor de Secundaria. Por su
parte, Escudero y Sanchez (2007) describen el conocimiento de dos profesores
de secundaria. Para uno de ellos el teorema de Thales precede a la semejanza,
sirviendo para visualizar la proporcionalidad numérica (y relacionar lo numeérico
y lo geométrico), incluye aspectos de homotecia y de semejanza, y presenta
variedad de configuraciones geométricas, conociendo las dificultades de los
alumnos. Por contra, el otro profesor enfatiza un tratamiento algoritmico e intro-
duce el teorema con una tarea de verificacion numérica para que los alumnos
confien en el resultado. Usa configuraciones de rectas secantes cortadas por
paralelas senalando solo el aspecto de proyeccion y sin considerar dificultades
de aprendizaje.

Si bien, como hemos mencionado, existen estudios previos sobre el conoci-
miento de profesores sobre el teorema de Thales, en este trabajo esperamos
aportar mayor detalle en la descripcion de dicho conocimiento, valiéndonos de
las categorias de los subdominios del MTSK y a partir de este mostrar una vision
integrada de dicho conocimiento, en la que se evidencien relaciones entre dis-
tintos elementos.

METODOLOGIA

Puesto que intentamos comprender el conocimiento especializado que evidencia
un profesor cuando aborda el teorema de Thales en el aula, esta investigacion
es de corte cualitativo y se realiza desde el paradigma interpretativo (Bassey,
1999). Se trata de un diseno de estudio de caso (Stake, 2007), donde el caso es
un profesor de matematicas de secundaria de un liceo publico chileno, partici-
pante en un taller formativo.

La investigacion se enmarca en el desarrollo de un proyecto sobre Formacion
Continua Docente en una universidad publica chilena, que contempla una etapa
de trabajo colaborativo entre tres investigadores y los profesores de matematica
que atienden diferentes niveles educativos en un liceo publico, quienes participa-
ron voluntariamente en el proyecto. Esta etapa se organizo en talleres cuyo obje-
tivo era proporcionar herramientas de analisis colaborativo al profesor de
matematicas, relativas a su practica en el aula, a través de la discusion sobre la
ejemplificacion en geometria. Se generd un espacio de reflexion vy
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acompanamiento a la practica docente, atendiendo el rediseno de actividades de
instruccion y aprendizaje que los profesores usualmente aplican en sus cursos.

El taller se desarrollé en seis sesiones de julio a diciembre de 2018. Durante
las cinco primeras sesiones, ademas de presentarse el taller y sus objetivos, se les
pide seleccionar por grupos una actividad introductoria para alguin tema de geo-
metria que hayan planificado realizar en el nivel que atienden, presentarla a los
otros grupos, y reformularla considerando alguno de los elementos tedricos que
se les aporto para la reflexion en la segunda sesion del taller (entre ellos, Espacios
de Trabajo Matematico, Kuzniak y Richard, 2014, y Conocimiento Especializado del
Profesor de Matematicas, Carrillo et al, 2018, que fueron mostrados de manera
general). El rol del taller, y de los investigadores en estas sesiones, era generar
un espacio colaborativo de reflexiones en torno a las practicas habituales de los
profesores y a sus posibles mejoras considerando alguno de estos elementos
teoricos. Entre las sesiones 4 y 5 del taller, un profesor de cada grupo implemen-
6 en el liceo la sesion reformulada. Esta sesién fue video grabada y se analizo
en las dos ultimas sesiones (conviene aclarar que hay un encuentro posterior,
que es la entrevista al profesor).

La leccion que presentamos corresponde a la implementada por un grupo,
una vez reformulada, que abordo el teorema de Thales y su demostracion en el
primer ano de educacion media (14-15 anos). Para este grupo, la actividad ori-
ginal consistia solamente en presentar la demostracion del teorema de Thales
a los estudiantes, mientras que la reformulacion propuso incorporar softwares
dindmicos y una mayor participacion de los estudiantes al establecer las rela-
ciones planteadas en el teorema. Por su parte, el profesor que implementé la
sesion es contador auditor de profesién, habiendo realizado cursos de regulari-
zacion en un centro de educacion superior para dar clases en el Sistema Edu-
cacional Chileno. Esta situacion no es habitual entre el profesorado de
matematicas chileno, pues, en general, los profesores de matematicas han egre-
sado de las carreras de pedagogia (en matematicas) impartidas por las univer-
sidades nacionales. EI profesor se mostr6 dispuesto a participar en esta
investigacion y comprometido con el taller. Asimismo, estuvo abierto a compar-
tir sus practicas habituales y a incluir nuevos elementos en su practica de aula.
Lo anterior motivo la seleccion de la sesion y del profesor para este reporte.

La principal fuente de datos fue la videograbacién de la clase reformulada
por el profesor. Esta clase fue observada de modo no participante y grabada por
uno de los investigadores. La grabacién fue transcrita y llevada a una planilla
electrénica para su tratamiento donde cada intervencion de los estudiantes o
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del profesor se enumer6 correlativamente. La sesion fue dividida en episodios
(descritos mas adelante) que ayudan a describir el contenido de la misma. Los
episodios estan determinados por los objetivos propuestos explicitamente por el
profesor 0 que se pueden inferir de su quehacer, con un principio y un fin iden-
tificables. Se realiz6 un andlisis de contenido (Bardin, 1996), definiendo como
unidades de analisis las intervenciones, orales o escritas, del profesor. En los
resultados se exponen los extractos incluyendo el nimero que identifica la
intervencion dentro de la transcripcion.

Los subdominios y categorias del modelo MTSK (Carrillo et al, 2018) sirvieron
de herramienta para el analisis y la identificacion de conocimiento especializado
en los datos recolectados. Para ello, usamos la distincion entre indicio y eviden-
cia de conocimiento (Flores-Medrano, 2015) para referirnos a la sospecha de un
conocimiento especializado del profesor —que debe ser confirmado por otros
indicios 0 evidencias— o a la presencia de informacién que asegure que el
profesor posee cierto conocimiento relativo a algun subdominio del MTSK, res-
pectivamente. Tres investigadores expertos y dos familiarizados con el modelo
analizaron de manera individual la transcripcion de la sesion para luego con-
trastar y llegar a acuerdos respecto de la identificacion del conocimiento espe-
cializado del profesor estudiado, buscando asf la triangulacion por
investigadores como lo sefala Flick (2007). En este reporte se incluyen los
resultados de ese consenso.

DESCRIPCION DE LA LECCION

La sesidén observada aborda el teorema de Thales y puede dividirse en 3 episo-
dios. En el primero, el objetivo es comprobar empiricamente el teorema, antes
de demostrarlo en el episodio 2 y, el 3 se dedica a la resolucion de ejercicios de
aplicacion del teorema.

Durante la sesion se proyecta sobre el pizarrén lo que el profesor trae pre-
parado. Los alumnos estan sentados y es el profesor quien escribe en la pizarra.
En general, las intervenciones parten del profesor, que explica y plantea cues-
tiones, y los alumnos resuelven individualmente, respondiendo desde sus pues-
tos. Las correcciones se hacen en alto, con el profesor preguntando vy
escribiendo en la pizarra lo que los alumnos indican, haciéndose una Unica
resolucion de cada ejercicio.

108 EDUCACION MATEMATICA, VOL. 33, NUM. 1, ABRIL DE 2021



Una leccion sobre el teorema de Thales, vista desde el conocimiento especializado del profesor

Pasamos a describir brevemente los episodios, extendiéndonos en los dos
primeros por ser los mas ricos respecto a la intervencion del profesor y evidencias
de su conocimiento.

Episodio 1. Comienza la clase y se ve proyectada una imagen de GeoGebra
(figura 1).

Ea Vista Opeiones Herramiantas Ventana Ayuda

»
.A v \ . Al
‘

VISt Algabraica * ¥ Vista Gralica

N::u“ w 0.00¢- 2 WoXN MBIy = 03 1)
Bx(074 28
Cm (552, 50
D=l 264)
E=(22 004
F=(104)
Gu4,2)
H= (438 1)
1= (252 398
J=(208 190
K=(128, 10
L=(7.27,09
M= (045 20
N (50, 2.00)

Figura 1. Vista de la proyeccion de GeoGebra al principio de la sesion.

El profesor enuncia el objetivo de la clase: “Comprender y resolver ejercicios del
teorema de Thales’, anunciando que primero lo van a hacer de forma empirica
y después con una demostracion. Relaciona el teorema de Thales con la seme-
janzay, evocando lo que hacian en situaciones de semejanza de triangulos, les

pide que comprueben que 7%:’;:_"; (sefalando los segmentos sobre la proyec-

cién sin aludir a su expresion algebraica). Una vez ratificada la igualdad de los
valores de la division de las medidas de los segmentos, cuestiona qué ocurrira
si se desplaza una de las paralelas (mueve la paralela intermedia obteniendo
otra paralela, lo que lleva a distintos resultados en las razones anteriores, y que
atribuye a un error de GeoGebra). Les pide que calculen %y% , resaltando que
esto se parece mas a la semejanza de triangulos. Los estudiantes comprueban
que da lo mismo. Concluye que, si tienen una situacion como la anterior, donde
las tres rectas antes senaladas son paralelas, se tiene que ﬁ es igual ﬁ

(escribiendo esta expresion, donde ha nombrado como a, b, cy d a las medidas
de los segmentos I], JK, NM y ML, respectivamente). Reflexiona que antes no
daba lo mismo porque GeoGebra da la medida con dos decimales y “si las

diera con mas decimales, obtendrian una igualdad perfecta’. Pregunta entonces
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qué ocurrira si las tres rectas senaladas no son paralelas (trata de mover la
recta intermedia, sin conseguir una no paralela; dibuja entonces sobre la pro-
yeccion, eliminando la recta intermedia y cambiandola por una en otra direccion
dibujada a mano alzada). Los estudiantes comprueban que no se cumple
11=1]< = % concluyendo que las tres rectas han de ser paralelas.

Episodio 2. Pasa entonces a la demostracion, aunque dice que de forma empi-
rica ha quedado practicamente demostrado.

Parte de dos triangulos como los de la figura 2 (dibujados en la pizarra):

Figura 2. Configuracion y demostracion del teorema de Thales.

Comienza considerando que los triangulos ABC y ADE son semejantes, y
establece relaciones proporcionales en los triangulos, es decir, BA/DA=AC/AE,
luego 22222 = 2%, concluyendo que = == (para ello, evoca la suma de
fracciones/) Sustituyendo los segmentos anteriores por @, b, ¢y d, concluye que
2=< Sefala que lo que acaban de demostrar es un caso especial del teore-
ma de Thales. El teorema se refiere a una situacion como la de la figura 1,
prosigue, y es facil ver que prolongando las lineas que pasan por los puntos
Iy Ky Ny L respectivamente, se obtiene la figura 2. Enfatiza que - =—,
con lo que considera formalizado el teorema, subrayando que han ido ‘de lo
empirico a lo matematico”.

En el Episodio 3 el profesor propone seis ejercicios de aplicacion del teorema.

Enfatiza las posibles dificultades de los alumnos en la resolucién de las
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ecuaciones implicadas. El profesor propone cada problema, los alumnos lo
resuelven individualmente y el profesor lo corrige en el pizarron.

En el epigrafe siguiente presentaremos los resultados integrando evidencias
e indicios de los episodios, siendo el hilo conductor los elementos de conoci-
miento del profesor y no los episodios en si mismos.

RESULTADOS

Desde el enunciado del objetivo (‘comprender y resolver ejercicios del teorema
de Thales") se observa la finalidad que el profesor parece otorgar a la ensefan-
za del teorema en la sesion: aplicarlo en situaciones de calculo de un dato
desconocido. Se aprecia asi un énfasis procedimental que observaremos en toda
la sesion. Y se puede observar su conocimiento sobre lo que espera que sus
estudiantes aprendan del tema, adaptando los objetivos que se incluyen en las
Bases Curriculares. La incorporacion de las habilidades comprendery resolver en
el objetivo atiende a los indicadores de evaluacion que propone el curriculo
chileno sobre el desarrollo del teorema de Thales y la resolucion de problemas
geomeétricos, respectivamente. La comprension conceptual queda relegada al
entendimiento de las hipotesis del teorema de Thales como condicion necesaria
para aplicarlo, sin embargo, los ejercicios propuestos abordan, principalmente,
lo procedimental. El planteamiento de tal objetivo permite observar que el pro-
fesor conoce que el teorema de Thales es un tema que debe ensefnarse en el
nivel que atiende y expone su idea sobre qué se espera que aprendan los
alumnos al respecto. Todo lo anterior muestra conocimiento de los estandares
de aprendizaje de las matematicas (KMLS —nivel de desarrollo conceptual y
procedimental esperado).

El profesor relaciona el teorema con la semejanza de figuras planas, en
concreto de triangulos semejantes (KoT, definiciones, propiedades y sus funda-
mentos): ‘La verdad, el teorema de Thales se desprende basicamente de la
semejanza de tridngulos o de figuras planas’, episodio 1, 15).” El teorema es para
¢l una consecuencia de la semejanza, y su funcion, mas que generador de otros
contenidos, es la de aplicacion al calculo de medidas desconocidas. Esta

715 sita la intervencion del profesor en la transcripcion de la sesion (en este caso, linea 5 de la trans-
cripcion). En otros casos donde la intervencion es mas larga, se indican las lineas de inicio y fin de la
intervencion.

EDUCACION MATEMATICA, VOL. 33, NUM. 1, ABRIL DE 2021 111



Nuria Climent, Gonzalo Espinoza-Vasquez, José Carrillo, Carolina Henriguez-Rivas, Rodrigo Ponce

fundamentacion del teorema le sirve para su demostracion (como aplicacion
de la semejanza de triangulos). Cabe sefalar que esta secuencia difiere del
curriculo chileno actual, donde el teorema de Thales aparece asociado a las
homotecias y a la proporcionalidad de segmentos, ubicandose la semejanza
inmediatamente después del teorema de Thales, y muestra su conocimiento
de una secuenciacion de los temas (semejanza antes que el teorema de Tha-
les) (KMLS - secuenciacion con temas anteriores y posteriores). De este modo,
el KMLS del profesor difiere de la propuesta del curriculo oficial y parece rela-
cionarse con su conocimiento matematico, en el que el teorema de Thales se
explica desde la semejanza (KoT), sin que se observen manifestaciones de rela-
ciones con la homotecia.

Ademas, la relacion que establece entre semejanza y teorema de Thales en
el aula es una relacion procedimental (evocar la semejanza sirve para que los
alumnos repitan el procedimiento de comparar razones):

Profesor (P): ..quiero que hagamos un calculo, ése acuerdan cémo lo hacian en semejan-
zas? [..] compardbamos dos razones, écierto?; y aqui vamos a hacer lo mismo,
pero cuando el trazo [..] de este segmento, partido por este segmento, y lo va-
mos a igualar. Ya chiquillos, calculadora, celular, vamos dividiendo esto por
esto. [episodio 1, 19-11]

La intervencion anterior se refiere al principio de la comprobacion empirica del

teorema, en el episodio 1, y les pide en primer lugar que dividan 1% =% en la
figura 1. La semejanza de triangulos es usada como analogia procedimental
(sirve para evocar el célculo de razones entre segmentos), mas que para justifi-

car la aplicabilidad del procedimiento o para fundamentarlo conceptualmente:

P: ¢Se acuerdan del teorema de angulo a angulo? Deciamos que L1 era paralelo a 12
lescribe en la pizarra L1 // L2 y alude a la igualdad del a&ngulo A en ADE y ABC, y de los
angulos D'y B —Figura 3]. Y deciamos, por ejemplo, si aca yo tenia 3, 4, 6 y x, {como
haciamos? [un alumno empieza a hacer referencias a los lados] con nimeros, con nu-
meros... [Los alumnos le van indicando y él escribe 2: )—f]. ¢De donde saqué el 7? Resul-
ta que estoy comparando dos triangulos, en este triangulo estoy tomando este
(sefalando sobre el dibujo el segmento AD) y su lado homdlogo, écudl era? Todo (sefia-
lando el segmento AB). Entonces aqui vamos a hacer algo parecido [volviendo a la figu-
ra 1], vamos a comparar esto con esto. [episodio 1, 111-29].
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Figura 3. Representacién complementaria en el episodio 1.

El profesor muestra, por otro lado, conocer una caracterizacion de la semejanza
de figuras y de triangulos (algunos postulados como el teorema angulo-angulo,
KoT —definiciones, propiedades y sus fundamentos en relacion con la semejan-
za). Se refiere a la semejanza como una situacion de comparacion, mostrando
indicios de haber descomprimido el concepto (en el sentido de Ball, 2003, lo que
asociamos a los fundamentos del concepto -KoT) (‘Resulta que estoy comparan-
do dos triangulos, este triangulo es éste, y su lado homologo écudl era?’- episo-
dio 1, 123). Observamos indicios de que el profesor estd considerando la nocion
de proporcionalidad como idea transversal (conectando transversalmente la
semejanza y la proporcionalidad numérica y vinculando el trabajo geométrico
con el aritmético) y de que la fraccién es considerada una herramienta en el
trabajo en situaciones de proporcionalidad (estableciendo una conexion auxiliar
entre fraccion y semejanza), cuando hace explicito que una razon hace referen-
cia a una situacién de comparacién, que se expresa mediante una fraccion (“..
aca vamos a hacer algo parecido, vamos a comparar esto con esto, haga la
fraccién” —episodio 1, 125). Ambos elementos corresponden a conocimiento de
la estructura de la matematica (KSM).

En este primer episodio, el profesor va dando las indicaciones sobre las
razones que deben calcular y comparar, y él mismo enuncia la condicion de
paralelismo que deben cumplir las tres rectas correspondientes. Se refuerza asi
que el fin del episodio es la comprobacion numeérica del teorema, mas que los
alumnos conjeturen sobre posibles propiedades, lo que parece coherente con el
énfasis procedimental sefalado.

La comparacion de segmentos es vista como una comparacién numérica
llevandola a la representacion como cociente entre sus medidas, donde prima
el registro numérico (de hecho, la igualdad que escribe en la pizarra el
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profesor en relacion con la figura 1 es directamente %=% lo que les lleva
a 0,655=0,655; en ninglin momento escribe la expresion algebraica correspon-
diente a la razén entre segmentos). El profesor no repara en el cambio de
registro. Ademas, hace uso exclusivamente de la vista grafica de GeoGebra, en
la que se presentan los registros figural y numeérico, sin hacer referencia a la
vista algebraica, lo que parece coherente con su omision del registro algebraico.

El trabajo geométrico se traslada al ambiente numérico-aritmético, estable-
ciendo con ello una conexién de tipo auxiliar entre la proporcionalidad de

segmentos y la aritmética de los numeros racionales (KSM —conexion auxiliar):

P: Ahora, esa fraccion la puedo separar en dos fracciones dcierto? Recuerden que cuando
yo sumo fracciones de igual denominador [..] Se conserva el denominador y se suman

los numeradores [..] [Escribe: % + % = % + %}. éQué valor tiene esta fraccion? [senalando
% y tachando ambos términos] [episodio 2, 182-84].

Vuelve de este modo a evocar un conocimiento anterior enfatizando una ana-
logia de procedimientos desde un punto de vista puramente instrumental.

En la mayor parte de la sesidn, se usa GeoGebra para proyectar una figura
que el profesor trae ya hecha, lo que muestra que sabe usar el recurso para
representaciones geométricas. Sin embargo, en dos ocasiones, el profesor usa el
recurso en su caracter dinamico: desplaza una de las rectas paralelas de la
figura 1, obteniendo otra recta paralela, e intenta desplazar esta recta de modo
que su direccion no sea la misma, sin conseguirlo. Parece que aprecia el poten-
cial del dinamismo en la configuracion del teorema de Thales y la agilidad en
el procesamiento de informacion numeérica que permite el recurso (todo ello
conocimiento del recurso, KMT). Sin embargo, parece estar poco familiarizado
con el recurso, en el sentido de haber reflexionado sobre la posibilidad de mover
un objeto eliminando una de las condiciones geométricas con las que ha sido
creado. Cabe también la duda de si ha reflexionado sobre las posibles limitacio-
nes del recurso a la hora de probar una igualdad entre medidas, por la aproxi-
macion de decimales que usa (“No da lo mismo. Qué raro, pero eso tiene que
ser un error, basicamente, del GeoGebra porque esta sacado como un paralelo”.
[episodio 1, 141]).

El profesor usa un lenguaje matematicamente preciso en general, haciendo
uso de los términos (‘lados homologos’, ‘razones’..) y notacion propios del tema.
En este sentido, muestra conocimiento del tema en relacion con registros de
representacion (Kol — registros de representacién). Destaca, ademas, la necesidad
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de precision en la notacion. Asi, cuando evoca una situacion de semejanza de
triangulos enfatiza la necesidad de considerar los triangulos como tripletas de
puntos ordenados: “Deciamos que el triangulo ABC era semejante al triangulo
ADE (en relacion con la figura 3), en ese orden, icierto?” (episodio 1, 115).

Al mismo tiempo, tenemos indicios de su KPM sobre como proceder en
matematicas cuando se busca conjeturar una propiedad mediante el examen
de algunos casos posibles (usa la configuracion del teorema de Thales para
establecer las proporciones, sin embargo, las medidas de los segmentos son
arbitrarias). Evidencia también conocimiento sobre el rol de las hipétesis en la
comprobacion de una propiedad (el paralelismo de las rectas en este caso) y
sobre como se demuestra en matematicas (asi muestra conocer el significado
de una condicién “siy solo si’, y la diferencia entre teorema y corolario). Asimis-
mo, evidencia conocer la diferencia entre una demostracién y una comprobacion
(en su primera intervencion en la sesion anuncia: ‘primero lo vamos a ver de
forma empirica y después lo vamos a ver a través de una demostracion” —epi-
sodio 1-y el sequndo episodio se explica por esta diferencia) y atribuir impor-
tancia a las demostraciones en matematicas. Sin embargo, en el aula no
demuestra el teorema general de Thales sino el particular, considerando el
segundo como un caso particular del primero y usandolo para justificar su
demostracion (KoT -definiciones, propiedades y sus fundamentos). EI propio
profesor llama la atencion sobre este hecho, que decide no abordar para no
dedicarle mas tiempo:

P Aunque éste basicamente no es el teorema de Thales, es un caso especial, porque el
teorema de Thales, basicamente, es éste [dibuja una representacion del tipo de la figura 1].
[episodio 2, 192].

Ademas, hace explicito su conocimiento de cierta evolucion en la practica mate-
matica, donde se pueden aceptar demostraciones hechas con computador para
cierto tipo de problemas y su conocimiento de demostraciones basadas en el
estudio de casos particulares (KPM):

P- Ahora vamos a la demostracion [..] a muchos no les gustan las demostraciones, pero a
mi me encanta saber de dénde vienen las cosas, y el por qué, éya? Porque de esta forma
empirica queda practicamente demostrado, [..] a nivel computacional ahora se pueden
ocupar muchas cosas. [episodio 2, 166].
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El extracto anterior también da cuenta, por una parte, del conocimiento del
profesor acerca de la relacion entre los estudiantes y las demostraciones mate-
maticas (“a muchos no les gustan las demostraciones’, KFLM —intereses y expec-
tativas). Este conocimiento pareciera influir en cémo ha organizado la clase,
partiendo de un trabajo sobre el cdlculo de razones para introducir la demos-
tracion. Por otro lado, se observa el rol de explicacion que el profesor asigna a
la demostracion, usada para comunicar y convencer a los estudiantes que lo
planteado por el teorema es cierto (KPM).

Por otra parte, hace explicito a los alumnos cuando estan usando uno u otro
resultado matematico (“Esto es distinto a lo que deciamos, este segmento parti-
do por este segmento no se parecia a la semejanza del tridngulo [..] pero lo que
vamos a hacer ahora, si" —episodio 1), mostrando su conocimiento de como
proceder en el trabajo matematico y la rigurosidad necesaria en la argumenta-
cion (KPM). En el fragmento citado, el profesor diferencia explicitamente las
razones entre segmentos homologos sobre los lados oblicuos (%z%, en rela-
cion con la figura 1) y las razones de escala entre los dos triangulos homotéticos
(% % en relacion con la figura 1), relacionando lo sequndo con la semejanza
(KoT). Asimismo, las distintas partes del teorema parecen servirle de organizador
en su propuesta de comprobacion empirica del teorema (episodio 1). Asi, pide
a los alumnos en el episodio 1 que comprueben tanto que se cumple la tesis
en las condiciones dadas, como que dichas condiciones son imprescindibles
para que esta se dé (las rectas correspondientes han de ser paralelas).

Parece que el profesor usa la comprobacién y los casos concretos como
facilitador del aprendizaje, mostrando de este modo indicios de KMT (estrategia
y ejemplos) en relacion a su KPM. Esto parece explicar el sentido para el profe-
sor del primer episodio: los alumnos comprenderan mejor la propiedad tras una
comprobacion numérica del mismo. Ademds, en ocasiones propone que sean
los propios alumnos los que elijan las medidas del ejemplo, mostrando asi
conocimiento de como aprenden los alumnos (KFLM, interaccion con el conte-
nido) (si los alumnos eligen los valores es mas evidente para ellos que pueden
ser cualesquiera). Ademas de ejemplos, el profesor propone a los alumnos
contraejemplos (es el caso de la comprobacion en el episodio 1 con rectas no
paralelas —151) mostrando su conocimiento de la necesidad de que en el con-
junto de ejemplos se muestren también contraejemplos o no ejemplos
(KMT —ejemplos).

En el episodio 3, el profesor enfatiza en todo momento que se use el teorema,
frente a posibles procedimientos alternativos que no se comparan. La finalidad

116 EDUCACION MATEMATICA, VOL. 33, NUM. 1, ABRIL DE 2021



Una leccion sobre el teorema de Thales, vista desde el conocimiento especializado del profesor

en la comprension instrumental sigue evidenciandose en relacion al objetivo de
la clase y su KMLS. En los ejercicios presentados en este episodio se muestra
su conocimiento de la aplicacion del teorema de Thales a la medicion de dis-
tancias desconocidas (KoT —fenomenologia). Si consideramos el conjunto de las
tareas propuestas a los alumnos (KMT) podemos diferenciar una tarea inicial de
calculo-comparacion (la que sirve en el episodio 1 para introducir el teorema), una
de célculo mixto (el ejercicio 4 propuesto en el episodio 3, en el que se conocen
dos términos de una proporcion y se pide la justificacion de la relacion con los
otros dos términos, requiriéndose identificar que % = %‘) y el resto de tareas
de célculo de valor desconocido (restantes ejercicios abordados en el episodio
3). El mayor peso de las tareas de calculo de valor desconocido parece coheren-
te con la finalidad que atribuye al teorema. La aproximacion que se hace al
teorema de Thales (KMT) corresponde a una relacion intrafigural (se destacan
las relaciones entre elementos de una figura y los de su semejante, sin hacer
referencia a transformaciones), donde en los registros figurales se hace uso
de representaciones de dos rectas secantes cortadas por paralelas (sin que se
represente el punto de corte de las secantes) y de representaciones de tridngu-
los homotéticos de tipo “pico’, estableciéndose la relacion entre ambas represen-
taciones. En la interpretacion de estas representaciones se trata el aspecto de
homotecia, estando ausente el de proyeccion (KoT). El conocimiento de estas
configuraciones del teorema es parte del KoT (representaciones) y permite utili-
zarlas para el disefio de los ejercicios que plantea (KMT, tareas) de acuerdo a
lo que espera aprendan sus estudiantes (KMLS, nivel de desarrollo procedimental).

La figura 4 trata de representar graficamente el conocimiento que asociamos
al profesor en relacion con la sesion analizada.

DISCUSION Y CONCLUSIONES

En la interpretacion de la sesion sobre el teorema de Thales identificamos tres
nucleos de conocimiento principales, en el sentido de Sherin 1996 (citado en
Sherin, Sherin y Madanes, 2000), quien alude a complejos de conocimiento del
contenido, como estructuras de conocimiento en los que se muestran fuerte-
mente conectados elementos del conocimiento de contenido y didactico del
contenido (a los que anadimos concepciones) que se desarrollan con la expe-
riencia del profesor. Estos vienen definidos respectivamente por: 1) la relacion
que el profesor establece entre el teorema de Thales y la semejanza (ntcleo
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verde), 2) el énfasis en el registro numérico (nucleo rosa), y 3) sus expectativas
de aprendizaje en relacién con el teorema (ntcleo azul) (ver figura 4).

En el primer ntcleo (verde) observamos que, para el profesor, el teorema de
Thales deriva de la semejanza, lo que a la vez se relaciona con el conocimiento
de la demostracion del teorema en las diferentes configuraciones (particular y
general) y explica los tipos de razones que activa en la ensenanza del teorema
(entre segmentos homologos sobre los lados oblicuos y de escala entre tridngu-
los homotéticos), la aproximacion intrafigural (relaciones en una figura, sin
considerar transformaciones de una figura en otra) y el uso de registros figura-
les de triangulos homotéticos tipo “pico” y de lineas cortadas por paralelas que
evocan a la configuracion del mismo tipo. Las restricciones en las representa-
ciones figurales del teoremay en las razones que se consideran podrian contri-
buir a las dificultades en la comprension del contenido por parte de los alumnos
evidenciadas en Lemonidis (1992) y Brousseau (1995), y coinciden con las
carencias detectadas por el profesor del estudio de Gualdron (2011), quien,
consciente de las dificultades de los estudiantes en la comprension de las
demostraciones, organiza su estrategia de ensenanza en torno a tareas que
buscan establecer conjeturas para luego presentar una aproximacion a la
demostracion del teorema.

Respecto de la demostracion del teorema, este conocimiento se ve influen-
ciado a su vez por su conocimiento sobre como se demuestra en matematicas
y por la conexion auxiliar que establece entre las fracciones y la demostracion
del teorema (de modo que puede evocar a las operaciones con fracciones para
operar con razones en registro algebraico). El profesor atribuye el rol de verifi-
cacion y explicacion a la demostracion (De Villiers, 1993), lo que influye sobre
su conocimiento de la ensenanza del teorema y de la misma demostracion
(Delgado-Rebolledo y Zakaryan, 2019). Coincidimos con Lesseig (2016) y Delga-
do-Rebolledo y Zakaryan (2019) en que la ensefianza de la demostracién movi-
liza conocimientos del profesor de diferentes subdominios del MTSK. En
concreto, podemos observar como su conocimiento de la practica matematica
en relacion con la demostracion y los roles que le atribuye a esta en el aula,
junto con su vision del teorema como una consecuencia de la semejanza, expli-
can el conocimiento que evidencia sobre sus representaciones, su interpretacion
del teorema y las conexiones que establece entre este y las fracciones. En este
sentido, destacamos el rol de la demostracion como una practica matematica
que es parte del conocimiento especializado del profesor, ubicada en el subdo-
minio menos explorado hasta ahora (KPM) del modelo MTSK. De este modo, esta
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investigacion aporta evidencias de conocimientos que contribuyen a profundizar
en el estudio del KPM y a la comprension del conocimiento especializado del
profesor de matematicas, relacionando los subdominios Kol, KSM, KMT y KMLS
(ntcleo verde en figura 4) en diferentes categorias. El conocimiento sobre la
demostracion constituye un punto de partida desde el cual es posible indagar
sobre la integraciéon de diferentes tipos de conocimientos que el profesor pone
en juego durante la ensenanza, particularmente, del teorema de Thales.

Finalmente, la conexion entre el teorema y la semejanza que realiza el pro-
fesor no permite distinguirlos como tematicas diferentes o ligados por la homo-
tecia como propone el curriculo chileno (MINEDUC, 2016a), usando la razén de
semejanza como analogia procedimental de acuerdo a la secuenciacion que é€l
propone para estos temas.

En el sequndo nucleo (nucleo rosa en la figura 4) observamos que si bien
las representaciones que usa en el profesor en la leccién se ubican en los
registros figural y numeérico, se enfatiza el tratamiento numérico. Aunque el
profesor usa también el registro algebraico durante la resolucion de las distintas
tareas, como paso intermedio entre el figural y el aritmético, este parece apro-
blematico para él. Lo que puede explicar el uso que hace del GeoGebra, centra-
do en la vista grafica en la que se presenta el registro numérico y en las razones
entre las medidas de las longitudes de los segmentos correspondientes. El pro-
fesor parece considerar la proporcionalidad como un contenido transversal que
le permite enlazar el registro geomeétrico con el numérico y la fraccién como una
herramienta en situaciones de proporcionalidad, observandose su conocimiento
sobre conexiones interconceptuales entre ecuaciones, operatoria con ndmeros
racionales, semejanza y teorema de Thales, usando como idea transversal la
proporcionalidad.

Por Ultimo, el tercer nucleo (en la figura 4) muestra que el profesor espera
que los alumnos logren aplicar el teorema para resolver diferentes situaciones.
Esto se observa a lo largo de toda la sesion, especialmente cuando traza el
objetivo de la clase. Las tareas que propone son mayoritariamente de calculo
de valor desconocido, salvo la inicial de calculo-comparacion, cuyo objetivo es
introducir el teorema, y una de calculo mixto. En su gestion de dichas tareas
también incide el conocimiento de una conexion auxiliar entre la resolucion de
ecuaciones de primer grado y la resolucion de tareas de aplicacién de Thales
de calculo de valor desconocido.

Asi como cada nucleo descrito involucra conocimientos de diferentes sub-
dominios y dejan ver el caracter especializado del conocimiento del profesor
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(Scheiner et al, 2019), otras particularidades del conocimiento del profesor que
se evidencian en esta sesion también nos resultan llamativas. Por un lado, los
aspectos que muestra conocer sobre como aprenden los alumnos y posibles
dificultades no se refieren directamente al propio teorema (a diferencia del
estudio de Zakaryan et al, 2018), sino a contenidos relacionados con el tipo de
tarea que propone (como dificultades en la resolucién de ecuaciones).

Por otro lado, el profesor muestra un tratamiento algoritmico del contenido.
La presentacion del teorema a partir de una tarea de calculo-comprobacién
numeérica, el tratamiento intrafigural con configuraciones de rectas secantes
cortadas por paralelas y la no evidencia de conocimiento sobre caracteristicas
del aprendizaje de este contenido especifico concuerdan con los resultados de
Escudero y Sanchez (2007) y evidencian la finalidad instrumental del aprendi-
zaje del teorema y su vision de la relacion entre semejanza y teorema de Thales
(donde pesa mucho su Kol) que puede reforzar esa finalidad instrumental. A
pesar del papel de la demostracion esperado en esta leccion, el KPM manifes-
tado por el profesor no resulta tan determinante en relacién con su accion en
el aula, como la finalidad que parece atribuir al teorema. Asi, el teorema no
llega a demostrarse realmente y la leccion se centra mas en su aplicacion que
en su demostracion.

Consideramos que, al intentar dar respuesta a nuestro objetivo, hemos podi-
do aportar una interpretacion plausible de la misma en términos del conoci-
miento del profesor, mostrando lo que evidencia conocer de manera
relacionada. Aqui aportamos el detalle en la descripcion de dicho conocimiento
que nos posibilita MTSK. Nuestro estudio anade a otros trabajos previos sobre
el conocimiento del profesor sobre el teorema de Thales, ademas del detalle
mencionado, la identificacion de relaciones entre distintos aspectos de dicho
conocimiento, mostrandolo de forma organizada.

Esta interpretacion desde su conocimiento contribuye a dar una explicacion
parcial de la sesion, que podra tener otras explicaciones, como por ejemplo las
interacciones en el aula. Hemos de tener presente, ademads, que puede tener
otros conocimientos especializados sobre el tema que, o no se han activado en
la sesion, o no hemos encontrado evidencias.

Pensamos que esta vision de la sesion desde el conocimiento del profesor
contribuye a mejorar nuestro conocimiento sobre como los profesores conocen
un contenido (en este caso el teorema de Thales), tan importante para el forma-
dor de profesores como el conocimiento sobre el aprendizaje matematico lo es
para el profesor de matematicas. En ese sentido, reivindicamos la necesidad de
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estudios sobre la comprension de profesores de distintos contenidos matemati-
cos. Los resultados de estudios como este pueden ser Utiles en procesos de
formacion de profesores. Asimismo, a partir de este podemos plantearnos posi-
bles cuestionamientos con profesores sobre la ensefanza de este contenido. Las
relaciones identificadas en el conocimiento del profesor de nuestro estudio,
pueden servir a su vez para pensar en posibles aspectos clave sobre los que
hay que incidir en la reflexion del profesor (por ejemplo, la relacion entre el
teorema de Thales y la semejanza o sus expectativas de aprendizaje en relacion
con el teorema). Por otra parte, el analisis del conocimiento de los profesores
participantes puede ser el punto de partida de un proceso formativo que parta
de sus posicionamientos, asi como una herramienta.

KSM (Conexién transversal) r—
Proporcionalidad registro numérico) JIR <7 (Seosebra)

CEAM Enfasis
Procedimental

7y KMLS (nivel de aprendizaje KMT (tareas de cilculo " »
H . L. > esperado) Saber aplicar el TT a Y o acion- valor A’ KSM (conexién auxiliar)
Fin del aprendizaje situaciones de clculo desconocido- calculo mixto) Ecuaciones
*, del TT: Resolver
Ml situaciones de un
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Figura 4. Representacion del MTSK del profesor en relacion con la sesion sobre el teorema
de Thales (TT).
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Resumen: En este articulo se reportan los resultados de un trabajo realizado
con 38 estudiantes de una institucion educativa publica colombiana, en los
que se analizo6 el desarrollo de su razonamiento algebraico elemental, usando
patrones y secuencias numéricas o geometricas. El trabajo se desarrollé en tres
fases: diagnostica, interventiva y de contraste, ademas, durante el desarrollo de
cada prueba se hicieron entrevistas basadas en las tareas que resolvian los
estudiantes. Los resultados muestran que las soluciones iniciales atendian una
heuristica: identificar una regla recursiva, que utilizaban para encontrar un
término faltante, la que expresaban en lenguaje numérico, natural o icénico,
utilizando objetos extensivos y procesos aritméticos. La implementacion de la
propuesta, permitié en los estudiantes, un aumento progresivo del poder heu-
ristico en la resolucion de problemas, dando variadas y ricas soluciones a las
actividades que se les plantearon. Algunos lograron generalizar patrones uti-
lizando lenguaje natural o simbolico-literal. Se puede concluir que la actividad
matematica de la mayoria de los estudiantes se ubica entre los niveles cero al
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dos de algebrizacion, destacandose, los niveles unoy el proto—algebraicos de
nivel dos, solucionando problemas de valores faltantes, sin llegar a modificar
las expresiones algebraicas producidas.

Palabras clave: razonamiento algebraico, secuencias, generalizacion de patro-
nes, niveles de algebrizacion.

Abstract: This article reports the results of a work carried out with 38 students
from a Colombian public educational institution, in which the development of
their elementary algebraic reasoning was analyzed, using numerical or geo-
metric patterns and sequences. The work was carried out in three phases:
diagnostic, interventional and contrast, in addition, during the development of
each test interviews were carried out based on the tasks that the students
solved. The results show that the initial solutions addressed a heuristic: identi-
fying a recursive rule, which they used to find a missing term, the one they
expressed in numerical, natural or iconic language, using extensive objects and
arithmetic processes. The implementation of the proposal allowed the students
a progressive increase in heuristic power in problem solving, giving varied and
rich solutions to the activities that were presented to them, and some managed
to generalize patterns using natural or symbolic-literal language. It can be
concluded that the mathematical activity of most of the students is located
between levels zero to two of algebrization, standing out, levels one and pro-
to-algebraic of level two, solving problems of missing values, without modifying
the expressions algebraic produced.

Keywords: algebraic reasoning, sequences, generalization of patterns, levels of
algebrization.

INTRODUCCION

En los ultimos anos la introduccion del algebra en educacion basica ha sido
objeto de estudio por parte de varios investigadores (Godino y Font, 2003; Butto,
2005; Cai, Ng y Moyer, 2011; Godino, Castro y Rivas, 2011; Vergel, 2014; Kieran
et al, 2016; Gaita y Wilhelmi, 2019). Quienes han mostrado un gran interés en
desarrollar el razonamiento algebraico desde los primeros anos de escolaridad,
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donde se promueva su estudio a través de situaciones de variacion y cambio,
que involucren la generalizacion de patrones, secuencias y leyes que vinculen
la visualizacion, exploracién y manipulacion de numeros y figuras, con el pen-
samiento matematico de quien aprende (National Council of Teachers of Mathe-
matics [NCTM], 2000; Murray, 2010; Cantoral, 2013; Aké, Godino y Gonzato, 2013).
Pues no cabe duda que el estudio de dichas situaciones es de gran importancia
en la formacion de los estudiantes, ya que constituye un eje fundamental para
estructurar y desarrollar el razonamiento algebraico como una manera matema-
tica de pensar, que facilite el acceso al calculo (Ministerio de Educacion Nacio-
nal, 2006; Dolores, 2013; Kieran et al, 2016). Asi mismo, este tipo de situaciones
son fundamentales para el acceso al calculo (Hitt, 2003) y para el desarrollo de
habilidades y destrezas que segun Farfan (2012), los estudiantes podran utilizar
en cualquier contexto de las matematicas y de la vida diaria.

Sin embargo, un curso de algebra no es usual que se ofrezca de manera
explicita en los curriculos escolares, hasta el tradicional curso ofrecido en la
escuela secundaria (NCTM 2000, Radford, 2014), y es habitual que los estudian-
tes experimenten dificultades en la transicion de la aritmética al algebra porque
tienen poca o ninguna experiencia previa con el tema, (Silver y Kenney 2001;
Kaput, Carraher y Blanton, 2008). Unido a lo anterior, en el momento que se
aborda dicho curso, se hace abruptamente, sin dar continuidad a los temas de
aritmética, medida y geometria tratados en primaria (Godino et al, 2014). Hay
consenso entre varios autores (Butto, 2005; Cai y Knuth, 2011; Radford, 2014)
que, la transicion de la aritmética al algebra no se debe realizar de manera
abrupta, sino que sea un proceso progresivo y que se vaya adquiriendo grado
tras grado, sin saltos ni rupturas.

Estos conflictos curriculares podrian resultar problematicos, considerando
que, si se dejan de lado elementos que ayudan en la ensenanza y aprendizaje
del pensamiento variacional, los procesos de generalizacion propios del dlgebra
careceran de significado y sentido para quien aprende en el trabajo que se
realiza en grados superiores (Carraher y Schliemann, 2007), y porque un desa-
rrollo temprano del pensamiento algebraico puede facilitar que los estudiantes
tengan un acercamiento gradual al simbolismo algebraico (Cai y Knuth, 2011).
Ademas, porque el dlgebra es una pieza clave del éxito en el aprendizaje de las
matematicas, debido a su papel fundamental en todas las ramas de esta, ya que
provee herramientas para representar y analizar relaciones cuantitativas, mode-
lar situaciones y resolver problemas en cada dominio matematico (NCTM, 2000;
Blanton M. et al,2018).
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En este trabajo se tuvo como objetivo analizar el desarrollo del razona-
miento algebraico elemental, a través del uso de patrones y secuencias nume-
ricas o geometricas en estudiantes de quinto grado de educacion basica. Se
enfatizd en categorizar las practicas que realiza un estudiante de primaria
para resolver tareas matematicas que involucran patrones, y a partir de ello, ir
haciendo un seguimiento a la evolucion de sus progresos en la adquisicion
de razonamiento algebraico.

RAZONAMIENTO ALGEBRAICO ELEMENTAL

Seguin el NCTM (2000), el algebra comprende las relaciones entre cantidades, el
uso de simbolos, el modelado de fendmenos, y el estudio matematico de la
variacion y el cambio. Y para Kieran (2004) el razonamiento algebraico elemen-
tal se refiere a la forma en que una persona piensa al relacionar cantidades,
identificar estructuras, estudiando el cambio y la variacién, la generalizacion, la
modelacion, la prediccion y la argumentacién de los procesos realizados al
resolver una tarea matematica en educacion primaria. Similarmente, Godino y
Font (2003) lo relacionan con el estudio de patrones y reqularidades en diferen-
tes contextos de las matematicas y la manera cémo se llega a la generalizacion
de las secuencias. Es decir, constituye el sistema de practicas utilizadas en
educacion primaria en la resolucion de tareas, en las cuales intervienen objetos
y procesos algebraicos, tales como simbolizacion, relacion, variables, incognitas,
ecuaciones, patrones, generalizacion y modelacion, etc. (Godino et al, 2011). Esta
manera analitica de pensar en los numeros desconocidos y tratarlos a la par
con numeros conocidos, es una de las caracteristicas que distingue la aritméti-
ca del algebra (Radford, 2014). Para Radford, esta naturaleza analitica del alge-
bra, permite deducir formulas y encontrar soluciones al resolver ecuaciones. Asi
mismo, la generalizacion de un patron consiste en la identificacion de una
caracteristica comun a todos los elementos de una secuencia, la cual se puede
usar para encontrar una expresion que permita encontrar cualquier elemento
de esta (Radford, 2006).

De esta manera, el razonamiento algebraico elemental refiere a practicas
matematicas en las cuales se pueden establecer diferentes niveles de algebri-
zacion, que emergen en la solucion de una tarea matematica en la escuela
primaria (Godino et al, 2014; Gaita y Wilhelmi, 2019), por lo que tener criterios
para su analisis puede proporcionar informaciéon que permita promover un
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optimo desarrollo del razonamiento algebraico en los estudiantes. Para analizar
la actividad algebraica que desarrolla un estudiante al resolver una tarea mate-
matica cotidiana en la escuela primaria, y hacer un seguimiento a su evolucion,
se han propuesto varios modelos: (a) por niveles de algebrizacion (Godino et al,
2011; 2014), (b) por nociones clave (Radford, 2014). El nivel se asigna, no a la
tarea como tal, sino a la solucion, que dé la actividad matematica comunicada,
asi que dependiendo de la solucion que se dé a la tarea, esta puede ser clasi-
ficada en uno u otro nivel de algebrizacion (Godino et al, 2014).

MODELO POR NIVELES DE ALGEBRIZACION
Este modelo (Godino et al, 2011; 2014), esta constituido por cuatro categorias:

(1) Nivel cero o de ausencia de razonamiento algebraico: se identifica una regla
recursiva, la cual se expresa en lenguaje natural, numérico, icénico, verbal o
gestual, y los procedimientos utilizados son aritméticos.

(2) Nivel uno: se reconoce explicitamente una regla recursiva y se generaliza usan-
do lenguajes natural, numérico, iconico o gestual. Se puede usar lenguaje sim-
bolico-literal, pero sin ejecutar las operaciones indicadas con dichos simbolos.

(3) Nivel dos: se determina un patron por analisis de términos especificos de una
secuencia, el lenguaje utilizado es natural, numérico, iconico o gestual, y, se
formaliza expresando una regla general. Se establecen conexiones entre los
elementos de las representaciones producidas y se dan o usan propiedades del
patrén, sin hacer transformaciones tipo tratamiento en lenguaje simbolico-literal.

(4) Nivel tres: se determina una regla general y se expresa formalmente. La informa-
cién se reporta, partiendo de un lenguaje simbdlico literal formalizado median-
te simbolos, variables o parametros, que refieren objetos generales que
representan el caso general. Puede utilizarse inductivamente un lenguaje natu-
ral, numérico, icénico o gestual en la descripcion del método de construccion
del patron. Ademas, se manipula la escritura formal para obtener expresiones
mas simples, sin necesariamente analizar su relacién con el método de cons-
truccion, centrandose el trabajo en la manipulacion simbdlico-literal. Se estable-
cen relaciones entre las representaciones producidas, y de los elementos de estas
con los del contexto sociocultural donde se les asignan significado y sentido
(Castano et al, 2008; Amaya, Pino-Fan y Medina, 2016).
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MODELO POR NOCIONES CLAVE

Este modelo (Radford, 2014), establece tres condiciones para el analisis de la
actividad algebraica que desarrolla un estudiante:

(1) Indeterminacion: el problema a resolver involucra términos desconocidos
(incognitas, variables, parametros, etc). (2) Denotacion: los términos indetermi-
nados involucrados en el problema deben ser simbolizados y esta simbolizacion
se puede lograr de varias maneras: usando lenguaje natural, nimeros, letras,
gestos, signos no convencionales, o una mezcla de estos. (3) Analiticidad: las
cantidades indeterminadas se tratan como si se conocieran, por lo que, se ope-
ra con ellas de forma analitica. Y para encontrar un término desconocido no se
adivina o se llega por tanteo, se deduce de forma analitica.

Ademas de los criterios descritos para el andlisis de la actividad algebraica,
son importantes los registros y las representaciones que se usen para comunicar
la actividad matematica desarrollada, ya que, a través de ellos se hacen cons-
trucciones con las que las personas externalizan sus representaciones mentales,
las cuales deben ser configuradas en un registro (Duval, 2017). El registro de
partida que se escoja para proponer una situacion, es fundamental para que el
estudiante, en su solucién logre transformar dicha representacién. Una repre-
sentacion admite dos tipos de transformaciones: 1) tipo conversion cuando se
cambia el registro, es decir, se decodifican los elementos de la representacion y
se recodifican en otro registro; o 2) tipo tratamiento, cuando se decodifican los
elementos de una representacion y se recodifican en el mismo registro. Un aspec-
to fundamental en el uso de las representaciones con fines de ensefanza es poder
producirlas, hacer el mayor nimero de transformaciones posibles del objeto en
estudio, y establecer conexiones entre ellas. Cuando dos representaciones coinci-
den en el orden de sus elementos, y su orden de aprehension también es el
mismo, se dice que son congruentes, si no, se dice que son incongruentes (Duval,
2017). El analisis de congruencias e incongruencias es el que permite el estable-
cimiento de las conexiones entre las representaciones del objeto estudiado.

En este contexto, las situaciones de variacién y cambio son el fundamento
principal de los procesos de generalizacion, por lo que, con su estudio desde los
niveles iniciales de escolaridad, se puede lograr que el estudiante vaya progresan-
do en el uso del lenguaje y de simbolos, para apoyar el desarrollo de habilidades
en el aprendizaje posterior del algebra (Godino y Font, 2003; Dolores, 2013; Radford,
2014). Esto también incluye representar, o modelar situaciones concretas con
expresiones, establecer ecuaciones y encontrar una incognita como solucion de
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un problema, de tal modo, que los simbolos algebraicos se vayan introduciendo
gradualmente (Carraher y Schliemann, 2007). Esto segiin Butto (2005) y Butto y
Rojano (2004), porque los nifios son capaces de razonar sobre las variables con-
tenidas en una situacion, de operar con regularidades implicitas y, de entender
que las relaciones funcionales que las involucran, permanecen invariables para
todos los valores posibles que una entidad puede tomar. Es decir, implica producir
representaciones, generalizar y formalizar patrones y regularidades en el estudio
de un objeto matematico. Asi mismo, con el progreso de este razonamiento, se
avanza en el uso del lenguaje y el simbolismo necesario para apoyar y comunicar
el pensamiento algebraico y algunos elementos con rasgos funcionales.

A continuacion, se muestran tres tipos de respuestas dadas por profesores en
ejercicio, en el desarrollo de un taller con esta tematica, al problema mostrado en
la figura 1. Si la configuracion de flechas sigue el mismo patron que se indica:

2 3 6 7 10 11
F — — l prem
| |
|
0 1 4 5 8 9 12 13

:Cual es la sucesion de flechas que unen las intercepciones 505 y 5077

a) _'1 b}l_* C}I—b d) —J\

Figura 1. Situacion donde se presentan secuencias, en un registro figural.

SOLUCION TIPO 1:

La ubicacion del 0 se repite en las intersecciones 4, 8, 12..,ladel 1 en 59,13, ., la
del 2 en 6,10, 14, ..y la del 3 en la sucesién 7, 11, 15, .. y si dividimos 505 entre
4, da 126 y sobra 1, por lo que la posicion del 505 es similar a la del 1, y como
507 dividido 4 da 126 y sobran 3, su posicion es similar a la del 3, por lo que
la respuesta es c).

EDUCACION MATEMATICA, VOL. 33, NUM. 1, ABRIL DE 2021 131



José Luis Bautista-Pérez, Martha Hilda Bustamante-Rosario, Tulio Amaya De Armas

SOLUCION TIPO 2:

Los términos pedidos terminan en cinco y siete respectivamente, y la secuencia
va de uno en uno, asi que cada diez términos se repite el ultimo digito, por lo
tanto, la solucion es ¢).

SOLUCION TIPO 3:

Las flechas agrupadas por sentido de direccion forman una secuencia de dife-
rencia 4. Como 504 es multiplo de 4, cae en la secuencia de flechas de abajo:
0,4,8,12 ..,504, se cumple que a, = 4Xny si 504 = 4Xn, entonces n = 126,
es decir, 504 = 4x126, lo cual significa que 504 estd ubicado en el lugar
donde la flecha vertical llega bajando, el 505 estaria ubicado a la derecha, al
final de la flecha siguiente, el 506 estaria arriba, en la punta de la flecha vertical,
y desplazandose a la derecha se llegaria al 507, asi que la solucién es c).

La solucion tipo 1, parece ser netamente aritmética, pues, identifica una regla
recursiva para cada secuencia, divide el término n-ésimo de la secuencia por la
diferencia 4 y ubica los términos solicitados. Sin embargo, en ella subyacen
conceptos algebraicos que se salen del foco de dicha solucion. Tiene mucha
similitud con 505 mod 4 == 1y 507 mod 4 == 3, que es de las entranas
del algebra.

La solucion tipo 2, analiza una sola secuencia, determinando dos reglas recur-
sivas: la diferencia que va de 1 en 1, y que el digito final se repite cada 10 térmi-
nos. Sin embargo, este razonamiento no siempre lleva a una solucion correcta, ya
que como cada secuencia esta formada por 4 numeros sucesivos, en 4 posiciones
diferentes, y la diferencia entre los nimeros que ocupan la misma posicion en dos
secuencias sucesivas es 4, el ultimo digito no siempre se repite en la misma posi-
cion. En soluciones de este tipo, donde para comunicar la respuesta se usa solo
lenguaje natural, cabe preguntar ées aritmética o es algebraica esta solucion? La
solucion tipo 3, parece ajustarse mejor a una solucion algebraica, pues identifica
una regla recursiva, usa letras y verifica su resultado.
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ASPECTOS METODOLOGICOS

Se hizo una investigacién cualitativa, desarrollada en tres fases: diagndstica,
interventiva y de contraste, cuya secuenciacion y continuidad, permitié una mejor
comprension del fenomeno estudiado. En la primera fase se diagnosticé el
problema, y a partir de los resultados se disenN6 una propuesta de interven-
cion, la cual se implemento, con el fin de generar cambios y transformacio-
nes en la practica educativa y social, con la participacion activa de los
estudiantes en la solucion de tareas asociadas al razonamiento algebraico. En
la fase interventiva, luego de la aplicacion de cada actividad se evaluaban los
niveles de algebrizacion en que lograran ubicarse los estudiantes, y se daban
orientaciones buscando minimizar las dificultades encontradas, y afianzar for-
talezas. La fase de contraste consistio en la aplicacion del cuestionario final, y
el procesamiento y analisis de la informacién. Se analizé el desarrollo progresi-
vo del nivel de razonamiento algebraico elemental de los estudiantes, y, al
comparar los resultados de sus respuestas, con los niveles de algebrizacién
(Godino et al, 2014), ir haciendo un acompanamiento guiado, en su proceso
evolutivo, hacia niveles mas avanzados.

MUESTRA DE INFORMANTES

Estuvo constituida por 38 estudiantes de quinto grado de una institucion edu-
cativa publica colombiana, con edades entre 10 y 12 anos. Se hizo un muestreo
intencional, teniendo como criterios de inclusion, que el estudiante quisiera
participar voluntariamente, que presentara baja tasa de inasistencia y que mos-
trara interés por el aprendizaje de las matematicas. En Colombia el Ministerio
de Educacion Nacional (2006), en los Estdndares Basicos de Competencias en
Mateméticas, sugiere que los estudiantes, al finalizar el quinto grado, deben
dominar las operaciones basicas con numeros enteros, resolver problemas que
las involucren, encontrar secuencias, patrones, regularidades, variaciones y cam-
bios, y equivalencias entre expresiones numeéricas.

EDUCACION MATEMATICA, VOL. 33, NUM. 1, ABRIL DE 2021 133



José Luis Bautista-Pérez, Martha Hilda Bustamante-Rosario, Tulio Amaya De Armas

INSTRUMENTOS Y TECNICAS PARA RECOGER LA INFORMACION

Se utilizaron cuestionarios abiertos y entrevistas semiestructuradas basadas en
las soluciones dadas por los estudiantes a las tareas (Goldin, 2000). En los
cuestionarios se plantearon secuencias numéricas o geomeétricas, con elementos
del contexto sociocultural, que involucran patrones de variacién y cambio. Para
que los cuestionarios fueran comparables, todos se disenaron con la misma
estructura, atendiendo los descriptores de los niveles de algebrizacion (Godino
et al, 2014), buscando poder categorizar la actividad matematica individual de
cada estudiante, y ubicarlo en el nivel correspondiente, de acuerdo a la solucién
por él comunicada, luego de verificar las condiciones o nociones clave propues-
tas por Radford (2014).

Las entrevistas fueron video grabadas, y en ellas se hicieron preguntas
de sondeo durante, o inmediatamente después de resolver cada tarea, con
lo que se buscaba evidenciar los conocimientos, y razonamientos utilizados
por los estudiantes, en sus soluciones (Koichu y Harel, 2007). Las entrevistas
basadas en tareas son apropiadas para recoger informacion cualitativa en
matematicas, pues, permiten identificar las ideas y procedimientos matematicos
que utilizan los estudiantes al resolverlas (Rivera, Salgado y Dolores, 2019).

La informacion se recogio en el seqgundo semestre de 2018, en siete sesio-
nes de trabajo de dos horas cada una. La primera sesion fue la aplicacion de la
prueba diagnostica, donde se caracterizo el nivel de algebrizacion inicial de los
estudiantes y se identificaron fortalezas y debilidades. En las cinco sesiones
siguientes se hizo un proceso de afianzamiento, donde se iban aplicando
pruebas para analizar el progreso parcial alcanzado durante el proceso y
tomando decisiones para mejorarlo. En la séptima sesion, se aplicd la prueba
final validatoria. Cada sesion de la fase interventiva se dividio en cuatro momen-
tos: 1) presentacion de la actividad; II) trabajo individual en la solucion de las
situaciones planteadas y entrevista; Ill) discusion en grupos de dos o tres estu-
diantes para socializar las respuestas de cada uno y generar un espacio de
discusion para intercambiar ideas, asistidos por los miembros del equipo inves-
tigador. Finalmente, IV) se hacia una discusion general con el grupo completo
para la socializacion de la actividad, donde los estudiantes exponian y defen-
dian las estrategias utilizadas para dar sus respuestas y daban sus opiniones
sobre las respuestas de sus companeros. Al final del momento V), se llevo a
cabo un proceso de ensenanza explicita, donde los investigadores mostraban
formas alternativas de solucion, y a partir del analisis de términos cercanos, se
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reconocian reglas implicitas en las secuencias, se explicaban y establecian
patrones. Se introdujo un poco de lenguaje técnico de las matematicas, todo
con el fin de facilitar a los estudiantes hallar terminos alejados, hacer genera-
lizaciones y usar lenguaje simbolico. En la tabla 1, se presenta una muestra
del tipo de actividades desarrolladas en cada fase del trabajo.

Tabla 1. Muestra del tipo de actividades desarrolladas.

Fase

Enunciado

Cuestiones por las que se indagé

Diagnostica

—_

. Lucas fue al médico porque tiene gripe y le recetaron

unas pastillas, que debe tomar cada 6 horas, y un jarabe
del cual debe tomar una cucharada cada 8 horas, como
se muestra en las siguientes secuencias:

e Secuencia # 1 (Pastillas)

0 6 12 18

Tercera
pastilla

Primera
pastilla

Cuarta
pastilla

Quinta
pastilla

Sexta
pastilla

Segunda
pastilla

o Secuencia # 2 (Cucharadas de Jarabe)

0

Primera
cucharada

8

Segunda
cucharada

16

Tercera
cucharada

Cuarta
cucharada

Quinta
cucharada

en cada caja.

2. Camila empaca galletas en cajas. Ella guarda 12 galletas

Namerode | 1 | 2 | 3 |4 | 5 6
cajas
Ntmero de lalel2] - -
galletas

Teniendo en cuenta la secuencia

anterior responde a lo siguiente:

a. Encuentra el término faltante
de la secuencia.

b. ¢Qué cambio se debi¢ realizar
al término ki de la secuencia
para obtener el término k?
(Hay que tener en cuenta que
los términos k; y k; se usan aqui
para expresar la pregunta en
forma general, ya que, en cada
secuencia se solicitaba el cam-
bio en términos diferentes).

¢. Explica como cambia cada tér-
mino de la secuencia a medida
que se pasa de un término a
otro de esta.

d. Describe la regla que permite
continuar la secuencia y hallar
un término cualquiera de esta.
Explica como lo haces.

e. Si n representa un término
cualquiera de la secuencia, es-
cribe una expresion que nos
ayude a determinar un término
n cualquiera de dicha secuen-
cia. Explica como lo haces.

. A partir de la expresion escrita
anteriormente, calcula el térmi-
no que ocupa la posicion k
Explica como lo haces.
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Intervencién | 1. Observa las siguientes tarjetas con numeros.

5 9 172

2. Lucia y sumama estan planeando decorar su habitaciéon
y para hacerlo quieren recortar pequenos circulos verdes.

A continuacion, se muestran los circulos que van a utilizar
para cada una de las decoraciones.

Decoracion 1 Decoracion 2 Decoracidn 3 Decoracion 4 Decoracidn 5 Decoracion 6

3. Un cientifico estd estudiando una célula vegetal presente
en una nueva especie de plantas encontradas a orillas del
rio Amazonas. El toma una muestra de estas células y
observa como cada hora esta se va reproduciendo y va
aumentando la poblacion. En la imagen se muestra cdmo
la poblacién de células crece a intervalos iguales de tiempo.

e
] o
@ 000 000000
1 2
hora hora hora hora hora

4. Teresa es una estudiante de quinto grado, para la clase de
matematicas su maestra le entrego a ellay a sus compa-
fieros palillos de mondadientes y les pidi¢ que formaran
figuras, entonces ella decidio ordenarlos asi:

Y

Figura 1 2 3 4
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Finalo de | 1. Para la clase de ciencias naturales Federico sembré una
contraste planta. Su profesora le pidié que tomara fotos de la planta
cada semana para ver su crecimiento (altura) en centime-
tros (cm) y organizara la informacién en una tabla.

-ldleld

Semana | Semana | Semana Semana Semana Semana

I 4

3cm 6 cm 1lcm 18 cm 27 cm 38 cm

2. Observa la siguiente secuencia.

@ >

Figura 1 Figura 2 Figura 3

PROCESAMIENTO DE LA INFORMACION

La informacion, tanto oral como escrita, se proceso utilizando la técnica analisis
de contenido, agrupandose las ideas basicas por criterios tematicos (Bernardez,
1995), y comparando similitudes y diferencias para hacer el analisis. Toda la
informacion se pasé a una matriz de valoracion, donde se establecieron los
descriptores que permitieron valorar los conocimientos y competencias alcanza-
dos por los estudiantes. Para minimizar la posibilidad de hacer andlisis errados,
se hicieron entrevistas basadas en las soluciones dadas por los estudiantes a
las tareas, pues segun Howe (2005) y Radford (2014), las generalizaciones tam-
bién pueden hacerse adivinando o por tanteo, basados solo en conceptos y
razonamientos aritméticos. Luego de la revision frente a los descriptores, los
resultados se compararon con los niveles de algebrizacion, y a partir de esta
comparacion, se hizo la descripcion, que luego se analizé frente a los referentes
teoricos que fundamentan la investigacion. Para dar algunos detalles del pro-
ceso, se muestran ejemplos de las soluciones de tres ninos (Gio, Memo y Ana:
nombres ficticios utilizados con el fin de proteger su identidad), desde donde se
pueden apreciar algunas generalidades del grupo.
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RESULTADOS Y ANALISIS DE LA INFORMACION

En la fase diagndstica, las soluciones dadas por los estudiantes se pueden
clasificar en dos subgrupos: la mayoria (89.5%) recurri6 al conteo o a la cons-
trucciéon término a término, de los elementos de la secuencia, hasta llegar al
elemento solicitado. En particular, en las situaciones que involucran secuencias
geométricas, iniciaron contando el numero de figuras que se mostraban en la
situacion y luego dibujaban las siguientes figuras, hasta llegar a la de la posicion
que se les pedia; y en las que involucran secuencias numéricas, hacian el conteo
paso a paso, hasta llegar al elemento solicitado. Después de algunos intentos
fallidos en la consecucion de soluciones adecuadas, tratando de encontrar un
elemento en una posicién distante, estos estudiantes, comenzaron a identificar
el patron de crecimiento, reconociendo una regla recursiva, que les permitio
continuar la secuencia y expresarla en lenguaje natural, icénico o numerico. Las
soluciones dadas por este subgrupo, se pueden ubicar en un nivel cero de
algebrizacion. No obstante, otro pequefio subgrupo (10.5%), hizo generalizacio-
nes aritméticas, estableciendo relaciones de variacion entre los términos que
conforman la secuencia. En concordancia con lo reportado por Butto (2005), las
estrategias utilizadas fueron aditivas/multiplicativas o aritméticas/prealgebraicas,
con procesos de generalizacion dados en lenguaje natural, por lo que las solu-
ciones de este otro subgrupo pueden ubicarse en el nivel uno de algebrizacion.
Pero como en Godino et al. (2003), ninguno de los dos subgrupos hacia emerger
objetos algebraicos.

A continuacion, se presenta un fragmento de la entrevista realizada a Gio, al
resolver la situacion que trata sobre el numero de galletas repartidas por Camila.

Entrevistador:  Hazme el favor de decirme icomo cambia el nimero de galletas a medida
que cambia el nimero de cajas?

Gio:  El nimero de cajas va de uno en uno, y el de galletas de doce en doce.

Entrevistador:  ¢Como hiciste para generar los términos de la secuencia que escribiste en la
tabla?

Gio:  En la secuencia se ve que los numeros de galletas van de doce en doce.

Entrevistador:  ¢Qué expresion nos puede ayudar a determinar el nimero de galletas para
cualquier numero de cajas?

Gio:  La expresion es que las galletas van de doce en doce.
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Respecto a la solucion de Gio, se puede apreciar que completa los términos de
la secuencia, expresa numeéricamente el siguiente, reconoce una regla recursiva
y la escribe en lenguaje natural, es decir, se da cuenta que los términos de la
secuencia van de doce en doce, y lo usa para completar la tabla, al hallar los
términos siguientes, sin expresar una regla general. Asimismo, no logra estable-
cer una relacion explicita entre el nimero de cajas y el de galletas, pero deja
implicita la generalizacion, al expresar ‘la expresion es que las galletas van de
doce en doce’, como puede apreciarse en su manuscrito, mostrado en la figura
2. De acuerdo a los descriptores por niveles, podemos decir que la actividad
matematica desarrollada por Gio en la solucién de esta tarea, puede ubicarse
en un nivel cero de algebrizacion.

4. Camila empaca galletas en cajas. Ella guarda 12 galletas en cada caja.

Observa la tabla.

Nuamero de

cajas 1 2 3 4 s 6
Namero de

galletas 12 24 36 % £ Zz

a. Completa la tabla

b. Explica como cambia cl nimcro dc gallctas a

Aid

bia ¢l n

decains. B/ obmero = ﬁa/l/% 24 L /f

AZ Z/H A2

¢c. Describe la regla que permite generar los términos de la secuencia

presentada en la tabla.

44/5 los pimnme Yec %b f/g A=)y

AZ

S. Teniendo en cucnta la informacién del punto anterior.

Nomero de

cajas 1 2 3 oo n
Namero de
galletas 12 24 36 oes v7

Escribe qué expresion nos ayudaria a determinar el namero de galletas para

Iqui ) o de cajas.

Sabiendo que n es el namero de cajas.

=t Ple o =<

1 .j// =)

=

Figura 2. Solucion de Gio a una situacion en la prueba diagnostica.
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En el proceso interventivo, en las entrevistas, los estudiantes argumentaban
sobre los procesos realizados y, similar a lo reportado por Butto (2005), daban
explicaciones adecuadas de como los realizaban, con ciertas limitaciones al
justificar el porqué de sus acciones, para hacer generalizaciones y encontrar
valores de las secuencias para posiciones alejadas. Las soluciones dadas en las
primeras cuatro sesiones, tenian como marco referencial el aritmético, puesto
que, utilizaban nociones de sus conocimientos aritméticos previos, para dar
cuenta de sus progresos en el aprendizaje inicial del algebra (Gascén, Bosch y
Ruiz-Munzon, 2017). En estas sesiones, en las soluciones los procedimientos
utilizados eran meramente aritméticos, donde primaba el conteo, algunos llega-
ron a determinar y utilizar un patron y, a usar lenguaje simbdlico literal, sin
realizar las operaciones indicadas, que los llevaran a simplificar las expresiones
producidas, llegando a hacer generalizaciones en lenguaje natural. Por lo que
atendiendo los niveles de algebrizacion (Godino et al, 2014), las soluciones
dadas por los estudiantes, en las primeras cuatro sesiones, se ubicaron entre los
niveles, del cero al dos.

A continuacion, se muestra un fragmento de la entrevista realizada a Memo,
en la cuarta sesion, al resolver la situacién donde se le pedia trabajar con la
secuencia 5,9, 13, 17, 21,.

Entrevistador:  ¢{Cémo encontraste los nimeros que colocaste en la tarjeta 6 y en la tarjeta 7?

Memo: Para llegar al término 6 le sumé 4 mas al 21 y para llegar al término 7, le
sumé 4 mas al 25.

Entrevistador:  Encontraste una regla que te permiti6 continuar la secuencia y hallar,
¢Qué numero debe colocarse en la tarjeta 12 y en la 33?

Memo: Si profe.
Entrevistador: Hazme el favor de describirla.

Memo: Es ir sumando de 4 en 4 hasta llegar a la tarjeta 12 y sequir sumando 4
hasta llegar a la tarjeta 33, como lo hice aqui =y muestra su manuscrito—
entonces, el numero que va en la tarjeta 12 es 29 y en la tarjeta 33 es 133,

Entrevistador:  ¢Encontraste alguna expresion que te permita encontrar un ndmero
cualesquiera de la secuencia?

Memo: Si profe, sumandole cuatro al anterior, se consigue el siguiente.
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Memo, en su solucion, encuentra una regla recursiva, que le permite encontrar
los términos siguientes de la secuencia, y los expresa en un lenguaje numeérico,
pero para encontrar términos alejados, utiliza la misma regla recursiva, escri-
biendo todos los términos hasta llegar al solicitado. En su solucién no emergen
objetos algebraicos y de acuerdo a los niveles de algebrizacion esta actividad
matematica de Memo se encuentra en un nivel cero, ya que encuentra un patron,
pero no lo usa para generalizar.

1. Observa las siguientes tarjetas con nimeros. d) Describe la regla que te permitird continuar la secuencia y hallar, ;Qué

nimero tendrd la tarjeta 127 ;Y la tarjeta 337 Explica como lo haces.

Lg |e3)9 Fve Permitingry

Continvalr L1 Segvenci ir

Sumse de o en i
s

Fr - 29  1y3721:85 713
+9/7€4¢ 1.5 93 1sg2219 72:2:117_

a) Escribe qué nmero vendra en la tarjeta 6 y en la tarjeta 7. +4)'J€7‘¢ 2:7 37 16.'&\533:‘73 geery
b) Describe qué cambio sc realizd al término 5 para obtener el término 6 de la M}j,e#_q 3"_1_, 10MZ 1}:.5372}/:7? 31‘:185
s PF7 I0IGF 9L F-CFmino ¢ HEF 225 5501 32122
LE Somams i miS q) 27 2T F5 2owi261705 331233
) Describe qué cambio se realizé al término 6 para obtencr el término 7 de la _.) Si a es una tarjeta cualquiera, (Qué expresién te ayudaria a determinar el
secnencia.Pq}'V ,}69‘7)' ’4L 7‘—(’}'{"7/’/)0 } Le niimero que vendré en cualquier tarjeta? Explica como lo haces.
SumameS i mgs 4L 25 L onumble 1Y€ tenspy 19 49)T6y

1; e 49 7 19 F9rTere 33 e
L

Figura 3. Solucién de Memo en una actividad de la cuarta sesion.

Fue a partir de la quinta sesion, en el desarrollo de actividades donde se pedia
determinar los elementos desconocidos de una secuencia geomeétrica, cuando
los estudiantes comenzaron a hacer generalizaciones, con reglas simples, en su
gran mayoria ligadas al lenguaje natural o al numérico, y algunos al algebraico.
A partir de entonces, empezaron a utilizar la letra como variable, y a hacer
algunas transformaciones sobre las expresiones halladas, y como en Vergel
(2014), utilizaron acciones de conteo, y operaciones basicas para comprobary
validar las soluciones dadas. Entonces, ante la necesidad de representar y mani-
pular términos desconocidos, empezaron a emerger algunas expresiones alge-
braicas (Bolea, 2002), y a hacerles pequenas transformaciones.

A continuacién, se muestra un fragmento de la entrevista realizada a Gio,
en la quinta sesion de trabajo, al resolver la situacion donde se le pedia encon-
trar el numero de circulos para hacer una decoracion:
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Entrevistador:  ¢Como hiciste para hallar el nimero de circulos de cada decoracion?

Gio: Parti de observar el comportamiento de los términos dados en la secuencia,
como lo escribi aqui -y sefala con el dedo su propio escrito— para hallar los
circulos de la decoracion 12 se multiplica (12x2=24) y para la decoracion 35
se multiplica (35x2=70).

Entrevistador:  ¢Por qué multiplicas por 2?

Gio: Lo multipliqué por 2 porque 2 es el patron.
Entrevistador:  ¢{Como supiste que 2 es el patron?

Gio:  Porque cada figura tiene 2 circulos mas que la anterior.

Entrevistador:  ¢Pudiste determinar una expresion, para encontrar el nimero de circulos para
cualquier numero de la decoracion?

Gio: S, la expresion es multiplicar por 2 cada nimero de la decoracion.
Entrevistador:  Podrfas explicarme como lo hiciste

Gio:  Como ya le dije profe, multipliqué por 2 el 1, 2, 3, 4, 5, y asi sucesivamente
hasta el 12 y después hasta el 35.

En la solucién dada por Gio, comienza reconociendo una regla recursiva: sumar
dos circulos a la decoracion anterior, que le permite generar la siguiente figura
para cualquier posicion de esta, y lo describe combinando lenguaje natural con
numeros, gestos, signos de operacion y de agrupacion. Las respuestas de Gio
muestran, que identifica el 2 como la diferencia entre dos términos consecutivos,
en las representaciones producidas para la secuencia y lo utiliza para encontrar
un elemento cualquiera de esta. Aunque los rasgos de la generalizacion reali-
zada en esta fase, son similares a los de la fase diagndstica, en esta solucion,
explicita la generalidad, cuando dice “y asi sucesivamente’, ademas, logra expli-
car como lo hizo, da razones del por qué lo hace, lo que muestra claros rasgos
de razonamiento algebraico en su solucion (Howe, 2005; Radford, 2006, 2014,
Vergel, 2014). Asimismo, Gio hace una conversion al registro analitico-aritmético
y luego de algunas transformaciones tipo tratamiento, en que parece encontrar
el patron de regularidad y crecimiento, el cual utiliza para dar sus respuestas.
La variedad de transformaciones tipo conversiéon realizada por Gio en el desa-
rrollo de esta actividad (ver figura 4), deja ver significativos avances en su pen-
samiento variacional (Cantoral, 2013; Dolores, 2013), pues, ademas de producir
varias representaciones de la secuencia: figural, analitico-aritmética, y del len-
guaje coloquial; logra relacionar algunos elementos de estas (Rico, 2009;
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Amaya et al, 2016; Duval, 2017), estableciendo una relacién de correspondencia
entre el numero de circulos y la posicion de la decoracion.

® 00 000 @000 YOr0 v07°%
@ 00 000 0000  vop Yyovoo

1

¢) ;Cuantos circulos utilizé Lucia y su mama para la decoracién 6? Explica como

s S€ Ui /iQaran 12 Grevios Patd/a

deo vqcion G Porque Vg 2ugs 8 10)(2

9 a5 7 red
0 facerle

f) Describe la regla que permitird a Lucia y su mamé continuar la secuencia y

Hallar. ;Cuantos circulos necesitan para formar la decoracion 12? ;Y para

Ia decoracion 357 Explica comolo haces. /] VAl /'Mﬂdl’ A
iz dela decovacien 12 56%;%?(; -
w4 ({9X7224) Y POV @ decoragion s
W o€ md1iPlical 35x9> %) 4 fowulipigy,
ven fol Tl Qe 285 el Py,

g) Ahora, si n es un nimero cual de d ion, ;Qué ion ayudaria a

Luciay sumama a determinar la cantidad de circulos que necesitarian para

cualquier nimero de la decoracién? Explica como lo haces.
A e\blecion o5 mdtiplicar por 2
b 123415 4 as Cecibameply

Figura 4. Manuscrito de Gio al comunicar su repuesta a una de las actividades
del proceso interventivo.

En la solucion dada por Gio a esta actividad, no emerge ningun objeto algebrai-
co, mostrando una forma aritmética de pensar, en uno de sus primeros intentos
por acceder al algebra (Radford, 2014; Kieran et al, 2016), donde el uso del
conteo y la determinacion de un patrén de regularidad, fueron la base para
encontrar el numero de circulos que se necesitarian para cada decoracion. De
acuerdo a los descriptores por niveles (Godino et al, 2014), esta forma de reso-
lucion de Gio, permite ubicarlo en el nivel uno de algebrizacion, pues se adap-
to a la tarea con bastante flexibilidad (Gaita y Wilhelmi, 2019), establecio
relaciones entre los elementos de la secuencia, y encontré un patron, que expre-
s6 en lenguaje natural, el cual le permitio hallar el nimero de circulos para las
posiciones de la decoracién que le fueron solicitadas.
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En la solucion dada a las actividades del cuestionario final, los estudiantes
mostraron un poco mas de pericia en los procesos de transicion de la aritmética
al dlgebra: 31.5% encontraron un patron y lo utilizaron para hallar una expresion
algebraica en lenguaje simbolico literal. En particular, Gio en sus soluciones,
utilizd técnicas similares a las empleadas en actividades anteriores, esto es,
reconocer una regla recursiva y expresarla combinando lenguaje natural con
simbolos numéricos, gestos, signos de agrupacion y de operacion, para determi-
nar los términos de la secuencia. Sequidamente, a partir del analisis de unos
pocos casos, encontraba una regla general (un objeto intensivo) que le permitié
descubrir un término alejado de la secuencia, como se muestra en la figura 5.
Aunque en su proceso de solucion cometio algunos errores de escritura
(Carrién, 2007), luego generalizo, usando lenguaje simbélico, utilizando la
expresion n X n + 2, la que seguidamente transformé en n? + 2, donde se
aprecian caracteristicas propias del nivel tres de algebrizacion (Godino et al.
2014; Gaita y Wilhelmi, 2019), evidenciandose en él un crecimiento progresivo

durante todas las actividades.
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Figura 5. Solucién de Gio a una actividad de la prueba final.
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Asimismo, en su solucion a las actividades del cuestionario final, Ana empieza
reconociendo una regla recursiva, la cual expresa en lenguaje natural, combi-
nado con numeros, utilizando conteo y operaciones aritméticas para determinar
términos alejados en la secuencia. En particular, en su solucién a la situacion del
crecimiento de la planta, construye una tabla donde establece la correspondencia
entre el numero de semanasy la altura en centimetros de esta, partiendo de casos
particulares conocidos, hasta encontrar una regla general que expresa en un
lenguaje simbolico-literal, que le permite hallar términos alejados, como se mues-
tra en la figura 6. Seguidamente, se muestra parte de la entrevista realizada a
Ana al resolver la situacion del crecimiento de una planta.

Entrevistador:  ¢Qué observas a medida que se va avanzando en la posicion de las figuras?

Ana: Que la figura uno tiene 3 centimetros, la figura dos tiene 6 centimetros, y la
figura tres tiene 11 centimetros y as..

Entrevistador:  ¢Crees que puedes predecir la altura de la planta de la figura 10?
Ana: Si.

Entrevistador:  Entonces, éCuantos centimetros debe tener la planta de la figura 10?
Ana: Tiene 102 centimetros profe.

Entrevistador:  Ahora, dime la regla que utilizaste para hallar la cantidad de centimetros que
tiene la planta a los 12 'y 26 semanas respectivamente.

Ana: Multipliqué el patrén: la semana por la semana y sumé un dos.

Entrevistador:  ¢Podrfas escribir una expresion para determinar la cantidad de centimetros
que tendria la planta en una semana cualquiera?

Ana: Creo que si —piensa un rato y escribe en la hoja—n X n + 2
Entrevistador:  ¢Por qué crees que seria asi?

Ana: Porque n es el nimero de la semana.

Como puede apreciarse en la solucién dada por Ana, inicia mostrando objetos
extensivos, considerando casos particulares para cierto nimero de semanas,
pero logra configurar objetos intensivos, haciendo generalizaciones, expresa-
das en lenguaje simbolico-literal, sin hacer ningun tipo de transformaciones
en esta, por lo que su actividad podria ubicarse un nivel dos de algebrizacién
(Aké et al, 2013).
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Figura 6. Soluciéon dada por Ana a una de las actividades del cuestionario final.

En la solucion a las actividades de la prueba final, Memo al igual que el resto de
sus companeros, utiliza estrategias muy similares a las usadas en las soluciones
dadas en las fases previas, ademas, comete varios errores de escritura. En particu-
lar, en la situacion donde se pedia analizar el crecimiento de una planta (figura
7), Memo intenta encontrar inicialmente una regla recursiva restando un término
con el anterior, pero verifica que solo le funciona con el primer término y prueba
otra opcion que le resulté adecuada para conseguir el patron, y lo utiliza para
encontrar términos alejados en la secuencia. El patron lo encuentra por inspeccion
inductiva, usando casos particulares, con procedimientos aritméticos expresados
en lenguaje natural, combinados con niimeros enteros y signos de operacion, sin
utilizar lenguaje simbolico-literal. Este analisis, lo lleva a determinar la correspon-
dencia entre el numero de semanas, la altura, y el crecimiento por semanas de la
planta, asi, la actividad matematica desarrollada por Memo al resolver esta situa-
cién, podriamos ubicarla en el nivel uno de algebrizacion (Godino et al, 2014).
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Figura 7. Manuscrito de Memo al responder una actividad del cuestionario final.

La forma en que los estudiantes que lo lograron, obtuvieron la regla que deter-
mina el patron al resolver la prueba final, parece no ser un rasgo que por si solo
sea suficiente para caracterizar la generalizacion algebraica, pues para que lo sea,
ademas de ver lo general en lo particular, se debe ser capaz de expresarlo alge-
braicamente (Howe, 2005; Radford, 2006; Kieran, 2004). Seguin Radford (2006),
la generalizacion de los patrones como una ruta al algebra se basa en la idea
de una correspondencia natural entre el pensamiento algebraico y la forma de
generalizarlo, asi, pensar algebraicamente es mds que pensar en lo general
(Kieran, 2004), es pensar sobre lo general, de tal forma que el razonamiento
algebraico sea un componente necesario para la generalizacion, es el uso del
simbolismo algebraico para razonary expresar algo de manera general (Radford,
2006). Por lo que esta forma de solucién reportada por este grupo de estudian-
tes, puede ubicarse entre los niveles cero al dos de algebrizacion.

De acuerdo con los analisis realizados a las soluciones reportadas por este
grupo de estudiantes, se puede decir que la mayoria de los estudiantes se
encuentran entre los niveles cero y dos de algebrizacién. Sin embargo, la activi-
dad matematica predominate en los estudiantes fue de nivel uno, ya que logra-
ron generalizar patrones en un lenguaje diferente al simbdlico-literal, y (excepto
Gio), los que utilizaron lenguaje simbolico no hicieron transformaciones tipo
tratamiento en la representacion algebraica producida.
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REFLEXIONES FINALES

En el desarrollo del trabajo vemos que los registros de partida en que se presentan
las situaciones, no producen reales diferencias en como emerge el razonamiento
algebraico en quien aprende. Sin embargo, la posibilidad de establecer conexiones
entre diferentes representaciones permite que el simbolismo algebraico emerja al
representar los objetos y hacerles transformaciones, pudiéndose evidenciar razo-
namiento algebraico sin, necesariamente, usar lenguaje simbdlico-literal. Por lo
que, como dice Radford (2014), el uso de la letra no es condicion necesaria ni
suficiente para pensar algebraicamente. No obstante, se pueden disenary aplicar
actividades globales que lleven al estudiante a generalizar patrones, y asi, darles
la oportunidad de evidenciar su pensamiento algebraico (Radford, 2006), en repre-
sentaciones diferentes a la analitico-algebraica.

Ademas, las dificultades presentadas por estudiantes al resolver tareas que
impliquen el paso de una forma de razonamiento aritmético a otro algebraico,
parecen estimular a investigadores y profesores de matematica educativa, a estan-
darizar las caracteristicas del razonamiento aritmético y del algebraico, para dife-
renciarlos, y asi poder establecer si la solucion a una tarea matematica, moviliza
alguno de los dos modos de pensamiento. Pues la revision bibliografica muestra
que ha sido ampliamente estudiada la conveniencia de superar la oposicion
aritmetico-algebraico, y se ha generado la necesidad de estructurar los curriculos
de las instituciones como un continuo epistemologico, mas que como el paso de
actividades meramente aritméticas a otras donde el dlgebra se presenta como un
producto acabado (Radford, 2006, 2014; Kieran et al, 2016; Gaita y Wilhelmi, 2019).
En este sentido, interesa trabajar la forma de armonizar planes de estudio que
faciliten una formacion algebraica integral, donde la transicion del pensamiento
algebraico informal al formal sea lo mas simple posible (Cai et al, 2011).

Atendiendo lo anterior, coincidimos con Kieran et al. (2016) y Blanton et al
(2018) en que el inicio temprano del estudio del algebra en el curriculo de mate-
maticas, podria ser favorable para los estudiantes, ya que los ayudaria a hacer una
transicion suave a un estudio mas formal del algebra en grados posteriores. Es
decir, no es preciso algebrizar ciertos contenidos matematicos para ensenar alge-
bra (Gaita y Wilhelmi, 2019), ya que, con el uso de relaciones funcionales de
variacion y cambio presentadas en diferentes registros, desde los que se hagan
transformaciones semiéticas y conexiones entre todos los registros que sea posible,
podria facilitarse un acceso moderado a la actividad algebraica. Esto podria llevar-
nos a sopesar las matematicas como algo que adquirimos, con las matematicas
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con las que convivimos (Castano et al, 2008; Cantoral, 2013; Dolores, 2013), faci-
litar su integracion en todos los grados y temas (Kaput et al, 2008), y proveer
herramientas que permitan enfrentar los desafios asociados con el desarrollo del
pensamiento algebraico de los estudiantes desde los primeros grados de ense-
fanza basica (Cai et al, 2011).

Consideramos que, un proceso de inclusion temprana del algebra elemental
en la educacion primaria, sugiere el fortalecimiento de algunos aspectos: la
forma de abordarla desde los primeros grados, considerar el tipo de tareas que
faciliten su desarrollo, y el apoyo a profesores en esta area, en el disefio y apli-
cacion de tareas globales, que ayuden a potenciar en los ninos su razonamien-
to algebraico elemental desde los primeros grados.

CONCLUSIONES

A partir del analisis de la informacion se puede concluir que el estudio de patro-
nes, a través de secuencias numeéricas y geomeétricas, aportd elementos impor-
tantes para el desarrollo del razonamiento algebraico en los estudiantes;
llevandolos a analizar los elementos de las secuencias y, al establecer una regla
recursiva, encontrar términos faltantes o generalizar un patron, y en algunos
casos, usar la letra como variables mediante notaciones simbolico-literales. Y
como se prevefa tedricamente, una misma situacion fue abordada segun dife-
rentes niveles de algebrizacion (Gaita y Wilhelmi, 2019), utilizando distintas
alternativas de solucién para llegar a resultados comparables. Asi, cada actividad
favoreci6 el uso de diversos lenguajes y en algunos casos, procesos argumen-
tativos bien fundamentados.

Respecto a la pertinencia del marco tedrico, observamos que los elementos
tedricos fueron importantes, pues los niveles de algebrizacion (Godino et al,
2014) se convirtieron en parte del proceso interventivo, y las nociones clave
(Radford, 2014) ayudaron a clarificar los procesos realizados, ambos, posibilitaron
categorizar la actividad matematica de los estudiantes, y dieron direccionamiento
a la propuesta. La implementacion de la propuesta, permitio un aumento pro-
gresivo del poder heuristico en la resolucion de problemas en este grupo de
estudiantes, quienes dieron variadas y ricas soluciones a las actividades que se
les plantearon. Las interacciones discursivas obligaban a los estudiantes a cons-
truir argumentos bien fundamentados, pues, buscando defender una postura, o
refutar algo con lo que hubiera un desacuerdo, terminaban produciendo y
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articulando diferentes tipos de representaciones: destacandose el uso de lenguaje
iconico, natural, numérico o simbolico-literal. La actividad matematica de la mayo-
ria de los estudiantes se puede ubicar entre los niveles cero a dos de algebrizacion,
destacandose, los niveles uno y el proto-algebraicos de nivel dos, solucionando
problemas de valores faltantes (Godino et al, 2014).
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Palabras claves: dlgebra temprana, curriculo, pensamiento algebraico, Educa-
cion Infantil, Educacion Primaria.

Abstract: This article discusses the incorporation of early algebra in the curric-
ula of Early Childhood and Primary Education in the United States, Australia,
Singapore and Chile is analyzed. Based on the content analysis method, a
comparative study has been made and the first categories of knowledge have
been established to characterize early algebra: 1) Early Childhood Education:
experimentation with elements or objects based on the recognition of attributes
to establish relationships, seriations based on patterns of repetition (identifica-
tion, construction and representation) and description of qualitative and quan-
titative changes; 2) Primary Education: understanding different types of
relationships and patterns, using algebraic symbols and mathematical models
to represent mathematical situations, understanding change and using variables
to determine a constant or unknown. It is concluded that it is necessary for
teacher training programs to include this knowledge to adequately articulate
it in the two educational stages.

Keywords: early algebra, curriculum, algebraic thinking, Early Childhood Edu-
cation, Primary Education.

1. INTRODUCCION

Numerosas investigaciones dedicadas al estudio del algebra sugieren la nece-
sidad de ser incorporada en los curriculos desde los primeros cursos escolares,
dado que su inicio segun las propuestas clasicas se considera desde la Educa-
cion Secundaria. Con el objeto de distinguir el dlgebra propiamente dicha de las
actividades generadoras de pensamiento algebraico en las primeras edades de
escolarizacion, se ha acunado el término Early-Algebra, a partir de ahora algebra
temprana, que intenta introducir modos del pensamiento algebraico desde las
primeras edades de escolarizacion (Carraher y Schliemann, 2007; Kaput, 2000,
2008; Molina, 2009). Esta nueva corriente no considera el algebra como una
asignatura, sino como una manera de pensar y actuar en objetos, relaciones,
estructuras y situaciones matematicas para promover una ensenanza
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fundamentada en la comprension de las matematicas (Carpenter, Franke y Levi
2003; Carraher, Schliemann y Brizuela, 2000; Kaput, 1995, 1998, 2000).

A pesar de la importancia que esta adquiriendo el algebra temprana, no
existe todavia un consenso en la literatura acerca de su caracterizacion, ni tam-
poco de los conocimientos que se incluyen bajo el concepto “algebra temprana”.
Sin embargo, son varios los curriculos de Educacion Infantil y Primaria que han
empezado a introducir de forma explicita conocimientos para promover el pen-
samiento algebraico en las primeras edades. Desde esta perspectiva, nuestro
proposito es realizar un estudio comparativo de estos curriculos que evidencie
qué elementos se consideran para el desarrollo del pensamiento algebraico en
las primeras etapas escolares y, mas especificamente, qué conocimientos se
incluyen para promover el aprendizaje del algebra temprana o bien como
evoluciona el algebra temprana a lo largo de estas etapas.

Desde este prisma, el analisis del curriculo resulta relevante tanto para la
etapa escolar, ya que determina la formacién matematica de los escolares (Rico,
Diez, Castro y Lupianez, 2011), como para el desarrollo profesional del profesor,
puesto que el profesorado debe conocery manejar las orientaciones curriculares
para lograr un aprendizaje efectivo en sus estudiantes. En este sentido, en el
marco del modelo Mathematical Knowledge for Teaching (MKT), Ball, Thames y
Pelps (2008) destacan la importancia del conocimiento del curriculo como un
subdominio del conocimiento pedagogico del contenido. Este subdominio se
refiere al “conocimiento de los objetivos, contenidos, fines, orientaciones curricu-
lares, materiales y recursos disponibles para la ensefanza, que permiten al
profesor guiar su practica y seleccionar las tareas adecuadas para el aprendiza-
je de sus estudiantes” (Ball, et al, 2008, p. 391).

Asumiendo, pues, que el profesor debe conocer el curriculo de matematicas
para mejorar la ensenanza de los contenidos, nuestro estudio considera como
punto de discusion la presencia y evolucion del algebra temprana en los curricu-
los de Educacion Infantil y Primaria, dado que durante los ultimos anos se ha
generado una transformacion curricular progresiva en este bloque de contenido.
Este cambio conforma un desafio para la formacion del profesorado, pues resulta
indispensable contar con maestros capaces de asumir estos cambios y de empo-
derar el desarrollo del pensamiento algebraico desde las primeras edades. Desde
esta perspectiva, la finalidad de este articulo consiste en analizar la incorporacién
del algebra temprana en los curriculos de Educacion Infantil y Primaria y caracte-
rizarla, con el proposito de poder establecer orientaciones especificas acerca de la
ensenanza del algebra temprana vy, de esta forma, contribuir al desarrollo
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profesional del profesorado. En concreto, se realiza un estudio comparativo a nivel
transversal de las orientaciones curriculares de Educacion Infantil y Educacion
Primaria de Estados Unidos, Australia, Singapur y Chile. Para la seleccion de estos
curriculos se ha considerado en primer lugar Estados Unidos, pues es la fuente
de referencia del curriculo latinoamericano, junto con otros paises donde el estu-
dio del algebra temprana se encuentra de forma explicita en el curriculo escolar.

2. ALGEBRA TEMPRANA

El 4lgebra temprana forma parte de una propuesta de cambio curricular que
emerge como resultado de diversos estudios que se han desarrollando durante
las ultimas décadas (Bastable y Schifter, 2007; Carraher y Schliemann, 2007;
Kaput, 1998, 2000; Kaput, Carraher y Blanton, 2009). Esta nueva corriente plan-
tea introducir el desarrollo del pensamiento algebraico principalmente desde la
Educacion Primaria, aunque algunos organismos y autores proponen su incor-
poracion desde niveles inferiores (Davis, 1985; Vergnaud, 1988; Kaputy Blanton,
2001; Carpenter, Franke y Levi, 2003; NCTM, 2003). El motivo de esta propuesta
surge ante la necesidad de eliminar la tardia incorporacion del estudio del
adlgebra en la educacion secundaria (Carpenter et al, 2003; Kaput 1998).

Kaput (2000) denomina a este proceso como ‘la algebrizacion” del curriculo,
es decir, la integracion del razonamiento o pensamiento algebraico a lo largo
de toda la escolaridad. Cabe destacar que el introducir el desarrollo del pensa-
miento algebraico en los primeros cursos de escolarizacion no significa impartir
un curso especifico de algebra, sino mas bien “capacitar a los estudiantes
mediante el fomento de un mayor grado de generalidad en su pensamiento y
una mayor capacidad de comunicar dicha generalidad” (Lins y Kaput, 2004, p.
58). El obtener buenos resultados dependerd de como se piense el curriculo
escolar, pues no existiran cambios si se aprecia como un listado de contenidos,
mientras que existiran cambios profundos si se considera como un conjunto de
experiencias para los estudiantes (Kilpatrick, 2011).

En este sentido, el proposito que persigue el dlgebra temprana no se fun-
damenta sélo en preparar a los estudiantes para el estudio del adlgebra en
niveles educativos superiores, sino desarrollar en ellos modos de pensamien-
to que les permitan alcanzar una comprension profunda y compleja de las
matematicas escolares, de manera que éstos permeen en otros bloques de
contenido como numeracion, medida, geometria, etcétera.
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Segun Blanton y Kaput (2005) el dlgebra temprana busca promover en las
aulas de clase habitos de pensamiento que atiendan a la estructura que sub-
yace a las matematicas, por medio de actividades dirigidas a la observacion de
patrones, relaciones y propiedades matematicas. Asi también, se debe propiciar
un ambiente escolar en donde los alumnos exploren, modelicen, hagan predic-
ciones, discutan, argumenten, comprueben ideas e igualmente practiquen habi-
lidades de calculo.

Del mismo modo, resulta interesante profundizar en la propuesta que plan-
tea Kieran para abordar el desarrollo del pensamiento algebraico:

El pensamiento algebraico en los primeros cursos académicos implica el desarrollo
de diversos tipos de reflexiones como parte de las actividades en los que puede
utilizarse la representacion simbdlica algebraica mediante letras como herramienta,
pero no exclusiva, del algebra, de modo que pueda llevarse a cabo también sin
ningun tipo de representacion simbdlica con letras, como por ejemplo el analisis de
las relaciones entre cantidades, identificar estructuras, estudiar el cambio, la gene-
ralizacion, la resolucién de problemas, el modelado, la justificacién, el ensayo y error
y la prediccion. (Kieran, 2004, p. 149)

Por otra parte, Radford (2011) asegura que ‘el pensamiento algebraico tempra-
no se basa en las posibilidades del estudiante de comprender patrones en for-
mas co-variantes desarrolladas culturalmente y utilizarlos para tratar cuestiones
de términos remotos y no especificos” (p. 23), es decir, para alcanzar un desa-
rrollo del pensamiento algebraico temprano los estudiantes deben identificar
regularidades relacionando tanto estructuras numéricas como espaciales.
Estos planteamientos permiten ampliar y considerar nuevos conocimientos
y actividades que faciliten el proceso de ensenanza-aprendizaje del algebra
temprana desde las primeras edades, cumpliendo con las metas que este propone.

3. METODOLOGIA

De acuerdo con las finalidades del estudio, para realizar el analisis de los curricu-
los de Estados Unidos, Australia, Singapur y Chile se ha usado el método de
analisis de contenido, que es “una técnica de investigacion destinada a formular,
a partir de ciertos datos, inferencias reproducibles y validas que puedan aplicar-
se a su contexto” (Krippenddorff, 1990, p. 28). Esta técnica busca proporcionar
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conocimientos, nuevas interacciones y una representacion de los hechos, en nues-
tro caso, el progreso del algebra temprana a nivel curricular. Ademas, permite
descubrir la estructura interna de los textos a través del estudio de su contenido
semantico (Rico y Fernandez-Cano, 2013) y establecer “un conjunto de procedi-
mientos estricto y sistematico para el analisis riguroso, el examen y la verificacion
de los contenidos de datos escritos” (Cohen, Manion y Morrison, 2011, p. 563).
Para el desarrollo de la investigacion se han considerado las siguientes

etapas:

1.

Seleccionar las unidades de muestreo, en nuestro caso las orientaciones curricu-
lares vigentes de matematicas de paises avanzados en el estudio del algebra
temprana en Educacion Infantil y Primaria: Estados Unidos (NCTM, 2003; CCSSM,
2010), Australia (ACARA, 2015), Singapur (NEL, 2013; MOE, 2012) y Chile (MINE-
DUC, 2012, 2018).

Identificar los contenidos u objetivos de aprendizaje que se encuentran vincu-
lados, de manera implicita o explicita, al algebra temprana, analizando su des-
pliegue y evolucion.

Organizar los contenidos u objetivos de aprendizaje de algebra temprana de los
distintos curriculos, estableciendo categorias inductivas de conocimiento para la
Educacién Infantil y Primaria. Para llevar a cabo esta organizacion y establecer
dichas categorias se consideran todos los contenidos u objetivos de aprendiza-
je que aparecen en los distintos curriculos analizados, esto supone, por lo tanto,
que una categoria no requiera que los contenidos u objetivos de aprendizaje
estén presente en todos los curriculos. En las tablas 1y 2 se muestran algunos
ejemplos del proceso de obtencion de categorias.

Tabla 1. Ejemplificacion de la organizacion de los contenidos curriculares de algebra

temprana y establecimiento de categorias de conocimiento en Educacion Infantil

Unidades de Contenidos Categoria de conocimiento
muestreo

Seleccionar, clasificar y ordenar

NCTM (2003) | objetos por el tamario, la cantidad y | EXPerimentar con elementos u objetos

otras propiedades. a partir del reconocimiento de

) ) atributos para establecer relaciones
Emparejar, clasificar y comparar (clasificaciones, ordenaciones,

NEL (2013) cosas por un atributo (por ejemplo correspondencia, etc)

segun el color, la forma o tamano)
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Tabla 2. Ejemplificacion de la organizacion de los contenidos curriculares de algebra
temprana y establecimiento de categorias de conocimiento en Educacion Primaria

Unidades de Contenidos Categoria de conocimiento
muestreo

Describir y extender patrones

NCTM (2003) geométricos y numéricos y hacer
generalizaciones acerca de ellos. Comprension de distintos tipos
Investigar y describir patrones de relaciones y patrones
ACARA (2015) numeéricos formados por conteo de

saltos y patrones con objetos.

4. Establecer un sistema de codificacion cuantitativo, por medio de la presencia o
ausencia de los contenidos u objetivos de aprendizaje relacionados al algebra
temprana en los diversos curriculos analizados, de acuerdo a las categorias
inductivas de conocimiento propuestas en la etapa anterior. En concreto, se ha
asignado 1 punto en caso de presencia de estos y 0 en caso de ausencia.

5. Sistematizar la informacion por medio de tablas comparativas y graficos, cuya
lectura permita: a) establecer semejanzas y diferencias a partir del analisis de
los contenidos que se promueven en las diversas propuestas curriculares y,
b) analizar la presencia de los conocimientos que caracterizan el algebra tem-
prana en los curriculos de Educacion Infantil y Primaria.

4. RESULTADOS

Considerando las finalidades de nuestro estudio, se describen los datos obteni-
dos a partir del analisis de contenido de los curriculos de Estados Unidos, Aus-
tralia, Singapur y Chile.

4.1 EL ALGEBRA TEMPRANA EN EL CURRICULO ESCOLAR DE ESTADOS UNIDOS

Los documentos oficiales que rigen el curriculo escolar de los Estados Unidos
son los Principios y Estandares para la Educacion Matematica del National Coun-
cil of Teachers of Mathematics (NCTM, 2003), y los Estandares Comunes para las
Matemadticas de la Common Core State Standards for Mathematics (CCSSM, 2010).
Resulta de gran interés profundizar en el analisis de estos documentos, dado que
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han tenido un alto impacto a nivel internacional al ser considerados modelos de
referencia, generando una repercusion en los curriculos de diversos paises, sobre
todo del contexto latinoamericano como por ejemplo Chile.

Los Principios y Estandares del NCTM (2003) proponen estandares de con-
tenidos y estandares de proceso desde el Prekindergarten hasta el nivel 12 (3-18
anos): los estandares de contenido (NUmeros y operaciones, Algebra, Geometria,
Medida, Analisis de datos y probabilidad) describen explicitamente lo que debe-
rian aprender y, los estandares de proceso (resolucién de problemas, razona-
miento y prueba, conexiones, comunicacion y representacion) ponen de relieve
las formas de adquisicion y uso de dichos contenidos. Estos contenidos y pro-
cesos “son también reflejo de la cultura matematica que la sociedad necesita,
de la practica educativa anterior, y de los valores y expectativas que comparten
los profesores, los educadores matematicos, los matematicos y el publico en
general” (NCTM, 2003, p. xvii).

El Estdndar de dlgebra “se centra en las relaciones entre cantidades -inclu-
yendo las funciones-, las formas de representacion de relaciones matematicas
y el analisis del cambio” (p. 39), como se muestra en la tabla 3.

Los conocimientos algebraicos en la propuesta del NCIM se desarrollan en
diversas fases: a) en los primeros niveles se introduce el trabajo con patrones y
relaciones, a partir de la manipulacién de objetos y posteriormente utilizando
secuencias de sonidos y secuencias numeéricas; b) asi también, se da paso a las
representaciones para desarrollar la comprension de simbologia y modelizar
situaciones de adiccion y sustraccion, hasta alcanzar la descripcion de cambios
tanto cualitativos como cuantitativos; ¢) luego se fomenta la construccion de
patrones numéricos y geomeétricos y el uso de funciones por medio de tablas y
graficas; d) posteriormente se introduce el concepto de variable como cantidad
desconocida y se exploran relaciones mediante ecuaciones; e) finalmente, se
introduce la modelizacion de situaciones usando representaciones de tipo gra-
fico y tabular para extraer conclusiones, asi como el analisis de situaciones de
cambios que experimentan dos variables.

160 EDUCACION MATEMATICA, VOL. 33, NUM. 1, ABRIL DE 2021



Hacia una caracterizacion del algebra temprana a partir del analisis de los curriculos..

Tabla 3. Estandares de contenido de dlgebra temprana para la Educacion Infantil
y Primaria (NCTM, 2003, p. 402)

Pre-K-2 (3-8 afnos)

3-5 (9-11 anos)

Comprender
patrones,
relaciones y
funciones

Seleccionar, clasificar y ordenar objetos
por el tamano, la cantidad y otras propie-
dades.

Reconocer, describir y ampliar patrones
tales como secuencias de sonidos y for-
mas o sencillos patrones numeéricos, y
pasar de una representacion a otra.
Analizar como se generan patrones de
repeticion y de crecimiento.

Describir y extender patrones geomé-
tricos y numéricos y hacer
generalizaciones acerca de ellos.
Representar y analizar patrones y fun-
ciones, verbalmente y mediante tablas
y graficas.

Representar y
analizar
situaciones y
estructuras
matematicas
utilizando
simbolos
algebraicos

llustrar los principios generales y las pro-
piedades de las operaciones, como la con-
mutatividad, usando ndmeros.

Usar representaciones concretas, pictori-
cas y verbales para desarrollar la com-
prension de notaciones  simbolicas
inventadas y convencionales.

Identificar propiedades como la con-
mutatividad, la asociatividad y distri-
butividad, y emplearlas en el calculo
con numeros naturales.

Representar la idea de variable como
cantidad desconocida, por medio de
una letra o un simbolo.

Expresar relaciones matematicas me-
diante ecuaciones.

Utilizar modelos
matematicos
para
representary
comprender las
relaciones
cuantitativas

Modelizar situaciones relativas a la adi-
cion y sustraccion de numeros naturales,
utilizando objetos, dibujos y simbolos.

Modelizar  situaciones-problema con
objetos, y usar representaciones como
graficas, tablas y ecuaciones para ex-
traer conclusiones.

Analizar el
cambio en
diversos
contextos

Describir cambios cualitativos, como “ser
mas alto”.

Describir cambios cuantitativos, como el
aumento de estatura de un alumno en
dos pulgadas en un ano.

Investigar de qué manera el cambio
que experimenta una variable se rela-
ciona con el de una segunda variable.
Identificar y describir situaciones con
tasas de cambio constantes o varia-
bles, y compararlas.
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Otro referente curricular destacado en Estados Unidos son los CCSSM, que
definen “lo que los estudiantes deben entender y poder hacer en su estudio de
las matematicas’ (CCSSM, 2010, p.4), y establecen un conjunto de orientaciones
que impulsan el desarrollo de una educacion de alta calidad. Se organizan en
estandares para la practica matematica y estandares para el contenido mate-
matico. Los estandares para la practica han sido adaptadas de los cinco estan-
dares de proceso del NCTM (2003) y de los cinco aspectos de competencia
descritos en el informe “Adding It Up', del National Research Council de Estados
Unidos (NRC, 2001): a) Dar sentido a los problemas; b) Desarrollar un pensa-
miento abstracto y cuantitativo; ¢) Construir argumentos viables y criticar el
razonamiento de otros; d) Modelar usando matematicas; e) Usar herramientas
adecuadas de manera estratégica; f) Reconocer la importancia de la precision;
g) Buscar y hacer uso de una estructura; y h) Buscar y expresar regularidades
en un razonamiento repetido. Los estandares para el contenido matematico
responden a una combinacion equilibrada de procedimientos y conocimientos
que los estudiantes deben manejar para conectar la practica con el contenido.
Para lograr el desarrollo de los estdndares de contenido, se establecieron un
conjunto de dominios de acuerdo a cada grado educativo: desde Kindergarten
hasta el grado 2 (4-8 anos) se incluye conteo y cardinalidad, operaciones y
pensamiento algebraico, nimeros y operaciones en base diez, medicion de datos,
geometria; y en los grados 3, 4 y 5 (9-11 anos) sus dominios corresponden a
operaciones y pensamiento algebraico, numeros y operaciones en base diez,
numeros y operaciones: fracciones, medicion de datos, geometria.

La presencia del algebra temprana en los estandares de contenido se evi-
dencia en el dominio de operaciones y pensamiento algebraico, como se apre-
cia en la tabla 4.
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Tabla 4. Estandares de contenidos matematicos en relacion al algebra temprana en la
Educacién Infantil y Primaria (CCSSM, 2010)

Estandares de contenido

Kindergarten  Entender la suma como uniry sumar, y entender la resta como separar y tomar de.
(3-6 anos)

Grado 1 Representar y resolver problemas que involucran sumas y restas.

(6-7 anos) Comprender y aplicar las propiedades de las operaciones y la relacion entre la
sumay la resta.
Sumary restar hasta 20.
Trabaja con ecuaciones de suma y resta.

Grado 2 Representar y resolver problemas que involucran sumas y restas.
(7-8 anos) Sumar y restar hasta 20.
Trabaja con grupos iguales de objetos para obtener bases para la multiplicacion.

Grado 3 Representar y resolver problemas de multiplicacion y division.

(8-9 anos) Comprender las propiedades de la multiplicacion y la relacion entre
multiplicacion y division.
Multiplica y divide entre 100.
Resuelve problemas relacionados con las cuatro operaciones e identifique y
explica patrones en aritmética.

Grado 4 Usa las cuatro operaciones con numeros enteros para resolver problemas.
(9-10 anos)  Familiarizarse con factores y multiplos.
Generar y analizar patrones.

Grado 5 Escribir e interpretar expresiones numéricas.
(10-11 anos)  Analizar patrones y relaciones.

El pensamiento algebraico en los CCSSM (2010) se desarrolla por medio de las
siguientes fases: a) los primeros grados se encuentran relacionados fuertemen-
te con la operatoria de adicién y sustraccion, al profundizar en términos como
unir y separar, representar y comprender sus propiedades e incorporar trabajos
con ecuaciones de sumas y restas; b) luego se establece la operatoria de mul-
tiplicacion y division (Grado 3), por medio de la resolucién de problemas, la
comprension de sus propiedades y la relacién entre ambas operaciones. A
partir de las cuatro operaciones basicas se introduce al trabajo con patrones
numéricos; ¢) finalmente se establecen vinculos entre la operatoria y las expre-
siones numéricas, dando origen a la generalizacion y al analisis de patrones y
relaciones durante los Grados 4 y 5.
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A modo general, se puede apreciar que el algebra temprana esta presente
en los CCSSM (2010) desde los primeros grados educativos al igual que en el
NCTM (2003); sin embargo, éstos ultimos resultan ser mas coherentes con el
estudio del algebra. Se observan también algunas diferencias en la evolucién y
propuesta para el desarrollo de ciertos contenidos, como lo es la generacion de
patrones y relaciones, que se evidencian en grados mas avanzados segun los
CCSSM, mientras que el NCIM los promueve desde edades tempranas.

4.2 EL ALGEBRA TEMPRANA EN EL CURRICULO ESCOLAR DE AUSTRALIA

El curriculo de matematicas australiano, que depende del organismo Australian
Curriculum, Assessment and Reporting Authority (ACARA), se enfoca en “desa-
rrollar una comprension matematica sofisticada y refinada, con fluidez, razona-
miento lo6gico, pensamiento analitico y habilidades para resolver problemas’
(ACARA, 2015, p. 4), comenzando su desarrollo desde Foundation (5 afnos) has-
ta el ano 12 (18 anos). Se estructura en tres lineas de contenido (NUmeros y
algebra, Medicion y geometrfa, Estadistica y probabilidad) y cuatro de compe-
tencias (comprension, fluidez, resolucién de problemas, razonamiento). Las lineas
de competencia describen las acciones en las que los estudiantes pueden par-
ticipar al aprender y usar el contenido, proporcionando el lenguaje para construir
en el desarrollo del aprendizaje de las matematicas. Este curriculo, ademas,
garantiza el vinculo entre las matematicas y otras disciplinas, es decir, propicia
que las diversas interrelaciones que componen la matematica, tales como, habi-
lidades, conceptos, procesos, propiedades, etc, puedan ser aplicadas mas alla
del aula de matematicas.

Los contenidos que se abordan en la linea de Nimeros y Algebra se agrupan
en seis sublineas de contenido, que se desarrollan de acuerdo al nivel educati-
vo de los estudiantes: Nimeros y valor posicional (F-8), Fracciones y decimales
(1-6), Numeros reales (7-10), Dinero y matematicas financieras (1-10), Patrones
y algebra (F-10), relaciones lineales y no lineales (7-10). Los contenidos corres-
pondientes a la sublinea de Patrones y dlgebra se presentan en la tabla 5.
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Tabla 5. Descripciones de contenido de la sublinea "Patrones y algebra” para la Educacion
Infantil y Primaria (ACARA, 2015)

Contenidos

Foundation  Ordenar y clasificar objetos familiares y explicar la base de estas clasificaciones.
(5 -6 anos) Copiar, continuar y crear patrones con objetos y dibujos.

Ano 1 Investigar y describir patrones numeéricos formados por conteo de saltos y patro-
(6-7 anos) nes con objetos.

Afo 2 Describir patrones numéricos e identificar elementos faltantes.

(7-8 anos) Resolver problemas usando oraciones numéricas para sumar o restar.

Afo 3 Describir, continuar y crear patrones numéricos resultantes de realizar sumas o
(8-9 anos) restas.

Ano 4 Explorar y describir patrones numeéricos resultantes de realizar la multiplicacion.

(9-10 afos)  Resolver problemas verbales mediante el uso de oraciones numéricas que impli-
quen multiplicacion y division donde no hay resto.
Encontrar cantidades desconocidas en oraciones numéricas que involucran suma
y resta e identificar oraciones numeéricas equivalentes que involucren suma o resta.

Ano 5 Describir, continuar y crear patrones con fracciones, decimales y nimeros enteros
(10-11 anos) resultantes de realizar sumas y restas.
Encontrar cantidades desconocidas en oraciones numéricas que involucren mul-
tiplicacion 'y division e identificar oraciones numéricas equivalentes que involu-
cren multiplicacion y division.

Ano 6 Continuar y crear secuencias que involucren numeros enteros, fracciones y deci-
(11-12 anos)  males. Describir la regla utilizada para crear la secuencia.
Explorar el uso de corchetes y orden de las operaciones para escribir oraciones
numericas.

Los conocimientos que promueve el curriculo australiano para alcanzar el desa-
rrollo del pensamiento algebraico estan presentes desde la Educacion Infantil
(Foundation) y se desarrollan por medio de las siguientes fases: a) inicialmente
con la clasificacion de objetos y luego en el trabajo con patrones, desde su
forma experiencial, usando materiales, sonidos, movimientos o dibujos; b) luego,
al iniciar la Educacién Primaria, se profundiza el trabajo con patrones, al descri-
bir patrones numéricos y establecer relaciones. El uso de patrones numéricos se
extiende y profundiza en toda la Educacion Primaria; ¢) en los niveles posterio-
res, los estudiantes deben crear patrones numéricos como resultado de realizar
operaciones de adicion, sustraccion, multiplicacion y division, hasta alcanzar la
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descripcién de patrones con fracciones, decimales y nimeros enteros; y d) al
finalizar la Educacion Primaria, los estudiantes deben ser capaces de crear
secuencias numericas que involucren numeros enteros y racionales, explicando
la regla utilizada. Por otro lado, se evidencia la resolucion de problemas al uti-
lizar nimeros en diversos contextos que impliquen operatoria de adicion, sus-
traccion, multiplicacion y divisiones exactas. Con el desarrollo de este contenido,
el curriculo realiza una primera aproximacion al trabajo con ecuaciones y des-
igualdades, al encontrar cantidades desconocidas en oraciones numeéricas e
identificar equivalencias. Finalmente, se explora en el uso de paréntesis y prio-
ridad de las operaciones al escribir oraciones numéricas.

Asi pues, para alcanzar el desarrollo del pensamiento algebraico, tanto el
curriculo de Estados Unidos como el de Australia, proponen el trabajo con
patrones desde la Educacién Infantil. Para ello, ambos curriculos acercan este
contenido a la experiencia de los estudiantes, por medio del reconocimiento y
descripcion de patrones en secuencias de sonido, formas, objetos y dibujos.

Por otra parte, a diferencia del curriculo estadounidense, el curriculo austra-
liano aborda una cantidad menor de contenidos durante la Educacion Primaria,
pero profundiza ampliamente en el trabajo con patrones y secuencias. Asi tam-
bién, se da prioridad al trabajo con operaciones numeéricas, uso de incognitas y
expresiones equivalentes.

4.3 EL ALGEBRA TEMPRANA EN EL CURRICULO ESCOLAR DE SINGAPUR

El sistema educativo en Singapur se rige por el Ministerio de Educacion (MOE,
Ministry of Education) y comienza a implementarse en la Educacion Infantil (4
a 6 anos de edad). El desarrollo de la Educacion Infantil se fundamenta a partir
del marco Nurturing Early Learners (NEL), en el que el &mbito de las matemati-
cas se establece a partir del area de aprendizaje de la Aritmética. Segun el
marco NEL (2013, p. 6), “el desarrollo de conceptos y habilidades de aritmética,
implica ayudar a los ninos a conocer y usar conceptos y habilidades, de modo
que establezcan relaciones y conexiones que luego puedan aplicar significati-
vamente en sus experiencias diarias’. En este sentido, la Aritmética como area
de aprendizaje se desarrolla en la Educacion Infantil a través de tres lineas
centrales: Relaciones y patrones simples, Conteo y sentido numérico, Formas
basicas y conceptos espaciales simples.
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El estudio del algebra temprana se ve incorporado explicitamente en la linea
de Relaciones y patrones, donde se conocen y establecen relaciones simples a
través del desarrollo de habilidades y conceptos, tales como emparejar, clasificar,
comparar y ordenar. Asi también, el trabajo con patrones permite a los nifos
desarrollar sus capacidades de pensamiento logico, las cuales son fundamen-
tales para comprender el concepto de numero (NEL, 2013).

El plan de estudio de matematicas de Educacion Primaria pone especial
énfasis en cinco componentes (comprension conceptual, dominio de habilidades,
procesos matematicos, metacognicion y actitudes) y estd organizado en tres
lineas de contenido: Numeros y algebra, Medicién y geometria, Estadistica. La linea
de contenido de Numeros y algebra se divide en sublineas de acuerdo a cada
nivel educativo (Nimeros enteros, Dinero, Fracciones, Decimales, Porcentajes,
Relaciones proporcionales, Tasa y velocidad). Los contenidos de algebra que se
evidencian a lo largo del curriculo (tabla 6) estan ligados principalmente a la
sublinea de contenido de Numeros Enteros, sin embargo, en el nivel de Primaria
6 se presenta una sublinea especifica para el estudio del algebra temprana.

Tabla 6. Contenidos en relacion al estudio del &lgebra temprana en curriculo de Singapur de
Educacion Infantil (NEL, 2013) y Educacién Primaria (Ministry of Education Singapore, 2012)

Contenidos
Kindergarten Emparejar, clasificar y comparar cosas por un atributo (por ejemplo
(4-6 anos) segun el color, la forma o tamano)

Poner las cosas en orden seguin el tamano o la longitud y eventos de secuencia
Reconocer, extender y crear patrones simples (por ejemplo: patrén AB)

Primaria 1 Numeros enteros: Nimeros hasta el 100
(6-7 anos) Comparar y ordenar nimeros
Patrones en secuencias numéricas
Numeros ordinales (primero, segundo hasta el décimo) y simbolos (1° 2°, 3°, etc)

Primaria 2 Numeros enteros: Nimeros hasta el 1000
(7-8 anos) Comparar y ordenar nimeros
Patrones en secuencias numéricas
NUmeros pares e impares

Primaria 3 Numeros enteros: Nimeros hasta 10.000
(8-9 anos) Comparar y Ordenar numeros
Patrones en secuencias numéricas
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Primaria 4 Numeros enteros: Nimeros hasta el 100.000
(9-10 anos) Comparar y ordenar nimeros
Patrones en secuencias numéricas

Primaria 5 Relaciones:
(10-11 anos)  Notacion, representacion e interpretacion de a:b y a:b:c, donde a, by ¢ son
numeros enteros, excluyendo las relaciones que implican fracciones y decimales
Relaciones equivalentes
Dividir una cantidad en una relacién determinada
Expresar una relacién en su forma mas simple
Encontrar la proporcién de dos o tres cantidades dadas
Encontrar el término que falta en un par de relaciones equivalentes
Resolver problemas de palabras en dos pasos en relacion con la proporcion

Primaria 6 Algebra:

(11-12 anos)  Uso de letras para representar un niimero desconocido
Notacién, representacion e interpretacion de expresiones algebraicas simples,
tales como:a+3,ax303a,a:30%
Simplificar expresiones lineales simples excluyendo los paréntesis
Evaluar expresiones lineales simples por sustitucion
Resolver ecuaciones lineales simples que implican un coeficiente de numeros
enteros solo en contextos simples

La presencia del dlgebra temprana en las orientaciones curriculares de Singapur
se manifiesta en las siguientes etapas: a) la Educacién Infantil se ve marcada por
el reconocimiento de patrones simples y relaciones de niimeros por medio de la
clasificacion, orden y comparacion de objetos, b) mientras tanto, en la Educacion
Primaria el desarrollo curricular de estos contenidos se vincula al estudio de los
Numeros enteros. Los Numeros enteros se trabajan de forma gradual, partiendo
desde el 100 en Primaria 1 hasta el 10.000 en Primaria 4. Asi pues, se establece
en cada uno de estos niveles la comparacion y orden de estos numeros, dando
paso a la descripcion y creacion de patrones a partir del analisis de las secuencias
numéricas que se registran; ¢) por otra parte, en Primaria 5, los contenidos rela-
cionados con el algebra temprana se manifiestan a través de la sublinea de
Relaciones, haciendo uso de la notacion algebraica para representar el concepto
de razon, estableciendo relaciones equivalentes para introducir el concepto de
proporcion, y con ello determinar el término desconocido en relaciones equivalen-
tes; d) luego, en el nivel de Primaria 6, se dedica de forma preferente una sublinea
de contenido al estudio del dlgebra temprana por medio del lenguaje algebraico
al emplear letras para representar una cantidad desconocida, y traducir a nimeros
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y simbolos expresiones del lenguaje comun. Asi también, se origina el uso de
expresiones lineales simples al evaluar expresiones algebraicas por sustitucion y
reducir terminos semejantes por medio de la simplificacion. El desarrollo del pen-
samiento algebraico finaliza en Educacién Primaria con la resolucion de ecuacio-
nes lineales de primer grado en contextos simples.

A modo general, los contenidos que promueve el curriculo de Singapur para
alcanzar el desarrollo del pensamiento algebraico desde las primeras edades se
fundamentan, en gran medida, en el uso de patrones y sucesiones numeéricas,
en sintonia con los curriculos de Estados Unidos y Australia.

Por otro lado, tanto las orientaciones curriculares de Singapur como de Aus-
tralia, vinculan el estudio del algebra temprana a los numeros, al ser considera-
dos como parte de una sola linea de contenidos. Ambos curriculos destacan la
importancia de trabajar estos contenidos en forma simultanea, dado que uno
complementa el estudio del otro, es decir, la ensenanza de los numeros requie-
re del algebra y el estudio del algebra requiere de la comprension de los ndmeros.

4.4 EL ALGEBRA TEMPRANA EN EL CURRICULO ESCOLAR DE CHILE

En Chile, el Ministerio de Educacion (MINEDUC) plantea el curriculo para el
desarrollo de la Educacion Infantil a partir de las Bases Curriculares para la
Educacion Parvularia (MINEDUC, 2018), las cuales constituyen un referente a
nivel nacional donde se “define principalmente qué y para qué deben aprender
los parvulos desde sus primeros meses de vida hasta el ingreso de la Educacion
Basica” (p. 9).

Los objetivos de aprendizaje que proponen estas Bases Curriculares se orga-
nizan en tres ambitos de experiencia: Desarrollo personal y social, Comunicacion
integral, Interaccién y comprension del entorno. Este ultimo ambito de aprendi-
zaje alberga el nucleo Pensamiento Matematico, haciendo referencia a los dife-
rentes procesos a través de los cuales los ninos interpretan y explican los
diversos elementos y situaciones del entorno, tales como, ubicacion en el espa-
cio-tiempo, relaciones de orden, comparacion, clasificacion, seriacion, identifica-
cion de patrones, etc, como también, a la construccion de la nocién de namero
y el uso inicial de la funcion ordenadora y cuantificadora del mismo.

Para efectos de este estudio, nos centraremos en los objetivos curriculares
relacionados con la ensefianza del algebra temprana correspondientes al 3°
nivel curricular, nivel de Transicion (tabla 7), referido a ninos de 4 a 6 anos de edad.
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Por otra parte, la implementacion del curriculo escolar para la Educacion
Bésica (6 a 12 anos) se fundamenta a partir de las Bases Curriculares Primero
a Sexto Basico (MINEDUC, 2012). La asignatura de matematicas tiene como
proposito “enriquecer la comprension de la realidad, facilitar 1a selecciéon de
estrategias para resolver problemas y contribuir al desarrollo del pensamiento
critico y auténomo en todos los estudiantes” (MINEDUC, 2012, p. 214). Para
desarrollar el pensamiento matematico se establecen cuatro habilidades rela-
cionadas entre si: resolver problemas, argumentar y comunicar, modelar y repre-
sentar. Estas habilidades representan un rol fundamental en la adquisicion de
nuevas destrezas, conceptos y en la aplicacion de conocimientos para resolver
problemas rutinarios y no rutinarios, propios de la matematica y de otros ambi-
tos. Asi también, la adquisicion de nuevos conceptos en la asignatura de mate-
maticas se organiza a través de cinco ejes tematicos: Numeros y operaciones,
Patrones y algebra, Geometria, Medicién, Datos y probabilidades.

El eje de patrones y dlgebra pretende que los estudiantes expliquen y des-
criban relaciones de todo tipo, entre numeros, formas, objetos y conceptos. El
uso de patrones, observados en secuencia de objetos, imagenes o nimeros que
representan regularidades, debe ser representado de manera concreta, pictérica
y simbolica, desde donde los estudiantes deben ser capaces de transitar de una
forma de representacion a otra.

La tabla 7 muestra los objetivos de aprendizaje vinculados al algebra tem-
prana que plantean las Bases Curriculares del Ministerio de Educacion para la
Educacion Parvularia y Educacion Basica.

Tabla 7. Objetivos de aprendizaje en relacion al dlgebra temprana en la Educacion
Parvularia (MINEDUC, 2018) y Educacion Basica (MINEDUC, 2012)

Objetivos de Aprendizaje
3° Nivel de Crear patrones sonoros, visuales, gestuales, corporales u otros, de dos o tres ele-
Transicion mentos.
(4-6 anos) Experimentar con diversos objetos estableciendo relaciones al clasificar por dos o

tres atributos a la vez (forma, color, tamano, funcion, masa, materialidad, entre
otros) y seriar por altura, ancho, longitud o capacidad para contener.

Emplear cuantificadores, tales como: “‘mas que’, “menos que’, ‘igual que’, al com-
parar cantidades de objetos en situaciones cotidianas.
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1° Basico
(6-7 anos)

Reconocer, describir, crear y continuar patrones repetitivos (sonidos, figuras, ritmos..) y
patrones numéricos hasta el 20, crecientes y decrecientes, usando material concreto,
pictorico y simbolico, de manera manual y/o por medio de software educativo.
Describir y registrar la igualdad y la desigualdad como equilibrio y desequilibrio,
usando una balanza en forma concreta, pictorica y simbdlica del 0 al 20, usando
el simbolo igual (=).

2° basico
(7-8 anos)

Crear, representar y continuar una variedad de patrones numéricos y completar
los elementos faltantes, de manera manual y/o usando software educativo.
Demostrar, explicar y registrar la igualdad y la desigualdad en forma concreta y
pictdrica del 0 al 20, usando el simbolo igual (=) y los simbolos no igual (>, <).

3° Bésico
(8-9 anos)

Generar, describir y registrar patrones numéricos, usando una variedad de estra-
tegias en tablas del 100, de manera manual y/o con software educativo.
Resolver ecuaciones de un paso que involucren adiciones y sustracciones y un
simbolo geométrico que represente un numero desconocido, en forma pictorica
y simbdlica del 0 al 100.

4° Basico
(9-10 anos)

Identificar y describir patrones numéricos en tablas que involucren una opera-
cion, de manera manual y/o usando software educativo.

Resolver ecuaciones e inecuaciones de un paso que involucren adiciones y sus-
tracciones, comprobando los resultados en forma pictérica y simbolica del 0 al
100 y aplicando las relaciones inversas entre la adicion y la sustraccion.

5° Basico
(10-11 anos)

Descubrir alguna regla que explique una sucesién dada y que permita hacer
predicciones.

Resolver problemas, usando ecuaciones e inecuaciones de un paso, que involu-
cren adiciones y sustracciones, en forma pictérica y simbolica.

6° Basico
(11-12 anos)

Demostrar que comprenden la relacién entre los valores de una tabla y aplicarla
en la resolucion de problemas sencillos:

a) identificando patrones entre los valores de la tabla

b) formulando una regla con lenguaje matematico

Representar generalizaciones de relaciones entre nimeros naturales, usando ex-
presiones con letras y ecuaciones.

Resolver ecuaciones de primer grado con una incognita, utilizando estrategias como:
a) usar una balanza

b) usar la descomposicion y la correspondencia 1 a 1 entre los términos en cada
lado de la ecuacion y aplicando procedimientos formales de resolucion.

El 4lgebra temprana esta presente en todos los niveles del curriculo escolar
chileno. La adquisicion del aprendizaje del algebra en los estudiantes se evi-
dencia a partir del progreso de diversas etapas: a) comenzando en el nivel de
transicion para la Educacion Parvularia con la indagacion en diversos patrones
(sonoros, visuales, gestuales, etc) y, estableciendo relaciones de clasificacion y
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cuantificacion a partir de diversos objetos; b) posteriormente en los primeros
niveles de la Educacion Basica se inicia el desarrollo de un trabajo mas amplio
con reconocimiento y descripcion de patrones repetitivos, para avanzar hacia el
registro de patrones numeéricos de forma manual y/o software educativos por
medio de tablas; c) para luego descubrir y formular reglas con lenguaje mate-
matico a partir de una sucesion para realizar predicciones e indagar en el tra-
bajo con ecuaciones e inecuaciones que involucre adiciones y sustracciones; d)
hasta finalizar la Educacion Basica con la resolucion de ecuaciones de primer
grado con una incégnita, aplicando procedimientos formales.

Si bien, el tratamiento que recibe el algebra en el curriculo escolar chilenos
para la Educacion Infantil y Primaria se ve influenciado fuertemente por las
directrices que proponen los Principles and Standard for School Mathematics
(NCTM, 2003), no se ha considerado abordar de manera mas especifica la mode-
lizacion de problemas utilizando tablas, graficas y ecuaciones vy, el andlisis de
situaciones de cambio por medio del uso de variables.

4.5 ¢QUE CONOCIMIENTOS PROMUEVE EL CURRICULO ESCOLAR PARA DESARROLLAR EL
PENSAMIENTO ALGEBRAICO? HACIA UNA CARACTERIZACION DEL ALGEBRA TEMPRANA

A partir del andlisis de las diversas propuestas curriculares podemos evidenciar el
despliegue y evolucién de los conocimientos que se ven implicados en el estudio
del 4lgebra temprana de algunos curriculos contemporaneos de Educacion Infan-
til y Primaria que incluyen explicitamente conocimientos de esta naturaleza. Para
alcanzar el desarrollo del pensamiento algebraico, estos curriculos proponen
abordar en cada nivel educativo diversos conocimientos por medio de la adqui-
sicion de conceptos y habilidades. El bloque de algebra temprana impulsa el
tratamiento de diversos contenidos, estableciendo ciertas diferencias en el grado
de profundizacién y prioridad que estos consiguen a lo largo del curriculo escolar.

En relacion a la Educacion Infantil, y con base a poder caracterizar el dlgebra
temprana y analizar su presencia o ausencia en los curriculos de esta etapa, se
han establecido tres categorias de contenidos a partir de la revision curricular
realizada:

— Experimentar con elementos u objetos a partir del reconocimiento de

atributos para establecer relaciones (clasificaciones, ordenaciones, corres-
pondencia, etc.).
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— Seriacion a partir de patrones de repeticion: Identificacion, construccion y
representacion del patron.
— Descripciéon de cambios cualitativos y cuantitativos.

A partir de éstas categorias, hemos clasificado los contenidos propuestos en las
orientaciones curriculares. La figura 1, muestra las diferencias respecto a la pre-
sencia de los conocimientos que caracterizan el algebra temprana en la Educacion
Infantil en los curriculos contemporaneos considerados en este estudio.

100%
90%
80%
70%
60%
50%
40%
30%
20%
10%

0%

Estados Unidos Australia Singapur Chile

u Descripcion de cambios cualitativos y cuantitativos

m Seriacion a partir de patrones de repeticion: Identificacion, construccion y representacion del patron

m Experimentar con elementos u objetos a partir del reconocimiento de atributos para establecer
relaciones (clasificaciones, ordenaciones, correspondenia, etc.)

Figura 1. Presencia de los conocimientos que caracterizan el algebra temprana en
la Educacion Infantil.

El conocimiento relacionado a la experimentacién con elementos u objetos a
partir del reconocimiento de atributos para establecer relaciones se evidencia
en todos los curriculos contemporaneos, alcanzando una mayor presencia (por
encima del 65%) en el curriculo de Singapur. Una menor presencia presenta el
conocimiento correspondiente a la descripcién de cambios cualitativos y cuan-
titativos (no supera el 50%), dado que solo se observa en los curriculos de
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Estados Unidos y Chile, siendo el conocimiento con mayor predominancia para
el curriculo de Estados Unidos, quedando ausente en los curriculos de Australia
y Singapur.

El conocimiento correspondiente a seriacion a partir de patrones de repeticion
estd presente en todas las orientaciones curriculares, pero su presencia no
excede el 50%.

Cabe senalar que el curriculo australiano muestra un equilibrio en la pre-
sencia de los conocimientos que promueve el curriculo para el desarrollo del
algebra temprana en la Educacion Infantil, considerando la experimentacion con
elementos para establecer relaciones y la seriacion a partir de patrones. A su
vez en el curriculo chileno, la presencia de los conocimientos que se establecen
para alcanzar el pensamiento algebraico en la Educacion Infantil se desarrolla
de manera proporcional.

Por otra parte, para realizar el analisis comparativo de los curriculos de Edu-
cacion Primaria se han considerado las categorias de conocimientos importan-
tes de algebra temprana para esta etapa propuestos por Alsina (2019):

La comprension de distintos tipos de relaciones (de equivalencia, de orden,
etc) y de patrones (de crecimiento, de decrecimiento, etc.).

El uso de simbolos algebraicos y modelos matematicos para representar
situaciones matematicas.

La comprension del cambio.

Ademas, a partir del analisis de las orientaciones curriculares se ha incor-
porado otra categoria: el uso de variables para determinar una constante
0 incoégnita, dado que al revisar los contenidos que promueven las orien-
taciones curriculares, especialmente en los Ultimos niveles de Educacion
Primaria, se plantea iniciar la comprension conceptual respecto de los
diferentes usos de la variable como cantidad desconocida, ya sea para
determinar el término que falta en un par de relaciones equivalentes,
determinar una cantidad desconocida en oraciones numéricas, determinar
una proporcion, resolver ecuaciones lineales e inecuaciones, entre otros.

A partir de las categorias de conocimiento propuestas, hemos clasificado los
contenidos revisados en las orientaciones curriculares. La figura 2, muestra las
diferencias relacionadas con la presencia de los conocimientos que caracterizan
el 4lgebra temprana en la Educacion Primaria en los curriculos de los diferentes
paises analizados en este estudio.
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Figura 2. Presencia de los conocimientos que caracterizan el algebra temprana
en la Educacion Primaria.

Los resultados obtenidos muestran una mayor presencia del conocimiento
vinculado a la comprension de distintos tipos de relaciones y patrones en los
curriculos de Australia y Singapur (por encima del 45%). En el curriculo de
Estados Unidos, la mayor presencia de los conocimientos se relaciona al uso
de simbolos algebraicos y modelos matematicos para representar situaciones
(alcanzando 38,4%). En el caso de Chile, tres de los cuatro conocimientos que
caracterizan el algebra temprana en la Educacion Primaria se desarrollan en
forma proporcional a lo largo del curriculo escolar, con una presencia del 30,8%.
Finalmente, se observa una presencia menor del conocimiento relacionado a la
comprension del cambio (por debajo del 25%) en los curriculos de Estados
Unidos, Australia, Singapury Chile.

La revision de los curriculos contemporaneos nos ha permitido realizar una
primera aproximacion hacia la caracterizacion del algebra temprana. A partir de
este analisis y considerando los referentes tedricos estudiados, realizamos una
primera caracterizacion del dlgebra temprana como la capacidad de desarrollar
modos de pensamiento algebraico durante las primeras edades en situaciones
vinculadas tanto al dlgebra propiamente como a otras areas del curriculo de
matemadtica, tales como numeros, geometria, medida, etc. Para empoderar estos
modos de pensamiento algebraico, se deberia capacitar a todos los nifios y ninas
de Educacion Infantil para experimentar con elementos u objetos a partir del
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reconocimiento de atributos con el propdsito de establecer relaciones (clasifica-
ciones, ordenaciones, correspondencia, etc), realizar seriaciones a partir de patro-
nes de repeticion (identificacion, construccion y representacion del patron) y
describir cambios cualitativos y cuantitativos; y se deberia capacitar a todos los
ninos y ninas de Educacién Primaria para comprender distintos tipos de rela-
ciones (de equivalencia, de orden, etc) y de patrones (de crecimiento, de decre-
cimiento, etc), usar simbolos algebraicos y modelos matemdticos para
representar situaciones matemdticas, comprender el cambio y usar variables
para determinar una constante o incognita.

5. CONSIDERACIONES FINALES

En este articulo se ha presentado un andlisis de la incorporacion del algebra
temprana en las etapas de Educacion Infantil y Primaria (4 a 12 anos de edad
aproximadamente) a nivel curricular. Para ello, se han analizado las orientaciones
curriculares de paises que incluyen explicitamente este bloque de contenido des-
de los primeros anos de escolaridad. Esta revision ha permitido, por una parte,
caracterizar el algebra temprana a partir de los conocimientos que fomentan el
desarrollo del pensamiento algebraico en Educacion Infantil y Primaria y, por otra,
realizar un estudio comparativo que evidencie la presencia de estos conocimien-
tos, @ modo de itinerario vertical a lo largo de todo el curriculo escolar.

A modo de sintesis, los conocimientos que caracterizan el algebra temprana
en Educacion Infantil son: experimentacion con elementos a partir del recono-
cimiento de atributos para establecer relaciones (clasificaciones, ordenaciones,
correspondencias, etc); seriaciones a partir de patrones de repeticion (identifica-
cién, construccion y representacion del patron); y descripcién de cambios cuali-
tativos y cuantitativos y; en Educacion Primaria: comprension de distintos tipos
de relaciones (de equivalencia, de orden, etc) y de patrones (de crecimiento, de
decrecimiento, etc); uso de simbolos algebraicos y modelos matematicos para
representar situaciones matematicas; comprension del cambio; y uso de variables
para determinar una constante o incognita.

Por otra parte, los resultados obtenidos muestran que el desarrollo del pensa-
miento algebraico se encuentra estrechamente relacionado con el tratamiento y
evolucion que reciben los contenidos matematicos vinculados a la ensenanza del
algebra en los distintos niveles educativos. En este sentido, el estudio del algebra
temprana en la Educacion Infantil se ve marcada por la experimentacion con
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elementos u objetos a partir del reconocimiento de atributos para establecer
relaciones, con una presencia media del 43,8%, mientras que el conocimiento
con menor presencia corresponde a la descripcion de cambios cualitativos y
cuantitativos, con una presencia media del 20,8%. En la Educacion Primaria se
profundiza mayoritariamente en la comprension de distintos tipos de relaciones
y patrones, teniendo una presencia media del 38,5%, mientras que el conoci-
miento con menor presencia es la comprension del cambio, con una presencia
media del 12,2%.

Todos los curriculos que hemos analizado enfatizan la importancia del desa-
rrollo de los patrones y relaciones como base para construir un itinerario algebrai-
co desde la Educacion Infantil a Primaria. Por ello, es necesario establecer una
estrecha coordinacion entre ambas etapas educativas para garantizar la continui-
dad de los objetivos establecidos en las orientaciones curriculares y lograr una
ensenanza eficaz del algebra temprana desde las primeras edades, que asegure
las bases para su posterior profundizacion en la educacion secundaria.

Asi también, dado los cambios que han sufrido los planes curriculares esco-
lares durante los ultimos anos, consideramos que es necesario ofrecer a los
futuros maestros y a los maestros en activo experiencias de formacion que
incorporen aspectos que permitan reconocer y promover el desarrollo del pen-
samiento algebraico en sus estudiantes. Estas experiencias de formacion deben
suponer, por una parte, el desarrollo y reflexion sobre tareas matematicas de
caracter algebraico, asi como estrategias para propiciar su ensenanza, median-
te la representacion de situaciones y problemas con patrones, secuencias, uso
de expresiones simbdlicas formuladas con variables, modelizacion, funciones,
proporcionalidad, expresiones equivalentes, planteamiento de férmulas sencillas
y resolucion de ecuaciones.
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Resumen: Se presenta un estudio exploratorio en que se investiga la construccion
del espacio muestral asociado a varios tipos de sucesos. Se analizan las res-
puestas de 55 estudiantes costarricenses de 6° curso de educacion primaria
(entre 11y 12 afos), 29 de una escuela privada y 26 de otra publica. Median-
te dos items de elaboracion propia, uno en contexto de urnasy otro de ruletas,
se les pide construir el espacio muestral compatible con la descripcion de un
suceso seguro, probable, equiprobable e imposible. Se categorizan las respues-
tas atendiendo al tipo de suceso que tendria lugar, teniendo en cuenta los
espacios muestrales que construyen, y analizando las diferencias en los dos
contextos y en las dos escuelas. Las tareas mas sencillas fueron construir un
espacio muestral compatible con un suceso posible y equiprobable, mientras
que pocos estudiantes construyen correctamente un espacio muestral que
corresponda al suceso seguro e imposible. Estos resultados apoyan otras inves-
tigaciones previas que indican la dificultad que para los estudiantes tienen los
conceptos de seguro e imposible.
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Palabras clave: tipos de sucesos, intuiciones, espacio muestral, alumnos de
educacioén primaria.

Abstract. We present an exploratory study in which we analyse the construction
of the sample space associated with various types of events. We analyse the
responses of 55 students from 6™ degree of primary education, 29 of them from
a private school and 26 from a public school. We propose them two items one
in the urn context and another in roulettes context, in which the students are
asked to build the sample space compatible with the description of a certain,
probable, equiprobable and impossible event The responses are categorized
according to the type of event that would take place, when taking into account
the sample spaces the children construct, and we analyse the differences in
the two contexts and schools. The simpler tasks were building a sample space
compatible with a possible and equiprobable event, while few students correct-
ly constructed a sample space corresponding to the certain and impossible
event These results support other previous research that indicates the difficul-
ty for students of the concepts of certain and impossible.

Keywords: types of events, intuition, sample space, primary school students.

INTRODUCCION

Numerosos autores, entre otros Fischbein (1975) y Fischbein y Gazit (1984),
resaltaron el papel de la ensenanza para educar las intuiciones en probabilidad,
que con frecuencia se desarrollan inadecuadamente sin una instruccién espe-
cifica, y que son necesarias para tomar decisiones correctas en la vida cotidiana
y profesional.

En estas situaciones es con frecuencia posible medir la incertidumbre de un
cierto fenémeno por medio de la probabilidad, que es un instrumento para
expresar, cuantificar y modelizar esta incertidumbre (Pratt y Kazak, 2018). Con-
secuentemente, una finalidad principal de la ensefanza de la probabilidad es
proporcionar al nino experiencia con las situaciones aleatorias que le per-
mitan manejarse en un mundo incierto, donde estos fenomenos estan presentes
en las actividades mas variadas (Jones, Langrall y Money, 2007). Esta necesidad
ha repercutido en el curriculo de matematicas, donde se ha incorporado, en las
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Ultimas décadas, la probabilidad en la educacion primaria (Australian Curriculum,
Assessment and Reporting Authority, 2013; Common Core State Standards Ini-
tiative, 2010, Ministerio de Educacién, Cultura y Deporte, Espana, 2014; National
Council of Teachers of Mathematics, 2000). Ademas, la probabilidad se incluye
en el curriculo de matematicas por ser una rama de esta ciencia que enriquece
las restantes e interacciona con ella (Franklin et al. 2007).

En Costa Rica se aprobaron nuevos programas escolares de Matematica en
2012, en donde el area de Estadistica y Probabilidad adquirié un relieve mucho
mayor, respecto a los anteriores curriculos nacionales, que inclufan contenidos
de probabilidad de forma muy reducida en educaciéon primaria. Ello incidia en
la poca trascendencia que se les daba a estos temas que, ademads, no tenian
continuidad en educacion secundaria. El aumento de mas tépicos de probabi-
lidad en los nuevos programas escolares de Matematica del Ministerio de Edu-
cacién Publica (MEP, 2012) tienen como propdsito “..formar en el pensamiento
aleatorio y en el desarrollo de capacidades para abordar el azar, lo impredecible,
la incertidumbre, caracteristicas que participan en el conocimiento y en la vida
de multiples maneras” (p.55). Se justifica este énfasis sefalando “El lugar rele-
vante que se da a esta drea obedece al papel que juega la informacion y el
manejo del azar en la sociedad moderna” (p. 55).

Vasquez y Alsina (2015; 2017) sugieren que esta incorporacién plantea un
desafio, pues muchos profesores actuales de educacion primaria no han recibi-
do suficiente formacion en probabilidad. En su trabajo indican que algunos
necesitan mejor preparacion en nociones basicas de probabilidad -tales como
experimento aleatorio, espacio muestral, suceso probable o seguro-. Esta caren-
cia ha sido también evidenciada en Costa Rica (Alpizar et al, 2012; Alpizar,
Chavarria y Oviedo, 2015). Debido a la poca relevancia de estos contenidos en
planes de estudio anteriores, tampoco hay investigaciones sobre el aprendizaje
de la probabilidad a nivel escolar en Costa Rica y las realizadas en otros con-
textos son escasas.

Con el fin de orientar al profesor en el tipo de tareas adecuadas a los estu-
diantes que cursan la educacion primaria, hemos iniciado un proyecto de inves-
tigacion dirigido a conocer el razonamiento probabilistico tipico de estos
estudiantes. En concreto, en este trabajo nos centramos en estudiantes de 6°
curso de educacion primaria (edades entre 11y 13 anos), eligiendo este curso
porque con €l se concluye esta etapa educativa. Ademas, el grupo de estudian-
tes que forma la muestra han sequido el curriculo actual de Matematica (MEP,
2012), que a partir de 2015 se aplicé de forma completa en todos los niveles
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educativos. En concreto, los contenidos de probabilidad en la educacion prima-
ria que han seqguido los estudiantes de la muestra son:

Primer ciclo (1° a 3° cursos): Identificar situaciones aleatorias y seguras dentro de la
cotidianidad y eventos asociados con ellas. Clasificar eventos aleatorios en mas o
menos probables para situaciones o experimentos particulares. Identificar eventos
de acuerdo con los resultados simples que estan vinculados con ellos (p. 147).

Segundo ciclo (4° a 6° cursos): Identificar eventos mas probables, menos probables o
igualmente probables de acuerdo con el nimero de resultados simples pertenecientes
a cada evento. Determinar probabilidades elementales vinculadas con eventos parti-
culares. Plantear y resolver problemas vinculados con situaciones aleatorias (p. 247).

Puesto que las investigaciones anteriores sobre el razonamiento probabilistico
de los estudiantes de esta edad se han realizado cuando ellos no habian reci-
bido ensenanza de la probabilidad, nuestra investigacion aporta informacion
original, que puede ser comparada con los resultados de dichos estudios. Nuestro
trabajo, ademas, se enfoca, tanto en el lenguaje del azar, cuyo conocimiento es
considerado por Watson y Moritz (2013) una parte basica de la cultura estadis-
tica, como en la interpretacion que los estudiantes realizan del espacio muestral
en un experimento aleatorio sencillo. Especificamente evaluamos su conocimiento
de los términos suceso seguro, imposible, posible y equiprobable, cada uno de
los cuales corresponde a un concepto; ademas, exploramos la forma en que los
estudiantes relacionan estas nociones con el conjunto de resultados de un
experimento aleatorio simple (que mateméaticamente seria el espacio muestral).

Para evaluar el conocimiento de los términos mencionados en las investiga-
ciones previas a la nuestra, se pide al nifo escribir o identificar una frase con cada
una de las palabras posible, imposible, seguro o indicar un sinénimo de las mis-
mas. En nuestro trabajo se pedird construir un espacio muestral con un ndmero
pequeno de sucesos, de modo que un cierto suceso descrito en el enunciado de
la tarea corresponda a un suceso seguro, posible, equiprobable o imposible en
dicho experimento. Se comparan, ademas, los espacios muestrales construidos por
los estudiantes en el contexto de ruletas y de urnas; asi como los resultados res-
pecto al tipo de institucion educativa, privada o publica. Nos interesamos por el
espacio muestral, pues como Keren (1984) indica, los estudiantes construyen espa-
cios muestrales informales, que no son siempre los esperados por el investigador
y que es necesario conocer qué espacios muestrales construyen para comprender
sus estrategias en la resolucion de problemas de probabilidad.
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FUNDAMENTOS
INTUICION Y LENGUAIE DE LA PROBABILIDAD

Puesto que la ensenanza de la probabilidad en la educacion primaria es basi-
camente intuitiva y depende sustancialmente del lenguaje que los estudiantes
dominan, dos puntos a tener en cuenta en nuestro trabajo son las intuiciones
que llevan al temay el lenguaje que se utiliza en la clase de probabilidad.

Respecto a las intuiciones, Fischbein (1987) las considera parte de conducta
inteligente. Las describe como adquisiciones cognitivas que intervienen en las
acciones cotidianas y guian el razonamiento. El autor diferencia entre intuiciones
primarias (que se adquieren sin ensefianza, a partir de la experiencia) y secun-
darias (que son consecuencia de la instruccién); cada uno de estos tipos de
intuiciones pueden, a su vez, ser correcta o incorrecta. Fischbein (1975) indica
que algunas personas adquieren intuiciones incorrectas en probabilidad que
son muy dificiles de cambiar a partir de una cierta edad, por lo que es conve-
niente identificarlas a tiempo, para darles ocasion de corregirlas. En nuestro
trabajo analizamos la intuicién que el nino tiene del espacio muestral, es decir,
del conjunto de resultados posibles de un experimento aleatorio sencillo y como
relaciona este espacio muestral con un suceso seguro, posible, equiprobable o
posible. Cabe senalar que, aunque los estudiantes han recibido instruccion en pro-
babilidad, el tipo de tareas que se les presentan en los items 1y 2 no forman parte
de la ensenanza recibida, de acuerdo con la informacién proporcionada por los
docentes a cargo de los grupos y la revision de los libros de texto utilizados.

Puesto que los estudiantes de la muestra estan recibiendo instruccion en
probabilidad, es importante considerar el lenguaje que ellos utilizan, pues en la
educacion primaria los conceptos matematicos se introducen mostrando ejem-
plos, a partir del lenguaje propio de la edad y contexto. Poco a poco, se dota a
estos ejemplos y a las definiciones informales construidas por los estudiantes
de mayor abstraccion (Schleppegrell, 2007). El lenguaje tiene también una gran
importancia, tanto para la comunicacién de ideas matematicas, como para
la resolucion de problemas, ya que los objetos matematicos no son ostensi-
vos y necesitan ser representados mediante diferente lenguaje (Godino, Bata-
nero y Font, 2007). Por otro lado, Vygotsky (2012) considera que el lenguaje esta
unido al pensamiento y que su adquisicion es una parte central en el aprendi-
7aje, que es para el autor, un proceso social.
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Hernandez (2015) resalta la importancia de conocer el vocabulario que los
alumnos asocian a las situaciones aleatorias y a la probabilidad, ya que algunos
términos que utilizamos en matematicas no tienen el mismo significado en su
uso coloquial fuera del aula. Entre los términos asociados a la probabilidad que
tienen esta diferencia se sitian los investigados en este trabajo, ya que cuando
Se usa en una frase la palabra “seguro” no siempre se quiere decir que el hecho
descrito se producira, mientras que en probabilidad el suceso seguro incluye
todos los sucesos elementales del espacio muestral y, por tanto, ocurre siempre.

Igualmente, en algunas investigaciones que han analizado el lenguaje pro-
babilistico en los libros de texto, por ejemplo, en Gdémez, Ortiz, Batanero y Con-
treras (2013) y Ortiz, Albanese y Serrano (2016), se sugiere que el lenguaje
verbal se usa para sugerir un significado especifico de la probabilidad. Por
ejemplo, los términos caso favorable o juego equitativo estan ligados al signifi-
cado clasico, mientras que frecuencia y repeticion estan asociados al frecuencial.
También se reitera que hay palabras del lenguaje ordinario, entre ellas las
usadas en nuestro trabajo, que no tienen un sentido equivalente en matematicas.

ANTECEDENTES DEL TRABAIO

Las investigaciones sobre el lenguaje de probabilidad se han llevado a cabo en
un periodo en que la probabilidad no se ensenaba en la escuela primaria y se
han realizado en muchos casos con estudiantes mayores que los que forman
parte de nuestro estudio. Por ejemplo, Green (1983), en un estudio con 3000
estudiantes ingleses de 11 a 16 anos, les propuso un cuestionario que recoge
versiones en papel y lapiz de muchos de los experimentos realizados con dispo-
sitivos fisicos por Piaget e Inhelder (1951). Uno de los apartados de su cuestio-
nario evaluaba el conocimiento del lenguaje de la probabilidad por parte de los
estudiantes. Concretamente, analizaron varios términos, entre ellos algunos equi-
valentes a los usados en nuestro trabajo, especificamente ‘no puede ocurrir’ (para
nosotros imposible), “probable’, “improbable’, “posible’, “cincuenta por ciento de
probabilidades” o “igual posibilidad” (que seria equivalente a equiprobable), “siem-
pre ocurre” (para nosotros seguro). Las tareas propuestas fueron pedir al nifio
explicar con sus propias palabras qué significa el término, dar sinonimos de las
palabras o escribir una frase utilizandola. El autor obtuvo en los estudiantes de
6° curso 49% de respuestas correctas para el significado de “no puede ocurrir’,
22% en “siempre ocurre’, 84% en “posible” y 18% en “igual posibilidad”.
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La investigacion de Green (1983) fue replicada por Cafizares (1997) con 320
estudiantes espanoles de 10 a 14 afos, y la autora obtuvo en los estudiantes
de 6° curso 46,2% de respuestas correctas para el significado de “no puede
ocurrir’, 23% en “siempre ocurre’, 81% en “posible’, 43% en “igual posibilidad’.
Sus resultados fueron mejores que los del estudio de Green (1983), encontran-
dose en ambos casos la mayor dificultad en comprender la idea de suceso
seguro (siempre ocurre) e igual posibilidad (equiprobable).

Nacarato y Grando (2014) realizaron entrevistas a 12 estudiantes de 6° cur-
so de Educacion Primaria en Sao Paulo, Brasil, a los que pidieron ordenar en
una escala de mayor a menor probabilidad los términos improbable, poco pro-
bable, probable y muy probable. Esta experiencia fue sugerida anteriormente por
Ernest (1984), quien también anadid que se podria pedir a los estudiantes
asignar a cada una de estas palabras un nimero o fraccion entre 0 y 1. Naca-
rato y Grando indicaron que ninguno de los estudiantes ordend los términos en la
forma esperada por los investigadores, siendo lo mas frecuente cambiar el orden
de probable y muy probable.

Watson (2005) resalta el hecho de que algunos estudiantes interpretan la
probabilidad del 50% como que cualquier resultado puede ocurrir, en vez de
asociarla a un experimento con dos sucesos equiprobables. En vez de ello, lo ligan
con un experimento con dos resultados, aunque no sean equiprobables e incluso
a experimentos con mas de dos resultados, por ejemplo, lanzar un dado.

Watson y Moritz (2010), por su parte, analizaron los resultados a dos pregun-
tas de una encuesta realizada con 2700 estudiantes australianos de 5 a 11 anos,
donde se pedia evaluar frases tomadas de las noticias en los medios de comuni-
cacion, utilizando la escala cualitativa de probabilidad, es decir, utilizando palabras
que expresasen la probabilidad del suceso, como “probable’, “imposible’, “muy o
poco probable” y colocandolas en la recta numérica entre 0 y 1. La mayoria de los
estudiantes situo el término imposible al comienzo de la escala de probabilidad,
pero no siempre en el extremo, e igualmente no siempre se interpretd sequro como
algo que siempre ocurre. Se observé también que al avanzar la edad mejoraba la
ordenacion de los términos dados por parte de los estudiantes.

Hernandez-Salmerén, Lopez-Martin y Batanero (2017) realizan una investiga-
cion con 89 estudiantes de 1°y 2° curso de educacion secundaria obligatoria en
Espana (13-14 anos), utilizando un cuestionario sobre el conocimiento del lengua-
je del azar. Una de las tareas fue escribir sinonimos de las palabras ‘imposible’,
‘posible”, “igual posibilidad’, “poca posibilidad’, “sequro’, “muy posible”. EI porcen-
taje de estudiantes que no pudo dar ninguin sinénimo correcto para imposible fue
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de 48,2% en 1° curso y de 33% en el 2° curso, mientras que estos porcentajes
crecieron al 73,2%y 60,6% para seguro. Las autoras indican que algunos alumnos
interpretaron como seguro frases como “puede que si 0 puede que no ocurra”
e indica la necesidad de dedicar algun tiempo a discutir con los estudiantes el
significado que en matematica se da a los términos relacionados con el azar.

En todas estas investigaciones se pregunta a los estudiantes por sinénimos de
los términos probabilisticos, se les pide ordenarlos en una escala de probabilidad,
0 bien se les piden describan sucesos que sean probables, imposibles, seguros,
etc. Nosotros tomaremos una aproximacion diferente, pues les presentamos una
tarea, con el dibujo de un dispositivo aleatorio (ruletas o urnas) cuya composicion
deben fijar para que un determinado suceso tenga una cierta probabilidad, que
se les precisa mediante una expresion del lenguaje verbal probabilistico.

También tendremos en cuenta las investigaciones sobre la comprension del
espacio muestral que es, de acuerdo a Langrall y Mooney (2005), fundamental
para el razonamiento probabilistico. Aunque Piaget e Inhelder (1951) sugieren
que los estudiantes de 7 anos pueden listar todos los resultados de un experi-
mento aleatorio sencillo, Borovcnik y Bentz (1991) encontraron algunos estu-
diantes de 11 afnos que no llegaban a completar esta tarea. La comprension del
espacio muestral segun Horvath y Lehrer (1998) requiere coordinar las siguien-
tes capacidades: a) reconocer todos los posibles resultados de un experimento,
b) poderlas describir en forma completa y c) relacionar el espacio muestral con
la mayor o menor posibilidad de cada resultado del experimento. Los autores
indican que algunos estudiantes no llegan a comprender este Ultimo punto.

Por otro lado, Langrall y Money (2005) proponen una escala de valoracion
de la comprension de los estudiantes del espacio muestral, pidiendoles que
completen el espacio muestral de un experimento; por ejemplo, completar todas
las posibilidades que pueden ocurrir al lanzar un dado. El nivel mas bajo, don-
de se sittan muchos estudiantes, consiste en concentrarse simplemente en un
suceso, por ejemplo, para construir el espacio muestral en un experimento con-
sistente en extraer fichas de una urna, considerar solo fichas del mismo color.
Ello se debe a que su razonamiento es determinista y no tienen en cuenta todos
los sucesos que podrian ocurrir en un experimento. El segundo nivel se alcanza
cuando se es capaz de listar varios sucesos diferentes del espacio muestral, pero
no todos; el tercero si se consigue describir exhaustivamente todos los sucesos
posibles de un espacio muestral y el mas elevado ser capaz de realizar una
lista de los elementos del espacio muestral de un experimento compuesto sen-
cillo, por ejemplo, lanzar dos monedas al aire.
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La clasificacion de los casos como favorables o desfavorables para que
ocurra un cierto suceso, es un paso crucial para determinar la probabilidad del
mismo. Sin embargo, Francisco y Maher (2005) y Nilsson (2007) muestran que
es una tarea compleja para los estudiantes y que algunos que pueden listar
todos los sucesos de un espacio muestral tienen dificultad en determinar el
numerador y denominador para aplicar la regla de Laplace, porque no separan
bien los casos en favorables y desfavorables.

METODO

La muestra estuvo formada por 55 estudiantes (27 mujeres y 28 hombres) de 6°
curso de educacion primaria, 40 de 11 anos y 15 de 12 anos, de los cuales 29
realizaban sus estudios en una institucion privada y 26 en una institucion
publica (estatal-gratuita), ambas de la provincia de Cartago, Costa Rica. Las
instituciones son muy cercanas geograficamente, a menos de dos Kilometros de
distancia; y tienen aproximadamente la misma cantidad de estudiantes en
educacion primaria (rondan los 450 estudiantes). Los estudiantes de la escue-
la privada provienen de diferentes cantones y distritos de la provincia, a dife-
rencia de la escuela publica, donde mas del 90% de los estudiantes de la
muestra pertenecen al distrito donde esta ubicada la escuela. Aunque no se
hizo un estudio econdémico, nuestro conocimiento de las instituciones educa-
tivas indica que existen marcadas diferencias en este aspecto entre los estu-
diantes de unay otra escuela.

Ambas instituciones se rigen por el programa de estudios de Matematica
(MEP, 2012). Sin embargo, mientras que en la escuela publica se imparten ocho
lecciones semanales de Matemadtica, segun lo que establece el Ministerio de
Educacion Publica de Costa Rica; en la escuela privada se imparten solo cinco
lecciones semanales de Matematica, una de ellas dedicada especificamente al
area de Estadistica y Probabilidad, desde el 2016. Las docentes encargadas de
los cursos nos informaron que ambos grupos desarrollaron los contenidos suge-
ridos en las orientaciones curriculares descritas en la introduccion de este tra-
bajo a partir del mismo libro de texto, dandole gran relevancia a este recurso y
a las actividades “lapiz y papel".

A dicha muestra se aplicé un cuestionario con diferentes preguntas sobre
probabilidad. En este trabajo se analizan los dos items presentados en la figura
1, que son de creacion propia y tratan de la construccién de un espacio
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muestral y de los conceptos de suceso seguro, imposible, posible y equiprobable
en un contexto de juego de azar. Otros items relacionados con la comparacion
de probabilidades en contexto de urnas de han publicado en Hernandez-Solis,
Batanero, Gea, M. y Alvarez-Arroyo (2021).

Para resolver |a tarea, el estudiante ha de pensar en un experimento aleato-
rio que se pueda realizar con el dispositivo dado (ruleta o urna) y donde el
suceso pedido tenga la probabilidad expresada verbalmente. Para ello, debe
imaginar un conjunto dicotémico de posibilidades divididas en dos subconjun-
tos (casos favorables y casos desfavorables).

Item 1: Maria y Esteban juegan con una ruleta. Maria gana un confite si la aguja que gira cae
en el 1 y Esteban gana un confite si cae en el 2. Coloca en las siguientes ruletas los numeros
que consideres oportunos para que se cumpla:

. osible que . . s imposible que
s DoSi (C) Maria y Esteban . .
(A) Maria gana seguro . tienen igual .
Maria gane o Maria gane
posibilidad de ganar

Item 2. Maria gana cuando saca ficha negra. Pinta en las siguientes urnas tantas fichas negras y
blancas, como consideres oportuno, para que ocurra:

(C) Maria tienen
igual posibilidad de
ganar que de perder

(D) Es imposible
que Maria gane

(A) Maria gana (B) Es posible que
seguro Maria gane

Figura 1. ltems analizados en este trabajo.

De acuerdo a la figura 1, se utilizaran los contextos de ruletas, divididas en
cuatro partes iguales y fichas de dos colores en urnas. Segun Canizares (1997),
el contexto de la ruleta favorece las comparaciones de tipo parte-todo, mientras el
contexto de fichas utilizado en el sequndo item, donde se puede aplicar la regla
de Laplace, favorece la comparacion entre casos favorables y casos desfavorables
(comparacion parte-parte). Cada uno de los items presenta cuatro apartados; en
el primero se pide generar un espacio muestral donde el suceso ‘Maria gana’
sea seguro, en el seqgundo que sea posible, en el tercero que sea un suceso
equiprobable a su contrario y el cuarto que sea un suceso imposible.
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En el primero de los items el juego se realiza utilizando la representacion de
una ruleta donde, si los espacios de division fuesen de diferente amplitud, no
se podria aplicar la regla de Laplace, sino la probabilidad geométrica para calcu-
lar probabilidades, y esto excede lo establecido para este nivel educativo, por lo
que se ha optado en dividir cada ruleta en cuatro sectores circulares con igual
area. El estudiante puede crear un espacio muestral de hasta cuatro sucesos
diferentes (cuatro nimeros distintos), en cuyo caso todos los sucesos elementa-
les serfan equiprobables, e igualmente la probabilidad de ganar el juego de los
nifos imaginarios del enunciado. Pero si alguno de los numeros se repite (por
ejemplo, construir una ruleta numerada 1, 1, 2, 3), se consigue un espacio mues-
tral donde el suceso “1" tiene doble probabilidad que los restantes, y por tanto
Maria doble probabilidad de ganar que Esteban. Para conseguir el suceso segu-
ro se debe repetir cuatro veces el numero 1 (“Maria gana seguro”) y para lograr
el imposible (‘Es imposible que Maria gane”), se debe excluir el numero 1 de
todos los sectores. En resumen, la resolucion de la tarea requiere la intuicion o
el conocimiento del experimento aleatorio, y suceso, sucesos posibles del expe-
rimento, suceso favorable (gana Maria) y desfavorable (no gana Maria), asi como
de la intuicién de seguro, posible, equiprobable e imposible, seguin el apartado.

En el sequndo item (contexto de urnas), la Unica restriccion es que el espa-
cio muestral consta de fichas negras y blancas, y Maria gana sacando la ficha
negra. Por ello se puede construir un espacio muestral con cualquier nimero
de fichas, aunque es de esperar que el estudiante piense en un numero peque-
no de ellas. De nuevo ha de pensar en el experimento aleatorio y sus posibles
resultados, asi como en los casos favorables, casos desfavorables y los sucesos
del tipo dado en el apartado. Para lograr el suceso seguro, debe rellenar la urna
sélo con fichas negras y para el imposible solo con fichas blancas, en cualquier
cantidad para los dos tipos de suceso. El suceso equiprobable constarad del
mismo numero de fichas blancas y de fichas negras, y el posible cualquier
composicion con al menos una ficha de cada color.

Los cuestionarios se aplicaron a los estudiantes durante una de sus clases
de matematicas, con asistencia del profesory de uno de los investigadores, quien
explico a los estudiantes lo que se les pedia en la tarea. Los estudiantes las
completaron con interés e individualmente por escrito, y la actividad sirvi6 para
la clase de probabilidad, resultando de interés para los estudiantes y el profesor.
En el momento de la aplicacion del cuestionario, los ninos estaban comenzan-
do el curso lectivo, por lo que no habian estudiado contenidos de probabilidad
correspondientes al 6° curso.
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Recogidos los datos, se analizaron los cuestionarios y se clasificaron los tipos
de respuesta en cada apartado, de acuerdo al tipo de espacio muestral construido.

RESULTADOS

A continuacion, se describen algunas posibles respuestas correctas e incorrectas
para cada uno de los apartados de los items, presentando algunos ejemplos de
respuestas de los estudiantes que participaron en el estudio.

Espacio muestral que corresponde al suceso seguro: La respuesta al primer
apartado de cada item seria correcta si se construye un espacio muestral forma-
do so6lo por casos favorables al suceso gana Maria, lo que asegura que Maria
gane el juego. En la figura 2, presentamos dos ejemplos, uno para cada item.
En el primero de ellos, el nino numera todos los sectores de la ruleta con el
numero uno y en el sequndo llena la urna con cuatro fichas negras. El primer
ejemplo es la uUnica posibilidad correcta para que el suceso ‘gana Maria” sea
seguro en el primer item, mientras en el segundo caso se podria haber utilizado
cualquier cantidad de fichas negras.

Correcto, ruletas Correcto, urnas

(A) Maria gana seguro | (A) Maria gana seguro

Figura 2. Espacios muestrales correctos construidos para un suceso seguro.

En los ejemplos incorrectos que se muestran en la figura 3, se propone un
espacio muestral con diferentes tipos de sucesos, incluyendo, en consecuencia,
casos favorables y casos desfavorables al suceso ‘gana Maria’. Por tanto, no
puede asegurarse que Marfa ganara.

En el ejemplo incorrecto 1 presentado para el contexto de la ruleta, la proba-
bilidad de ganar Maria seria ¥, igual que la de su compafero, quien también
tiene un caso favorable entre cuatro y por tanto no es seguro que Maria gane el
juego, sino que se ha construido el espacio muestral que corresponde a un
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suceso equiprobable (tanto Maria como Esteban tienen igual probabilidad de
ganar). En el ejemplo incorrecto 2, el estudiante construye un espacio muestral
para el suceso ‘muy probable que Marfa gane’, ya que aparecen tres casos favo-
rables de cuatro posibles, por lo que la probabilidad de que Maria gane es . En
el ejemplo incorrecto 3, se incluyen cinco casos favorables frente a dos desfavo-
rables, y en el ejemplo 4, se presentan siete casos favorables y uno desfavorable.

Hay que senalar, que en los ejemplos incorrectos del 2 al 4 los estudiantes
confunden muy probable con seguro, confusién que ya aparecio en las investi-
gaciones de Canizares (1997), Green (1983) y Hernandez-Salmeron et al. (2017).
Nuestra explicacion alternativa para estos razonamientos es un sentido de jus-
ticia, unido a la intuicion que se aproxima al concepto de suceso seguro, ya que
se da a Maria una alta probabilidad de ganar; sin embargo, se dejan la posibi-
lidad de que gane Esteban, pues quizas no seria natural para el nino dejarlo
sin oportunidades de ganar, ya que participa en el juego.

Incorrecto 1, ruletas

Incorrecto 2, ruletas

Incorrecto 3, urnas

Incorrecto 4, urnas

(2
A,

(A) Maria gana seguro

(A) Maria gana seguro

(A) Maria gana seguro

2% 20"

(A) Maria gana seguro

Figura 3. Espacios muestrales incorrectos construidos para un suceso seguro.

Espacio muestral que corresponde a un suceso posible. En el seqgundo apartado
de cada item se pide construir un espacio muestral en el que Maria tiene posi-
bilidad, pero no seguridad, de ganar el juego. Por tanto, se admite una amplia
variedad de soluciones correctas, pues excluido el caso de imposibilidad y el de
seguridad, considerariamos correctas todas las demas respuestas.

En esta tarea no se encontraron espacios muestrales incorrectos para el
suceso posible, aunque hubo graduacion en el sentido que algunos estudiantes
produjeron espacios muestrales que proporcionaban sucesos muy poco proba-
bles, probables, equiprobables o muy probable, pero no seguros ni imposibles.
Mostramos en la figura 4 un par de ejemplos que corresponden a espacios
muestrales correctos, ya que se incluyen tanto casos favorables como desfavo-
rables. De hecho, son bastantes los que producen sucesos equiprobables, esto
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se ilustra con el ejemplo de urnas mostrado en la figura 4. De nuevo, conjeturamos
que el sentido de justicia de los estudiantes los lleva a construir un espacio mues-
tral en que los dos jugadores tengan la misma probabilidad de ganar.

Correcto, ruletas Correcto, urnas

i
Y =

(B) Es posible que Maria gane (B) Es posible que Maria gane

Figura 4. Espacios muestrales construidos para un suceso posible.

Espacio muestral que corresponde al suceso equiprobable. El tercer apartado
requiere que los estudiantes construyan un espacio muestral en que Maria y
Esteban tengan las mismas posibilidades de ganar. Los estudiantes parecen
tener clara la idea de equiprobabilidad, pues construyen en general ejemplos
correctos de espacios muestrales con el mismo niimero de casos favorables y
casos desfavorables, como se observa en la figura 5.

En lo ejemplos correctos 1, 2 y 4, los estudiantes usan dos casos favorables para
cada jugador, con la diferencia de disposicion entre ruletas en el 1y 2, donde en el
primero los casos favorables se alternan y en el sequndo se encuentran consecuti-
vos. Aunque este aspecto pueda parecer no relevante, algunos estudiantes asocian
mayor o menor probabilidad segun la disposicion u orden de los sectores en una
ruleta o dispositivo continuo (Maury, 1984). En el ejemplo 3, se da una composicion
en donde el niNo considera otros casos desfavorables ademas del 2" con el que
juega Esteban. En el ejemplo 5 de urnas, cabe destacar la cantidad de casos posibles
(22) que presento el nino en la construccion del espacio muestral, siendo la mitad
de ellos favorables y el resto desfavorables al suceso “ganar Maria”.
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Correcto 1, ruletas

Correcto 2, ruletas

Correcto 3, ruletas

Correcto 4, urnas

Correcto 5, urnas

(2] 7)
[/

(C) Maria y Esteban
tienen posibilidad
de ganar

6,

(O) Maria y Esteban
tienen posibilidad
de ganar

4

(O) Maria y Esteban
tienen posibilidad
de ganar

losac)

(O) Maria y Esteban
tienen posibilidad
de ganar

(O) Maria y Esteban
tienen posibilidad
de ganar

Figura 5. Espacios muestrales construidos para un suceso equiprobable.

Hemos encontrado tambien algunas respuestas incorrectas en este apartado.
Por ejemplo, algunos estudiantes utilizan un nimero mayor de casos favorables,
y por tanto mostrarian el sesgo de equiprobabilidad (Lecoutre y Durand, 1988),
al considerar equiprobable cualquier resultado de un experimento aleatorio,
independientemente del numero de casos favorables y posibles. Se muestran
ejemplos en la figura 6, el primero de ellos presenta tres casos favorables y solo
uno desfavorable, al igual que el segundo. Es posible que el estudiante solo con-
sidere sucesos no elementales, sin tener en cuenta su probabilidad, es decir, solo
considere que es equiprobable si hay fichas blancas y negras, independientemen-
te de la cantidad. Este resultado concuerda con lo expresado por Francisco y
Maher (2005) y Nilsson (2007) quienes sefalan que algunos estudiantes que
pueden listar todos los sucesos de un espacio muestral tienen dificultad en
clasificar los casos en favorables y en desfavorables.

Incorrecto, ruletas

(O) Maria y Esteban tienen
igual posibilidad de ganar

Incorrecto, urnas

LMLJ

(O) Marfa y Esteban tienen
igual posibilidad de ganar

Figura 6. Espacios muestrales incorrectos construidos para un suceso equiprobable.

Espacio muestral que corresponde a un suceso imposible. Finalmente, la Ultima
tarea consiste en determinar un espacio muestral que haga imposible a Maria
ganar el juego. Algunos ejemplos correctos, uno en contexto de ruletas y otro
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de urnas se presentan en la figura 7; en los dos ejemplos mostrados el estu-
diante solo incluye casos desfavorables.

Correcto, ruletas

Correcto, urnas

S

(D) Es imposible que
Maria gane

Go( oo
8o

(D) Es imposible que
Maria gane

Figura 7. Espacios muestrales construidos para un suceso imposible

Se presentan en la figura 8, ejemplos incorrectos donde se evidencia una con-
fusion entre muy poco probable e imposible, ya citada por Canizares (1997),
Green (1983) y Hernandez-Salmerén et al (2017). Es decir, al considerar el
suceso imposible, los estudiantes incluyen algunos casos favorables, incluso en
el ejemplo incorrecto 1 de ruletas, aunque proponen mas casos favorables que
desfavorables. Pensamos que estos estudiantes (una minorfa) estan atribuyendo
a la palabra imposible el sentido de mala suerte, es decir, aunque se tenga
bastante probabilidad, todavia se ve el hecho de ganar como algo muy dificil de
que ocurra. Canizares (1997) encontro este tipo de creencias en sus entrevistas
a estudiantes sobre la idea de juego equitativo. Ademas, en el ejemplo incorrec-
to 4 se muestra como el estudiante confunde poco probable con imposible, ya
que mantiene un caso favorable en el espacio muestral.

Incorrectol, ruletas

Incorrecto 2, ruletas

Incorrecto 3, urnas

Incorrecto 4, urnas

(D) Es imposible que
Marfa gane

(D) Es imposible que
Maria gane

Lm CJ

(D) Es imposible que
Maria gane

o

(D) Es imposible que
Marfa gane

Figura 8. Espacios muestrales construidos para un suceso imposible.
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A continuacion, se analizan en primer lugar, las frecuencias de respuestas
correspondiente a espacios muestrales construidos en contexto de ruletas, segui-
damente en contexto de urna y finalmente se comparan los dos contextos. En
cada apartado el analisis se realiza globalmente y comparando los resultados
de las dos escuelas.

ESPACIOS MUESTRALES CONSTRUIDOS EN CONTEXTO DE RULETAS

Encontramos diferentes tipos de respuesta en cada apartado del primer item. En
general, las respuestas han sido variadas, puesto que, para cada tipo de suceso
pedido se han construido espacios muestrales asociados a sucesos seguros,
posibles, equiprobables, etc. Esto indica una diversidad de intuiciones sobre las
ideas de espacio muestral y los tipos de sucesos solicitados. En la tabla 1 pre-
sentamos la frecuencia y porcentaje de estudiantes que construyen varios tipos
de espacio muestral (correspondiente al suceso Maria gana seguro, muy proba-
ble, equiprobable, poco probable e imposible, en funcion de lo pedido en cada
apartado (seguro, posible, equiprobable e imposible). Se ha marcado en negrita
las frecuencias y porcentajes que corresponden a las respuestas correctas.

Tabla 1. Frecuencia y porcentaje de estudiantes en la muestra global, segun el espacio
muestral construido en cada apartado del item 1 (contexto de ruletas).

Apartado del item y suceso pedido

Espacio muestral construido 1. Seguro 2. Posible 3. Equiprobable 4. Imposible
n % n % n % n %

Suceso seguro 19 345 1 1.8
Suceso muy probable 23 418 20 364 10 182
Suceso equiprobable 6 110 27 491 50 909 9 164
Suceso poco probable 5 91 6 109 3 55 19 345
Suceso imposible 14 255
No construye 2 3,6 2 3,6 2 36 2 3,6

Son muy pocos los estudiantes que no completaron la tarea, lo cual indica el
interés con que colaboraron a nuestro trabajo. Los mejores resultados se
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obtienen al construir un espacio muestral donde el suceso “Maria gana’, sea un
suceso posible, correctamente contestado por todos los estudiantes que partici-
paron en este apartado (96,4%). Esto indica una buena intuicion de la idea de
suceso posible, lo que se debe sin duda a que en este apartado se pueden
admitir como correctas muchas respuestas (muy probable, equiprobable, poco
probable). También, se obtuvo buen rendimiento al construir el espacio muestral
asociado al suceso equiprobable, cuya construccion fue correcta para una
amplia mayoria.

Observamos la mayor dificultad en el suceso seguro, interpretado con alta
frecuencia como muy probable, y también en el suceso imposible, considerado
por una proporcion importante como poco probable; en estos dos tipos de suce-
Sos aparecen otras interpretaciones en porcentajes importantes de estudiantes,
en concreto incluso se observa confusion entre suceso muy y poco probable.

En la tabla 2 se comparan los resultados del item 1 separados por escuela,
donde se repiten en cada grupo los resultados observados en la tabla 1, salvo
una pequena variacion en el numero de no respuestas por escuela. Es decir, en
el contexto de ruletas donde se aprecian pocas diferencias porcentuales en los
espacios muestrales construidos de acuerdo al suceso solicitado. Cabe senalar
que los estudiantes de la escuela publica tuvieron todas las respuestas correctas
en el suceso equiprobable “Marfa y Esteban tienen igual posibilidad de ganar’;
y los estudiantes de la escuela privada tuvieron un rendimiento levemente mejor
(31,0%) respecto a los de la escuela publica (19,2%) al responder correctamen-
te el suceso imposible.

Tabla 2. Porcentaje de respuestas en cada apartado del item 1 (ruletas) por escuela.

Espacio muestral Suceso seguro Posible Equiprobable Imposible
construido Piv.  Pub.  Priv. Pub. Piv. Pub.  Priv.  Pb.
Suceso seguro 34,5 34,6 38
Suceso muy probable 414 423 31,0 423 103 269
Suceso equiprobable 6,9 154 51,7 462 828 1000 138 19,2
Suceso poco probable 10,3 77 103 115 103 379 30,8
Suceso imposible 31,0 19,2
No construye 69 69 6,9 6,9
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ESPACIOS MUESTRALES CONSTRUIDOS EN CONTEXTO DE URNAS

En la tabla 3 presentamos la frecuencia y porcentaje de estudiantes que cons-
truyen varios tipos de espacio muestral en el item 2, contexto de urnas en cada
apartado (suceso “‘gana Maria” sequro, posible, equiprobable e imposible). Se ha
marcado en negrita las frecuencias y porcentajes que corresponden a las res-
puestas correctas.

Tabla 3. Frecuencia y porcentaje de estudiantes en la muestra global, segtin el espacio
muestral construido en cada apartado del item 2 (contexto de urnas).

Apartado del item y suceso pedido

Espacio muestral 1. Seguro 2. Posible 3. Equiprobable 4. Imposible
construido n % n % n % n %
Suceso seguro 16 291

Suceso muy probable 19 346 16 29,1 2 36 6 109
Suceso equiprobable 1 18 7 12,8 39 70,9 2 36
Suceso posible 17 309 28 509 13 237 15 273
Suceso poco probable 1 18 2 3,6 17 309
Suceso imposible 13 23,7
No construye 1 18 2 36 1 18 2 36

Aqui también es importante resaltar el interés por parte de todos los estudiantes
de la muestra para completar el cuestionario ya que son muy pocas las no
respuestas. Al igual que el item de contexto ruletas, donde hubo mejores resul-
tados fue al construir el espacio muestral correspondiente al suceso posible,
correctamente respondido por toda la muestra que realizé el apartado (96,4%).
También hubo buen rendimiento en el suceso equiprobable, donde 7 de cada
10 estudiantes respondieron correctamente. Al igual que el item de contexto de
ruletas, observamos la mayor dificultad en el suceso seguro, interpretado con
alta frecuencia como muy probable o posible, y el suceso imposible, general-
mente considerado como poco probable o posible; en estos dos tipos de sucesos
aparecen también otras interpretaciones.
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En la tabla 4 se comparan los resultados por escuela en el contexto de urnas,
donde se aprecian pocas diferencias porcentuales en los espacios muestrales
construidos de acuerdo al suceso solicitado. Los estudiantes de la escuela pri-
vada tuvieron un rendimiento levemente mejor (27,6%) respecto a los de la
escuela publica (19,2%) en responder correctamente el suceso imposible, y tam-
bién, un rendimiento mayor aproximadamente del 10% de respuestas correctas

en el de suceso equiprobable.

Tabla 4. Porcentaje de respuestas en cada apartado del ftem 2 (urnas) por escuela.

Tipo de suceso pedido

Espacio muestral Seguro Posible Equiprobable Imposible
construido Piv.  Pub.  Piv.  Pub  Priv.  Pub.  Prv.  Pub.
Suceso seguro 27,6 30,8

Suceso muy probable 276 423 31,0 26,9 6,9 6,9 154
Suceso equiprobable 38 6,9 19,2 75,9 65,4 77
Suceso posible 379 231 552 46,2 138 34,6 276 269
Suceso poco probable 34 34 38 31,0 30,8
Suceso imposible 27,6 19,2
No construye 34 34 38 34 69 37

COMPARACION DE RESULTADOS POR CONTEXTO

En la tabla 5 se comparan las respuestas de los estudiantes en porcentajes de
acuerdo al contexto del item en cada uno de los apartados, senalando en negrita

las respuestas correctas.
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Tabla 5. Porcentaje espacios muestrales construidos segun suceso pedido por contexto.

Apartado del item y suceso pedido

Espacio muestral 1. Seguro 2. Posible 3. Equiprobable 4. Imposible
construido Ruleta Urna Ruleta Urna Ruleta Urna  Ruleta Uma
Suceso seguro 345 291 18

Suceso muy probable 418 346 364 29,1 36 182 109
Suceso equiprobable 11,0 18 491 12,8 909 709 164 36
Suceso posible 309 50,9 237 273
Suceso poco probable 91 18 10,9 3,6 55 345 309
Imposible 250 237
No construye 36 18 36 36 36 18 36 36

Globalmente y en diferente grado, se aprecia una menor dificultad en la cons-
truccion de espacios muestrales en el contexto ruletas, siendo la mayor diferen-
cia en el suceso equiprobable, donde 20% mas de los estudiantes lograron
responder correctamente este apartado, sequido por el de los sucesos seguro e
imposible donde hay una diferencia del 54% y 1,8% respectivamente en las
respuestas correctas. El suceso posible no presenta diferencias porcentuales; sin
embargo, si hay mayor diversidad en las respuestas en el contexto urnas, debi-
do a que es una tarea que presenta menos restricciones.

En la tabla 6, se presenta la distribucion del nimero de apartados correctos en
cada uno de los dos contextos, donde el maximo posible serian 4 respuestas correctas.

Tabla 6. Frecuencia y porcentaje de nimero de respuestas correctas en los dos contextos.

Respuestas correctas ftem 1. Ruletas ftem 2. Urnas

n % Porcentaje n % Porcentaje
acumulado acumulado

0 3 55 55 2 3,6 36

1 26 472 52,7 23 418 45,4

2 10 182 709 16 291 745

3 9 164 873 9 164 909

4 7127 100,0 5 91 1000
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Al comparar el nimero de respuestas correctas en cada item, observamos
que siete estudiantes en el primer item y cinco en el segundo logran responder
correctamente los cuatro apartados de cada item. Por otro lado, se dan porcen-
tajes muy similares en cada contexto respecto al nimero de tareas resueltas
correctamente. El porcentaje de estudiantes que contesta adecuadamente a dos
preguntas o menos en ambos contextos ronda el 70%; sin embargo, hay que
senalar que en el contexto urnas el 54,6% de los estudiantes respondieron 2 o
mas apartados correctamente, a diferencia del contexto de ruletas donde esto
ocurrio en el 47,3% de los estudiantes.

® Privada ® Publica ® Privada ® Pablica

18 18
16 16
14 14
12 12
10 10
8 8
6 6
4 4
2 2
0 0
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
Numero de respuestas correctas (contexto ruletas) NG de resp correctas ( urnas)

Figura 9. Distribucion del numero de respuestas correctas en cada contexto
segun tipo de escuela.

En la figura 9 se comparan el nimero de respuestas correctas en cada con-
texto segun tipo de escuela. En general, los estudiantes de la escuela privada
tuvieron mejores rendimientos en ambos contextos respecto a los de la escue-
la publica. En el contexto de ruletas se observa que 65,4% de los estudiantes
de la escuela publica solo tuvieron un apartado correcto, a diferencia de los de la
escuela privada donde 58,6% tuvieron mas de uno. Respecto al contexto de
urnas, todos los estudiantes de la escuela privada al menos lograron un apar-
tado correcto, a diferencia de los de escuela publica. Ademas, mientras ningun
nino de la escuela publica obtuvo los cuatro apartados correctos en los dos
ftems, en la escuela privada 24,1% de los estudiantes lo logro en contexto de
ruletas y 17,2% en el de urnas.
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DISCUSION E IMPLICACIONES PARA EL AULA

Como se indicé en la introduccion, la habilidad general que se pretende lograr
al final del ciclo educativo es identificar distintos sucesos (mas probables, menos
probables o igualmente probables) de acuerdo con el nimero de resultados
simples de cada uno de estos. En las tareas propuestas se debe construir un
espacio muestral a partir de ciertas condiciones iniciales, lo que plantea un
desafio para el estudiante al no ser una tarea usual.

Los resultados del estudio muestran una intuicion razonable de la idea de
espacio muestral en la muestra de estudiantes que han participado, tanto en
contexto de urnas, como en contexto de ruletas. Estos han sido capaces, en su
mayorifa, de construir un espacio muestral adecuado cuando en el enunciado
de las tareas se solicité un suceso posible y un suceso equiprobable. Este hecho
senala que los estudiantes ya han cimentado un paso importante en su avance
en el estudio de la probabilidad, seguin Bryant y Nunes (2012).

Se ha podido constatar, sin embargo, al igual que en las investigaciones de
Canizares (1997), Green (1983) y Herndndez-Salmeron et al. (2017), que algunos
estudiantes confunden el suceso seguro con el suceso muy probable, y el suce-
so imposible con el suceso muy poco probable. Pero, ademas, hemos encontra-
do otras intuiciones erroneas, como considerar equiprobable un suceso con mas
casos favorables que desfavorables (o viceversa), considerar seguro un suceso
poco probable o considerar seguro un suceso improbable. Atendiendo a las
indicaciones de Fischbein (1975), hay que considerar con atencién las intuicio-
nes primarias sobre el significado de los tipos de sucesos que los estudiantes
traen a la clase, pues las intuiciones incorrectas son muy dificiles de cambiar.

Estos hallazgos indican también la necesidad de prestar mayor cuidado al
lenguaje de probabilidad que se utiliza en la clase, puesto que los estudiantes
no solo le asocian significados del contexto cotidiano que no corresponden al
matematico, sino también significados muy diferentes, tanto a lo cotidiano como
a lo matematico. Nos parece que el lenguaje del azar es sencillo para el nino,
pero a veces no se atiende el hecho de que detras de cada término hay con-
ceptos asociados cuya intuicion primero y comprension posterior requiere de
tiempo vy esfuerzo, si queremos que el nifo progrese adecuadamente en su
estudio posterior de la probabilidad.

Pero el lenguaje influye en el conocimiento informal de probabilidad de los
estudiantes, con el que llegan a la escuela e interpretan las tareas de probabi-
lidad que les planteamos (Amir y Williams, 1999). Molnar (2018) recuerda que
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las ambigtiedades del lenguaje en probabilidad pueden llevar a la formacion
de intuiciones erroneas, y que el profesor debe estar atento al significado que
los estudiantes dan a los términos probabilisticos.

Serd, entonces, importante dedicar un tiempo a que los estudiantes refuer-
cen este lenguaje y realicen tareas como las propuestas en que ellos mismos
deben explicitar el espacio muestral del experimento. Nunes, Bryant, Evans,
Gottardis y Terlektsi (2014) indican que es posible apoyar la idea de espacio
muestral a partir de los 10 anos, cuando se comienzan a desarrollar los esque-
mas conceptuales de clasificacion, conjuncion o razon, que utilizan en otros
temas matematicos.

Igualmente tendran gran importancia los generadores de sucesos aleatorios,
tanto manipulativos (dados, ruletas, fichas en urnas, etc) como los representados
graficamente que se hayan utilizado en las situaciones propuestas a los estu-
diantes, pues no todos tienen las mismas propiedades (Gandhi, 2018). Aunque
aparentemente no ha habido diferencias notables en el nimero de nifios que
ha dado respuesta correcta para cada apartado en los dos contextos considerados,
hemos notado que el nimero total de respuestas correctas es mayor en el con-
texto de ruletas, que al haberse dividido solo en cuartos ha facilitado la compara-
cion de probabilidades a los estudiantes. Recomendamos, por tanto, el uso de una
variedad de tareas y dispositivos manipulativos en la ensenanza de la probabilidad
a estos estudiantes.
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Palabras clave: Ensefianza de la geometria. Conocimientos geométricos. Pro-
blemas espaciales. Recorrido de estudio e investigacion. Teoria antropologica
de lo didactico.

Abstract: In this work we intend to tackle the didactic phenomenon of the loss
of the raisons d‘éire of geometric knowledge proposed for Compulsory Second-
ary Education. Thus, we conjecture that spatial problems may become a possi-
ble reason d'étre of such knowledge. In search of evidences for our conjecture,
we have implemented, in a group of 14 secondary students, a kind of study
process known as study and research path, which starts with a question about
the spatial problem of designing and constructing a one-litre container. Then,
by using the degree of completeness indicators of a local mathematical organ-
isation, we analyse the mathematical activity carried out by the students. Our
analysis suggests that: a) with this study process it is possible to address in a
functional way part of the geometric knowledge proposed in the Secondary
curriculum, and b) the rigidity of the school mathematical activity, usual in
Secondary classes, on the one hand, limits the possibility of using different
techniques to solve the same task and to construct new techniques; and, on
the other hand, does not help to question the validity domain of the techniques
used in class.

Keywords: Geometry teaching. Geometric knowledge. Spatial problems. Study
and research path. Anthropological theory of the didactic.

INTRODUCCION

Una de las funciones de la institucion escolar —en particular de la escuela obli-
gatoria— en la sociedad es conseguir que las nuevas generaciones de ciudada-
nos aprendan los conocimientos que forman parte de su legado cultural. En
general, la ensenanza de esos conocimientos tiene como objetivo que los miem-
bros de dicha sociedad puedan llegar a desenvolverse de modo eficaz en la
vida cotidiana.

Habitualmente una de las disciplinas que forma parte del legado cultural
incluido en el curriculo son las matematicas. De hecho, los conocimientos mate-
maticos son considerados como una parte importante de la ensefanza escolar,
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lo que lleva a pensar que debe haber una especial articulacion entre lo que se
propone para ser ensenado. Sin embargo, no es asi ya que, por ejemplo, en la
estructura del curriculo espanol de matematicas (Ministerio de Educacién, Cul-
tura y Deporte [MECD], 2015) para la Educacion Secundaria Obligatoria (ESO)
(alumnos de 12 a 16 anos) aparece un listado de contenidos separados por
bloques, cuyas tematicas se presentan de forma aislada. Ello se traduce en que
en la ensenanza de las matematicas existe una cierta desarticulacion que sugie-
re, por ejemplo, que estudiar geometria y estudiar funciones son asuntos com-
pletamente separados, pues aparecen en bloques aislados.

De este modo, a pesar de que en el curriculo disenado se suele indicar que
los contenidos propuestos para ser ensenados deben presentarse de manera
integrada y articulada, finalmente esta responsabilidad termina dejandose, impli-
citamente, solo en manos de los profesores. Esto, por supuesto, constituye un
encargo complejo que los profesores por si solos dificilmente pueden abordar,
ya que se trata de un problema de investigacion didactica que desborda su
practica profesional.

En la Teoria Antropologica de lo Didactico (TAD) se postula que para llevar
a cabo la ensenanza de un saber es importante considerar cuales son algunas
de las cuestiones a las que responde dicho saber; es decir, cuales son sus posi-
bles razones de ser, en una institucion determinada. La busqueda de las razones
a las que deberia responder la ensefanza de la geometria en la ensenanza
secundaria, en particular la geometria bidimensional (2D) y la geometria tridi-
mensional (3D), nos llevo a disenar e implementar un dispositivo didactico, que,
dentro de la TAD, se denomina recorrido de estudio e investigacion (REl), en
torno al diseno y construccion de envases. Pretendimos que dichas razones de
ser de la ensenanza de la geometria ayudaran no solo a dar sentido a varios
de los saberes propuestos en el curriculo de la ESO, sino también a encontrar
la conexién y la articulacion, tanto entre las geometrias 2D y 3D, como con otros
saberes matematicos que propone este curriculo.

En este articulo, analizamos la actividad matematica desarrollada por 14
estudiantes de secundaria al abordar uno de los tipos de tareas que formaron
parte del REl propuesto. Con lo cual, pretendemos establecer si efectivamente
las cuestiones que aparecen en dicho REIl pueden constituirse en una posible
razén de ser de algunos de los saberes geométricos propuestos para la ESO y
qué conocimientos de la geometria 2D y 3D se ponen en juego durante su
abordaje. Para ello, usamos los indicadores del grado de completitud de una
organizacion matemdtica local (Bosch et al, 2004), que nos permiten
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caracterizar la organizacion matematica (OM) realmente construida por los alum-
nosy dar cuenta de algunas de las restricciones que han dificultado la busque-
da de respuestas a cuestiones sobre el diseno y elaboracion de un envase en
cartulina, con capacidad para un litro.

El contraste entre estos indicadores y la actividad matematica desarrollada
por los estudiantes nos va a permitir determinar hasta qué punto, en qué medi-
da, las praxeologias matematicas puestas en juego se han mostrado como
relativamente completas y, en consecuencia, si ha sido posible llevar a cabo una
actividad de modelizacion.

En lo que sigue, mostramos algunos antecedentes de la investigacion de la
que forma parte este trabajo. Explicamos el marco tedrico que fundamenta nues-
tra investigacion. Describimos el REI que hemos implementado, centrandonos en
la actividad matematica desarrollada que queremos analizar. Presentamos algunos
resultados obtenidos al aplicar el instrumento de analisis y algunas de las restric-
ciones y limitaciones encontradas, y terminamos con nuestras conclusiones.

ALGUNOS ANTECEDENTES

Santalo (1985), trato la problematica en torno a la ensefanza de la geometria
en el ciclo secundario en Espana (alumnos de 12 a 16 afos), mostrando que
tanto en el ciclo primario (alumnos hasta los 12 anos) como al terminar la
secundaria habia dos tendencias claramente diferenciadas, la geometria expe-
rimental e intuitiva y, la geometria axiomatica. El problema se encontraba pues
en el ciclo de la ensefanza secundaria, especificamente en el ciclo basico de
tres anos (alumnos de 12 a 14 anos) que correspondia a la etapa obligatoria,
porque para ese momento primaban las presentaciones rigurosas y sistematicas
que habian abandonado el caracter practico de la geometria, elevdndola al
mundo de las ideas. Asi, Santald afirmaba:

La maxima preocupacion debe ser para el ciclo basico. Si el Estado impone su
obligatoriedad debe procurar que su ensenanza sea verdaderamente Util a los
alumnos, tanto en su aspecto formativo, cosa no facil de evaluar, como en su aspec-
to informativo, mas facil de decidir a través de los contenidos. Estos contenidos, que
deben ser adaptados a las necesidades de la sociedad ambiente, deben revisarse
periédicamente y son rdpidamente cambiantes, de manera que un primer obstacu-
lo a vencer es la inercia usual de los ensenantes, que quisieran ensenar siempre lo
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que ellos aprendieron, y de los responsables de la ensenanza, casi siempre miso-
neistas y temerosos de introducir cambios con demasiada frecuencia, sin tener en
cuenta que la escuela no debe distanciarse demasiado del mundo exterior a ella.
Cuando lo que se ensena en el aula es muy distinto de lo que se aprende en la
calle, el sistema educativo se desequilibra. (Santalo, 1985, p. 14)

Dentro de las propuestas planteadas por Santalo (1985) para que la ensefianza
de la geometria resulte Util a los estudiantes, destacan; primero, no pensar que
se deba partir de cero en el aula, pues los estudiantes traen consigo varios
conocimientos provenientes de la escuela, y de la vida familiar y social; segundo,
‘lo que sea intuitivamente evidente para el alumno debe aceptarse como tal,
para poder seguir adelante en la adquisicion de conocimientos menos evidentes'
(p. 20); y tercero, mostrar cada vez que sea posible, 1a conexion entre las dife-
rentes partes de las matematicas.

Esta problematica sobre la diferenciacion que existe entre la ensenanza de
la geometria experimental y la geometria axiomatica, que ha advertido Santal¢,
guarda relacion con el trabajo de tesis doctoral llevado a cabo por René Berthe-
lot y Marie-Hélene Salin (1992); quienes resaltan la importancia de un tipo de
conocimiento que sirve para operar directamente sobre el espacio sensible —
conocimiento espacial—, y de como los conocimientos geométricos aparecen
diluyendo este conocimiento en la medida en que se avanza en la vida escolar;
y porque proponen la necesidad de vincular estos dos tipos de conocimiento.

En un estudio exploratorio llevado a cabo por Pérez y Guillén (2007), en el
que se indago sobre las creencias y las concepciones en torno a la ensenanza
de la geometria de un grupo de 19 profesores de secundaria, se encontrd, entre
otras cosas, que los bloques que se privilegian en la ensenanza de las mate-
maticas en la ESO son los de aritmética y de algebra y también, aunque algo
menos, el de analisis. Asi, en el caso de que no hubiese tiempo suficiente para
abordar todo el curriculo, la geometria no se abordaria. Estos autores senalaron
también que en el estudio que realizan los alumnos de la ESO, sobre la geome-
tria, se presta mucha atencion a los problemas de operar o calcular areas y
volumenes, y se dedica mucho menos tiempo a los procesos de reproduccion,
descripcion, clasificacion, representacion, construccion, etcétera.

En lo referente a los poliedros, en Pérez y Guillen (2008), se encontrd que su
estudio se limita a los prismas, piramides, poliedros regulares, cilindros, conos y
esferas. Y, en Guillén, Gonzalez y Garcia (2009), donde se analizo la propuesta
que hacen los textos escolares sobre los cuerpos de revolucion se afirma que:
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‘El calculo de areas y volumenes en secundaria se basa fundamentalmente en
la aplicacion de las formulas a partir de sus elementos” (p. 255). Por ejemplo, el
calculo del &rea de una superficie rectangular dada la medida de sus lados, o
el del volumen de un paralelepipedo dada la medida de sus aristas. Esto des-
vela el fenomeno didactico de reducir la ensefanza de las figuras geométricas
a su estudio aritmético y algoritmico, dejando de lado el analisis de su determi-
nacion y construccion. Lo que conlleva también un uso exclusivamente aritme-
tico de las formulas en geometria. Dicho fenémeno forma parte de un problema
mas general de la situacion actual de las matematicas en la educacion primaria
y secundaria, tal como se sefnala en las conclusiones del Libro Blanco de las
Matemdticas: ‘[..] es frecuente que la ensefanza de las matematicas se reduzca
a procedimientos y rutinas” (RSME, 2020, p. 544).

También en la Educacion Secundaria, pero en el contexto costarricense, se
ha estudiado la problematica que presenta la ensenanza de la geometria, porque
los contenidos en la educacion formal son mostrados como productos acabados
(Gamboa y Ballestero, 2010). Es decir, como aquellos que no son susceptibles
de cambios y que aparecen como cristalizados, de modo que su ensenanza no
considera ninguna reflexion en torno a su construccion. Esta forma de concebir
y presentar los contenidos de una disciplina se sitéia dentro de lo que Chevallard
(2013, 2017) llama el paradigma de la visita de las obras.

Como alternativa al paradigma de la visita de las obras, Chevallard propone
el paradigma de cuestionamiento del mundo, en el que la logica lineal domi-
nante del curriculo se rompe mediante el estudio funcional de las matematicas,
donde los conocimientos matematicos surgen a partir de las cuestiones a las
que responden, proponiendo tipos de tareas o problemas en los que dichos
conocimientos sean una buena herramienta para resolverlos. De este modo, los
contenidos que son propuestos en el curriculo apareceran como necesarios para
el abordaje de dicho problema, y no como un listado a priori de contenidos que
apenas aparecen justificados.

Los estudios sobre la ensenanza-aprendizaje de la geomeltria realizados
dentro de la teoria de las situaciones didacticas (TSD) (Berthelot y Salin, 1992,
2001), permiten postular que una via para recuperar algunas de las razones de
ser de algunos de los saberes geométricos propuestos en el curriculo de la ESO,
se encuentra en torno a la resolucion de un tipo de problemas que dichos
autores llaman problemas espaciales. Estos tratan sobre situaciones que tienen
lugar en el espacio sensible. Asi, en el tipo de problema de diseno, que
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consideramos en este trabajo, los conocimientos geométricos sirven como herra-
mienta eficaz para su solucion.

En Perrin-Glorian et al, (2013), se afirma también que la problematica de
modelizacion o espacio-geométrica que proponen Berthelot y Salin, consistente
en partir de un problema del espacio sensible o problema espacial, pasar a
representarlo mediante un modelo geométrico, utlizar las propiedades geomé-
tricas correspondientes y terminar validandolo en el espacio sensible, resulta de
gran interés para llevarla a cabo en la ensenanza. Lo que ha de permitir consi-
derar la relacion entre el espacio sensible y el espacio geométrico, y en particu-
lar realizar una ensefanza coherente de la geometria a lo largo de Ia
escolaridad obligatoria, que necesita tener en cuenta ambos espacios y ligarlos
con el desarrollo del alumno.

A continuacion, describimos brevemente el marco teoérico en el que nos
situamos, que dispone a su vez de un modelo metodologico, y esbozamos en
qué consisten los problemas espaciales y su relacion con los conocimientos
espaciales y geométricos, ya que estos se encuentran estrechamente ligados con
nuestro postulado.

MARCO TEORICO

Para hacer frente al fenomeno didactico general de la pérdida de las razones
de ser de la ensenanza de la geometria, utilizamos las herramientas que pro-
pone la TAD y nos apoyamos en diferentes estudios realizados dentro de la TSD
que han mostrado la interrelacion entre algunos problemas espaciales y los
conocimientos geométricos.

LA TEORIA ANTROPOLOGICA DE LO DIDACTICO Y LOS RECORRIDOS
DE ESTUDIO E INVESTIGACION

La TAD puede entenderse como una evolucion de la TSD, propuesta por Guy
Brousseau. Segun Gascén (2013), la TSD constituye el germen del programa
epistemologico que surge frente a la “insuficiencia manifiesta de los modelos
epistemologicos dominantes en las instituciones escolares para formular y abor-
dar los problemas didactico-matematicos” (p. 79). Dicha insuficiencia proviene
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de cdmo conciben la ensenanza-aprendizaje de las matematicas, y las matema-
ticas mismas, tales modelos. La diferencia con dichos modelos es que:

En el caso particular de la TSD se postula que un conocimiento matemdtico esta
definido por las situaciones que lo determinan, esto es, por un conjunto de situacio-
nes para las que dicho conocimiento es idoneo porque proporciona la solucion
optima en el contexto de una institucion determinada. Las situaciones contienen la
‘razén de ser” del conocimiento que definen, esto es, las cuestiones que le dan
sentido, asi como las restricciones que limitan su uso en una institucion determina-
day las aplicaciones potenciales del mismo. (Gascon 2013, p. 79)

Yves Chevallard propone, a principios de los ochenta, estudiar los fenémenos de
trasposicion didactica siguiendo, al igual que la TSD, los principios del programa
epistemologico. Es decir, cuestiona los diferentes modelos epistemologicos del
saber matematico que viven en cada una de la instituciones que intervienen en
la transposicion didactica y propone nuevos modelos alternativos que posibilitan;
de una parte, poner de relieve los fenémenos didacticos que se presentan en
dichas instituciones; y de otra, formular y abordar los problemas didacticos rela-
cionados con esos fenomenos (Gascon, 2014). A partir de alli, surge la TAD, que,
a diferencia de los otros enfoques en didactica de las matematicas, basados en
modelos cognitivos, precisa de “‘un modelo de las matemdticas institucionales
que incluya la matemadtica escolar como un caso particulary de un modelo de
las actividades matemdticas institucionales que incluya la ensenanza-aprendi-
zaje escolar de las matemdticas, como una actividad matematica institucional
particular’ (Gascon, 1998, p. 20). Con lo cual, la TAD propone concebir el cono-
cimiento matematico en estructuras cuya unidad minima es la organizacion o
praxeologia matematica (OM). Estas estructuras se componen de:

[.] un bloque practico o “saber-hacer’ formado por los tipos de tareas y las técnicas
[T/l y por un bloque tedrico o “saber’ formado por el discurso tecnoldgico-teorico
[6/@] que describe, explica y justifica la practica. [..] Las OM surgen como producto
de un proceso de estudio estructurado en seis dimensiones o momentos diddcticos.
La forma concreta de llevar a cabo un proceso de estudio en una institucion deter-
minada se describe a su vez en términos de organizaciones o praxeologias diddc-
ticas [OD]. (Bosch et al, 2004, p. 7)
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La TAD propone un modelo ideal de proceso de estudio para el aprendizaje
de las matematicas a través de la modelizacion, los REI (Barquero, 2009; Fonse-
ca, Pereira, y Casas, 2011), caracterizado porque parte de una cuestién impor-
tante viva y rica, con fuerte poder generador. En ellos el objetivo del estudio no
viene definido como un conjunto de saberes designados de antemano, sino
como un conjunto de cuestiones cruciales —derivadas de dicha cuestion inicial—
a las que la comunidad de estudio se propone aportar una respuesta. Se recu-
pera asi la relacion natural entre cuestiones y respuestas de cualquier actividad
de formacion.

Los REI pueden describirse mediante una estructura arborescente de cues-
tiones y respuestas, que surgen con la movilizacion de los medios, saberes y
respuestas disponibles. Son, por tanto, una herramienta muy apropiada tanto
para describir los procesos de estudio existentes o posibles como para imple-
mentar en el aula secuencias de ensenanza basadas en la actividad matema-
tica de modelizacion (Rodriguez-Quintana, 2005).

En suma, los REI son un dispositivo didactico concreto que permite el estudio
de las OM en la escuela e implican un cambio en la l6gica tradicional que rige
las formas de hacer en la ensefanza de las matematicas. Primero, porque los
conocimientos aparecen como necesarios para dar respuesta a las cuestiones que
se abordan; y segundo, porque las respuestas a dichas cuestiones y las propias
cuestiones no son responsabilidad exclusiva del profesor, sino también de los
estudiantes, quienes las construyen como fruto del trabajo grupal.

LOS PROBLEMAS ESPACIALES Y LOS CONOCIMIENTOS GEOMETRICOS

En estudios que parten de la tesis de René Berthelot y Marie-Hélene Salin (Ber-
thelot y Salin, 2001; Bloch y Salin, 2005), y en otros previos donde se cuestiona la
geometria y su ensefianza (Brousseau, 2000), se afirma que existe una interrela-
cion entre problemas espaciales y conocimientos geométricos. Dicha interrelacion
pone de relieve que, durante la resolucion de un problema espacial pueden
emerger —COmo necesarios— ciertos conocimientos geomeétricos. Esta resolucion
del problema implica una relacion de modelizacién espacio-geométrica (Bloch
y Salin, 2005), que viene caracterizada por “una relacién con el espacio, [que
aparece] inscrito en situaciones donde las nociones geométricas intervienen
como medios de decision, de accién o de prevision razonada sobre un espacio
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sensible" (p. 130). Berthelot y Salin consideran que una problematica de mode-
lizacion espacio-geométrica es aquella donde se trabaja con objetos fisicos, la
validacion se lleva a cabo en el espacio sensible, y en el proceso de resolucion
se utilizan las propiedades geométricas.

En nuestra investigacion tomamos la definicion de problemas espaciales que
ha presentado Salin (2004), debido al amplio espectro de situaciones que abar-
ca. Estos, se caracterizan a nivel general porque:

Su finalidad concierne al espacio sensible [y] pueden tratar sobre la realizacion de:
acciones [como] fabricar, desplazarse, desplazar, dibujar, etc, [y sobre] comunicacio-
nes a proposito de acciones o de constataciones [..] [Ademas, porque] el éxito o el
fracaso viene determinado para el individuo por la comparacion entre el resultado
esperado y el resultado obtenido. (p. 39)

Esta definicion de problema espacial nos lleva de manera implicita a la carac-
terizacion de los conocimientos espaciales. Segun Berthelot y Salin (1992), dichos
conocimientos; de una parte, pueden ser descritos mediante la geometria; y de
otra, “permiten a cada uno controlar la anticipacion de los efectos de sus accio-
nes sobre el espacio [..], asi como la comunicacion de informacion espacial™ (p. 9).

Segun Salin (2004), los conocimientos espaciales surgen de forma natural y
no es necesario ir a la escuela para su utilizacion. Sin embargo, los conocimien-
tos geometricos deben ser ensenados de manera explicita. Ademas, la geometria
constituye una buena herramienta para actuar de manera efectiva sobre el
espacio sensible, es decir, el espacio fisico en el que todos nos encontramos.
Ahora bien, épor qué esto es importante en la ensenanza de la geometria? Para
responder a esta pregunta pensemos en un carpintero que debe construir un
marco para una ventana. Si un dia le pidiesen construir un marco para una
ventana con forma de elipse, iqué estrategia deberia de tomar? Una solucion
practica podria ser copiar la forma de la ventana con un trozo de papel lo sufi-
cientemente grande. Otra, implicaria conocer qué elementos definen una forma
eliptica y ello requeriria el estudio de la elipse. Asi, en este ejemplo, algunos de
los conocimientos espaciales necesarios para construir el marco de la ventana,
copiando su forma, estarian vinculados con la orientacion, con la estimacion
tanto del tamano del trozo de papel necesario para copiar su forma como de la

3 Traduccion propia.
* Traduccién propia.
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cantidad de madera suficiente para construirla, con la manipulacion de herra-
mientas de carpinteria, etc. Sin embrago, si el carpintero quisiera resolver cual-
quiera de las situaciones en las que tuviese que construir muchos marcos
elipticos, le resultard mas eficaz conocer las propiedades geomeétricas de la
elipse y utilizar dicho modelo para resolverlas.

A continuacion, presentamos el problema de investigacion que estamos
abordando y las hipdtesis planteadas. Luego, explicamos la metodologia emplea-
da en la experimentacion del dispositivo didactico con el que hemos sometido
a prueba dichas hipdtesis.

PROBLEMA DE INVESTIGACION

Tras el analisis de algunos de los libros de texto propuestos para la ESO (Rojas
y Sierra, 2017), encontramos que, en la ensefanza de la geometria se suelen
proponer tipos de tareas asociadas con un listado de temas poco relacionados
entre si. Ademas, cuando se propone una tarea, por lo general se sugiere una
Unica via de solucion para esta, bien sea a través de un ejemplo o de una
secuencia de instrucciones. Dicho andlisis nos condujo a concluir principalmen-
te que: (a) los manuales escolares son una extension del curriculo de matema-
ticas porque reproducen las visiones segmentadas y segregadas que este
refleja del conocimiento, y (b) los tipos de tareas y técnicas propuestos en los
manuales escolares presentan una relacion ciclica, es decir, que las tareas pro-
mueven la aplicacion de las técnicas y estas se proponen para justificar la
presencia de las tareas. Esto ratifico la existencia del fendmeno didactico, que
hemos explicitado asi:

Actualmente, en el curriculo de matemdticas para la ESO y en los manuales esco-
lares correspondientes, se proponen una serie de saberes geométricos a ensenar,
sin que aparezcan de modo explicito las cuestiones a las que responden, es decir,
no se explicitan las razones de ser de dichos saberes.

En correspondencia con este fendmeno, sumado al hecho de que tanto en
el curriculo de la ESO como en los manuales escolares se presenta una sepa-
racion entre la geometria 2D y 3D, y permeados por los presupuestos epistemo-
logicos de la TAD, la pregunta general de nuestra investigacion puede
formularse brevemente como sigue:
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¢Qué tipo de organizaciones matemadtico-diddcticas (OMD) permitirian sacar a la luz
y situar en el centro del proceso de estudio las razones de ser de algunos de los
contenidos geométricos de la ESO, permitiendo articular su relacién dentro de la
geomeltria en 2D y 3D?

Ahora bien, en este trabajo nos hemos centrado en la siguiente cuestion deri-
vada de este problema didactico general:

Los problemas espaciales tal como fueron caracterizados en (Salin, 2004), épueden constituirse
en una posible razén de ser de un dmbito significativo de los conocimientos de la geometria
elemental de la ESO? Mds concretamente, (qué conocimientos de la geometria 2D y 3D requie-
ren las cuestiones y las lareas que se plantean cuando se pretende disenar y construir un
envase de un litro? {Qué restricciones y limitaciones es previsible que surjan a lo largo del
desarrollo de un REI generado por el problema espacial asociado a dicha construccion?

METODOLOGIA

La implementacion de un REI supone tener en cuenta diferentes restricciones
(Rodriguez-Quintana, 2005), tales como la limitacion de los tiempos para abordar
un problema en profundidad y poder indagar y discutir las posibles soluciones
con todo el grupo de estudio. Para disponer de mas tiempo del que brindan las
clases de matematicas, decidimos hacer una convocatoria abierta a estudiantes
de cuarto de la ESO y de primero de bachillerato® de un instituto de Educacion
Secundaria de Getafe, para conformar un grupo de estudio al que llamamos
Semillero matemdtico, que funcionaria una vez a la semana durante una hora
y media, en horario extraescolar. Catorce estudiantes acudieron tras la convoca-
toria, 10 de cuarto de la ESO y cuatro de primero de bachillerato. En el grupo de
alumnos, habia 12 que obtenian buenos resultados en las evaluaciones de las
asignaturas de Matematicas y 2 que no, seguin nos informé la profesora titular

5 La decision de elegir dichos cursos obedecid a que el trabajo con estos estudiantes nos podia permi-
tir analizar hasta qué punto ellos podrian ser capaces de utilizar los conocimientos geométricos, que han
estudiando hasta entonces, en la resolucion de un problema espacial abierto. Es decir, hasta qué punto los
estudiantes han percibido los conocimientos geométricos con un caracter funcional.
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del area de matematicas. Estos dos alumnos mostraron una especial motivacion
por el problema planteado a lo largo del estudio realizado.

En el REl, sobre el andlisis, diseno y construccion de un envase, planteamos
cuestiones en torno a tres tipos de tareas que fueron abordadas en grupos de
3 0 4 estudiantes. En el primer tipo de tareas, instamos a los estudiantes a rea-
lizar un primer analisis de la forma, dimensiones y capacidad, de algunos de los
recipientes que actualmente se usan para envasar leche, zumo, vino y caldo de
pollo. En el segundo, les pedimos que construyeran un envase en cartulina con
capacidad para un litro. Y en el tercero, les propusimos disenar el mejor envase
para un perfume. Al final, los estudiantes debieron entregar un informe argu-
mentando por qué el envase disenado es el mejor. En el desarrollo del REI, se
pretendio que la responsabilidad del planteamiento de las cuestiones fuera
compartida por los alumnos y el profesor. El profesor asumio el papel de director
del estudio mas que el de un ensenante tradicional que muestra a los alumnos
las respuestas a las cuestiones planteadas.

La estructura de trabajo seqguida comporté tres fases: presentacion de la
cuestion inicial por el profesor, trabajo grupal y puesta en comun. La segunda
estuvo a cargo de los estudiantes y la tercera compartida por los estudiantes y
el profesor. El profesor, que hizo la funcion de investigador, pasaba por cada
grupo preguntando por las ideas, decisiones, procedimientos, etc, que emer-
gfan durante el abordaje de cada tarea. En la puesta en comun, el profesor
intervino planteando preguntas con el objetivo de intentar desvelar la mayor
cantidad de elementos que pudieran emerger durante la busqueda de res-
puestas a cada tarea. Como los alumnos necesitaron mas de una sesion para
responder a cada tarea, al inicio de cada sesion se hacia un breve recuerdo
de lo realizado en la anterior.

Los datos empiricos recogidos del desarrollo del estudio provienen de la
informacion proporcionada por tres fuentes: (a) registros audiovisuales, (b) el
diario de campo del investigador, y (c) el cuaderno que usan los estudiantes
para escribir los procedimientos empleados. En el trabajo que presentamos,
los datos provienen de algunas de las trascripciones de los dialogos entre los
estudiantes y el profesor de las sesiones tercera, cuarta y quinta de la experi-
mentacion del REI en las que se propuso Q, (Figura 1. Mapa de cuestiones que
han aparecido durante la implementacion del REL). Las trascripciones se obtu-
vieron del registro audiovisual de dichas sesiones, donde hemos extraido y
analizado las respuestas que dieron los estudiantes, utilizando para ello, lo
indicadores del grado de completitud de una OM.
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DESARROLLO DE LA EXPERIMENTACION

Durante la implementacion del REI emergieron varias cuestiones derivadas de
la cuestion generatriz (Q;). Dichas cuestiones, que hemos estructurado en un
mapa (Figura 1. Mapa de cuestiones que han aparecido durante la implemen-
tacion del REL), se corresponden con los tres tipos de tareas mencionados en la

seccion de metodologia.
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Figura 1. Mapa de cuestiones que han aparecido durante la implementacion del REL

En este articulo nos limitamos solo a los datos que hacen referencia al modo
en que los alumnos intentaron buscar una respuesta a la cuestion Q, = ¢Como
elegir la forma y luego disenary construir un envase en cartulina, con capacidad
para un litro? Especificamente, consideramos los que contienen informacion
sobre la manera en que los estudiantes calcularon las dimensiones del envase

que disenaron.
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Una vez propuesta Q,, los estudiantes desarrollaron su trabajo en tres grupos:

- Elgrupo 1 (G,), formado por los estudiantes E1, E2, E3 'y E4, busco respon-

der a Q,, = {Como disenar y construir un envase en cartulina con forma
de cilindro, con capacidad para un litro? Y después a Q,;; = éComo
calcular las dimensiones de un cilindro, una vez fijado su volumen?
(Figura 2. Cilindro construido por los integrantes del G,.)

El grupo 2 (G,) (constituido por E5, E6, E7, y E8), tratd de encontrar la
respuesta a Q,, = ¢Como disenar y construir un envase en cartulina con
forma de tetraedro reqular, con capacidad para un litro? Y después a Q,,;
= ¢Como calcular las dimensiones de un tetraedro regular, una vez
fijado su volumen? (Figura 3. Tetraedro regular construido por los inte-
grantes del G,)

El grupo 3 (G;) (integrado por E9, E10 y E11), se propuso responder a
Q,5 = ¢Como disenar y construir un envase en cartulina con forma de
octaedro regular, con capacidad para un litro? Y después a Q,5, =
¢Coémo calcular las dimensiones de un octaedro regular, una vez
fijado su volumen? (Figura 4. Octaedro regular construido por los inte-
grantes del G3)

El tiempo dedicado a responder a Q, fue de tres semanas, a partir de la tercera
sesion del semillero, con una sesion de hora y media por semana.

Durante la puesta en comun, los estudiantes arguyeron en relacion con el

envase construido: (a) sobre la forma elegida, (b) sobre el porqué de dicha elec-
cion, y (c) sobre la manera en que calcularon las dimensiones del envase. Por
tanto, hemos transcrito los didlogos en los que los estudiantes presentaron
dichos argumentos al profesor (P) y a los demas companeros, y los hemos toma-
do como objeto de analisis y de discusion para rastrear el tipo de conocimientos
geométricos que han emergido en repuesta a Q..
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PUESTA EN COMUN DE G,

E1l: [.] hemos optado por el cilindro (Figura 2. Cilindro construido por los integrantes del
(1), porque tiene una forma comoda y porque nos supone menos trabajo realizar uno
[.] la altura treinta centimetros, porque, mas o menos, hemos semejado —creo— a una
lata de Pringles...

E2: [.]también hemos optado por un cilindro... por la comodidad a la hora de cogerlo.

Figura 2. Cilindro construido por los integrantes del G;.

Cuando les preguntamos qué debieron tener en cuenta para hacer los trazos
del desarrollo del cilindro sobre la cartulina, respondieron:

E3: Las medidas del cilindro. La altura, el didmetro de las bases, y el ancho que va a tener
el cilindro.

P:[.]el desarrollo de ese cilindro en particular, équé figuras implico trazar [sobre la cartulinal?
E3: Un circulo y un rectangulo. iDos circulos!
E2: Dos circulos que eran las dos bases, y el rectangulo, que seria el cuerpo del cilindro.

P: ¢Qué medidas debieron tener esas figuras?

E2: Bueno, pues realmente la altura la hicimos un poco asi a ojo. Treinta, pues por hacer
una altura medianamente decente. Y luego, por la formula para hallar el drea... averigua-
mos el radio [..].

E4: Pensamos que el volumen [del cilindro] que es la altura, por pi [, por el radio al cua-
drado, tenia que ser mil centimetros cubicos. Entonces, sustituimos la altura por treinta,
el pi por [..] la tecla de la calculadora, y luego tuvimos que calcular el radio, que nos
salio 3,25.Y de ahi [..] el didametro.

P: éPor qué es necesario calcular el diametro de la circunferencia?

E4: Pues calculamos el diametro, para poder calcular el perimetro [de la circunferencial, [..]
esto es una medida del rectangulo.
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Minutos después, preguntamos:

P- [.] para poder hacer los trazos [..] y poder construir ese recipiente, las medidas que tu-
vieron en cuenta sobre la cartulina, {fueron exactamente aquellas que calcularon [..] o
tuvieron algunas tolerancias?

E2: [.] la verdad es que hubo muchos decimales, entonces, fuimos redondeandolo lo mas
posible [..]

Cuando sometieron a prueba la formula usada por ellos (ie, V = hnr?, siendo
r el radio, h la altura del cilindro, y V el volumen buscado), encontraron que el
cilindro disenado tenia un volumen de 995492 cm?.

E2: [.] da asi.. porque hemos cogido aproximaciones. En realidad, no son 3,25 el radio, es
3,257...Si no, al coger mas decimales, si que nos da... no nos da el mil, pero nos da 999,9.
Entonces... aqui .. lo hemos redondeado, lo hemos aproximado, pero realmente es por
un milimetro [.]

PUESTA EN COMUN DE G,

E5:  [.] nosotros lo primero que hicimos fue decidir qué forma iba a tener nuestra figura, para
poder después hacer todas las férmulas [..] Hemos decidido hacer un tetraedro regular
(Figura 3. Tetraedro regular construido por los integrantes del G2), [..] y lo primero que
hicimos fue la formula de volumen. Y a partir de alli, pues hicimos la férmula de equis
elevado a tres por raiz de dos..

E6:  Bueno, al principio intentamos averiguar la medida de un lado...

E5: iExacto! Lo hicimos por estandar, o sea por tanteo de.. a base de prueba y error de...
Hicimos 21, vimos que nos pasamos mucho, luego hicimos 20,1, 20,2, hasta llegar mas
0 menos. Y luego nos dimos cuenta de que obviamente se podria hacer con la equis, y
lo hicimos ya por exactitud. Y cuando ya tuvimos el lado, pues decidimos [..] planificar
en el papel como hariamos la forma para después empezar a doblarla [..] cuando qui-
simos plasmarlo en el papel, pues... nos costaba mucho, entonces decidimos [..] romper
en triangulos rectangulos, cada uno de los triangulos que no eran rectangulos. Pues
necesitabamos hallar la hipotenusa, y para eso hicimos el teorema de Pitagoras...

E6:  Necesitdbamos saber la altura [..] de un tridngulo equilatero.

P: ¢Por qué surgio la necesidad de hallar esa altura?
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E5: iPorque no teniamos compas!
P.éPara qué necesitaban el compas?

E5: Para poder hallar a partir de esta base [sefialando la base de uno de los triangulos
equilateros que constituyen el desarrollo del tetraedrol, directamente pincha aquiy hacer
asi, pinchar aqui y hacer asi [haciendo un gesto con sus manos sobre la pizarra, para
simular el trazado e interseccién de dos arcos], y ya nos daba el punto exacto. Como no
lo teniamos, pues...

Figura 3. Tetraedro regular construido por los integrantes del G,.

Luego preguntamos por el proceso que siguieron para calcular el valor de x que
aparece en la formula usada (ie, V = [(x*V2)/12], donde x es la longitud de la
arista del tetraedro regulary Vel volumen buscado).

P- [.] Han dicho al principio, que comenzaron a probar con varios niimeros [..], pero des-
pués dijeron: entonces tomamos la decision de trabajarlo con equis, porque es mas
preciso. Y, {como fue ese trabajo con equis?

E6:  Pues, al tener la férmula general de un tetraedro [..] la hemos igualado a mil. [.] Y nos
da basicamente, [..] 23,9, y muchisimos decimales, por lo que optamos por el redondeo.
Porque precisar tantos decimales en una regla, pues, no podemos.

Con relacién a la eleccion de la forma tetraédrica, los estudiantes indicaron:

E5: No tuvimos en cuenta, ni la comodidad, ni la capacidad de... vacio de él [refiriéndose al
orificio de entrada y salida del contenido].

E6:  Por lo que hemos hecho esta figura, no es mas para.. un motivo comercial, sino para
demostrar que hay muchisima variedad de figuras...
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PUESTA EN COMUN DE G,

E9: [.] Nosotros para este proyecto, quisimos innovar un poco, y pues pensamos en hacer
un octaedro regular (Figura 4. Octaedro regular construido por los integrantes del G3.).
Al principio pensamos en hacer... un cono o una piramide, pero... quisimos probar otro.
Es cierto que... nos ha costado bastante [..]. Como podéis ver aqui en esta formula [V
= [(13V2)/3], donde [ es la longitud de la arista del octaedro regular y V el volumen
buscado] da exactamente... un litro, pero se pasa, a lo mejor unas centésimas o un
pOCO MAs.

P- Si se trata de innovar [.], épor qué esa forma en particular?
E10: [.] porque es la que nos salian los calculos mejor.

E9: [.]Justo los calculos los hicimos asi: primero pensamos en numeros enteros y cuando
vimos que se nos aproximaba un poco, empezamos con decimales, y exactamente
cada lado equilatero mide 12,85 centimetros [..].

Figura 4. Octaedro regular construido por los integrantes del G,

Cuando preguntamos por la manera como calcularon la medida del lado de los
triangulos que constituyen el desarrollo del octaedro, los estudiantes respondieron:

E9: [.] Primero, para aproximarnos... a un litro, lo que pensamos en hacer es por tanteo, y pri-
mero pusimos 13 y vimos que se acercaba un poco, y luego bajamos a 125,y ya veiamos
que se bajaba un poco. Entonces, ahi fuimos aproximando hasta que nos dio eso.

P: Yles dio en este caso 1000,23 centimetros cubicos. Ciertamente un poco mas que el
litro...

E10: iClaro, un poquito! iHombre, no se va a notarl, digo yo.
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Sobre el proceso seguido para trazar el desarrollo del octaedro regular, los
estudiantes indicaron:

E9: Hicimos un tridngulo [equildtero], y utilizamos ese triangulo y lo cortamos de base
[como una plantillal, y de ahi hicimos cada uno.

PRESENTACION DEL INSTRUMENTO DE ANALISIS DE LA OM ELABORADA
Y DE SUS RESULTADOS

Dentro de la TAD “toda actividad matematica puede ser interpretada como una
actividad de modelizacion” (Fonseca, Gascén, y Lucas, 2014, p. 294). Queremos
analizar hasta qué punto ha sido posible llevar a cabo una actividad de mode-
lizacion espacio-geométrica en el REI experimentado. Uno de los instrumentos
que nos proporciona la TAD para analizar las OMD, que tomaremos aqui como
herramienta de analisis, lo constituye los indicadores del grado de completitud
de una OM local relativamente completa. A proposito de ello:

Parece evidente que una OM local que permita abordar -y, por tanto, integre en
cierta medida- este tipo de cuestiones [de modelizacién matematica] también cum-
plird los indicadores anteriores relativos a la flexibilidad de las técnicas, el desarrollo
de los tipos de tareas y la existencia de un cuestionamiento tecnoldgico funcional.
(Bosch, Fonseca y Gascon, 2004, p. 219)

En Bosch et al, (2004), se definen siete indicadores del “grado de completitud”
de una OM, que nos van a servir para analizar la OM elaborada durante el REI
implementado. A continuacion, mostramos y analizamos hasta qué punto se
cumplen cada uno de los indicadores, porque ello nos servird; de una parte, para
identificar las limitaciones y restricciones encontradas durante el desarrollo
de la tarea propuesta; y de otra, para desvelar los conocimientos geométricos
que se pusieron en juego durante la busqueda de respuestas a Q..

— El primer indicador pretende analizar en qué medida se ha producido una
integracion de los tipos de tareas.

EDUCACION MATEMATICA, VOL. 33, NUM. 1, ABRIL DE 2021 227



Carlos Rojas Suarez, Tomas Angel Sierra Delgado

Todos los tipos de tareas tienen un nexo comun que es responder a Q,. Cada
grupo de estudiantes debid llevar a cabo una tarea del tipo T,: Disenar y construir
un envase en cartulina, con capacidad para un litro, que dentro de cada grupo
se tradujo en una tarea:

- En G, t,;: Disenary construir un envase con forma de cilindro con capacidad
para un litro; y una vez elegida la forma del envase resolvieron: t,;; = Calcular
las dimensiones de un cilindro, sabiendo que su volumen es de un litro.
Esta tarea requiere una técnica compleja de resolucion que consiste en bus-
car la solucién de una ecuacion con dos incégnitas, por lo que la ecuacion
tiene infinitas soluciones. Los alumnos de este grupo simplificaron la tarea
dando un valor concreto (30 cm) a la altura y la técnica utilizada se redujo
a resolver una ecuacion con una incognita. Después construyeron un circulo
con el radio obtenido y un rectangulo de lados la longitud del circulo vy la
altura del cilindro.

- En G, t,,: Disenar y construir un envase con forma de tetraedro, con capaci-
dad para un litro; y una vez elegida la forma del envase resolvieron: t;:
Calcular las dimensiones de un tetraedro regular, con un volumen de un
litro. Aqui 1a técnica se reduce a ‘resolver una ecuacién con una incognita’,
que es la utilizada por los alumnos del grupo. Después construyeron cuatro
triangulos equilateros iguales con la longitud de lado obtenida.

— En Gy b3 Disenar y construir un envase con forma de octaedro, con capacidad
para un litro; y una vez elegida la forma del envase resolvieron: t,;;: Calcular
las dimensiones de un tetraedro regular, con un volumen de un litro. Aqui
la técnica también consiste en resolver una ecuacion con una incognita. Sin
embargo, aqui los alumnos utilizaron la técnica de ir probando valores en la
formula hasta acercarse al valor del volumen. Luego construyeron 8 triangu-
los equilateros iguales con la longitud del lado obtenida.

Para elegir las formas de los envases, buscaron en su libro de texto y eligieron
la forma de dos poliedros regulares y del cilindro, porque alli tenian disponible la
formula de su volumen. Tomaron dichas férmulas sin ningun cuestionamiento
sobre su validez. Asi, podemos concluir que los tipos de tareas propuestos ante-
riormente aparecen integradas, porque todas pretenden responder a Q, pero
apenas existe un cuestionamiento tecnologico de las técnicas utilizadas. Para
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existir dicho cuestionamiento deberia haberlo provocado el profesor, pues los
propios alumnos no tienen por costumbre hacerlo por propia iniciativa.

- Con el segundo indicador se pretende estudiar si existen diferentes técnicas
y criterios para elegir entre ellas.

En el desarrollo de T, las técnicas empleadas en cada grupo para calcular las
medidas del envase fueron:

- En G, han utilizado primero t,;: elegir una forma cémoda y fdcil de manejar
y que suponga poco trabajo realizarla. Asi han elegido el cilindro. Para resol-
ver by, han utilizado:

* 1, Usar la formula V = hnr? (donde V representa el volumen del

cilindro, h, la altura del cilindro y rel radio de las circunferencias de las
bases) y asignar valores a h parecidos a alguin objeto real conocido y
después obtener ren la ecuacion V = hnr? utilizando las propiedades
de simplificacion.
Han decidido asignar a la altura h el valor de 30, porque han encon-
trado que en el mercado hay un envase de parecida altura y han
obtenido que res 3,2576.., donde V viene dado en cm®y hy ren cm.
Aqui se observa que los alumnos han hecho un uso de la formula del
volumen del cilindro, primero aritmeético y después algebraico, pero no
han sido capaces de utilizarla como una funcion, donde hy rjueguen
el papel intercambiable de variables dependiente e independiente.

- En G, han utilizado primero T,,: elegir una forma genérica cualquiera de la
que dispongamos de la formula de su volumen.Y han elegido un tetraedro.
Para resolver t,,,, han empleado las dos técnicas siguientes:

* T,y Utilizar la férmula V = [(x3V2)/12] (donde V representa el
volumen del tetraedro regular y x representa la arista del tetraedro) y
hallar el valor de x, por tanteo, dando valores hasta acercarse lo mds
posible a V = 1000.

* T,y Utilizar la férmula V = [(x3V2)/12] (donde V representa el
volumen del tetraedro regular y x representa la arista del tetraedro) y
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hallar el valor de x utilizando las propiedades de simplificacion en la
ecuacion que proporciona la férmula.

En ambos casos, V viene dado en cm?®y x en cm.

Posteriormente para la elaboracion del desarrollo del envase utilizaron diver-
sas técnicas para construir el triangulo equilatero que ya han sido explicadas y
analizadas en Rojas y Sierra (2018).

- En G, han utilizado primero T,;: elegir una forma innovadora de la que se
disponga de la férmula de su volumen y para la que sea posible realizar los
cdlculos de forma mds ajustada. Y han elegido un octaedro. Luego, para
resolver t,3;, han usado la técnica:

s T, Emplear la formula V = [(13v2)/3] (donde V representa el volu-
men del octaedro regulary [, la arista del octaedro) y hallar el valor de
l, probando y dando valores hasta acercarse lo mds posible a V- = 1000.
Donde V viene dado en cm®y L en cm.

Por tanto, en la busqueda de respuestas a T, se han utilizado diferentes técnicas.
Los criterios empleados se basan principalmente en que exista un facil acceso
a una formula para calcular el volumen del solido elegido y en que resulte facil
y comodo tanto calcular las dimensiones del sélido como elaborar su desarrollo
plano en cartulina. También se propusieron otros criterios menos claros como
el de innovary el de escoger un soélido cualquiera, para dar la idea de que hay
muchos posibles. Las técnicas utilizadas muestran que los alumnos manejan
las formulas, en primer lugar, como programas de calculo aritmético y solo
algunos, en segundo lugar, son capaces de usarlas como ecuaciones. En ninguin
caso, los alumnos son capaces de considerar las férmulas como modelos fun-
cionales. En general, los criterios tienden a intentar simplificar y cerrar la tarea
a resolver.

— El tercer indicador, analizar si existe independencia de los ostensivos que
integran las técnicas.

Hemos visto, en el indicador anterior, que los estudiantes han utilizado la nota-

cion que aparecia en el libro de texto o en el documento resumen donde venian
las diferentes férmulas del volumen de sélidos. Asi, las férmulas del volumen

230 EDUCACION MATEMATICA, VOL. 33, NUM. 1, ABRIL DE 2021



Conocimientos geométricos como respuesta a un problema espacial en el desarrollo..

del tetraedro y del octaedro que venian en dichos textos eran V = [(I*V2)/12]
y V= [(l3\/2)/3] respectivamente. Pero en el caso del tetraedro, como los
alumnos decidieron considerar la férmula como una ecuacién donde la incog-
nita era el valor del lado, cambiaron la [ por la x, ya que para ellos la incdgnita
de una ecuacion siempre debe venir representada por la letra x.

Por tanto, se observa que existe rigidez en el uso de ostensivos en la activi-
dad matematica desarrollada por los alumnos.

— El cuarto indicador tiene como objetivo estudiar si existen tareas y técnicas
‘inversas”.

El tipo de tareas T, propuesto hace referencia a un tipo de tareas inversas de las
que se suelen proponer en las clases de Secundaria que son del tipo T,™: “Ele-
gir la forma de un envase y, conocidas sus dimensiones, calcular su volumen'.
Ademas, T, resulta de una mayor dificultad, pues tiene un caracter abierto; los
estudiantes primero, deben elegir la forma del envase que pretenden disenar; y
luego, decidir la manera en que calcularan sus medidas. Los alumnos de G, y
G, al principio intentan resolver las tareas del tipo T,, utilizando la técnica direc-
ta que consiste en asignar valores a las dimensiones del envase probando
hasta conseguir que el volumen sea aproximadamente un litro. Sin embargo, G,
y G, acaban usando la técnica inversa que consiste en considerar la formula
como un modelo algebraico. En general, los alumnos tienden a forzar y modifi-
car la tarea para evitar usar una técnica no habitual y asi poder aplicar una
técnica escolar estandar.

— El quinto indicador estudia si existe interpretacion del resultado de aplicar las
técnicas.

Los estudiantes no se cuestionaron sobre la validez de las formulas utilizadas
y las aceptaron sin que anteriormente hubieran sido justificadas en clase o en
el libro de texto.

Ninguno de los estudiantes se cuestiond sobre la relacion existente entre la
capacidad de un objeto y su volumen. Asimismo, ninguno considero que el
envase a elaborar deberia tener un determinado grosor.

En general, no hubo interpretacion del funcionamiento de las técnicas.
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— Con el sexto indicador se analiza si ha habido necesidad de construir técni-
cas nuevas capaces de ampliar los tipos de tareas inicialmente considerados.

En este caso, hemos visto que la eleccion del tipo de tareas T, estuvo fuertemente
condicionada por las ventajas que ofrecen las técnicas empleadas para calcular las
medidas del envase. Esto se puede evidenciar en los argumentos presentados por
los estudiantes, cuando indagamos por los motivos que les condujeron a la eleccion
de la forma del envase disenado y construido. Asi, en G, fue la comodidad a la
hora de manipularlo y la presuncion de menos trabajo en la construccion. En G,,
dicen que hay muchisimas figuras con capacidad de un litro, pero eligen el tetraedro
porque disponen de una férmula sencilla para calcular el volumen. En G;, primero
pretenden innovar, pero después optan por el octaedro porque es el sélido para el
que les resulta mas facil realizar los calculos.

En la actividad matematica llevada a cabo, creemos que si se construyo, por
algunos alumnos, la técnica que consiste en utilizar la férmula del volumen como
un modelo algebraico. Ademds, pensamos que se puede crear la necesidad de
construir otra técnica nueva donde se considere la formula del volumen del envase
elegido como un modelo funcional. Asi, en una etapa posterior del desarrollo del REI
hemos propuesto el uso de GeoGebra para facilitar la elaboracion de dicha técnica.

— El séptimo indicador propone estudiar la existencia de tareas matemdticas
‘abiertas”.

Este indicador contiene en cierta forma los otros seis indicadores, en la medida
que estos caracterizan al tipo de tareas abiertas y, en particular, las tareas de
modelizacion matematica. Para que estas existan con normalidad en una insti-
tucion escolar se requiere que las OM con las que se trabaja sean relativamen-
te completas, esto es, OM que cumplan en una medida apreciable los
indicadores en cuestion. Dado que las OM escolares no cumplen en general
estas condiciones, era previsible que, ante una tarea abierta como la propuesta,
los estudiantes encontraran muchas dificultades. En efecto, las tareas propuestas
son abiertas porque no se conoce de antemano qué técnica o técnicas permi-
tiran resolverlas. Asi, para llevar a cabo T,, los alumnos necesitaron elegir la
técnica de resolucion, y esto les llevo a elegir de entre las disponibles, que
aparecian en su libro de texto o en sus apuntes de clase, aquellas mas faciles
de aplicar. Al final, hemos visto que los alumnos tienen tendencia a cerrar las
tareas propuestas y apenas optan por crear técnicas nuevas.
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RESTRICCIONES Y LIMITACIONES ENCONTRADAS

En la escuela secundaria existen ciertas restricciones, es decir, condiciones inmo-
dificables por el profesor y, limitaciones, que se derivan de sus propias normasy
estructura, para poder implementar nuevos dispositivos didacticos. De este modo,

[..] para la TAD, no es posible modificar las praxeologias matematicas y didacticas
que viven en una institucion determinada como consecuencia exclusiva de la volun-
tad de los agentes de las instituciones en cuestion, sean estos profesores, autores
de cualquier tipo de materiales escolares o autoridades educativas. (Fonseca et al,
2014, p. 314).

Asi, los profesores y estudiantes estan sujetos a un curriculo —sobre el que no
pueden intervenir- que supone la segmentacion de la ensenanza en un con-
junto de temas separados, que se deben tratar en un horario de clases de 50 a
55 minutos. Esto, aunque ha generado las condiciones necesarias para que el
modelo de ensenanza actual se lleve a cabo, también genera importantes res-
tricciones para abordar, en profundidad, cuestiones que podrian dar sentido a
varios de los saberes propuestos en el curriculo actual.

En nuestro caso, algunas de las restricciones y limitaciones encontradas,
durante el desarrollo del tipo de tareas propuesto (i.e, T5), estan intimamente
relacionadas con los indicadores del grado de completitud discutidos anterior-
mente. Los cuales, reciprocamente, son condiciones necesarias para llevar a cabo
una actividad abierta de modelizacién. Con lo cual, dichas restricciones y limi-
taciones se reflejaron, por ejemplo, en:

— la ausencia de una interpretacion algebraico-funcional de T, ya que los
estudiantes buscaron una solucién particular para el calculo de las medi-
das del envase, sin detenerse a cuestionarse sobre el hecho de que dicha
solucion forma parte de un conjunto infinito de soluciones que, esta
asociado a la posible variacion del conjunto de dimensiones de dicho
envase que, hacen que su volumen pudiera ser de 1000 cm?,

— el uso casi excluido de las formulas empleadas como programas de calculo

aritmético, porque la tendencia fue a introducir valores en las formulas a fin
de que el volumen de los envases se aproximase al solicitado;

EDUCACION MATEMATICA, VOL. 33, NUM. 1, ABRIL DE 2021 233



Carlos Rojas Suarez, Tomas Angel Sierra Delgado

- la dependencia de ostensivos empleados habitualmente en el calculo de
volimenes, vinculada con el uso de un listado-resumen de férmulas que
habitualmente usan los estudiantes en la clase de geomeltria, y con la
necesidad de incluir la letra x en el planteamiento y solucion de ecuacio-
nes, como fue el caso del grupo que diseid el envase con forma de
tetraedro regular;

- lafalta de planteamiento de tareas inversas en el curriculo habitual gene-
ra en los estudiantes la necesidad de transformar T,, de naturaleza inver-
sa, en un tipo de tarea directa. Muestra de ello es que los estudiantes
tendieron al diseno de un envase cuyo volumen pudiese calcularse, pre-
feriblemente, con una férmula que incluyese una sola variable, incluso,
reduciendo T, al calculo del volumen de un solido a partir de la medida
de uno de sus elementos;

- la ausencia del cuestionamiento de la validez de las férmulas empleadas
y de la construccion de nuevas técnicas. Principalmente, porque los estu-
diantes estan habituados a usar las formulas sin que previamente se
discuta su significado y su validez, y porque no se acostumbra a proponer
que sean ellos quienes construyan dichas formulas.

Esto significa que, tanto en el curriculo como en la actividad matematica escolar
que siguen habitualmente los estudiantes, las tareas abiertas de modelizacion
no suelen estar presentes.

CONCLUSIONES

El analisis de los resultados obtenidos y las hipdtesis que pretendiamos validar
nos permiten concluir que, durante la resolucion del problema espacial sobre el
diseno y construccion de un envase con capacidad para un litro, pueden emer-
ger algunos de los saberes geométricos propuestos en el curriculo escolar para
ser ensefados. Por ejemplo, los contenidos de geometria tridimensional en 3°
ESO (alumnos de 14/15 anos), y de conocimientos geométricos para la resolu-
cion de problemas del mundo fisico: medida de longitudes, dreas y volumenes
en 4° ESO (alumnos de 15/16 anos), tanto en ensenanzas académicas como en
aplicadas (MECD, 2015). Al construir el desarrollo de los envases aparece la
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necesidad de representar y estudiar las caracteristicas y propiedades de las
figuras planas, por ejemplo, en nuestro caso, triangulos equilateros, triangulos
rectangulos, rectangulos, circulos. Aqui ha surgido la necesidad de relacionar
las geometrias 2Dy 3D, lo que ha ayudado a articular ambos tipos de conoci-
mientos geométricos. Los tipos de conocimientos geomeétricos van a estar muy
relacionados con el tipo de envase que deseen disenar y construir cada grupo
de alumnos. Por ello, serd muy util que el profesor haga una buena gestion de
las sesiones de clase, con el objetivo de que sea necesario elaborar una variedad
de tipos de envase, que permita abordar la mayor parte de los conocimientos
geométricos que propone el curriculo.

Las cuestiones que han surgido en el desarrollo del REI al resolver los pro-
blemas espaciales de diseno y construccion de un envase, se han constituido
en algunas de las razones de ser de los saberes geométricos mencionados en
el apartado anterior, que forman parte del curriculo de la ESQO. Por tanto, consi-
deramos relevante incluir dichos problemas en las OMD para ensefiar geometria.
Llevar a cabo procesos de estudio parecidos al experimentado, implicaria cam-
bios importantes en la légica de ensenanza habitual, porque les otorgaria mayor
responsabilidad a los estudiantes en su formacion académica y obligaria a hacer
frente a ciertas limitaciones y restricciones que el sistema escolar impone, supe-
rando la obligacién de un horario escolar compartimentado en clases de 50
minutos. Se necesita al menos un tiempo de 90 minutos para poder realizar una
actividad matematica que permita reflexionar, cuestionar y contrastar en equipo
las posibles respuestas al tipo de tareas planteado.

Consideramos necesario proponer procesos de estudio en secundaria como
el implementado, para que los estudiantes se vean abocados a elaborar téc-
nicas para resolver las tareas propuestas. Es importante crear la necesidad de
que describan, expliquen vy justifiquen dichas técnicas. Se deben plantear
tareas donde las técnicas, ya conocidas, fracasen y los alumnos sientan la
necesidad de construir técnicas nuevas que permitan su resolucion.

En la actividad matematica efectivamente desarrollada hemos podido cons-
tatar que los estudiantes intentan afrontar el tipo de problemas planteado con
técnicas que proporciona el libro de texto o los apuntes y documentos aportados
por los profesores. La tendencia de los alumnos es resolver las tareas propuestas
con técnicas ya construidas o proporcionadas por otros sin cuestionarse si dichas
técnicas son validas o no. En general, renuncian a construir técnicas nuevas.
Hemos constatado que durante el desarrollo del REl los propios estudiantes
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construyeron alguna de las técnicas necesarias para la resolucion del tipo de
tareas propuesto, como se documenta en (Rojas y Sierra, 2018).

En la busqueda de respuestas al tipo de problema planteado, los alumnos
han utilizado las propiedades geométricas de las figuras planas como el trian-
gulo equilatero y rectangulo, el circulo y el rectangulo para construir los dife-
rentes envases. Asi, han utilizado la modelizacion espacio-geomeétrica (aunque
no de manera explicita), y algunos han sido capaces de utilizar las formulas
del volumen como modelos algebraicos, pero ninguno ha considerado las
formulas como posibles modelos funcionales. Por todo ello, hemos pensado
continuar este trabajo disenando y experimentando, con la ayuda de GeoGe-
bra, un proceso de estudio donde la necesidad de considerar las férmulas
geométricas como modelos algebraico-funcionales surja como respuesta a un
problema espacial.

Finalmente, consideramos que el REl implementado se ha llevado a cabo
de una forma abierta y libre, dejando que los estudiantes tomasen decisiones
sin apenas influencia y direcciéon por parte del profesor. Sin embargo, pensa-
mos que si nuestro objetivo es conseguir que los estudiantes construyan
nuevas técnicas geomeétricas, sean capaces de cuestionar su validez, interpre-
ten las formulas geométricas como modelos algebraico-funcionales y, en defi-
nitiva, lleven a cabo una genuina actividad de modelizacion, se necesita una
gestion del REI donde el profesor oriente el estudio favoreciendo cuestiones
fructiferas en la direccion de potenciar, provocary posibilitar dichos resultados.
Dicha estrategia didactica vendra justificada y fundamentada por la construc-
cion de un modelo epistemoldgico de referencia de los conocimientos en
juego al querer resolver el tipo de tareas de elaboracion de un envase, que
estamos desarrollando en estos momentos.
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Palabras clave: estrategias cognitivas, pruebas estandarizadas, razonamiento
matemdtico, entrevista cognitiva, educacion superior.

Abstract: The purpose of the study was to analyze the cognitive strategies
executed in the resolution of the mathematic items for the test of academic
abilities from the Instituto Tecnolégico de Costa Rica (ITCR), from a method-
ologic descriptive and cross approach. The principal technique for collecting
the data was with a cognitive interview, with the use of a protocol validated for
a panel of experts and a focal group. Between the principal results, was found
that the participants did not execute the total tasks on each one of the steps
of resolution: understand the problem, conceive and execute a plan and verify
it In addition, differences were found in the execution of tasks between the
types of reasoning: inductive, deductive, problem resolution, probabilistic and
with figures. From a pedagogical standpoint, this research could point to a
solution for the low performance rates in tests that include heuristics in that it
provides specific information related to problem solving routes used by high
achieving students. This understanding could guide classroom instruction.

Keywords: cognitive strategies, standardized testing, math reasoning, cognitive
interview, higher education.

1. INTRODUCCION

El Instituto Tecnolégico de Costa Rica (ITCR) es una institucion de educacion
superior publica, que ha aplicado la prueba de aptitud académica (PAA) desde su
apertura en 1973 para seleccionar a los candidatos. Esta prueba esta conforma-
da por dos componentes: matematico y verbal, cuyos items se han enfocado en
la medicion de las habilidades de razonamiento en ambas areas.

En el 2009 se realizd una investigacion descriptiva con la finalidad de iden-
tificar esas habilidades verbales y matematicas y ajustar la tabla de especifica-
ciones de la PAA al perfil de entrada de los estudiantes y a las nuevas
demandas cognoscitivas de las carreras para garantizar una muestra represen-
tativa de estas habilidades (Moreira-Mora, 2010). No obstante, el proceso de
validacion involucra la acumulacion de evidencia relevante para proveer una
amplia base cientifica para la interpretacion de las puntuaciones de acuerdo
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con los propositos de su uso. De ahi surgié la necesidad de obtener nuevas
evidencias relacionadas con las estrategias de razonamiento usadas por los
examinados en la resolucion de problemas matematicos.

Roman y Carbonero (2002, citados por Carbonero y Coromoto, 2006), plan-
tean que la deficiente utilizacion de estrategias cognitivas y metacognitivas es
una de las causas de los fracasos de los alumnos y por lo tanto se requiere
contemplar en la instruccién matematica, el desarrollo de heuristicos o estrate-
gias para analizar o resolver conflictos, razonamiento inductivo e intuitivo, y la
comprobacion de hipotesis (p. 349). La identificacion de estas estrategias cogni-
tivas permite obtener evidencias asociadas a los procesos de respuesta.

Seguin Padilla y Benitez (2014), la mayoria de los estudios de validacion se
han enfocado en las evidencias asociadas al contenido y al constructo; no obs-
tante, los estudios basados en los procesos de respuesta de los participantes
fueron estudiados solo en 1,8% de los articulos analizados. Segun estos autores,
la mayoria de estos estudios han sido en el drea de salud y, en general, buscan
identificar los elementos de los items que pueden causar desajustes entre los
procesos de respuesta y las especificaciones delineadas en la prueba.

A pesar de la relevancia de las estrategias cognitivas en la resolucién de
pruebas estandarizadas de ingreso a las universidades costarricenses como la
Universidad de Costa Rica (UCR), Universidad Nacional (UNA) y el ITCR, en el
pais no se han llevado a cabo estudios que permitan identificar las estrategias
ejecutadas por los estudiantes al resolver estos ftems. Unicamente se ha reali-
zado un estudio relacionado con las habilidades verbales de la prueba de
aptitud académica de la UCR y la UNA (Brizuela, Jiménez, Pérez y Rojas, 2016);
por lo tanto, el objetivo del presente estudio fue analizar las estrategias cogniti-
vas ejecutadas por los estudiantes para la resolucién de items de matematica
de la PAA del ITCR.

2. ANTECEDENTES

A partir del estudio de Valle, Juarez y Guzman (2007) con estudiantes de la
Olimpiada Mexicana de Matematica, se identificaron dificultades para compren-
der los problemas planteados, asi como un mejor desempeno en la definicion
de estrategias de solucion entre quienes habian recibido entrenamiento previo.
Para el analisis de los datos recurrieron a descripcion verbal de las estrategias,
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al calculo de la frecuencia de uso de ellas y de la incidencia en las distintas
areas de la matematica a la que pertenecian los problemas.

Vergel, Duarte y Martinez (2015) desarrollaron una investigacién que con-
sistio en correlacionar la planificacion de estrategias para la ensenanza de las
matematicas con el desarrollo del pensamiento matematico de los estudiantes
de cdlculo integral de universidades de Santander; concluyeron que las acti-
vidades del docente para mejorar la comprension de los temas de mayor
dificultad, esta relacionada con el nivel de desarrollo de pensamiento. Al res-
pecto Marugan, Martin, Catalina y Roman (2012), senalan que la elaboracién
de una estrategia cognitiva facilita una mejor comprension, retencion y recu-
peracion informativa, de tal forma que a mayor elaboracién mayor codificacion
y recuperacion de la informacion.

En otro estudio con estudiantes mexicanos que inician carreras universitarias
y ofros que estan concluyendo su formacion se encontrd que el desempeno
cognitivo mejora cuando: el estudiante se enfrenta a problemas que le son
familiares, cuando hay conexion entre la capacidad del estudiante para repre-
sentar graficamente una situacion mediante dibujos, diagramas, graficas o
esquemas lo que a su vez constituye un mecanismo de autocontrol del propio
razonamiento (Waldegg y Agliero, 1999).

3. MARCO TEORICO
3.1. ESTRATEGIAS DE RESOLUCION DE PROBLEMAS

En general, las estrategias cognitivas ayudan al individuo a enfocar su atencion
en las cuestiones relevantes o significativas de la tarea que se le presenta; lo
motivan a establecer conexiones, a procesar y a reorganizar la informacion de
manera profunda (Woolfolk, 2010). Es asi como la mente del ser humano traba-
ja formando representaciones mentales a las cuales se les aplica procesos
cognitivos que aseguran la obtencion del conocimiento favoreciendo la codi-
ficacion y almacenamiento de informacién, su recuperacion posterior y su
utilizacién en la solucion de problemas (Osses y Jaramillo, 2008).

En el campo particular de la matematica, las estrategias cognitivas se han
definido como los procesos que el individuo elige frente a una tarea matemati-
ca con el propdsito de facilitar la adquisicion, el almacenamiento y/o la utiliza-
cion de informacion o conocimientos (Sanjurjo y Vera, 1994). Para Valle,
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Cabanach, Rodriguez, Nufiez y Gonzalez-Pienda (2006) existen diferentes clasi-
ficaciones para designar las estrategias cognitivas, aunque para el caso de
resolucion de problemas matematicos hay coincidencia en que las basicas son:

De organizacion: implica la lectura comprensiva de enunciados para
identificar el problema, organizar los datos, establecer prioridades y
buscar relaciones.

De formulacion: consiste en la exploracién que hace el individuo para
considerar diferentes opciones de solucion, definir un plan a seguir
y ejecutarlo.

De seleccion: referido a la eleccion que hace el individuo sobre cual
tipo de razonamiento aplicar. De acuerdo con Beltran (2002), la selec-
cion implica diferenciar entre y dentro de las fuentes de informacion
segun la importancia y relevancia de criterio.

De memorizacién: implica el proceso de recuperacion de informacion
(Woolfolk, 2010).

Sobre el estudio de estrategias para resolver problemas matematicos son reco-
nocidos los trabajos de Polya (1987), quien considera que la experiencia previa
de la personay la observacion de la forma como otros resuelven problemas son
insumos importantes. Ademas, afirma que las heuristicas utilizadas en el proce-
so de resolucion no dependen del contenido involucrado en el problema que
se pretenda resolver. Su modelo, propuesto en 1965, considera cuatro pasos para
la solucion de problemas:

1. Comprender el problema: Se debe comprender el enunciado, separar las
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partes principales, 1a incégnita, los datos, la condicion, hacer una figura si
corresponde, introducir la notacion adecuada y preguntarse si el problema
tendra solucion.

Concebir un plan: En esta etapa se deben identificar calculos, razonamien-
tos o construcciones que deberan realizarse para determinar la solucion.
En este proceso es Util preguntarse: si se conoce un problema relacionado,
si puede enunciarse de modo diferente, si conviene primero resolver un
problema similar mas simple.

Ejecucion del plan: Para ejecutar el plan disenado se requiere, ademas de con-
cebir la idea, utilizar conocimientos previos, concentracion, habitos de pensa-
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miento y paciencia. La implementacion puede condudir a la solucion o a una
nueva estrategia.

4. Vision retrospectiva: Una vez ejecutado el plan y redactada la solucion es
recomendable que se revise el trabajo realizado, para confirmar la respues-
ta correcta a lo que se cuestiond, incluso si se puede resolver el problema
de otra manera.

3.2 HABILIDADES DE RAZONAMIENTO MATEMATICO

Los items de razonamiento matematico de la PAA del [TCR se clasifican en las
siguientes categorias:

* Resolucion de problemas: El examinado debe hacer uso de conocimien-
tos basicos, definir y ejecutar una estrategia de solucion. La solucion
de un problema, como sefnalan Marino y Rodriguez (2015) “implica un
proceso creativo y de una complejidad cognitiva mayor, en tanto que
el alumno debe elaborar su propio método de resolucion, apelando a
sus conocimientos previos, estableciendo nuevas relaciones entre ellos
y, ademas, empleando diversos procedimientos, tanto algoritmicos como
heuristicos” (p. 161).

* Deductiva: Segun Lassiter y Goodman (2015), el razonamiento deduc-
tivo “‘implica procedimientos matematicamente bien definidos para
extraer las consecuencias que siguen con certeza o necesidad de algun
tipo de evidencia” (p. 124). Mediante la deduccion se conduce de forma
sistematica de un grupo de proposiciones a otra.

* Inductiva: Mediante la induccion se pueden crear nuevos conceptos
analizando semejanzas o diferencias, este razonamiento “se hace visi-
ble a través de operaciones como clasificar, completar series, hacer
analogias y comparaciones con diferentes tipos de simbolos (verbales,
figuras, entre otros), que permiten llegar a hacer inferencias para defi-
nir esos nuevos conceptos y posteriormente aplicarlos y evaluarlos’
(Iriarte, Espeleta, Zapata, Cortina, Zambrano y Fernandez, 2010, p. 42).
Este razonamiento se caracteriza por ampliar la informacion de la que
se parte y por la comprobacion de la validez de la nueva informacion
(Canadas y Castro, 2006).
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* Probabilistica: implica el analisis de situaciones que no han ocurrido y
tienen mas de un resultado probable. La capacidad de pensar a partir
de las probabilidades es considerada un tipo de razonamiento particu-
lar, el cual es muy Util en la toma de decisiones en la vida cotidiana
(Nickerson, 2004, citado por Erdem y Gurbiz, 2016, p. 39).

» Con figuras: esta relacionada con la habilidad de percibir formas y
transformarlas mentalmente. Segun Smith (2009), citada por Noriega,
Vasquez y Garcia (2011, p. 98), la visualizacion espacial se caracteriza
por ‘la capacidad de ver, concebir, manipular mentalmente los objetos
del mundo visual y realizar transformaciones a partir de lo percibido;
distinguiéndola de la mera habilidad o memoria visual, que es una
forma estatica o reproductiva de visualizacién”.

4. METODO

En funcion del objetivo de esta investigacion se opto por un disefno descriptivo
y transversal, la técnica de la entrevista cognitiva y un protocolo para la recolec-
cion de los reportes verbales y las respuestas sobre las tareas cognitivas.

La técnica se basa en entrevistas uno a uno realizadas con apoyo de un
cuestionario guia (Jobe, 2003); que permite al entrevistado revelar los motivos
de sus respuestas, la elaboracion de ellas, las dificultades en la comprensién de
las preguntas y las tareas de recuperacion de informacién, entre otras (Bricefio,
Alvarez, Barco, Alvarez, Delgado y Zufiga, 2016, p. 191). Al respecto Smith y
Molina (2011) sefalan que al entrevistado se le piden dos cosas basicas: decir
en voz alta todo lo que esta pensando mientras completa el cuestionario (auto-
rreporte verbal) y contestar una serie de preguntas (pruebas cognitivas de repor-
te verbal). Como resalta Hernandez (2002), el pensamiento en voz alta permite
al investigador hacer patentes comportamientos representativos de los procesos
complejos que se dan en la solucién de problemas y, ademas, ofrece una idea
de la estructura y la forma en que trabaja la mente.

En cuanto a la construccion del protocolo fue necesario la revision de litera-
tura y un riguroso proceso de validacién como se describe en las siguientes
etapas del procedimiento metodologico.
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4.1. PRIMERA FASE: DEFINICION DE LAS CATEGORIAS DE LAS HABILIDADES
MATEMATICAS MEDIDAS EN LA PAA

Para definir las categorias se efectuaron las siguientes actividades:

a) Revision de la literatura para la descripcion conceptual de las categorias
de razonamiento matematico.

b) Especificacién de cada categoria con sus correspondientes etapas y tareas
cognitivas.

4.2. SEGUNDA FASE: CONSTRUCCION Y VALIDACION DEL PROTOCOLO

En la primera etapa se trabajo con un primer panel de jueces con el proposito
de revisar la estructura y contenidos de los componentes del protocolo, mientras
que en la segunda etapa se realizé una aplicacion piloto del instrumento para
ser analizada por un segundo panel de expertos.

El juicio de expertos se define como una opinién informada de personas con
trayectoria en el tema, que son reconocidas por otros como expertos cualificados
en este y que, pueden dar informacion, evidencia, juicios y valoraciones (Esco-
bar-Perez y Cuervo-Martinez, 2008).

La primera etapa fue realizada en marzo del 2018 con la colaboracién de 9
jueces con la finalidad de revisar la estructura y contenidos de los componentes
del protocolo. Entre este equipo de jueces se contd con dos en el area de la
psicologia cognitiva y otros siete con amplia experiencia en la construccion de
pruebas estandarizadas en matematica.

Para esta etapa se construy6 una guia con las siguientes secciones: intro-
duccion, datos generales del experto, instrucciones, definiciones de las categorias
de razonamiento matematico y una tabla para calificar la coherencia de las
tareas cognitivas basada en el modelo de Cuatro Etapas propuesto por Touran-
geau, asi como de la estructura del protocolo.

A manera de resumen, las observaciones hechas por los 9 jueces, tanto al
instrumento del protocolo como al consentimiento informado de los participan-
tes, se centraron en aspectos de contenido y formato. Especificamente, las prin-
cipales recomendaciones al protocolo fueron:
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* Realizar con los jueces participantes de la fase siguiente el analisis de
un item de la aplicacion piloto para que ellos comprendan el construc-
to de razonamiento matematico y sus categorias.

* Revisar las definiciones de las categorias e incorporar ejemplos de items
matematicos.

» Permutar algunas tareas entre las etapas, incluir otras nuevas y algunas
relacionadas con lo heuristico.

* Brindar una definicion de cada etapa del modelo para la construccion
del protocolo.

* Entre las recomendaciones para mejorar el desempeno de los estudian-
tes durante la entrevista cognitiva se destacan las siguientes:

* Incluir un ejercicio matematico para practicar el reporte verbal, antes
de la aplicacion de la entrevista cognitiva.

* Tratar de simplificar el nivel de complejidad de las tareas para facilitar
su comprension y reducir el listado en algunas etapas.

* Facilitar una ficha con el listado de las tareas para que los estudiantes
puedan sequir la lectura del investigador.

* Utilizar un vocabulario menos técnico para facilitar la comprension de
los ftems.

Finalmente, se revisaron algunos aspectos de formato y de redaccién en todas
las secciones del protocolo. Tales recomendaciones fueron consideradas tanto
para la aplicacion piloto de la segunda etapa como para mejorar la estructura
y contenidos del protocolo.

La segunda etapa de la validacion inicio con la aplicacion piloto del instru-
mento para evaluar la relevancia, la suficiencia, el contenido y la representativi-
dad de las preguntas y las tareas cognitivas descritas en el protocolo, en cada
una de las categorias del razonamiento matematico. Esta aplicacion fue reali-
zada en abril del 2018 con cuatro estudiantes que ingresaron al [TCR ese ano.
Esta muestra estaba constituida por 3 hombres y una mujer, provenientes de
dos colegios publicos, uno subvencionado y otro privado.

Para esta etapa se contd con la colaboracion de 8 jueces, quienes cumplian con
el perfil requerido y participaron en dos talleres. El primer taller fue en mayo 2018
para explicar la metodologia de trabajo, la técnica de la entrevista cognitiva con el
uso del protocolo y las categorias de razonamiento matematico de la PAA. El segun-
do, se realizo en junio de ese mismo ano para el andlisis de las descripciones con-
ceptuales de las categorias de razonamiento matematico y sus tareas cognitivas. En
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esta sesion los jueces compartieron sus observaciones individuales de los 8 items
seleccionados del folleto de practica de la PAA del 2017 que representaban todas las
categorias. Entre las recomendaciones derivadas de esta discusion grupal se destacan:

* Revisar en las tareas cognitivas: el orden, la pertinencia con la catego-
ria o la etapa, la claridad y la incorporacion de otras tareas especificas
a cada tipo de razonamiento.

* Revisar en las preguntas abiertas: la redaccion, agregar y replantear
algunas para indagar mas en los procesos mentales del participante.

 Separar el razonamiento deductivo y el inductivo para diferenciarlas
por sus tareas cognitivas especificas.

* Del modelo de Cuatro Etapas de Tourangeau utilizado en el protocolo,
valorar la opcién de eliminar la etapa de estimacion porque se confun-
dia con recuperacion de la informacion.

* Ampliar las tareas de la etapa de comprension y de verificacion.

 Senalar en la transcripcion los tiempos de las pausas durante la reso-
lucion del item.

Tales recomendaciones fueron incluidas para mejorar el protocolo y la técnica
de la entrevista cognitiva antes de la aplicacion principal. Ademas de estas
mejoras, el cambio mas relevante fue la transicion del modelo de Tourangeau
hacia el de cuatro pasos de Polya (1987), ya que, de esta forma se evitaba la
confusion entre la etapa de recuperacion de la informacion y la estimacion, cuyas
tareas estan contenidas en el paso de comprender el problema de Polya, quien
ademas considera la verificacion de la respuesta; etapa relevante en cualquier
estrategia de resolucion de problemas matematicos.

Una vez concluida esta sequnda fase, el protocolo quedd organizado en tres
partes. En la primera se describe brevemente la técnica de la entrevista cogniti-
va y los objetivos. Luego, en la parte de entrenamiento, el participante realiza un
ejercicio matematico de baja dificultad para ensayar el reporte verbal. La tercera
incluia el listado de las preguntas abiertas (pruebas cognitivas de reporte verbal)
y las tareas cognitivas por cada categoria de razonamiento matematico. En esta
seccion los participantes tenian la oportunidad de reflexionar sobre lo ejecutado
en cada una de las etapas, ademas del autoreporte verbal inicial. Como lo indi-
ca Hernandez (2002, p. 42), se exploré no sélo lo que reside en las mentes de
los participantes, sino que se estudiaron sus estrategias en la solucion de pro-
blemas y su reflexion sobre las mismas.
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4.3 TERCERA FASE: APLICACION PRINCIPAL DE LA ENTREVISTA COGNITIVA

El marco de la muestra estaba constituido por 174 estudiantes que obtuvieron
una nota igual o mayor a 90 en el componente de matematica de la PAA del
2017, que se caracterizaba por estar conformada por 79,19% de hombres y
20,81% de mujeres, quienes provenian el 41,52% de colegios privados, el 36,84%
de publicos y el 21,63% de subvencionados. De esta lista de estudiantes se
seleccionaron 18 de manera aleatoria, quienes habian matriculado cursos en
el segundo semestre del 2018.

Los criterios técnicos para la seleccion de los items fueron los siguientes:
tener un nivel de dificultad intermedio, entre 40% y 60% de acierto, mostrar una
discriminacion igual o mayor a 0,30 y representar diversas tareas de las estrate-
gias de razonamiento de cada categoria, como se resume en la tabla 1.

Tabla 1. Descripcion de los items utilizados en la aplicacion principal de la entrevista cognitiva.

ftems seleccionados indice de indice de Total de  Distribucién de
dificultad  discriminacion reportes los jueces
verbales
Inductivo N° 1 49 046 10 13yl4
Inductivo N° 2 45 033 8 J3yl4
Deductivo N° 3 62 049 8 1yJ2
Deductivo N° 4 47 036 10 12y13
Resolucion de problemas N° 5 58 049 6 15y16
Resolucion de problemas N° 6 46 044 6 J5y16
Resolucion de problemas N° 7 52 048 6 5yl6
Con figuras N° 8 54 0,34 6 17y18
Con figuras N° 9 57 0,35 6 17y18
Con figuras N° 10 47 0,27 6 17y18
Probabilistico N° 11 42 041 6 9y l4
Probabilistico N° 12 37 032 6 12y 19
Probabilistico N° 13 42 052 6 9yl
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Como se observa, el item N° 1 resulto facil y el N° 12 dificil; mientras que el
N° 10 mostro un indice de discriminacion menor a 0,30; aun asi, se consideraron
aceptables para la aplicacion principal de la investigacion.

El objetivo de esta evaluacién fue juzgar de manera integral 1a relevancia,
la suficiencia y la representatividad de las tareas cognitivas ejecutadas por los
participantes en cada etapa, segun la categoria de razonamiento matematico.
En este juzgamiento se elimind el dominio de contenido por recomendacion de
los jueces en el proceso de validacion del protocolo. En esta evaluacion colabo-

ro un

panel de 9 expertos en la ensefanza de la matematica en educacion

superior, de los cuales 6 habian participado en la fase piloto. A cada uno de los
jueces se le asigno tres items con sus correspondientes reportes verbales. La
estrategia de trabajo se desarrollo de la siguiente manera:

a
b
C

)
)
)
d)

e)

i

q)

Revision de las transcripciones por parte de los investigadores.
Asignacion de cada reporte verbal a dos jueces.

Organizacion de los reportes verbales por item en un archivo de Word.
Elaboracion de la guia de juzgamiento de las respuestas ejecutadas por
los participantes (solucion, preguntas y tareas) con base en los siguientes
dominios:

* La suficiencia del conjunto de tareas en cada etapa (comprension,
elaboracion, ejecucion y verificacion).

* La relevancia de cada tarea en cada etapa.

* La representatividad del conjunto de tareas de cada etapa con la cate-
goria de razonamiento (inductivo, deductivo, resolucion de problemas,
figuras y probabilistico).

Preparacion de las carpetas digitales de trabajo por categoria y por juez, con
los archivos en Word que contenian los reportes verbales de los items y una
hoja de calculo preparada para registrar las evaluaciones; mas una carpeta
fisica con las hojas de los items resueltos (material confidencial de la PAA) y
la guia de juzgamiento de las tareas ejecutadas por los participantes.
Induccién general a los expertos el 12 de noviembre del 2018 para expli-
car el procedimiento de analisis y la guia de juzgamiento.

Juzgamiento individual de las estrategias de razonamiento ejecutadas por
los participantes en cuatro sesiones presenciales realizadas entre el 12 'y
el 26 de noviembre con los expertos.
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Para determinar el grado de acuerdo entre los jueces en la evaluacion de
cada una de las tareas cognitivas segun etapa y categoria de razonamiento
matematico, se utilizo la medida de acuerdo Kappa, calculada con el paquete
Statistical Package for the Social Sciences (SPSS) 19, cuyos resultados se resumen
en la tabla 2. Para la interpretacion de este coeficiente se utilizaron los parame-
tros recomendados en la literatura (Landis y Koch, 1977, p. 165): pobre (menor
a 0), ligero (0 = 0.20), justo (0.21 - 0.40), moderado (0.41 - 0.60), sustancial (0.61
- 0.80) y casi perfecto (0.81-1).

Tabla 2. Coeficiente Kappa de Cohen del juzgamiento de las tareas ejecutadas por etapa y
categoria de razonamiento.

Aplicacion principal Medida de acuerdo Nivel de
Kappa significancia
Inductivo N°1 417 .000
Inductivo N°2 361 004
Deductivo N°3 258 030
Deductivo N° 4 506 000
Resolucion de problemas N° 5 289 013
Resolucion de problemas N° 6 193 093
Resolucion de problemas N° 7 308 005
Con figuras N° 8 452 000
Con figuras N° 9 482 000
Con figuras N° 10 541 000
Probabilistico N° 11 417 001
Probabilistico N° 12 146 176
Probabilistico N° 13 501 000

En general, los coeficientes Kappa oscilaron entre los valores justos (0,21 - 0,40)
y moderados (0,41 - 0,60). De acuerdo con Escobar-Pérez y Cuervo-Martinez
(2008, p. 32), “lo comun es obtener un amplio espectro de valores intermedios
que se interpretan teniendo como referencia la complejidad de la evaluacion y
el numero de categorias a evaluar’. Segun estos resultados se rechaza la H,
cuando el valor observado excede al valor critico (con un a de 0.05); por lo
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tanto, se puede concluir que hay acuerdo entre los expertos, el valor de kK mues-
tra la proporcion de acuerdo eliminando el acuerdo que podria ser efecto del
azar, con excepcion de dos items: resolucion de problemas N° 6 y razonamien-
to probabilistico N* 12.

5. RESULTADOS

La estrategia de analisis de esta investigacion se fundamento en la triangulacion
de la informacién obtenida en diferentes fuentes: los reportes verbales de la entre-
vista cognitiva, 1as soluciones escritas de los estudiantes en los folletos de examen,
las observaciones del equipo de investigadores y las evaluaciones de los jueces.
Como lo destacan Okuda y Gémez-Restrepo (2005), la triangulacién ofrece la
alternativa de poder visualizar un problema desde diferentes angulos, le confie-
re a un estudio rigor, profundidad, complejidad y permite dar grados variables
de consistencia a los hallazgos.

En funcion del objetivo de esta investigacion se describen de manera indi-
vidual cada una de las categorias de razonamiento matematico, segun las
etapas del modelo tedrico de Polya, para destacar las particularidades y simili-
tudes en las estrategias ejecutadas por los participantes en los diferentes items.

En la categoria de razonamiento deductivo se incluyeron dos items, uno
basado en un silogismo y el otro en un algoritmo, de los que debian deducir
una conclusion que con certeza fuera verdadera. Estos items se aplicaron a un
total de 12 estudiantes, quienes durante el reporte verbal y las preguntas abier-
tas (pruebas cognitivas) expresaron sus estrategias de razonamiento.
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Tabla 3. Valores absolutos y relativos de las tareas cognitivas ejecutadas
en razonamiento deductivo.

Tareas Total Porcentaje

Comprension

T1: Identifico informacién clave. 12 100
T2: Relaciond la pregunta con ejercicios previos. 10 83
T3: Recordd conceptos matematicos o formulas. 11 92

Concebir el plan

T1: Relacion¢ informacion clave con algun procedimiento cono- 10 83
cido.

T2: Defini6 una estrategia de solucion. 11 92
T3: Represento informacion de otra manera. 2 17

Ejecutar el plan

T1: Ejecuto la estrategia de solucion inicial. 12 100
T2: Relacion¢ premisas utilizando conectores logicos. 12 100
T3: Dedujo nuevas proposiciones verdaderas. 12 100
Verificacion

T1: Comprobo la estrategia seleccionada. 7 58
T2: Comprobo cada paso ejecutado. 9 75
13: Volvio a leer el enunciado. 10 83
T4: Lo resolvio de otra manera. 1 8

T5: Descarté opciones. 11 92

Como se muestra en la tabla 3, las tres tareas de la etapa de comprension fue-
ron ejecutadas por la mayoria de los participantes. Por ejemplo, al consultarles
si relaciono la pregunta con ejercicios resueltos, uno manifesto:

E9:  De hecho, en Espanol con las tablas de verdad.

En general, se observd que algunos participantes necesitaron volver a leer el
ftem para comprenderlo.
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En la etapa siguiente relacionada con la elaboracion del plan, solo ejecuta-
ron dos tareas; en tanto que la representacion de la informacion de manera
diferente fue ejecutada solo por dos participantes. Una posible explicacién es
que el item de silogismo es dificil representarlo de otra manera y el segundo
estaba organizado en forma grafica. Ademas, como lo indica uno de los jueces:

J1: “Es después de leer la pregunta que se le ocurre utilizar las respuestas para
descartar y llegar a la respuesta. El ensayo y error fue parte de lo que definio su
estrategia”.

En general, la elaboracion del plan se centra en relacionar la informacion clave
con algun procedimiento conocido y definir una estrategia rapida, que no nece-
sariamente aparece de forma inmediata.

En la ejecucion del plan, las tres tareas fueron ejecutadas por todos, lo que
demuestra que son relevantes para la deduccion de nuevas proposiciones ver-
daderas y el uso de conectores l6gicos.

Finalmente, en la verificacion resalta que solo un estudiante utilizé otra
estrategia para comprobar la respuesta; a pesar de ser una tarea muy pertinen-
te para confirmar que la respuesta sea la correcta. En tanto que las tareas mas
frecuentes fueron volver a leer el enunciado y descartar opciones, como bien lo
expresa uno de los participantes:

E17: Descartar opciones lo que hace es hacer mas rapido.

En suma, los participantes no realizan todas las tareas de verificacion, probable-
mente, por el poco tiempo disponible para resolverlo. Ademas, el hecho de que
los items son de seleccion Unica y al encontrar entre las opciones la respuesta
obtenida asumen que esta correcta; por lo que no verifican el procedimiento.

Desde el punto de vista de los jueces, la tarea 4 de la etapa de verificacion
no fue relevante en el trabajo realizado por los participantes y con un nivel bajo
de relevancia las tareas 3 de concebir el plan, 1y 2 de verificacion.

En la categoria de razonamiento inductivo se incluyeron dos items, en los
cuales debian identificar un patron para generar nuevos términos de una
secuencia. Las tareas ejecutadas por los 12 participantes se resumen en la tabla 4.
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Tabla 4. Valores absolutos y relativos de las tareas cognitivas ejecutadas
en razonamiento inductivo.

Tareas Total Porcentaje

Comprension

T1: Identifico informacion clave. 12 100
T2: Relaciond la pregunta con ejercicios previos. 12 100
T3: Recordd conceptos matematicos o formulas. 12 100
T4: Identificé patrones. 12 100
Concebir el plan

T1: Relaciond la informacién clave con algun procedimiento conocido. 9 75
T2: Defini6 una estrategia de solucion. 12 100
T3: Represento la informacion de otra manera. 4 33

Ejecutar el plan

T1: Ejecuto la estrategia de solucion inicial. 9 75
T2: Analizo semejanzas o diferencias para identificar un patron. 12 100
T3: Obtuvo una férmula para el término general de la sucesion. 3 25
T4: Calculo términos desconocidos de una sucesion. 6 50
Verificacion

T1: Comprobo la estrategia seleccionada. 7 58
T2: Comprobo cada paso ejecutado. 8 67
T3: Volvio a leer el enunciado. 8 67
T4: Lo resolvié de otra manera. 3 25
T5: Descarté opciones. 6 50

Tal como se observa en la tabla 4, todos ejecutaron las 4 tareas de comprension. En
la etapa de concebir el plan, el relacionar informacion clave con algun procedi-
miento conocido y definir una estrategia de solucion fueron las tareas mas frecuen-
tes y la menos frecuente fue representar la informaciéon de otra manera porque no
era necesario. En ambos se requeria identificar un patron, en uno de ellos se debia
encontrar un término desconocido y trabajar con €l para luego responder, mientras
que en el otro, lo que debian seleccionar era un término de la sucesion.
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En la etapa de ejecutar el plan dos tareas son las mas frecuentes, en especial,
la tarea 2 que fue utilizada por todos. Ninguno de los items seleccionados para
esta categorfa requeria encontrar una férmula general.

En la dltima etapa, las tres primeras tareas fueron las mas utilizadas, al igual
que en la categoria de razonamiento deductivo. En uno de los items descartar
opciones fue una tarea ejecutada por todos, mientras que en el otro no era
necesario. Por ejemplo un participante indica:

E14: .Lo que se puede hacer es verificar si en todos los datos de la sucesion
coincide el mismo patron ...

Los jueces no consideraron relevante la tarea 3 de la etapa de ejecucion y cla-
sificaron en un nivel bajo las tareas 3 de concebir el plany 4 y 5 de verificacion.

En la categoria de resolucion de problemas se trabajo con tres items en los
cuales era necesario realizar algunas operaciones aritméticas y cuya solucion
podria encontrarse por diferentes caminos. Por ejemplo, podia ser util el uso de
ecuaciones de primer grado con una incognita, el apoyo con diagramas o el
analisis de casos particulares para deducir la solucion general. Estos items fue-
ron realizados por un total de 18 participantes, cuyas tareas ejecutadas se
resumen en la tabla 5.

Tabla 5. Valores absolutos y relativos de las tareas cognitivas ejecutadas en resolucion de

problemas.
Tareas Total Porcentaje
Comprension
T1: Identifico informacion clave. 18 100
T2: Relaciond la pregunta con ejercicios previos. 13 72
T3: Recordé conceptos matematicos o formulas. 12 67
T4: Formulo el problema de otra manera. 7 39
Concebir el plan
T1: Defini6 una estrategia de solucion. 16 89
T2: Planted una operacion o ecuacion. 13 72
T3: Represento la informacion de otra manera. 11 61
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Tareas Total Porcentaje

Ejecutar el plan

T1: Ejecuto la estrategia de solucion inicial. 13 72
T2: Realizo operaciones aritméticas o ecuaciones. 17 94
T3: Simplificé una expresion. 8 44
T4: Hizo una lista de datos. 9 50
T5: Orden¢ la informacion. 10 56
Té6: Utilizo una representacion grafica. 7 39
Verificacion

T1: Comprobo la estrategia seleccionada. 15 83
T2: Comprobo cada paso ejecutado. 16 89
T3: Volvio a leer el enunciado. 12 67
T4: Lo resolvi¢ de otra manera. 8 44
T5: Descarté opciones. 6 33

Como se puede observar, todos ejecutaron la tarea 1 de comprension. Las tareas
2, 3y 4 fueron realizadas por la mayoria, pero solamente 7 optaron por un
planteamiento alternativo del problema. El 72% de ellos considerd que anterior-
mente habia realizado algun item similar, por ejemplo:

E14: Para unas mas complejas ya tenia un procedimiento que habia aprendido,
es uno muy sencillo, usted empieza a dibujar cajitas, entonces al final usted suma
resta los residuos y lo divide entre las cajitas, eso ayuda mucho.

Las tres tareas de la etapa concebir un plan fueron realizadas por la mayoria. A
diferencia de los items de razonamiento deductivo e inductivo, en la resolucion
de problemas si recurrieron a otras formas de representar la informacién. Por
ejemplo, el uso del lenguaje algebraico, como lo comenta uno de ellos:

E16: Yo lo lei y ya sabia que R iba a ser una suma de varios nimeros, entonces

si yo ponia todos esos numeros en relacion al primero podia obtenerlo a partir de
una férmula.
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En la etapa de ejecucion la tarea mas realizada fue resolver operaciones arit-
méticas o ecuaciones. En tanto que, no mas de la mitad de ellos realizo alguna
representacion grafica o simplificé una expresion. Entre 56% y 92% realizé las
otras tres tareas. Uno de los participantes muestra como recurrié a trabajo arit-
mético y algebraico:

E5: Lo que hice fue empezar con el dato que me daban y fui restando, sumando
y dividiendo o multiplicando. Me dio una respuesta que no estaba entre las opciones,
entonces me fui por otro método que es plantearlo con una variable.

En la etapa de verificacion menos de la mitad opt6 por descartar opciones para
poder encontrar la respuesta correcta y solo la mitad intentd resolver el problema
de una segunda forma para verificar la respuesta obtenida. Al menos dos terce-
ras partes realizaron las primeras tres tareas. Un participante describe de la
siguiente manera su trabajo de verificacion:

E4:  Uno podria plantearse una ecuacion, pero creo que hubiera sido bastante mas
complicado haberla planteado asi. Creo que la mejor forma de comprobarlo es con
un ejemplo.

Sobre las tareas de resolucion de problemas, los jueces consideraron relevantes
todas las tareas, pero con un nivel bajo la 3 de concebir el plan, la 6 de ejecucién
yla 4y5 de verificacion.

La caracteristica particular de la categoria de razonamiento con figuras es
la habilidad de percibir formas y transformarlas mentalmente. En el primero
de los items utilizados los participantes debian identificar el porcentaje som-
breado de una figura, en el segundo reconocer un patrén a partir de una
secuencia de figuras para generar un nuevo elemento y en el tercero compa-
rar el area de dos figuras descritas en el enunciado. En la tabla 6 se muestran
los datos de las tareas ejecutadas en esta categoria de razonamiento.
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Tabla 6. Valores absolutos y relativos de las tareas cognitivas ejecutadas en razonamiento

con figuras
Tareas Total  Porcentaje
Comprension
T1: Identificd informacion clave. 18 100
T2: Recordd conceptos matematicos o formulas. 18 100
T3: Recordd procedimientos aplicados en ejercicios similares. 12 67
T4: Represento la informacion de otra manera. 12 67
T5: Realiz6 anotaciones o resalto elementos de la figura. 13 72
T6: Integro partes de una figura para construirla. 8 44
T7: Busco semejanzas y diferencias entre figuras de una secuencia. 7 39
T8: Identificd diferentes posiciones o simetrias. 9 50
Concebir el plan
T1: Defini6 una estrategia de solucion. 18 100
T2: Determind si necesitaba calcular: area, perimetro, volumen o longitud. 6 33
T3: Seleccion6 una formula. 6 33
T4: Dividio en regiones segun alguna propiedad. 5 28
T5: Agrupé regiones de una figura. 6 33
T6: Determind secciones de una figura tridimensional. 0 0
T7: Dio un orden particular. 11 61
T8: Penso en otra variacion de la figura. 11 61
Ejecutar el plan
T1: Ejecuto la estrategia de solucion inicial. 16 89
T2: Visualizé la figura en otra posicién, dimension o proporcion. 8 44
T3: Aplico una formula. 6 33
T4: Agregd elementos nuevos. 5 28
T5: Aplicé propiedades de simetrias. 6 33
Verificacion
T1: Comprob¢ la estrategia seleccionada. 14 78
T2: Comprobo cada paso ejecutado. 14 78
T3: Volvio a leer el enunciado. 14 78
T4: Lo resolvié de otra manera. 5 28
T5: Descarté opciones. 2 11
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En la etapa de comprension las tareas mas relevantes fueron las dos prime-
ras, enfocadas en la identificacion de informacion y conceptos claves. Algunas
no eran necesarias para esta muestra de items, tales como las tareas 6, 7 y §;
aunque si para otros tipos de items de este razonamiento.

En la siguiente etapa, la tarea que fue ejecutada por los 18 participantes fue
la elaboracion de una estrategia, las tareas 4 y 5 resultaron irrelevantes, pues
no fueron ejecutadas por la mayoria de los participantes en alguno de los tres
ftems, a diferencia de la 2 y 3 que si fueron ejecutadas por quienes resolvieron
el tercer ftem. En lo que respecta a la tarea 6 no se puede afirmar que sea irre-
levante, puesto que ningun item contenia una figura tridimensional. En este
sentido uno de los jueces manifiesta:

J8:  El estudiante no confeccioné ninguna figura de referencia, entonces muchas
de las tareas dadas no las realizo, pero a mi criterio esto no significa que las tareas
no sean relevantes.

De las 5 tareas de ejecucion del plan, la mdas importante fue la realizacion de
la estrategia definida inicialmente y, a pesar de que algunas tareas presentan
baja frecuencia, si son relevantes para la resolucion de los items. La aplicacion
de propiedades de simetrias result¢ irrelevante para la muestra de items.

En la etapa final de verificacion, las 3 primeras tareas fueron las mas utili-
zadas para la comprobacion de la estrategia, los pasos y revision del enunciado,
como lo expresa un participante:

E4.  Asegurandome de que los datos que puse inicialmente fueran los correctos,
que me daban en el ejercicio. iEh! comprobé la multiplicacion, era una multiplicacion
bastante sencilla...

Desde el punto de vista de los jueces, fueron relevantes las dos primeras tareas
de la etapa de comprension, la primera de concebir el plan y de ejecucion y las
tres primeras de verificacion.

En los items de razonamiento probabilistico resultaba importante que los
estudiantes identificaran el caracter aleatorio de las situaciones planteadas. En
dos de los items era necesario calcular probabilidades mediante la definicion
clasica y en el otro debian identificar los casos probables y determinar cuales
eventos tenian mayor probabilidad de ocurrir.
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Tabla 7. Valores absolutos y relativos de las tareas cognitivas ejecutadas en razonamiento
probabilistico

Tareas Total Porcentaje

Comprension

T1: Identifico informacion clave. 17 94
T2: Recordd conceptos matematicos o formulas. 18 100
T3: Recordd procedimientos aplicados en ejercicios similares. 13 72
T4: Represento la informacion de otra manera. 9 50
T5: Reconocié casos posibles y favorables. 18 100

Concebir el plan

T1: Definié una estrategia de solucion. 16 89
T2: Elaboré un diagrama. 2 11
T3: Resumio informacion mediante una lista o tabla. 5 28
T4: Plante6 una estrategia donde aplique: técnicas de conteo, defini- 14 78

cion o propiedades de probabilidad, operaciones con conjuntos.

Ejecutar el plan

T1: Ejecuto la estrategia de solucion inicial. 14 78
T2: Dedujo informacion de un diagrama. 4 22
T3: Aplico reglas de conteo. 5 28
T4: Calculo6 probabilidades. 15 83
T5: Utilizo propiedades de probabilidad. 7 39
T6: Aplicé operaciones con conjuntos. 2 11
Verificacion

T1: Comprobo la estrategia seleccionada. 10 56
T2: Comprob¢ cada paso ejecutado. 11 61
T3: Volvio a leer el enunciado. 13 72
T4: Lo resolvio de otra manera. 0 0
T5: Descarté opciones. 3 17
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Como se muestra en la tabla 7, todas las tareas de la etapa de comprension
fueron ejecutadas por al menos la mitad de los participantes. En uno de los
ftems representar la informacion de una manera alternativa no resulté impor-
tante, probablemente porque ya se les presentaba en una tabla. Una dificultad
presentada estuvo relacionada con la comprension de que el evento era alea-
torio y no podia seguir una secuencia. Esto lo resalta uno de los jueces:

J9:  Elestudiante habia escogido la respuesta correcta desde el inicio. Sin embargo,
luego, comienza a analizar los datos obtenidos como un patron.

En la etapa de concebir el plan, los entrevistados definieron una estrategia toman-
do en cuenta conceptos de probabilidad, conteo o conjuntos. Las tareas relacio-
nadas con representacion de informacién mediante diagramas, tablas o listas no
fueron utilizadas por la mayoria. Es importante senalar que dos fallaron un mismo
ftem para el que no ejecutaron la mayoria de las tareas, como indica un juez:

J2: Los estudiantes que fallaron en plantear la estrategia fallaron en la respuesta
correcta.

En la etapa de ejecutar el plan solamente las tareas 1y 4 fueron realizadas por
la mayoria. Las tareas 2 y 5 resultaron relevantes solo para uno de los items.

En la etapa de verificacion llama la atencion que ningun participante inten-
t6 una segunda estrategia de solucion para comprobar la respuesta. Solo 3 de
ellos descartaron opciones. Las restantes tareas si fueron realizadas por la mayo-
ria, como lo expresa uno de ellos:

E3:  Devolviéndome a leer el problema para ver que todos los datos los habia
apuntado bien, que habia hecho la suma del total, que habia visto cuantos eran los
hombres de pelo negro, para tener los casos favorables y los casos posibles bien'y
ver que habia hecho la division bien.

En la etapa de comprension los jueces consideraron relevantes todas, excepto la

4. En las etapas de concebir el plan y de ejecutarlo indicaron que son relevantes
las tareas 1y 4, en la fase de verificacion consideraron relevantes la 2 y la 3.
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6. CONCLUSIONES

En relacion con la etapa de la descripcion conceptual se encontré una diversidad
de definiciones en la literatura, de manera que, se asumieron aquellas mas
apropiadas a la medicién de las habilidades de razonamiento inductivo, deduc-
tivo, resolucién de problemas, probabilistico y de figuras en una prueba estanda-
rizada de aptitud académica. Para algunos autores estas categorias estan
incluidas en un concepto mas amplio como el de resolucion de problemas. No
obstante, esta clasificacion permitio identificar diferencias en la ejecucion de las
tareas segun las categorias de razonamiento.

En cuanto a los hallazgos de la entrevista cognitiva se destaca que es la
estrategia mas apropiada para obtener evidencias de los procesos de respuesta
y comprender la ejecucion de las tareas desde el punto de vista de los entrevis-
tados. Como lo destacan Bricefio et al. (2016) esta técnica permite determinar
los procesos cognitivos encubiertos y manifiestos que el entrevistado utiliza para
responder. Para lograr este propoésito fue necesario garantizar la calidad del
protocolo de la entrevista, ya que, esto permitio evaluar la relevancia, la suficien-
cia y la representatividad de las preguntas y las tareas cognitivas descritas en
cada una de las categorias del razonamiento matematico de una manera obje-
tiva y mas precisa. También fue acertado el criterio de seleccion de los partici-
pantes, o que favorecié su desempeno en la entrevista.

De los principales resultados se tiene que la tarea mas relevante ejecutada
en la etapa de comprension fue la identificacion de la informacion clave que se
utilizé en todas las categorias de razonamiento. También recordar conceptos
matematicos, formulas y procedimientos fue relevante para los ftems: inductivo,
probabilistico, con figuras y resolucion de problemas. Al respecto, Hernandez
(2002, p. 143) senala que en la primera lectura la mayoria de los estudiantes
identifican lo que se pregunta en el problema, luego los datos que les provee
para entenderla y tratan de relacionarla con algo visto anteriormente o con el cono-
cimiento que tienen. Por otra parte, hay tareas muy especificas como fue el caso de
identificar patrones para inductivo.

En la etapa de concebir el plan, senalar una estrategia para resolver el pro-
blema fue utilizada en todas las categorias. En el caso de tareas especificas
relevantes, se encontro en razonamiento inductivo y deductivo relacionar la
informacién con un procedimiento conocido; en probabilistico usar técnicas de
conteo, definicion y propiedades de la probabilidad y operaciones con conjuntos;
en resolucion de problemas plantear una operacion o una ecuacion y en
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razonamiento con figuras ordenar y variar la figura. Al respecto, Iriarte et al.
(2010) indican que el procedimiento para la resolucion de un problema empie-
za con tratar de comprender qué debe hacerse, segundo entender la informacion
que se tiene para buscar la solucién y tercero buscar estrategias adecuadas para
llegar con esta informacion a la solucion.

En la etapa de ejecucion se encontré que la estrategia de solucion inicial se
implemento en todas las categorias de razonamiento. Ademas, de las siguientes
tareas especificas: realizar operaciones aritméticas o una ecuacion en resolucion
de problemas; visualizar la figura de otra manera; calcular probabilidades, iden-
tificar patrones y relacionar premisas.

En todas las categorias de razonamiento se incluyeron las mismas tareas de
verificacion, de las cuales las mas relevantes fueron comprobar la estrategia
seleccionada, los pasos ejecutados y releer el enunciado. Solamente en razona-
miento deductivo 92% de los participantes descartaron opciones para encontrar
la respuesta. En esta etapa la evaluacion tiene dos propositos: una justificar los
resultados consequidos; otra confirmar los objetivos alcanzados (Iriarte, 2002).

En definitiva, estos resultados pueden contribuir a la labor docente para
desarrollar habilidades de razonamiento matematico, ya que brinda informacion
especifica sobre la ruta de resolucion utilizada por estudiantes de alto desem-
peno, de manera que se trascienda el enfoque mecanico en la ensenanza de
la matematica, como lo afirman Pérez y Ramirez (2008).
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Palabras clave: Condicion necesaria, Condicion suficiente, Sistemas Matemd-
ticos de Simbolos, Registros de Representacion, Funciones.

Abstract: Results from an investigation with freshmen in a first year university
Calculus course are presented, which was designed to inquiry about their use
of conditional propositions (necessary condition, sufficient condition) and its
relation with the Mathematical Symbol System used to present information
about these propositions (graphic register, algebraic register). The questions
formulated in this instance are similar to those that must be answered in
activities related with the notion of function. Differences in students’ performance
indicate that tasks about necessary condition on graphic register result signifi-
cantly easier than others; there is evidence of a better performance in tasks on
graphic register in relation with algebraic one, and in tasks about necessary
condition with respect to sufficient condition.

Keywords: Necessary condition, Sufficient condition, Mathematical Symbol Sys-
tems, Representations registers, Functions.

INTRODUCCION

Estudios desde principios de los noventa a la fecha reportan de modo persistente,
problemas de los ingresantes a la universidad con el aprendizaje de las Mate-
maticas (Tall, 1990; Artigue, 2000; Camarena, 2010) y, en particular, dificultades
con conceptos formalizados para los que son insuficientes sus recursos previos.
Por ejemplo, para construir un pensamiento analitico que considere sus habili-
dades algebraicas previas, deben abordar las brechas de igualdad y de razona-
miento (Artigue, 1995): se requiere anadir, a una igualdad resultado de
equivalencias algebraicas, una igualdad resultado de proximidad, y a un razonar
por equivalencias sucesivas, un razonamiento por condiciones suficientes.

Por su parte, la actividad con la nocion de condicional y, especificamente, la
distincion entre condicion necesaria y condicion suficiente, es crucial para los
estudiantes ingresantes a programas cientifico-tecnolégicos, dada su presencia
en argumentaciones y demostraciones en los cursos iniciales de Matematicas.

Algunos informes de investigacion revelan dificultades que enfrentan estos
estudiantes. Los novatos tienen formas de aproximacion a la nocion de
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demostracién basadas en consideraciones contextuales o intuitivas (Camacho,
Sanchez y Zubieta, 2014) donde la relevancia de la estructura légica no es
reconocida, a diferencia de lo que hacen los expertos que se preocupan por
reconocer la validez de las inferencias realizadas (Inglis y Alcock, 2012).

Lew, Fukawa-Conelly, Mejia-Ramos y Weber (2016) senalan que la mirada
de un profesor sobre una demostracion, centrada en ideas cruciales que la
organizan, suele no coincidir con la de sus estudiantes focalizada mas bien en
los detalles de los calculos que se realizan; indican que las acepciones técni-
cas de ciertos términos no son compartidas por profesor y estudiantes. La
conjuncién de estos factores puede explicar por qué los estudiantes podrian
no comprender lo que la leccién de su profesor esta ensenando.

En otro orden, algunos estudios han proporcionado informacion acerca de
estrategias usadas por estudiantes en los procesos de construir o escribir
demostraciones.

Weber y Alcock (2004) han distinguido entre pruebas sintacticas y pruebas
semanticas; en las primeras, el sujeto manipula formalmente las representacio-
nes simbolicas hasta obtener la conclusion mientras que, en las segundas el
ejecutante apela a instanciaciones* de los objetos matematicos a los que la
prueba refiere para avanzar hacia la solucion.

Zazkis, Weber y Mejia-Ramos (2015) identificaron dos estrategias de abor-
daje usadas por estudiantes de Matematicas al construir pruebas y las relacio-
naron con los procesos de resolucion de problemas:

Cuando usan una estrategia orientada a un objetivo los estudiantes estarian desa-
rrollando una comprension profunda de la proposicion que estén probando, eligien-
do un plan con base en esa comprension, desarrollando un argumento grafico
acerca de la validez de la proposiciéon y formalizando este argumento en una prue-
ba. Cuando usen una estrategia superficial los estudiantes estarian comenzando a
probar diferentes planes inmediatamente luego de leer la proposicion y abandona-
rian cada uno de los planes a la primera senal de dificultad. (p. 12)

Es interesante destacar que en la primera estrategia descrita, los estudiantes
construyen argumentos graficos que luego formalizan. Esto puede interpretarse

* “Por instanciacion nos referimos a una manera sistematicamente repetible por la que el individuo pien-
sa en un objeto matematico, que es internamente significativa para ese individuo.” Traduccién de los autores.
> Traduccion de los autores
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en términos de los procesos de conversion entre registros semioticos de repre-
sentacion (Duval, 1998), que se discutiran mas adelante. La construccion de
diagramas o graficas también es mencionada por Weber y Alcock (2004) como
una de las posibles formas de instanciacion.

Estos antecedentes conducen a distinguir dos elementos que interactian en
los procesos de construccion o en la aceptacion de la validez de una demostracion.
Por un lado, las reglas de inferencia que permiten justificar los pasos sucesivos
de una prueba a partir de los anteriores dependen de la definicion del valor de
verdad del condicional, cuyas caracteristicas técnicas son frecuentemente causa
de dificultades. Por otro, las formas de representacion que los ejecutantes asumen
para llevar adelante la tarea parecen tener incidencia en el éxito conseguido.

Responder a la interrogante de la influencia del registro de representacion,
sea algebraico o grafico, en la dificultad de la tarea con el condicional, aportaria
antecedentes para disenos de ensenanza que podrian contribuir a mejorar los
desempenos de estudiantes ingresantes.

En este trabajo se presenta una investigacion desarrollada en un curso de
Célculo en primer semestre de carreras de ingenieria, destinada a estudiar dos
de los aspectos que se han destacado y se sefalan a continuacion.

En primer término, interesé conocer que uso de la nocion de condicional hacen
los alumnos ingresantes a la universidad, en particular, de la distincion entre
condicién necesaria y condicion suficiente. En sequndo lugar, se propuso respon-
der a la interrogante acerca de la influencia que pudiera tener el registro de
representacion en el que se muestra la consigna (algebraico o grafico) en la
dificultad de la tarea. Desde el punto de vista didactico estas dos cuestiones son
relevantes. Tienen implicaciones sobre la eleccion de estrategias de ensenanza y
la forma de presentacion de tareas a los estudiantes, entre otros aspectos.

Los trabajos fueron planteados sobre los contenidos matematicos de imagen
y preimagen por medio de una funcion. Se eligié la nocion de funcién porque
permite facilmente presentar tareas en los registros algebraico y grafico. Asociadas
a esta nocidn, las de imagen y preimagen brindan oportunidades para formular
consignas en las que el reconocimiento de condiciones necesarias o suficientes
es crucial, asi como las instancias de cuantificacion que en ellas aparecen.

En la seccion siguiente se introducen nociones sobre los Sistemas Matema-
ticos de Simbolos (SMS). A continuacion de ésta, se discute con cierto detalle
cuestiones relativas a la argumentacion matematica con base en el condicional.
Luego de estas dos secciones se informa acerca del diseno metodoldgico, el
procesamiento de los datos y las conclusiones extraidas.
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SISTEMAS MATEMATICOS DE SIMBOLOS Y REGISTROS DE REPRESENTACION

Al hablar de Sistemas Matematicos de Simbolos, la ubicacion del adjetivo “Mate-
maticos” calificando al sustantivo ‘Sistemas’ es deliberada y pretende poner
énfasis en que no son los simbolos los que se consideran matematicos, sino los
sistemas que integran ciertos simbolos y una lengua vernacula. Esta es la posicion
que defiende Puig (2003) al sefalar que quien dota de significado al texto es el
sistema y no los signos ni la lengua por si mismos. Enfatiza de este modo la
necesidad de considerar no los signos de manera individual, sino la entidad
constituida por un conjunto de signos (no necesariamente lingtiisticos) junto con
una cierta lengua vernacula, cuyas configuraciones cobran sentido en un proceso
social por el que se van produciendo consensos en la actividad matematica.

Tomando como referencia a Palmer (1977) la definicion de SMS fue estable-
cida por Kaput (1987) como un sistema de representacion. En esta definicion es
central la nocién de esquema simbdlico, caracterizado como el par formado por
una coleccion de caracteres y otra de reglas que establecen la forma en que
pueden combinarse, ordenarse o transformarse estos caracteres. La coleccion de
reglas conforma la sintaxis del esquema simbolico.

Siguiendo esta formulacion, un sistema de simbolos es una terna formada
por esquema simbolico, un campo de referencia y una correspondencia entre
ellos, que podria no ser biunivoca. Cuando el campo de referencia es una
estructura matematica, se tiene un Sistema Matematico de Simbolos.

Al comentar este desarrollo, Radford (1998) llama la atencion sobre una
dualidad que Kaput atribuye a los SMS: por un lado, éstos median en las acti-
vidades de comunicacion gracias a su condicion de ser compartidos por la
comunidad; por otro, intervienen en el funcionamiento cognitivo individual de
una forma que Kaput (1987) mismo refiere asi: ‘[..] con las acciones mas tem-
pranas y las estructuras cristalizadas en simbolos estables y concretamente
manipulables, la mente es liberada para actuar sobre o reflexionar acerca de
esas acciones y estructuras en formas nuevas, tal vez conduciendo a otro circu-
lo de construcciones matematicas”’® (p. 162)

Es decir, en este proceso, los SMS se convierten en portadores de significados
que resumen conjuntos (eventualmente ordenados) de acciones sobre objetos
matematicos, y pasan a ser a su vez posibles participantes en nuevas construc-
ciones matematicas, susceptibles de representacion. Por su parte, en la

® Traduccion de los autores
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caracterizacion de Marti y Pozo (2000) los SMS resultan ser una clase de siste-
mas externos de representacion: tienen existencia independiente de su creador,
permanecen en el tiempo a la vez que se organizan espacialmente, y son el
resultado de consensos. El problema de la representacion ha sido estudiado
desde diferentes perspectivas en el ambito de la ensenanza y el aprendizaje de
la Matematica: vinculando la funcion comunicacional de los SMS con la cogni-
tiva (Radford, 1998), lo que se complementa con el sefalamiento que hace
Berger (2004) en el sentido de que el uso comunicacional de los signos evolu-
ciona hacia una coincidencia entre los significados personales de los conceptos
matematicos y los sociales sostenidos por la comunidad matematica; Arcavi
(2003) enfatiza que diferentes representaciones aportan visiones complementa-
rias, lo que se asocia con el éxito en resolucion de problemas mediante la
habilidad para articular diferentes representaciones (Gagatsis y Shiakalli, 2004)
y con el aprendizaje a través de la generacion de representaciones propias y
consensuadas con los pares (Selling, 2015), cuestion que también ha sido estu-
diada en otras disciplinas (Pocovi y Collivadino, 2014). Los desempefos de los
estudiantes al usar en forma casi exclusiva un sistema de representacion (alge-
braico o grafico) han sido también reportados (Alcock y Simpson, 2004; 2005)
mientras que la emergencia de objetos matematicos y las dificultades asociadas
con los procesos de conversion entre registros han sido también estudiados
(Rojas, 2015). Estos puntos de vista ayudan a situar el problema de la apropiacion
por parte de los estudiantes (en nuestro caso, universitarios) de los objetos
matematicos con los que toman contacto a través de los signos (palabras, sim-
bolos matematicos) que integran el discurso matematico. Este discurso esta
conformado en torno a un conjunto de consensos, que dota de un significado
preciso, compartido por la comunidad matematica, a las expresiones que se usan
para comunicar resultados o argumentar en torno a la validez de enunciados
en Matematica.

Dado que los problemas que han dado origen a estas formas de represen-
tacion suelen ser ajenos a los estudiantes, es dificil que las estructuras comuni-
cativas que finalmente han sido consensuadas sean visibles para ellos y pueden
resultarles artificiales. En la clase junto con este discurso coexisten otros, aso-
ciados con la intencion de ensenary de aprender, que no necesariamente son
concurrentes, sino que en ocasiones presentan divergencias tan marcadas que
suponen un obstaculo en la aprehension de los saberes por parte de los apren-
dices. Si bien la preocupacion que genera esta situacion es de larga data (Kieran,
1992) la dificultad que implica para cada principiante apropiarse de este
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discurso para usarlo de manera competente es de las menos atendidas desde
la ensenanza de las Matematicas. Por otro lado, la consideracion del desarrollo
historico del uso de simbolos en Matematica permite ampliar la perspectiva. A
partir de un trabajo de Vieta sobre una traduccion al latin de los documentos
de Diofanto, sitia Kieran (1992) a fines del siglo XV el comienzo de la etapa
simbolica, la ultima de las tres en la que separa la historia de la evolucion del
simbolismo algebraico. Segun esta autora, Diofanto marca el final de la primera,
que ella llama retorica y esta caracterizada por una ausencia total de formalismo,
y el comienzo de la segunda. Esta se extiende hasta el siglo XV, cuando en
Europa a partir de los procedimientos diofanticos comienzan a elaborarse méto-
dos generales para abordar la resolucion de diferentes problemas algebraicos.

En apoyo a esta descripcion, Radford y Puig (2007) sefalan que en sus
origenes en Mesopotamia, el algebra trataba las cantidades desconocidas (las
variables en un sentido actual) como elementos contextualizados, lo que permi-
tia asignarles naturalmente un significado (por ejemplo, geométrico) y otorgaba
medios para comprobar la validez de los calculos efectuados (siguiendo con el
ejemplo, mediante la transformacion del problema geométrico asociado). Esta
asociacion de lo algebraico con lo geométrico se mantuvo hasta el Renacimien-
to. La solucion de un problema, en esta etapa retérica, esta fuertemente atada
al contexto y resulta, por lo tanto, particular. Por eso, no se perciben todavia
procesos de abstraccion o generalizacion que permitan reconocer estructuras
matematicas, algoritmos o estrategias de resolucion. La formulacion verbal se
complica gradualmente al extremo que podria ser muy confuso expresar los
procesos que se siguen. En una etapa como la de Diofanto, la representacion
de los procesos se ha hecho a través de simbolos, pero alin no se expresan éstos
en toda su generalidad. Por eso, la relacion del ejecutante con el proceso de
solucion del problema, si bien no es tan directa como en el caso retérico, con-
serva cierta cercania, manifestada en el mantenimiento de los datos numeéricos,
lo que transforma al proceso en una solucion para ese caso, aun cuando pue-
da vislumbrarse lo que serfa una generalizacion.

En la etapa simbodlica, la distancia entre el ejecutante y la tarea se ha agran-
dado, y los procesos que se siguen pueden plantearse en términos abstractos:
ya no se opera con numeros, sino con variables. Llegados a este punto, el propio
procedimiento puede ser objeto de generalizacion, de manera que se extienda
a otras situaciones. Un aporte para avanzar en el desarrollo de la I6gica aristo-
télica fue el trabajo de George Boole para intentar algebrizar el calculo de
predicados. Como senala Glymour (1998) uno de los postulados asumidos por
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Boole era que las leyes del pensamiento tenian una forma algebraica. El traba-
jo de Boole significé el primer desarrollo importante en Logica desde Aristoteles.
Sin embargo, pese a su magnitud, no pudo resolver ciertas cuestiones relacio-
nadas con la nocion de prueba, en particular aquéllas donde aparecen variables
individuales cuantificadas, como las relacionadas con el limite matematico. El
resultado de tales procesos historicos, en opinién de Radford y Puig (2007) a
través de lo que denominan “‘Embedment Principle’, es un sistema algebraico
constituido por un conjunto de reglas sintacticas y significados portadoras del
funcionamiento cognitivo de generaciones anteriores:

Esta actividad cognitiva histérica depositada en signos, el sistema semidtico que
ellas forman, y las practicas sociales que ellas median ofrecen a nuestros estudian-
tes ciertas lineas de desarrollo conceptual, vectores maleables de crecimiento cog-
nitivo que los estudiantes pueden sequir y transformar de acuerdo con las
actividades en las que se involucren.” (Radford y Puig, p. 148)

Esto es, la actividad histérico-cognitiva asentada en signos, el sistema semiotico
que forman y las practicas sociales que median, ofrecen a los estudiantes direc-
ciones de desarrollo y formas de apropiacion del saber escolar del Algebra. El
logro de dominio en el uso de SMS por los aprendices, permite tomar distancia
de las formas mas concretas de formulacion de los problemas. Llevado a un
extremo, esto puede significar que los estudiantes sean capaces de ejecutar
algoritmos correctamente, sin tener en cuenta los problemas a los que esos
algoritmos originalmente dieron respuesta. Esto comporta el riesgo de confundir
la habilidad en la ejecucion de rutinas de calculo con la comprension conceptual
del problema, que incluye, entre otros elementos, la interpretacion de los signi-
ficados de los simbolos utilizados y de las relaciones que con su uso se esta-
blecen entre las entidades involucradas. Vale la pena destacar que otra de las
caracteristicas que los SMS comparten con el lenguaje, es que muchos de sus
significados dependen del contexto en el que se formulan las sentencias. En
cada caso, las propiedades que se resumen en esos SMS son diferentes, y
para cada aprendiz constituye un problema identificar, a partir del contexto en
el que estan siendo usadas, cuales son las pertinentes. Regine Douady (1984)
introdujo en su tesis doctoral la nocion de “juego de cuadros” para aludir a
contextos de formulacion de sentencias matematicas y destacd la

7 Traduccion de los autores.
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importancia de promover desde la ensenanza las competencias de los apren-
dices para transitar entre estos “cuadros” o “‘marcos’. Ella justifica este énfa-
sis en los procesos de cambio de cuadro a partir de dos principios: el de que
todo concepto matematico es susceptible de ser representado en mas de un
marco, y el de que estas representaciones no coinciden, dado que cada repre-
sentacion favorece la comprensiéon de algun aspecto del concepto que resulta
menos claramente aprehensible en otra representacion.

Duoady avanzé en lo que queria decir al referirse a un marco (Douady, 1986),
estableciendo que se conforma con objetos matematicos, considerando las rela-
ciones que existen entre ellos y las formulaciones que representan a unos y otras,
y se manejé con ideas intuitivas a este respecto (marco fisico, marco geométrico,
marco algebraico, marco numérico, entre otros). Su trabajo fue pionero y dispa-
rador de otros desarrollos. Raymond Duval (Duval, 1995; 1998) al introducir la
teoria de los registros de representacion semidtica, avanzo en el desarrollo de
estas nociones. Cada registro semidtico es un sistema de representacion en el
que es posible ejecutar al menos tres operaciones: el reconocimiento de formu-
laciones simbodlicas como representantes de ciertas entidades, la transformacion
de una formulacién en otra dentro del mismo sistema (tratamiento) y, la transfor-
macion de una formulacion en un cierto sistema en otra de otro sistema (conver-
sion). En cada registro de representacion se configura un SMS que no sélo
incorpora los signos propios del registro, sino las reglas de tratamiento y las
referencias que permiten los procesos de traduccién entre registros. Las operacio-
nes de conversion dan cuenta de los procesos de traduccién que permiten el
‘juego de marcos” o desplazamientos entre registros, es decir, la posibilidad de
establecer similitudes, tal vez parciales, entre las representaciones en diferentes
registros del mismo concepto matematico. Es pertinente aclarar que, si bien apa-
rece ‘registro algebraico” como designacién de uno de los marcos, podria hablar-
se mas precisamente de “registro analitico-algebraico’, para dar cuenta de que las
representaciones algebraicas de funciones juegan, ademds, un papel importante
en las nociones variacionales que son propias del estudio del Calculo.

CONDICIONES NECESARIA Y SUFICIENTE EN LA ARGUMENTACION
MATEMATICA

Al problema de decidir si una funcion es sobreyectiva debe responderse argu-
mentando si dado un elemento del codominio de la funcion, existe un
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elemento del dominio cuya imagen sea el elemento elegido. En esta situacion
hay al menos tres senalamientos a hacer.

El primero, es la presencia de cuantificadores, uno universal “[.] dado un
elemento [..]', otro existencial. La aparicion de éste es evidente, pero la del pri-
mero es implicita. El sequndo punto destacable es la necesidad de articular el
registro de representacion en el que se esta trabajando con las acciones que se
requiere ejecutar para dar la respuesta. El tercer elemento por senalar, es la
estructura légica que esta presente en la sentencia a analizar. En nuestro ejem-
plo, si la funcion viene dada por medio de una ecuacion algebraica, se debe
discutir la existencia de soluciones de una cierta ecuacion dependiente de un
parametro. En cambio, si la funcion se representa por medio de una grafica
cartesiana donde se ubico la variable independiente en el eje de abscisas, la
cuestion es decidir si una recta paralela a este eje interseca a la grafica cuando
la ordenada de la recta recorre todos los valores del codominio. El conectivo que
aparece es una conjuncion: se interroga acerca de la existencia de un elemen-
to que esté en el dominio y cuya imagen sea el elemento dado en el codominio.
Como en el caso de los cuantificadores, este conectivo puede aparecer de mane-
ra poco explicita. Otra situacion similar se da en la actividad para probar que
una funcion tiene limite en un punto. En el curriculo de los primeros cursos de
Célculo en carreras en ingenieria en Uruguay, esta definicion ocupa un lugar
importante: se usa para probar que ciertas funciones tienen un cierto limite en
un punto, o para demostrar reglas que proporcionan procedimientos para el
calculo de limites, o para justificar resultados de interés intra-matematico, como
la unicidad del limite en caso de existir. En el proceso de usar la definicién para
justificar la existencia de un cierto limite, es necesario y suficiente verificar que,
si se quiere conseguir que la variable dependiente esté en cierto conjunto arbi-
trariamente elegido, alcanza con encontrar un conjunto adecuado en el que
esté la variable independiente. Como antes, hay varias apariciones de cuantifi-
cadores y una estructura légica basada en el conectivo condicional. En efecto,
la definicion de limite de una funcién en un punto, tal como quedo establecida
a partir de Cauchy, puede escribirse de la siguiente manera:

lim f(x)=b siy solo si dado >0 existe 6>0 tal que si 0<Ix-al<8§ entonces If(x)-bl<e.
X—a

Explicitando en detalle la traduccion de los elementos simbdlicos que aparecen
en ella, puede redactarse diciendo:
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La funcion ftiene limite b en el punto a siy solo si dado € positivo existe § positivo
de forma que, para cualquier x, si ocurre que la distancia de x al punto a es positi-
va y menor que 8 resulta que la distancia de la imagen de x por medio de f al
numero b es menor que €.

Por lo tanto, afirmar que una funcién tiene limite en un punto es equivalente a
decir que:

Existe un nimero b para el cual, dado € positivo existe § positivo de forma que para
cualquier x, si ocurre que la distancia de x al punto a es positiva y menor que &
resulta que la distancia de la imagen de x por medio de f al numero b es menor que «.

En definitiva, pueden reconocerse tres instancias de cuantificaciéon en esta
definicion, dos de ellas mas bien explicitas (“dado €>0", “existe 6>0") y otra
practicamente oculta (“existe un nimero b"). Por otro lado, la sentencia cuyo
valor de verdad debe ser analizado para decidir acerca de la existencia del
limite es un condicional. Ha sido senalado (Durand-Guerrier, 2005; Morou y
Kalospyros, s.f) que este “‘ocultamiento” de los cuantificadores estd asociado
con dificultades en la comprension de los contenidos matematicos y puede,
por eso, inducir a errores en el desempeno de los estudiantes, en particular,
en los procesos de demostracion y en el uso de las sentencias condicionales,
lo que en muchos paises ocurre en el momento del ingreso a carreras univer-
sitarias en el area de ciencias o tecnologias.

Por su parte, un resultado central en matematicas es el que establece que
el conjunto vacio, representado con la letra nérdica @, esta contenido en cual-
quier otro conjunto. Cuando se examina esta proposicion desde la perspectiva
de la definicion de inclusion de conjuntos, queda claro que un condicional
debe ser cierto cuando su antecedente es falso, sin que importe el valor del
consecuente. En efecto, decimos que el conjunto X esta contenido en el con-
junto Y si y solo si para cualquier a, si a es un elemento de X, entonces es un
elemento de Y. En términos formales, XY < (Va) (aeX = a€Y). Concretada
al caso en que X es el conjunto vacio @, la expresion anterior queda: @cY <
(Va) (ae® = a€Y). Para que la proposicion (Va) (ae@ = a€Y sea cierta,
debe ocurrir que ae@ = a€Y sea cierta para cualquier a. De acuerdo con la
definicion de valor de verdad del condicional, esto ocurrird a menos que a€@
sea cierto y a€Y sea falso. Ahora bien, por definicién, ae® toma el valor falso
para cualquier a, en tanto a€Y puede ser tanto falso como cierto,
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dependiendo de a 'y de Y. De aqui se concluye que @ es un subconjunto de
cada conjunto. Esta caracteristica técnica de la definicion del valor de verdad
del condicional, necesaria internamente en Matematica, no forma parte de las
concepciones habituales.

Es frecuente que se asocie el condicional con la representacion de relaciones
causales. Cuando se quiere analizar si un fenomeno A es causa de otro B, hay
que considerar, en cada caso de ocurrencia de A, si B también ocurre. Lo que
importa en este analisis es que A ocurra; en términos légicos, solo tiene interés
el caso en el que el valor de verdad de la proposicion “A ocurre” es cierto. En
otras palabras, no es relevante preguntarse qué valor toma una proposicion
condicional cuando el antecedente es falso.

Esta es la clase de concepciones a las que Durand-Guerrier (2003) se vio
enfrentada con sorpresa en su experiencia como docente en un curso de primer
ano universitario. Al proponer a sus estudiantes la determinacion de los valores
de una variable para los cuales una sentencia condicional resultaba cierta,
encontrd que solo unos pocos incluian en la respuesta los valores de la variable
para los cuales el antecedente resultaba falso. Incluso pudo constatar que varios
alumnos no se convencieron de que esta respuesta era correcta. En este sentido,
es relevante la investigacion de Alcock y Weber (2005) que destaca como uno de
sus resultados que la aceptacion de la validez de una argumentacion descansa
no solo en su estructura deductiva, sino ademas en la existencia de razones con-
textuales suficientemente fuertes para aceptar que las reglas de inferencia usadas
son correctas. Esta constatacion permite conjeturar plausiblemente que lo que
hace sentido para el estudiantado, no toma por base un modo argumentativo
aristotélico.

El ejemplo que sigue destaca la importancia que tiene la definicion técnica
del condicional en las demostraciones matematicas; ademas, muestra como la
posibilidad de construir y articular diferentes representaciones del mismo objeto
matematico puede ayudar a superar las limitaciones que cada representacion
aislada tiene. P. N. Johnson-Laird (1984) al presentar la existencia de una con-
troversia acerca de la forma en que los humanos razonan, plantea el estudio de
las respuestas que se recogen al extraer conclusiones a partir de silogismos.
Uno de ellos es el siguiente, en el que se pedia a estudiantes universitarios que
extrajeran alguna conclusion, si habia alguna, a partir de las sentencias:

a) Todos los apicultores son artistas.
b) Ningun quimico es apicultor.
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Johnson-Laird afirma que “Algunos artistas no son quimicos” es una conclusion
a la que se arriba y destaca que ningun participante en el estudio la dio. Este
resultado se enmarca en el llamado silogismo Darapti (Brunschvicg, 1945) vy,
como se verd a continuacion, es incorrecto. En términos del calculo de predica-
dos, tomando M(x) como x es apicultor, N(x) como x es artista y P(x) como x
es quimico, podemos formular el silogismo anterior de la siguiente manera: (Va)
(M(a) = N(a)) A= (3a) (P(a)AM(a)) — (Fa) (N(a) A= P(a)). Sin embargo,
esta conclusion es erronea de acuerdo con lo que se detalla a continuacion:

) Si se asume que no hay apicultores, (es decir M(a) toma el valor falso para
cualquier a) entonces:

a) (va) (M(a) = N(a)) es cierto, porque el condicional M(a) — N(a) es cier-
to para cualquier a, porque su antecedente M(a) es falso para cualquier a.

b) = (3a) (P(a)AM(a)) es cierto, porque (3a) (P(a)AM(a)) es falso, dado
que la conjuncion P(a)AM(a) es falsa para cualquier a, porque M(a)
es falso para cualquier a.

d) De acuerdo con i) y ii), (Va) (M(a) = N(a)) A= (Fa) (P(a)AM(a))
resulta ser cierto.

1) Si se asume que no hay artistas (es decir, N(a) es falso para cualquier valor
de a) o que todos son quimicos (o sea, P(a) es cierto para cualquier a y enton-
ces — P(a) es falso para cualquier a) resulta que la conjuncion N(a) A = P(a)
es falsa para cualquier a, con lo que (3a) (N(a) A = P(a)) es falso.

1) Con esto, el condicional resulta falso.®

Es interesante notar que si se acepta que existen apicultores entonces la formu-
la (Va) (M(a) = N(a)) A—~ (3a) (P(a)AM(a)) = (Fa) (N(a) A = P(a))
resulta cierta, porque no es posible conseguir que el antecedente sea cierto y el
consecuente falso.

En efecto, admitido que M(a) es cierto para algun a, digamos ao, para que
el antecedente sea cierto debe ocurrir que N(a) tome el valor cierto para ao (en
caso contrario (Va) (M(a) — N(a)) resultaria falso). Con este resultado, si

¢ Existen otras asignaciones para conseguir que esta formula sea falsa.
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fuera el consecuente falso, P(a) deberia ser cierto para ao (de lo contrario (3a)
(N(a) A = P(a)) seria cierto). Entonces, la formula = (3a) (P(a)AM(a)) es
falsa, dado que P(a)AM(a) queda cierta para ao.

Es decir, lo que parece llevar al error que comete Johnson-Laird (1984)
es la no consideracion de un caso en el que una sentencia condicional es
cierta porque su antecedente es falso. Sin embargo, aiin en Matematica, las
nociones de implicacion y de prueba estan principalmente asociadas a la
consideracién de los casos en los que las premisas, cuya conjuncion cons-
tituye el antecedente, son ciertas. Tal como senalan Hoyles y Kiichemann
(2002), es necesario realizar una distincion entre la implicacién material
asociada con el conectivo logico condicional y, las proposiciones hipotéticas,
en las que se analiza si una sentencia (la conclusion) es consecuencia
logica de otras (las premisas) a partir de considerar cual es el valor de verdad
de la conclusion cuando todas las premisas son ciertas. Aun cuando ambas
nociones estan indisolublemente ligadas (una proposicion hipotética se for-
maliza como una implicacion material) esta asociacion no es clara para los
aprendices, e incluso para los profesores (Durand-Guerrier, 2003). Hasta aqui
se ha manejado esta situacion en el SMS propio del calculo de predicados.
Cerrando esta seccion, se ejemplifican los procesos de conversion presen-
tando, a continuacién, un analisis del mismo silogismo, pero en el SMS de
la teoria intuitiva de conjuntos.

Para esto se toma el universo U como el conjunto de todas las personas, P
como el de los quimicos, N como el de los artistas, M como el de los apicultores.

La premisa “Todos los apicultores son artistas” queda representada por el
hecho de que MC N. La premisa “Ningun quimico es apicultor” queda represen-
tada por el hecho de que PNM = @. La pretendida conclusion “Algunos artistas
no son quimicos” podria representarse como N-P # @ o, equivalentemente, como
N¢P.
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Diagrama 1 Diagrama 2

Asi que, si M # @ (es decir, “existen apicultores” es cierto), como M € Ny PNM
= @, entonces no puede ocurrir que NCP (o sea, hay artistas que no son qui-
micos), como se ve en el diagrama 1. Ahora consideremos el caso que M = @.
Esto se representa en el diagrama 2 con la ausencia de referencias a M (este
es un ejemplo de como cada registro de representacion tiene limitaciones para
dar cuenta de ciertos aspectos de lo representado: los diagramas de Venn no
permiten, por su propia conformacion, representar al conjunto vacio). Nada
impide que NcP, lo que equivale a decir que “Todos los artistas son quimicos’
lo cual contradice la pretendida conclusion. Esto cierra el desarrollo del ejemplo,
en el que se ha expuesto que cada representacion presenta limitaciones y como
la articulacion de diferentes representaciones del mismo objeto contribuye a la
comprension del tema en discusion. Los ejemplos anteriores ilustran la coexis-
tencia de diversos discursos en el aula y ponen de relieve que la Logica Mate-
matica emerge como disciplina (a fines del siglo XIX) para responder a problemas
internos a la Matematica (teoria de conjuntos, formalizacién del analisis, entre
otros). Algunas de sus construcciones, como la definicion del condicional, son
concesiones obligadas por la necesidad de coherencia interna. Sin embargo,
otras necesidades o diferentes entornos pueden dar lugar a otras maneras de
argumentar, no sélo en dmbitos externos a las Matematicas, sino incluso inter-
namente. Es en este sentido que algunos autores (Crespo, Farfan y Lezama,
2010) destacan que la presencia de algunas formas argumentativas en el aula
no puede explicarse a partir de la l6gica aristotélica, que sin embargo es la que
subyace a las Matematicas.
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MOTIVACIONES PARA ESTA EXPERIENCIA

Ademas de los senalados, un elemento destacable que emerge del trabajo de
Alcock y Simpson (2004; 2005) es la constatacion de la existencia de dos clases
de aprendices, aquellos que priorizan en su trabajo los aspectos de la represen-
tacion algebraica, con poco o ningun apoyo en graficas de algun tipo, y los que
apelan principalmente a representaciones graficas para visualizar las relaciones
relevantes. Cabe entonces preguntarse acerca de la relacion entre la dificultad
de una tarea matematica y el sistema de representacion en el que ha sido
planteada. Por otro lado, en el discurso matematico del aula aparecen constan-
temente argumentos deductivos donde el reconocimiento de la relacion entre
dos enunciados (cual es suficiente, necesario o suficiente y necesario para el
otro) es crucial para establecer la validez del razonamiento en cuestion.
Adicionalmente, en la organizacion curricular de la ensefanza media supe-
rior en Uruguay el tratamiento de los temas de Calculo Diferencial tiene un
sesgo hacia la adquisicion de habilidades de calculo, mientras que los cursos
universitarios iniciales cambian el foco a aspectos conceptuales, donde las
nociones de demostracién y de rigor juegan un papel principal. Por estos
motivos, se eligi¢ indagar acerca del uso por parte de los estudiantes de las
nociones de condicion necesaria o condicion suficiente en formulaciones con-
dicionales, presentadas o bien en el registro algebraico o bien en el grafico, en
situaciones como las que deben abordar en tareas usuales que se refieren a la
definicion de limite de una funcién en un punto, en los cursos universitarios
iniciales de Calculo. Se optd por un diseno que minimizara los cambios en el
desarrollo habitual del curso, dado que se pretendia recoger informacién que
pudiera ser util en el desarrollo de intervenciones didacticas que incorporaran
la ensenanza de temas de Logica en el marco de los contenidos de Calculo. Mas
especificamente, se decidio responder a las siguientes cuestiones:

1) éQué uso de los enunciados condicionales (condicion suficiente, condicion
necesaria) muestran ingresantes a la universidad?

2) ¢Qué registro de representacion, grafico o algebraico, presenta mayor difi-
cultad en tareas con enunciados condicionales?

El marco conceptual para responder a estas preguntas esta constituido, por un
lado, por los aspectos destacados en la relacion entre los SMS y la actividad
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matematica, y, por otro, con las nociones de condicional proporcionadas por la
Logica. A continuacion, se describe esta experiencia.

DISENO DE LA EXPERIENCIA
PARTICIPANTES

Los participantes en esta experiencia fueron cuarenta estudiantes de primer ano
de carreras de ingenieria de la Universidad Catélica del Uruguay (UCU), que
asistian al primer curso de Calculo. Se eligié esta muestra teniendo en cuenta
que el estudio de Calculo puede considerarse el punto de partida para el desa-
rrollo del pensamiento matematico avanzado.

INSTRUMENTOS

Para esta experiencia se prepararon dos cuestionarios de ocho items con cuatro
alternativas de respuesta cada uno. Ambos cuestionarios fueron elaborados de
manera que la mitad de las preguntas estan formuladas como condicion sufi-
ciente y la otra mitad en modo de condicion necesaria.

Estos cuestionarios fueron aplicados en la tercera semana del curso (marzo
de 2017), en dos clases consecutivas, de sesenta minutos de duracion cada una,
antes del comienzo del tratamiento del tema de limite de una funcion en un
punto. Con esta separacion temporal se buscé evitar que se favoreciera la posi-
bilidad de que los estudiantes los vincularan y por eso, se vieran eventualmen-
te inducidos a llevar a cabo operaciones de conversion. Se indicd a los
estudiantes que la relevancia de la tarea consistia en su relacion con tema a
seguir, el de limite, dado que les anticipaba algunas de las cuestiones que
deberian resolver. Las respuestas de los estudiantes fueron registradas en hojas
individuales que les fueron provistas, en las que debian marcar la opcion que
consideraban correcta.

La fiabilidad del cuestionario se estudio con un Alfa de Cronbach. La con-
sistencia interna de los instrumentos fue aceptable, teniendo en cuenta que se
trataba de pruebas de 16 preguntas (alfa de Cronbach de59). Este analisis
muestra que todos los items se comportan de manera similar, la supresion de
alguno no aumenta la fiabilidad.

284 EDUCACION MATEMATICA, VOL. 33, NUM. 1, ABRIL DE 2021



Interacciones entre proposiciones condicionales y sistemas matematicos de simbolos en una tarea matematica

En el llamado Cuestionario Grafico (CG) las preguntas se referian a una
funcién presentada a través de su grafica cartesiana, de la que no se daba la
formula algebraica. En el llamado Cuestionario Algebraico (CA) los items inte-
rrogaban acerca de una funcion presentada a través de su ecuacion algebraica
de la que no se daba la grafica.

Los enunciados que se referian a cada condicién usaban formatos diferentes:

a) para la condicion suficiente se usaron “para que ocurra Q es suficiente
que P, “P alcanza para Q’, “si P entonces Q’, “cuando ocurre P resulta Q".
b) para la condicion necesaria se usaron “para que sea P debe ser Q", “Q es
necesaria para P', “sélo si Q resulta P’, “para estar sequro de que sea Q,

debe ser P'.

Con el fin de garantizar que las preguntas estaban formuladas siguiendo
las condiciones propuestas, dos profesores universitarios de Matematica
clasificaron cada item segun fuese de condicién necesaria o suficiente.

Las alternativas de respuestas incorrectas fueron elegidas a partir de obser-
vaciones informales de situaciones de clase o de registros escritos de estu-
diantes en pruebas de evaluacién en cursos anteriores de la misma
asignatura, en las que, a partir del uso del lenguaje oral de los estudiantes, se
detectaron formas de interpretar la estructura condicional que no eran las
correctas. Otras de las opciones incorrectas de respuesta incluian desconoci-
miento de los contenidos matematicos.

Se presentan algunos items de estos cuestionarios, con sus respectivos ana-
lisis didacticos.

Las preguntas del formulario algebraico se refieren a la funcién f dada por
cualquiera de las formulas siguientes f(x)=x>-3x+2 o f(x)=(x+2)(x-1)2 Se
incluyeron las dos formulas para simplificar el trabajo algebraico necesario para
responder alguna de las preguntas.

Las dos preguntas que se presentan a continuacion resultaron dificiles, regis-
trando cada una un porcentaje del 45% de respuesta correctas.

La pregunta 7 es la siguiente:

La afirmacion “Para que f(x) sea positivo es suficiente que x sea positivo y distinto de 1":
a) es falsa porque f(-1) es positivo y -1 no es positivo

b) es falsa porque f(x) es positivo para x mayor que -2 y distinto de 1
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@) es cierta porque, por ejemplo, 2 es positivo y f(2) es positivo

d) es cierta porque si x es positivo y distinto de 1 resulta f(x)>0

En esta pregunta es explicita la condicion de suficiente que se da a un enun-
ciado (x es positivo y distinto de 1) respecto al otro (para que f(x) sea positivo).
Sin embargo, el orden en el que se presentan estos enunciados no es el mas
frecuentemente utilizado. La respuesta correcta es la d). Quienes contesten las
opciones a) o b), posiblemente estén confundiendo la condicion considerando-
la necesaria (verosimilmente, debido al orden de los enunciados) Los que elijan la
opcién c) cometen el error logico de pretender establecer la validez de un enun-
ciado a partir de la verificacion de casos particulares.
La pregunta 8 va a continuacion:

Para estar seguro de que x esta entre 0 al menosy 2 a lo sumo:

a) f(x) debe estar entre 0 y 4, ya que si f(x) menor que 0 implica x menor que -2 y f(x)
mayor que 4 implica x mayor que 2.

b) f(x) debe estar entre 0 y 1, ya que f{0)=2 y f(1)=0, ya que f es mondtona decreciente
entre Oy 1.

) f(x) debe ser menor que 4 porque f(x) es mayor que 4 si x es mayor que 2.

d) f(x) debe estar entre 0y 4, ya que f(0)=2 y f(2)=4.

A diferencia de la anterior, la condicién necesaria a la que refiere esta pregun-
ta estd implicita en el verbo “deber” utilizado. La respuesta correcta es la opcion
a). Quienes contestan la opcion b) podrian estar considerando la condicién como
suficiente. En caso de marcar la opcion ¢) posiblemente se esté cometiendo un
error l6gico al negar una conjuncion. Finalmente, asumir la monotonia de la
funcion en el intervalo entre 0y 2 (lo que es erréneo) puede explicar la eleccion d).
Las preguntas del cuestionario grafico se refieren a la siguiente grafica.
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La pregunta 1 se da a continuacion:

Es suficiente que x esté entre -2 'y 3 para que f(x) esté:
a)entre-1y 1
b) entre -3y 2.
dentre-2y 1.
d) entre -1y 0,6.

Como en la pregunta 7 del cuestionario algebraico, se explicita el tipo de con-
dicion en el enunciado que se analiza. La diferencia entre estas dos preguntas
esta dada por la eleccién de los distractores. En las tres opciones incorrectas (a,
cy d) los errores que explican que puedan ser elegidas estan relacionadas con
el contenido matematico involucrado (asumir monotonia de la funcion o hallar
equivocadamente un valor).

La pregunta 5 es la siguiente:

Para que f(x) esté entre 0y 1, x debe estar

a) entre -3y 0 0 entre 4 y un nimero a (que es mayor que 4 y no se puede determinar a
partir de la informacion de la grafica) donde la funcion toma el valor 1.
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b) entre -3y -1.
c)entre -1y 0.
d)entre Oy 1.

La estructura de esta pregunta es similar a la 8 del cuestionario algebraico. En
efecto, la condicion de necesaria se expresa a través del uso del verbo deber;
ademas, las opciones b) y ¢) podrian ser contestadas por quienes confundan la
condicién con suficiente, mientras que la d) seria elegida por quienes confundan
los roles de las variables independiente y dependiente. La opcién correcta es la a).

ANALISIS DE LOS RESULTADOS

En esta experiencia se consideraron dos variables independientes y una variable
dependiente.

La primera variable independiente se refiere a los SMS'y los valores que toma
son registro grafico y registro algebraico, dado que cada una de las preguntas
del cuestionario esta formulada en uno de estos registros. La sequnda variable
independiente es la estructura légica y toma los valores condicién necesaria y
condicién suficiente, dado que, al igual que con la variable anterior, cada pre-
gunta del cuestionario esta redactada de manera que plantea una de estas dos
condiciones. El rendimiento es la variable dependiente, medida a partir del
numero de respuestas correctas en cada cuestionario. Se tiene entonces un
diseno factorial intrasujeto 2x2, con una variable dependiente, que es el prome-
dio del numero de respuestas correctas. La tabla 1 muestra los resultados regis-
trados en el rendimiento, en relacién con las variables independientes. En cada
casilla se indica el numero maximo de respuestas correctas (4 u 8 segun el caso).

Tabla 1. Rendimiento en relacion con tipo de registro y tipo de condicion

Registro grafico Registro algebraico Total por condicion

Condicién necesaria 32 4) 257 (4) 577 (8)
Condicién suficiente 228 (4) 203 (4) 431 (8)
Total por registro 548 (8) 4,6 (8)
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Se analizaron estos datos con diferentes tipos de contrastes estadisticos, para
indagar acerca de eventuales diferencias en el rendimiento en relacion con las
variables independientes.

Uno de ellos fue un ANOVA de medidas repetidas intrasujeto (SMS y estruc-
tura logica, son los mismos estudiantes los que responden a todas las cuestio-
nes) y sus interacciones. Resultd que el rendimiento en la combinacién condicion
necesaria-registro grafico es significativamente mayor que en cualquiera de las
otras tres combinaciones (F15.1 nivel de confianza de 99%). Las diferencias entre
las otras combinaciones no resultaron significativas.

Otro contraste estadistico fue el uso del test t de Student para muestras
relacionadas, que mostro, en ambos casos, que las diferencias son significativas
(nivel de confianza de 99%), a favor, respectivamente, del registro grafico y de
la condicion necesaria.

En efecto, los estudiantes respondieron correctamente 58% de las preguntas
sobre condicion necesaria, mientras que el porcentaje de respuestas correc-
tas sobre condicion suficiente fue del 43%. Similarmente, se constaté un por-
centaje de 55% de respuestas correctas en el registro grafico, y en el algebraico
este porcentaje fue del 46%.

Estos mismos datos fueron analizados utilizando una prueba de los rangos
con signos de Wilcoxon, y se obtuvieron los mismos resultados, es decir, existen
diferencias significativas entre los rendimientos de los estudiantes cuando:

1) la tarea se presenta en un registro grafico: resulta mas facil reconocer la
estructura de condicién necesaria que la de condicion suficiente;

2) se compara globalmente el uso de las estructuras de condicion necesaria y
condicion suficiente, resulta mas facil la primera que la sequnda;

3) se compara globalmente el rendimiento, en el registro grafico resulta mayor
que en el algebraico.

Corresponde observar que los distractores elaborados para detectar errores sobre

contenidos matematicos tuvieron una muy baja frecuencia, lo que permite aso-
ciar los errores detectados con el uso del condicional.
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CONCLUSIONES

Los resultados del estudio muestran diferencias en el uso que los estudiantes
hacen de los enunciados condicionales (condicion suficiente, condicion nece-
saria) y su relacion con los Sistemas Matematicos de Simbolos en los que se
presenta la informacion sobre estos enunciados (registro grafico, registro alge-
braico) en un curso de Calculo de primer ano en la universidad. Las tareas sobre
condicion necesaria presentadas en el registro grafico resultaron significativamen-
te mas sencillas que las demas, se obtuvieron indicios de un mejor rendimiento
en tareas presentadas en el registro grafico respecto de las correspondientes al
algebraico y resultaron mejores los desempenos en las tareas sobre condicion
necesaria en relacion con las tareas sobre condicion suficiente.

En relacién con la primera cuestion planteada en este estudio, el uso de las
sentencias condicionales que hacen estudiantes ingresantes a la universidad,
se constato que el grado de dificultad registrado en las tareas propuestas es alto.
El promedio de respuestas correctas en general no supero el 60%. Ello alerta
respecto de que gran parte de las expresiones del discurso del aula no estarian
siendo comprendidas por los estudiantes; entre otras consecuencias, los estu-
diantes no estan comprendiendo lo que se espera que entiendan a partir del
discurso docente. Ello concurre con lo advertido por Camacho, Sanchez y Zubie-
ta (2014) quienes han senalado que en los argumentos (incluso en los correctos)
que utilizan estudiantes universitarios aparecen elementos contextuales o intui-
tivos y, dificilmente, se encuentra que ellos manejen las estructuras logicas
subyacentes.

Este es un hecho resenado en la investigacion en Matematica Educativa, y
tiene explicaciones bastante diversas. Una de ellas radica en el caracter técnico
de la logica aristotélica en la que, en particular, la definicion del valor de verdad del
condicional responde a cuestiones que hasta cierto punto estan alejadas de la
experiencia cotidiana (Crespo, Farfan y Lezama, 2010). Otro argumento a consi-
derar es el discurso en el aula, en especial, la forma en que son usados ciertos
verbos que se asocian a la condicion suficiente (alcanzar, bastar) o la necesaria
(deber, tener que). Es posible que estos verbos sean usados en forma inadvertida,
tanto por estudiantes como por profesores, indistintamente para cualquiera de
las dos condiciones. También, en relacion con el discurso, al menos en algunos
idiomas como el espafol o el francés, puede sefalarse que, en una sentencia
condicional, los verbos deben conjugarse en diferentes modos, en el subjuntivo
cuando el verbo aparece en el antecedente y en el potencial cuando esta en el
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consecuente: “Si (verbo en modo subjuntivo) entonces (verbo en modo poten-
cial). Esta distincion de modos de conjugacion resulta entonces asociada con
el reconocimiento de dos partes asimétricas en la sentencia, de manera que una
de ellas (el antecedente) es condicion suficiente para la otra (el consecuente) o,
equivalentemente, esta otra (el consecuente) es condicion necesaria para aque-
lla (el antecedente). Esta cuestion amerita una investigacion especifica, para
establecer hasta qué punto la ocurrencia de ciertos verbos o de ciertas estruc-
turas gramaticales puede incidir en el uso adecuado de las estructuras logicas.

Los saberes de la vida diaria, los del curriculo y los eruditos, establecen sus
raices en matrices de sentido de epistemes propias. Las metaforas de expresiones
de condicion y condicional en lo cotidiano aluden a estar sujeto, supeditado,
subordinado, a ser dependiente. Por otra parte, esas palabras en el calculo pro-
posicional aluden a posibilidad, pudiendo haber otras opciones, otros caminos
que se relacionan con el consecuente. Favorecer aprendizajes requerird poner
en didlogo estas distintas coherencias, articulandolas, con base en disenos
cientificos de ensenanza. En cualquier caso, resulta que, si se pretende que los
aprendices utilicen elementos de Logica Matematica en sus actividades y que,
en particular, recurran al uso del condicional, deben concederse espacios para
la ensefnanza intencional de estos temas.

En ese sentido van propuestas como la de Durand-Guerrier (2005) para
utilizar situaciones habituales de los cursos de Matematica de manera de enfa-
tizar acerca del uso de sentencias condicionales y cuantificadores en los proce-
sos de demostracion, explicitando las reglas de inferencia usadas, o la de Morou
y Kalospyros (s.f), disefiando un curso de légica orientado a estudiantes en la
ensefianza media en el que, entre otros focos, se enfatizo la traduccion formal
de argumentaciones en las que aparecen sentencias condicionales tomadas de
diversas fuentes, incluyendo desde publicaciones recreativas hasta actividades
en un curso de Calculo.

En relacion con la seqgunda cuestion estudiada, las diferencias detectadas que
refieren al registro de representacion son también de importancia didactica. Es
destacable que los resultados de este estudio muestran que el uso del registro
grafico y el reconocimiento de la condicion necesaria resultan mas sencillos que
el uso del registro algebraico y el reconocimiento de la condicion suficiente, res-
pectivamente, y que la combinacion condicion necesaria-registro grafico es la que
con gran diferencia resulta la mas facil. La ensefanza tradicional ha privilegiado
el uso del registro algebraico en detrimento de otros registros de representacion.
Por ejemplo, a una demostracion basada en un diagrama de Venn
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correspondiente a un registro grafico, no se le reconoce el mismo estatus de
rigor matematico que a otra desarrollada en el registro algebraico. Teniendo en
cuenta los resultados de este estudio, resulta una oportunidad revisar las prac-
ticas de ensenanza buscando un balance mas equilibrado en el uso de los
registros de representacion para favorecer el aprendizaje. Una cuestion a abor-
dar, por lo tanto, es la de construiry poner a prueba disenos instruccionales que
insistan en la articulacion de diferentes registros, al menos, el grafico y el alge-
braico, como los que proponen Blazquez y sus colaboradores (Blazquez, Ortega,
Gatica y Benegas, 2006).

De modo consistente aparece el registro grafico asociado con un mejor
desempeno en las tareas. Parafraseando a Radford y Puig (2007, p. 146) “el
significado de los célculos era asegurado por transformaciones geométricas
visuales'’ una posible explicacion de esta diferencia es la forma en la que
la grafica de una funcion permite el acceso a la informacién, comparada
con la de una ecuacion. Por ejemplo, la decision acerca de si la imagen de un
cierto subconjunto del dominio estd contenida en un cierto conjunto del reco-
rrido puede tomarse a partir de verificar que los puntos de la grafica se encuen-
tran en un cierto rectangulo. Incluso algunas de estas operaciones pueden
verse favorecidas por la posibilidad de ejecutar gestos, como senalar partes del
dominio o del codominio, que simplifican el proceso de establecer relaciones
entre estos subconjuntos.

En las formulaciones algebraicas se requieren tratamientos (en el sentido de
Duval, 1998), a veces engorrosos y prolongados, antes de poder explicitar las
relaciones entre las variables; entre otras situaciones, cuando el resultado de
una inecuacion es la union de dos intervalos, puede ser dificil reconocer sus
subconjuntos, lo que es relevante para decidir, entre dos enunciados dados, si
uno de ellos es condiciéon es suficiente 0 necesaria para el otro. Esto podria
contribuir a explicar que las diferencias entre condicion necesaria y condicion
suficiente se vean opacadas en este registro. No slo resultan mas dificiles las
tareas en el registro algebraico que en el grafico, sino que, ademds, no se
encuentra en el registro algebraico el reconocimiento de la distincion entre
condicién necesaria y condicion suficiente, distincion que se reconoce en el
registro grafico. Una de las cuestiones que este estudio deja abierta es el grado
en que una aproximacion a la ensefanza con un énfasis mayor en representa-
ciones graficas podria favorecer los aprendizajes. Al menos algunas nociones

 Traduccion de los autores
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relacionadas con el concepto de funcion y las sentencias condicionales parecen
resultar mas accesibles desde este registro. Desde el punto de vista didactico, un
desafio es estudiar las relaciones entre el condicional y los SMS en términos de
otros contenidos matematicos. La definicion de independencia lineal de vectores,
en la que explicitamente resulta necesario estudiar una sentencia condicional,
puede presentarse tanto algebraica como geométricamente ya sea en el plano
0 en el espacio; otro ejemplo se presenta en torno a la definicion de monotonia
de funciones reales con dominio real.
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IN MEMORIAM DOI: 10.24844/EM3301.11
Doctor José Carrillo Yanez: homenaje postumo a

su legado de trabajo colaborativo y conformacion
de equipos de investigacion

Dinazar Escudero-Avila, Eric Flores-Medrano

Este 23 de marzo, nuestra comunidad se unié en una voz para escribir mensa-
jes de despedida a nuestro querido amigo, el profesor José Carrillo Yanez. Su
fallecimiento representa una pérdida irreparable para la Educacion Matematica.

Pepe Carrillo, como le llamamos todos, familia y amigos, obtuvo la licen-
ciatura en Matematicas (1981) y el doctorado en Filosofia y Ciencias de la
Educacion (1996) en la Universidad de Sevilla, Espafa. Se desempend como
profesor en la Universidad de Huelva, Espana, donde, en diciembre de 2012,
obtuvo la categoria de Catedratico Universitario. Fue presidente de la Sociedad
Espanola de Investigacion en Educacion Matematica de 2014 a 2017. Dirigid,
aproximadamente, 20 trabajos doctorales, 35 de maestria y fue autor de mas de
150 publicaciones entre libros, capitulos de libro y articulos de investigacion, de los
cuales siete fueron publicados en la Revista Educaciéon Matemadtica. Sus traba-
jos de investigacion comenzaron al explorar, en su tesis doctoral, los modos de
resolver problemas y las concepciones del profesorado de matematicas.

Sus intereses de investigacion y su labor en la universidad de formador de
maestros de primaria, le orientaron hacia el estudio del conocimiento y desarro-
llo profesional del profesor de matematicas. Asi, a partir de la década de los 90
Se comenzaron a gestar dos grupos académicos liderados por €él, y que contindian
activos hasta el dia de hoy. Por un lado, el Proyecto de Investigacion Colabora-
tiva, conformado mayoritariamente por maestros y maestras de educacion
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basica, el cual ha tenido la intencion de construir, en comunidad, respuestas a
los problemas profesionales detectados en su dia a dia. Por otro lado, en el seno
del Seminario de Investigacién en Didactica de las Matematicas (SIDM), se con-
formé un grupo de estudiantes de master y doctorado, profesores e investigadores
cuyo objetivo fue lograr la comprension de los distintos fenomenos relacionados
con la labor del profesor de matematicas.

Estos espacios construidos, gestionados e impulsados por Pepe, redituaron
en la conformacion de la Red Iberoamericana sobre el Conocimiento Especia-
lizado del Profesor de Matematicas, la cual tiene presencia en distintas uni-
versidades de 12 paises y es reconocida ante la Asociacion Universitaria
Iberoamericana de Postgrado.

De entre las distintas cualidades que caracterizaban a este gran investigador
podemos destacar su simpatia, carismay cordialidad con todos aquellos que se
acercaban a él, a su grupo de investigacion y a su espacio de trabajo. Pero, sobre
todo, es de resaltar su disposicion al didlogo y la busqueda continua de puntos
en comun, lo cual, sin duda, ayudo al desarrollo de la Educacién Matematica.
En este sentido, no era poco comun que las personas se acercaran a Pepe en
busca de apoyo académico, puesto que él tenia siempre una opinion acertada,
un consejo valioso o una critica constructiva, que sus colegas apreciaban.

A principios de 2012, un grupo de estudiantes de doctorado, con ideas ger-
minales, planteo, en reuniones del SIDM, una serie de cuestionamientos a tra-
bajos propios y ajenos al grupo. El liderazgo y vision de Pepe y la armonia de
trabajo entre quienes éramos sus colaboradores, permitieron realizar una dura
critica interna y comenzar con el desarrollo de un nuevo modelo de conocimiento
profesional, el Mathematics Teacher's Specialised Knowledge (MTSK). Este fue
un momento de florecimiento para su grupo de investigacion, no solo por la
creacion del modelo en si, sino por la motivacion que Pepe imprimia para expo-
ner este trabajo al escrutinio de importantes investigadores y grupos de investi-
gacion que pudieran leer y criticar el modelo en espacios como el PME, ICME,
CERME, RELME, CIBEM, etcétera, con personas como Fay Turner, Mark Thames,
Tim Rowland, Heather Hill, Jeremy Kilpatrick, Alain Kuzniak, Juan D. Godino,
Lourdes Figueiras, entre muchos otros. A Pepe le interesaba que el trabajo que
se generaba en el grupo se debatiera a partir de miradas objetivas que pudieran
ayudar a conformar un producto solido y util para la formacion y el desarrollo
profesional. Hoy, el MTSK ha rebasado el uso exclusivo por parte de nuestro
grupo y se encuentra en un acelerado crecimiento.
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Esta misma capacidad para entablar didlogos permitio que la influencia
académica de Pepe no se limitara a la alta especializacion en un modelo.
Gracias a sus gestiones, se logré el establecimiento de trabajos conjuntos con
otros modelos analiticos y perspectivas tedricas, entre los cuales podemos
destacar las colaboraciones con el grupo que investiga sobre Espacios de
Trabajo Matematico.

Ademas, Pepe realizd diversas codirecciones de tesis en Didactica de las
Ciencias Experimentales. Esto ha permitido el surgimiento de modelos basados
en el MTSK que pretenden analizar el conocimiento especializado de los pro-
fesores de fisica, biologia, quimica, estadistica, ingenieria eléctrica, lengua
castellana y portuguesa.

Aunque extranaremos, entre muchas otras cosas, sus consejos, su senti-
do del humor, sus preguntas incisivas y comentarios inteligentes, nos queda
una larga agenda de trabajo que Pepe estableci6 y cuyo cumplimiento,
esperamos nos acerque a hacer justicia al arduo trabajo que ¢l realizé por
la Educacion Matematica. Y es que, ante la pregunta de Joan Manuel Serrat
‘quién pondra fin a mi diario al caer la ultima hoja de mi calendario?’,
estamos convencidos de que a ese final del diario de Pepe le quedan muchas
horas de discusion y que devendra en multiples tesis, articulos y programas de
formacion, continuados por quienes orgullosamente, nos llamamos a noso-
tros mismos el grupo de Pepe Carrillo.

Quienes escribimos este homenaje nos sentimos halagados con esta opor-
tunidad, pero, a la vez, con una enorme responsabilidad de tratar de representar
el sentir de una gran comunidad que conforma su grupo de investigacion.
Esperamos que nuestras palabras vertidas en este espacio sirvan para transmi-
tir a Inma, Daniel, Samuel y Alejandro la gran admiracién y agradecimiento que
una comunidad entera siente por Pepe como profesor, investigador, colega y
amigo. Deseamos que este sentido homenaje les reconforte.
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