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EDITORIAL https://doi.org/10.24844/EM3501.00

Educacion Matematica: Conectando a
investigadores y educadores por 35 anos

Educacion Matematica: Connecting researchers and educators
for 35 years

Ernesto Sanchez!
José Luis Lopez?

Este ano celebramos el 35 aniversario de la revista Educacion Matemadtica (rEM),
la cual se ha dedicado a publicar y divulgar, sin interrupcion, articulos de investi-
gacion, ensayos, contribuciones a la docencia y resefnas de libros y de eventos en
el campo de la educacion matematica. La rEM es un proyecto editorial mexicano
que conecta a investigadores y educadores de todo el mundo, principalmente de
Hispanoamérica. En la revista se abordan temas de educacion matematica tales
como: la ensenanza y el aprendizaje, la formacion y desarrollo profesional de pro-
fesores, perspectivas teoricas, el afecto y las actitudes, el analisis de programas de
estudio y libros de texto, asi como experiencias de ensenanza, entre otros.

Un proceso importante relacionado con la revista ha sido la creacién, difusion y
posterior crecimiento de la Sociedad Mexicana de Investigacién y Divulgacion de la
Educacion Matematica (SOMIDEM), asociacion civil creada formalmente en octubre
de 2013 con los siguientes propdsitos:

* Propiciar la formacién y desarrollo de grupos de investigacion en el campo
de la educacion matematica.

! Departamento de Matematica Educativa, Cinvestav, esanchez@cinvestav.mx, https://orcid.org/0000-
0002-8995-7962.

2 Departamento de Matematica Educativa, Cinvestav, joseluislopez@cinvestav.mx, https://orcid.org/0000-
0003-0110-8956.
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» Promover la elaboracion, distribucion y difusion de publicaciones con resul-
tados de las investigaciones en el campo.

e Sumar un foro académico internacional en lengua espafnola en el que se
discutan problematicas y hallazgos en torno a la ensenanza y el aprendi-
zaje de las matematicas en diferentes contextos.

e Dotar de un marco legal a la revista Educacion Matematica.

En el ano 2021 se inicié un proceso abierto de afiliacion a la SOMIDEM y actual-
mente cuenta con mas de 150 afiliados. Ademas, nos complace informar que la
SOMIDEM ha logrado importantes avances en la consecucion de sus objetivos,
incluyendo la realizacion exitosa del primer Congreso de la sociedad, llamado
SOMIDEMLI, el cual, dedicé su primer dia a una jornada para los jovenes inves-
tigadores. En este numero, se incluye una resena detallada de este evento para
ofrecer informacion acerca de su contenido y resultados.

En este 35 aniversario, es importante reflexionar sobre la presencia de la
rEM en la Web of Science (WoS) y el desarrollo que ha experimentado en esta
plataforma. La cantidad de registros en WoS ofrece otra perspectiva de su
impacto en la comunidad académica. Desde el ano 2007 hasta mediados del
2022, se encontraron 387 registros, de los cuales 345 corresponden a articulos
de investigacion, resefnas, ensayos o contribuciones a la docencia publicados en
la rEM, mientras que los 42 restantes son secciones editoriales.

Se identificaron alrededor de 200 afiliaciones distintas de los autores en los
345 articulos analizados. Por ejemplo, las primeras cinco instituciones listadas
por WoS son: Instituto Politécnico Nacional (49 registros, 14%), Universidad Peda-
gogica Nacional (30 registros, 8.7%), Universidad de Granada (18 registros, 5.2%),
Pontificia Universidad Catolica de Valparaiso (13 registros, 3.7%) y Universidad
Autonoma de Guerrero (12 registros, 3.5%). Estos datos sugieren que la produc-
cion de los articulos analizados esta distribuida entre varias instituciones y que
los autores tienen afiliaciones diversas.

La distribucion geografica de los autores de los 345 articulos examinados en
WoS abarca al menos 23 paises. A continuacion, se muestra la lista de los pai-
ses con mayor frecuencia:

e México con 143 autores

* Espafna con 90
¢ Colombia con 37
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* Chile con 36
* Argentina con 31

Se observa una fuerte colaboracion internacional en la autoria de los contenidos.
Por ejemplo, en los primeros cinco lugares, el promedio de articulos en que parti-
cipan autores de diferentes nacionalidades es de 37%.

En relacién con los 345 articulos de investigacion analizados en WoS, se
identificaron 564 citas provenientes de 423 articulos, libros o memorias regis-
trados en la base de datos. La distribucién geografica de los autores que
realizaron estas citas abarca un total de 27 paises, siendo los de mayor
frecuencia los siguientes:

* Espana con 155 autores
* México con 134

» Colombia con 64

Chile con 60

* Argentina con 20

En la base de datos WoS, se han registrado al menos 1,579 citas provenientes de
1,117 articulos, que abarcan un total de 446 articulos publicados en la rEM a lo
largo de su historia. Estos datos nos permiten comprender el impacto de la revista
en la comunidad académica. Esperamos que esta influencia siga fortaleciéndose.

Este numero contiene un total de 10 articulos y dos resenas. Los dos prime-
ros, uno de Alicia Avila Storer y otro de Bruno D’Amore y Raymond Duval, son
contribuciones especiales en respuesta a una invitacion del consejo directivo
para conmemorar nuestro 35 aniversario. Los articulos restantes abordan una
variedad de temas, niveles y ubicaciones, lo que probablemente permitira al
lector encontrar al menos uno que sea afin a sus intereses.
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ARTICULO INVITADO https://doi.org/10.24844/EM3501.01

Educacion matematica en pandemia: los efectos
de la distancia

Mathematics education in a pandemic: the effects of distance

Alicia Avila!
Yo creo que mate fue la mas dificil (se queda pensativo), si, yo
creo que si, porque era como mas complicado entenderle, por lo
mismo que no sentias que alguien te esté explicando, y no te
respondian dudas. Sientes como que estuvieras viendo otro video
de YouTube y ya, sientes como que no hay una conexion. Por
mas mal que te caiga el maestro la necesitas.

Jair, 14 anos, segundo de secundaria.

Resumen: Se analizan los efectos que tuvo en México la distancia en la ense-
nanzay el aprendizaje de las matematicas durante los casi 250 dias de con-
finamiento debido a la llegada del SARS-Cov2. Sobre la base de un estudio
sustentado en entrevistas virtuales con maestros, padres de familia y estudian-
tes de educacién basica, se muestran los efectos de la distancia en los proce-
sos de ensefnanza y aprendizaje de las matematicas en el nivel de primaria y
secundaria. Los esfuerzos de docentes y familias desplegados para llevar a
cabo la ensenanza y el aprendizaje, asi como las valoraciones que hacen de
los procesos vividos son parte de lo que se comunica en el escrito. Se identi-
fican modificaciones en las relaciones didacticas previamente establecidas y
el afianzamiento de la ensefianza ostensiva, la exclusion de muchos conteni-
dos matematicos y la simplificacion de los trabajados. Se identifica también la
emergencia de la maestra-sombray los tutoriales de YouTube como correspon-
sables del compromiso de ensenar. Se observa que una capacitacion de

! Universidad Pedagogica Nacional, aliavi@prodigy.netmyx, orcid.org/0000-0003-0872-572X.

Agradezco a Marfa Garcia su cuidadosa lectura y comentarios a la version preliminar de este articulo,
a Salvador Llinares las pertinentes observaciones y sugerencias realizadas a dicha versién y al profesor Juan
Antonio Barrera Angeles su colaboracion en la investigacién que dio pie al articulo.
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docentes mas amplia, oportuna y pertinente muy probablemente hubiese llevado
a los alumnos a “otras matematicas”.

Palabras clave: educacién a distancia, educacion bdsica, ensefianza y apren-
dizaje de las matemdticas, poder de los medios, México.

Abstract: The effects that distance had on the teaching and learning of mathematics
in Mexico during the almost 250 days of confinement due to the arrival of SARS-
Cov2 are analyzed. From a virtual interview-based study the effects of distance in
the teaching and learning processes of mathematics at the primary and secondary
level are shown. Modifications in previously established didactic relationships and
the strengthening of a normative teaching model, the exclusion of many
mathematical contents and the simplification of the worked are identified. The
emergence of the shadow-leacher and YouTube tutorials are also identified as
co-responsible for the commitment to teach. The efforts of teachers and families
deployed to carry out teaching and learning, as well as the assessments made by
the actors of the processes experienced are also communicated in the writing. It
is observed that a more extensive, timely and relevant teacher training would very
likely have led students to “other mathematics’.

Keywords: distance education, basic education, teaching and learning of math-
ematics, power of the media, Mexico.

INTRODUCCION

La ensenanza via remota para enfrentar el confinamiento no fue algo planeado.
En México, como en general en el mundo, fue una respuesta emergente a la crisis
con todo lo que esto significo: profesores poco preparados o sin preparacion para
enfrentar el compromiso; sin politicas educativas claras y vigorosas para dar una
formacion pertinente a los maestros; estudiantes con escasos recursos tecnolo-
gicos al alcance y, por lo mismo, con poca o ninguna habilidad para utilizar con
fines educativos aquellos con los que ya contaban.

Habria que preguntarse, entonces, si las formas que tomaron los procesos
educativos sustentados en estos medios (los que se hayan utilizado) condujeron
a diferentes matematicas como afirma Borba, o si la pregunta es, simplemente,
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éa que matematicas condujeron? Esa es la pregunta que se trata de responder
en este escrito. Es una cuestion fundamental para entender lo ocurrido y su
impacto en la educacion bdsica en paises donde el confinamiento, debido al
SARS-Cov2, se prolongd por meses e incluso por anos. Tal fue el caso de México,
que se constituyo en el pais de la OCDE que cerrd por mas tiempo sus escuelas,
alcanzando casi 250 dias al finalizar el ciclo escolar 2020-2021 (OECD, 2021).

Borba (2021, p. 5) senald recientemente la “urgente necesidad de estudiar
coémo ocurre la educacion matematica online en los ninos’. Engelbretch et al.
(2021), reiteran la relevancia de analizar dicho fenomeno con los estudiantes
de educacién basica y los ninos pequenos. Pero si el tema es esencial, es nece-
sario considerar que la ensefianza durante la pandemia, como se senal6 antes,
fue una accién de emergencia, ni planeada ni impartida por expertos en tecno-
logia educativa. Los autores recién mencionados incluso llegan a afirmar que
en realidad solo se gestiono |a crisis para sobrevivir. Si bien esta afirmacion no
tiene validez universal, si la tiene para gran parte de las escuelas de México
donde, como se vera adelante, las situaciones educativas se vieron “en el limite’.

Engelbretch et al. (2021) consideran que el periodo de pandemia trajo algu-
nos beneficios, como el rapido crecimiento de software y modelos de blended
learning, de juegos y materiales para utilizar en linea y de planes de estudio
utiles para apoyar el aprendizaje a distancia. Pero no todos comparten ese
optimismo, por ejemplo, Oliver (2020) sefala que: “El aprendizaje en linea auto-
guiado estd condenado al fracaso’. Las razones que Oliver esgrime, entre otras,
son que ‘los estudiantes simplemente no tienen ningun incentivo para mante-
nerse en sus estudios sin presion del grupo, un profesor a mano o un ambien-
te de aprendizaje estructurado” (citado por Engelbretch et al, 2021, p. 822).

Sin duda son validas las razones planteadas por unos y otros, pero con-
forme a lo que nos ensend la pandemia en México, es importante considerar
diversos factores para ponderar los alcances de las afirmaciones: (Qué condi-
ciones para aprender los contenidos escolares tuvieron los estudiantes? ¢Con
qué apoyos contaron para hacerlo? {Qué herramientas tecnologicas tenian
para vincularse con la escuela? {Qué calidad tenia la conectividad de la que
dispusieron? ¢Qué contenidos constituyeron la materia de aprendizaje? ¢dComo
les ensenaron?, (Alguien acompano su proceso?

En este articulo, sustentado en un estudio exploratorio realizado a través de
entrevistas via internet, y complementado con la revision de trabajos realizados
sobre el terreno en México, se busca aportar elementos para contribuir a colmar
el vacio mencionado: la necesidad de entender qué ocurri6 con la ensenfanzay
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el aprendizaje de los ninos y jovenes de educacion basica durante la pandemia,
especialmente en matematicas. Las condiciones del aislamiento —que hicieron
de estudiantes y maestros una poblacién de muy dificil acceso— obligaron a una
cierta metodologia de indagacion a la que dedico el siguiente apartado.

ESTRATEGIA DE INDAGACION: LO POSIBLE EN MEDIO DEL
CONFINAMIENTO

En México, el confinamiento total debido a la pandemia producida por el SARS-
Cov2, convirtié a profesores, padres y madres de familia, asi como a estudiantes,
en una poblacién de muy dificil acceso. Gracias a la técnica denominada Snow
Ball sampling (muestreo por “bola de nieve”) (Goodman, 1961) logré conversar
con 28 de ellos. Esta técnica proporciona formas de contacto con grupos o
poblaciones caracterizadas como dificilmente accesibles o, conocidas en la lite-
ratura como hard-to-reach populations (Alloatti, 2014).

La técnica “bola de nieve" —dadas las condiciones del confinamiento— posi-
bilito que un contacto llevara a otros, de manera tal que, si al inicio se tenia
acceso a unos cuantos participantes, estos contribuyeron contactando a nuevos
participantes que accedieron a colaborar en el trabajo. De este modo se amplio
el grupo de estudio hasta resultar conveniente para los objetivos de la indaga-
cion, es decir, *hasta el momento en el que [el investigador] considere que
puede decir algo importante y novedoso sobre el fendmeno que lo ocupa”
(Martinez-Salgado, 2012, p. 617).

Con base en esa metodologia, lo que aqui se presenta se basa en 18 con-
versaciones en las que se abordé el tema de la ensenanza y aprendizaje de las
matematicas con cierta amplitud. En general, las entrevistas tuvieron una duracion
de entre 60 y 80 minutos. Los participantes en el estudio residen en ciudades del
centro del pais: Aguascalientes, Ciudad de México, Guadalajara y Querétaro y, en
algunas zonas indigenas del este y sureste de México: Oaxaca, Chiapas y San
Luis Potosi. Es decir que las conversaciones corresponden a actores de distintos
contextos sociales, econdémicos y geograficos contactados via remota en medio del
confinamiento. Nuestros interlocutores fueron: madres y padres de familia de clase
media y trabajadora; profesores de escuelas privadas, publicas urbanas ubicadas
en zonas desfavorecidas y no desfavorecidas y de escuelas de zonas indigenas,
asi como alumnos de primaria y secundaria de escuelas privadas (el cuadro 1
muestra los datos especificos).

EDUCACION MATEMATICA, VOL. 35, NUM. 1, ABRIL DE 2023 11
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Se trata, entonces, de una muestra que no intenta tener representatividad,
pero si aportar conocimiento en torno a los procesos de ensenanza y aprendi-
zaje de la matematica escolar en el perfodo de confinamiento. Con ello, se
espera contribuir a la construccion de la historia de la educacion matematica
durante la pandemia provocada por el SARS-Cov2.

Cuadro 1. Numero de actores entrevistados que abordaron con detenimiento procesos
vinculados a las matematicas escolares durante la pandemia.

Rol de participacion Primaria Secundaria
Profesores 4 4
Alumnos 3 3
Padres/madres de familia 3 1
Totales 10 8

Una parte de las conversaciones tuvo lugar entre julio y septiembre de 2020,
otra fue realizada entre septiembre y diciembre de 2021; a fines de 2022 se
agregd una entrevista mas. Esta temporalidad permitié captar dos momentos
distintos del confinamiento: las inquietudes y sorpresas de los primeros meses
y las experiencias vividas durante un ano de tal circunstancia.

Una cuestion constatada desde el inicio fueron las condiciones desiguales en
que se realizaron las actividades escolares durante este periodo. Dichas condiciones
estan fuertemente vinculadas a la desigualdad econdémica y educativa existente en
el pais. Esta realidad se reflejo en la calidad de la interconexion, en los dispositivos
electronicos disponibles, en las condiciones materiales y de espacio en las que
se trato de aprender; también en el apoyo de una persona adulta conocedora (o
no) de los contenidos escolares (Avila, 2022). Todo lo anterior, como también ha
senalado Borba (2021) en referencia a Brasil, repercutio en el tipo de aprendizajes
logrados en torno a las matematicas escolares.

ELEMENTOS PARA EL ANALISIS DE LA ENSENANZA
Para realizar el analisis de la informacion recogida, desde la perspectiva espe-

cifica de la ensefanza, utilizaré dos conceptos emanados de la didactica fran-
cesa: el de triangulo didactico y 1a nociéon de ostension. Es de todos conocido
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que el triangulo esquematiza la relacion didactica mediante tres elementos: a) el
maestro; b) el alumno; y c) el saber escolar, asi como las interacciones que se
dan entre ellos con el fin de hacer que los alumnos adquieran (o construyan)
el conocimiento objeto de la relacion (Chevallard.1991). La nocién de ostension,
en la formulacion de Ratsimba-Rajohn (1977), alude a una presentacion de los
contenidos de ensenanza caracterizada porque: todos los elementos y relaciones
constitutivos de la nocién matematica prevista son proporcionados de un solo
golpe por el profesor o el libro de texto. En la ostension se utilizan apoyos obje-
tivos, imagenes y ejemplos para lograr que los alumnos capten la idea deseada.

Para dimensionar la relevancia de estos conceptos, conviene recordar que
la Secretaria de Educacion Publica promueve, desde 1993, un enfoque de ense-
Aanza de las matematicas de tipo constructivista, conforme al cual el saber no
es directamente trasmitido por el profesor a través de imagenes, definiciones o
ejemplos. Por el contrario, el alumno interactia con dicho saber a través de las
situaciones problematicas que lo implican; lo hace en interaccion con los com-
paneros, el intercambio de ideas y estrategias y la discusion de resultados (SEP,
2011a). Bajo esta orientacion, contrapuesta a la comunicacion directa de los
saberes escolares, “el conocimiento de reglas, algoritmos, formulas y definiciones
solo es importante en la medida en que los alumnos lo puedan utilizar habil-
mente para solucionar problemasy que lo puedan reconstruir en caso de olvido”
(SEP, 2011b, p. 48). No obstante estas recomendaciones, que otorgan un lugar
secundario a las reglas, algoritmos, férmulas y definiciones, se sabe que muchos
docentes aun privilegian la introduccién ostensiva de las nociones y procedi-
mientos como forma de ensenanza.

Por ultimo, respecto de la ostension cabe enfatizar que las exposiciones
discursivas, las formulaciones y los ejercicios en el nivel simbdlico son formas
de ostension que se ofrecen a los alumnos con cierta experiencia matematica.
Se trata de poner ante su intelecto (que ya no ante sus o0jos) los conceptos, los
procedimientos, las férmulas y las soluciones (Avila, 2006, p. 63).

Ahora bien, era esperable que las relaciones didacticas establecidas en las
escuelas —cualesquiera que estas fueran— se alterarfan debido a la distancia.
En lo que sigue se da cuenta de como y en qué medida esto ocurrio.

En primer término, es necesario enfatizar que el contexto fisico, socioeconé-
mico y cultural del aprendizaje tomd una relevancia que en la escuela presen-
cial no habia tenido (Borba, 2021; Avila, 2022). Esta relevancia se concretd en
elementos que afectaban al estudiante y su relacion con el conocimiento mate-
matico escolar:
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El lugar fisico donde se conectaba para realizar las tareas de aprendizaje.
La calidad de la conexion.

El tipo y numero de recursos tecnologicos disponibles en la familia.
El'apoyo dado por la madre del estudiante o algun otro miembro de la familia.

Los profesores también se vieron afectados. Hasta entonces considerados com-
petentes para realizar su labor, se convirtieron en profesionales sin preparacion
para gestionar el nuevo formato de ensenanza a que los obligo la pandemia.
¢Qué pasaria entonces con las relaciones didacticas preexistentes?, icomo se
haria llegar el conocimiento a los alumnos?

En México, las propuestas constructivistas, desde su introduccion en 1993,
han tenido dificultades para desplazar a la ensefanza ostensiva. Es razonable
entonces preguntarse si tales dificultades se agudizaron con la distancia; si la
resolucion de problemas matematicos, las busquedas personales y la argumen-
tacién se mantuvieron en el periodo, aun con las dificultades que ya experimen-
taban; o si se dio paso franco a la ostensioén de contenidos, procedimientos y
definiciones que la SEP considera utiles solo como herramientas para la reso-
lucion de problemas.

En sintesis, teniendo como base lo hasta aqui dicho, a continuacion se tra-
tara de responder las siguientes preguntas:

— {Cudles fueron los efectos del contexto y de los medios en las relaciones didac-
ticas y en los aprendizajes matematicos logrados con la ensenanza remota?
— ¢Qué tipo de aprendizajes matematicos se alcanzaron a la distancia?

RESULTADOS

ESTRATEGIAS DE COMUNICACION CONFIGURADAS POR LOS MEDIOS
DISPONIBLES

Durante el confinamiento, la actividad matematica escolar se dio a través de dos
grandes modalidades de comunicacion:

a) La ensenanza cara a cara: sincronica, a través de plataformas y compu-

tadoras o tabletas, con un profesor en la pantalla en tiempo real y la
realizacion de sesiones de clase, una, dos o tres veces por semana.
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b) La ensefnanza diferida, asincronica, a través de hojas de trabajo, cuader-
nillos y tareas que los profesores hacian llegar con mayor o menor opor-
tunidad a los alumnos, ya fuera fisicamente, o bien por WhatsApp.

En el primer caso, el de la enseflanza con un profesor en la pantalla, estuvieron
principalmente las escuelas privadas, cuyo estudiantado contaba con una com-
putadora o una tableta, una plataforma para “correr’ las actividades (Zoom o
Meet como las principales) y un espacio para realizar las tareas escolares en
relativo silencio (un estudio, una recamara, un comedor o una terraza). Se con-
taba también con el Classroom para recibir y entregar tareas y un profesor que
intentaba, en los horarios habituales, que los alumnos aprendieran matematicas
en las nuevas circunstancias. Algunas escuelas publicas cuyos alumnos tenian
buenas condiciones econdmicas tuvieron circunstancias, si no iguales porque
generalmente los alumnos tenian celulares y no tabletas o computadoras, si
parecidas a las recién descritas.

En el caso en el que prevalecio el uso de hojas de trabajo y cuadernillos la
relacion educativa se volvié incierta. La comunicacion (siempre diferida) gene-
ralmente era solo entre el profesor y un bajo porcentaje de sus alumnos, que
ademas no contaban con un espacio aislado para trabajary, la mayor parte de
las veces, tampoco con una persona con conocimientos suficientes para apoyar
el trabajo escolar en matematicas o en cualquier otra materia (Avila, 2022).

La realidad de esta desigual condicion fue consignada por distintas institu-
ciones y de diferentes maneras; anoto dos de ellas:

a) Con conexion a internet solo contaba 72% de la poblacion de 6 afios o mas,
pero el servicio estaba distribuido de una manera muy desigual, ya que en
la poblacién rural Unicamente 50.4% contaba con él; (INEGI, 2020 y 2021)

b) En algunas zonas indigenas el problema era mayor. Ahi se intento sub-
sanar la falta de internet mediante un programa televisivo de cobertura
nacional titulado Aprende en casa, pero, segun las quejas de algunas
profesoras de escuelas indigenas de Oaxaca: ‘A las comunidades ni
siquiera llega la senal de television!" (FPEI-UPN, Salinas et al, 24 de febre-
ro de 2021).
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LA ENSENANZA A TRAVES DE LA PANTALLA: INTRODUCCION OSTENSIVA
DE LOS CONTENIDOS COMO ESTRATEGIA DOMINANTE

La estrategia mas frecuente en esta modalidad fue que los profesores —tanto

de primaria como de secundaria— intentaron replicar lo que hacian en su salén de

clase: exponian los temas, en general apoyados en diapositivas que contenian

definiciones y procedimientos, y luego se enviaban a los estudiantes ejercicios por

WhatsApp o Classroom para aplicar o practicar el contenido recién comunicado.
Asi lo contd un profesor de primaria:

Hacia presentaciones en Power Pointy con eso me guiaba, las sesiones que mas traba-
jé fueron de matematicas (...) los Powers me ayudaron mucho para dar la clase... Si fue
una ensenanza muy explicativa, sinceramente no se planteaban retos ni problemas como
en la escuela con los Desafios Matemdticos’. (Maestro José Luis, primaria publica)

Una profesora de secundaria expuso su forma del trabajo durante la pandemia;
se identifica en ella una estructura similar a la recién descrita:

En el tema veo, si necesito darles algo de teorfa, yo lo resumo, les pongo un breve
resumen de lo que necesito realmente que sepan, porque no me gusta decirles ‘vete
a investigar’, porque luego me ponen cosas que no... después ven el YouTube, hacen
ejercicios y me los mandan. (Maestra Monica, secundaria publica)

También los alumnos refieren esta forma de ensenfanza:

El maestro explica en la pantalla los procedimientos, pone PDF's, casi nomas de
algebra, y deja tareas con base en las explicaciones que da basado con las diapo-
sitivas. (Santiago, 11 anos, 1° de secundaria privada)

En general, los profesores completaban el ciclo enviando al Classroom o por What-
SApp ejercicios donde se aplicaba el conocimiento recién comunicado. Una vez
hecha la tarea, se regresaba al maestro, por la misma via, para su registro o su
evaluacion casi siempre superficial. Cabe sefalar que, eventualmente, se incorpo-
raron recursos visuales para presentar los numeros negativos, ya que existe una

2 Desafios Matemdticos es el nombre de los libros de matematicas para los alumnos distribuidos por
la Secretaria de Educacion Publica para todos los ninos que cursan educacion primaria.
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tradicion de poner un color a los positivos y otro a los negativos. No obstante tal in-
corporacion, la ensefanza conservaba el formato: los alumnos veian en la pantalla
lo que su maestra hacia manipulando “stikers” y luego lo replicaban a la distancia.

INTRODUCCION DEL PIZARRON Y UNA MEJOR VINCULACION CON EL CONTENIDO

Las diapositivas eran el medio mas comun para la presentacion de las nociones a
estudiar. Siempre eran presentadas con la idea ya formulada —basicamente algun
algoritmo, formula o definicion—. Su contenido expresaba un conocimiento institucio-
nalizado y supuestamente libre de errores, ya que el profesor o profesora la habian
elaborado. Eran finalmente, presentaciones ostensivas donde todos los elementos del
concepto que se queria hacer aprender se presentaban a la vez y, si el maestro lo
consideraba, se ejemplificaban varias veces para una mejor comprension.

En algunos casos, las diapositivas fueron sustituidas por el desarrollo “paso
por paso” de algun procedimiento de resolucion escrito y oralizado en paralelo por
el profesor. Esto fue posible al contar con un pizarrén frente a la pantalla.

Me detengo en esto porque, segun los estudiantes entrevistados, el pizarron
introduce un cambio: si el profesor va mostrando paso a paso el desarrollo del
procedimiento, y lo hace acompanado del discurso oral correspondiente, esta pro-
gresion le imprime cierto dinamismo vy la ostension resulta mas amigable y com-
prensible. Asi es como lo perciben los estudiantes de escuelas privadas y publicas:

No es lo mismo sus diapositivas a que te vayan explicando y apuntando en el piza-
rron, como hacen en clase, ahi vas viendo en el pizarron lo que el maestro hace.
(Jair, alumno 2° de secundaria, escuela privada)

Maestra: necesito que me lo escriba en el pizarron, no que solamente me lo ensene
en diapositivas. (Informacién proporcionada por la maestra Fernanda, de escuela
publica, en entrevista)

También las madres de familia reconocian la importancia de este recurso y se
lo hacian saber a los profesores:

Los alumnos me agradecian el detalle del pizarron, y yo dije: por qué me agradecen?
..y las mamas me lo dijeron: maestra es que la unica que tiene pizarron es usted,
las otras maestras nada mas les ponen ahi los ejercicios, les dicen que hacery ya,
el pizarron les ayudo mucho. (Maestra Monica, secundaria, en tono de orgullo)
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LOS TUTORIALES, IMPORTANTE APOYO EN LA PRESENTACION DEL CONTENIDO

Varias de las docentes entrevistadas mencionan haber localizado y utilizado
tutoriales de YouTube para presentar los contenidos. La inclinacion por la osten-
sion de procedimientos y definiciones observada hasta aqui, se refleja en la
preferencia por ciertas paginas de YouTube, cuya claridad (aplaudida por los
docentes) se enfoca a una descripcion paso a paso de los procedimientos arit-
méticos o algebraicos que se ensenan en secundaria y que los alumnos tanto
valoran. Por ejemplo, la siguiente imagen (figura 1), tomada de un sitio muy
apreciado por todos los docentes de secundaria entrevistados (https://www.you-
tube.com/watch?v=8rT0DZbYGEs) se va integrando renglén a renglén y cada uno
se introduce acompanado de la oralizacion anotada a la derecha:

¢Qué onda?, espero que estén muy bien, hoy
vamos a tratar uno de mis temas favoritos:
Ecuaciones de primer grado
Pero antes vamos a repasar algunos
conceptos basicos
RS : Una ecuacion es una igualdad entre dos
ECUACIONES DE PRIMER GRADO expresiones
Eso quiere decir que esto de aqui (aparece la
Una ecuacion es una igualdad curva roja de la izquierda) vale lo mismo que
entre dos expresiones. esto de aca (aparece el circulo encerrando el 5)
Por eso en medio tienen un signo de igual
@—o Ademas, tienen una variable o incognita® que
viene siendo una letra cuyo valor
desconocemos (aparece una flecha verde
senalando la X a la vez que desaparecen las
curnvas rojas).
Ademas, sus incognitas estaran siempre
elevadas a la primera potencia, esto quiere
decir que no apareceran términos cuadraticos
o cubicos. (Carreon, 25 de febrero de 2021).

Figura 1. Pagina de YouTube donde se introduce la idea de ecuacion de primer grado
mediante un tutorial.

3 El personaje que aparece en el tutorial Unicamente deberia haber hecho mencién a la incognita, y
no a la variable, ya que se trata de una ecuacion.
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A continuacion, el tutorial presenta bloques de ejercicios para practicar lo que
se ha comunicado de forma escrita y oral. Otros tutoriales utilizados tienen la
misma estructura. También la tienen diversas planeaciones a las que tuve acceso.

Es decir que, si bien en ocasiones complementadas con un tutorial tomado
de internet, las clases de secundaria —cuando tienen como medio de trasmision
la pantalla— se parecen. Se presentan diapositivas o un pizarron con alguna
definicion, un resumen, o el desarrollo de un procedimiento. Luego se repasa lo
comunicado, se asignan y resuelven ejercicios y, finalmente, se envian resueltos
al profesor. Estas acciones giran casi siempre alrededor del algebra. Y, en todos
los casos, muestran la intencion docente de hacer comprender, mediante la
ostension, el procedimiento de su interés.

Esta forma de ensenanza, sustentada en la ostension de los contenidos, utilizada
con el dlgebra, sirvio también para trabajar con la aritmética en primaria, aunque, con
ciertas variaciones. Algunas relacionadas con la edad de los estudiantes.

LA ACTIVIDAD CON LOS MAS PEQUENOS: LA ARITMETICA EN LA PANTALLA

Una similitud entre la ensenanza del dlgebra y de la aritmética fue el modelo
de comunicacién basado en la ostension. El profesor José Luis (al inicio de este
acapite) nos hablé de las formas explicativas utilizadas en la primaria. También
los padres de familia lo refieren:

La maestra hacia presentaciones en Power Point, las explicaba, después hacian
ejercicios en sus cuadernos y al final la maestra tomaba evidencia fotografica de las
actividades que habian realizado los ninos [..] Yo le ayudaba a mi hija sobre todo
en matematicas, que era lo que se le dificultaba. En segundo, a lo que mas le dieron
importancia fue a las tablas de multiplicar. (Emanuel, padre de una nina de segun-
do/tercer grado durante la pandemia, escuela privada)

En algunas escuelas publicas habia conexién semanal para recibir clase de
matematicas; aunque la recepcion era por celular y muchos alumnos no se
conectaban. En estos casos, 1a guia de la actividad era el libro de texto.

De 30 ninos se conectaban unos 16, con el celular. Lo que mas les ensefaron en
cuarto fueron las tablas de multiplicar y las divisiones en sexto. Las maestras tenian
el libro en la mano, iban pagina por pagina. La maestra explicaba, ponia el libro en la
pantalla, leia y les pedia a los ninos que lo contestaran. Los que sabian levantaban la mano
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para contestar, y les decian que lo enviaran contestado por WhatsApp. (Ivan, padre de
dos nifios de primaria publica)

En otros casos, sobre todo con los ninos mas pequenos, la presentacion de los
contenidos se acompand de actividades con imagenes o material manipulable
que ayudaban a una mejor comunicacion de la aritmética.

EL JUEGO COMO ESTRATEGIA PARA PRACTICAR LO APRENDIDO

Con la reforma a las matematicas que tuvo lugar en 1993, el juego se incorporo
a la actividad matematica en la escuela primaria, dicha innovacion ha perdura-
do en algunos salones de clase. Una pequena de tercer grado, de una escuela
activa refiere también a la ensefanza de la aritmética. La situacion que relata
tiene por objetivo ejercitar la adicion con digitos y muestra una manera mucho
mas dinamica de hacerlo (mediante el juego), probablemente debido al enfoque
activo de la escuela y a las excelentes condiciones que se ofrecian ahi para la
actividad via remota:

En matematicas jugabamos a una cosa que a mi no me gusta que se llama el
banco®.. Si me gustaba, pero es que Danilo mi companero siempre hacia trampa
para ganar [..] Es que jugdbamos con dos dados y la maestra decia que tirdramos,
y a Danilo por alguna razén (hace tono de sospecha) siempre le salia tirar doble y
entonces no era divertido porque siempre sabias quién iba a ganar. (Leonor, 8 afos,
tercer grado en una escuela privada activa, ciudad de México)

APERTURA A LA GEOMETRIA A TRAVES DEL JAMBOARD

Para muchos maestros, la medicion y la geometria fueron temas dificiles (hasta
imposibles) de trabajar por las dificultades de medicion, de elaboracién de trazos
precisos, de falta de materiales para realizar las actividades y por la imposibilidad
de ayudar o corregir lo que los ninos hacian. Probablemente por ello es que, de

*El banco, o banquito, como también se le llama, es un juego conocido en gran cantidad de paises
y popular en México para que los nifios realicen agrupamientos recursivos de 10 con objetos que se ponen
a su disposicion y de este modo formen decenas, centenas o millares, conforme los dados indiquen una
cantidad igual o mayor que 10.
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entre nuestros entrevistados, solo una profesora persistio en su ensenanza vy,
para poder hacerlo, aprendié a utilizar el Jamboard?®

Si, porque mis hijos me ensenaron a rayar en la Tablet con ese Jamboard que al
principio yo decia: (Qué es eso? Escribia como en un pizarrén: “Las fracciones comu-
nes’ (hace un ademan, como si escribiera la frase) y ya comenzaba a explicar [..]
También hacia las figuras, las cuadriculaba, escribia las férmulas. Pude trabajar
geometria. (Maestra Miriam, sexto de primaria publica urbana)

Fue la ayuda de los hijos la que cambié tanto la forma inicial de ensefanza (a
través de WhatsApp) como los contenidos posibles de trabajar. EI cambio fue
posible por la colaboracion intergeneracional. Pero el caso muestra ademas
coémo la preparacion docente cambio sustancialmente los contenidos trabajados.

Como se ve hasta aqui, las actividades que maestros, padres y alumnos
refieren en los distintos grados de primaria se centraron en cuestiones vincula-
das al sistema decimal de numeracion, a los algoritmos de las operaciones y a
las tablas de multiplicar. En grados mds avanzados, también se estudiaban las
fracciones. En general, se trataba de presentar los conocimientos a través de
explicaciones y ejemplos para que luego los alumnos los practicaran.

La forma de vincular a los alumnos con la aritmética fue similar a la utiliza-
da con el algebra. Sin embargo, dos elementos diferencian la actividad en los
grados iniciales de primaria: la incorporacion de manipulables para hacer las
presentaciones o para ejercitar lo aprendido. También el tinte ltdico que a veces
se da a la actividad.

Solo en casos excepcionales, donde las maestras buscaron una preparacion
especifica, se incluyeron temas de geometria.

> Jamboard es una pizarra digital que permite colaborar en tiempo real por medio del propio disposi-
tivo, un navegador web o la aplicacion movil. Si se usa Jamboard en un ordenador, se puede utilizar un
navegador web para: escribir y dibujar con un ratén o un panel tactil y buscar en Google e insertar image-
nes y arrastrar y cambiar el tamano del texto y de las imagenes. https://supportgoogle.com/jamboard/
answer/74248367hl=es
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LA ENSENANZA DIFERIDA: A TRAVES DE CUADERNILLOS Y WHATSAPP
LOS CUADERNILLOS Y EL WHATSAPP, RECURSOS QUE SALVARON DEL AISLAMIENTO

La estrategia de comunicacién dominante durante el confinamiento fue el uso
(exclusivo) del WhatsApp, implementado sobre todo (pero no Unicamente) en
escuelas primarias y secundarias de zonas desfavorecidas, tanto urbanas como
rurales o indigenas. Aun en las etapas mas avanzadas del confinamiento, a
través de este medio se hacian llegar a los estudiantes las tareas que habrian
de realizar. Lo anterior, aunque un porcentaje importante de estudiantes de
zonas desfavorecidas no se conectaba.

Un caso que ilustra dicha situacion es el de una secundaria ubicada en una
zona urbana desfavorecida. Ahi, la mayoria de los estudiantes contaba con tabletas
o teléfonos inteligentes por lo que se intentd trabajar en pantalla. Sin embargo,
la condicion familiar de los alumnos (en su mayoria de familia monoparental) se
tradujo en falta de supervisién en casa, y en que muy pocos entregaran evidencias
del trabajo realizado. El subdirector lo conto de la siguiente manera:

Los grupos son mas o menos de 40, y de cada grupo, solo se conectaban unos 17,
ademas, habia que enviar link para las sesiones presenciales, y habia personas mal
intencionadas que se metian y hacian mal uso de la pantalla por lo que el director
decidié suspender este trabajo. Entonces —continta el profesor— se ha optado por
generar documentos, en matematicas y en espanol, en el PDF se compilan activida-
des y las enviamos a los padres via WhatsApp, y ellos [los alumnos] las van contes-
tando. (Maestro Arturo, secundaria publica, zona marginada, Ciudad de México)

Esta forma de vinculacién —con todos sus alcances y limitaciones— permitié a la
gran mayoria de los profesores de escuelas publicas continuar el contacto con
los estudiantes durante todo el ciclo escolar 2020-2021.

ACTIVIDADES CON TINTE LUDICO POSIBLES POR LA PARTICIPACION DE UNA MAESTRA-SOMBRA

En una primaria también de zona urbana desfavorecida, solo se tenia el
WhatsApp para enviar los cuadernillos o las hojas de trabajo. Sin embargo, un
docente de primer grado enviaba actividades que implicaban uso de materiales
manipulables y un tinte ludico en su realizacion, como los sugeridos para trabajar
los agrupamientos recursivos que sustentan el sistema decimal de numeracion:
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Elaboré un juego con vasos [le tomé fotografia y la mandé a las mamas por
WhatsAppl, para que los ninos se interesaran, que no fuera solo como viene en el
libro. Eran tres vasos: el de unidades, de decenas y de centenas, con fichas de colo-
res, ahi los ninos iban poniendo las fichas y haciendo los intercambios cuando era
requerido, y estaban aprendiendo sin darse cuenta, jugando. (Maestro Juan, profesor
de segundo grado en una escuela desfavorecida)

En casos como este, los maestros no hacian directamente las actividades con
los ninos ya que el unico medio de comunicacion con ellos eran los envios por
WhatsApp. Recurrian a las madres de familia para que ellas hicieran materiales
y actividades y, mediante fotografia también via WhatsApp, les mostraran que
el nino habia realizado la actividad.

Cuando los maestros sugerian este tipo de actividades, la participacion de
las madres de familia tomaba una relevancia mayor. De hecho, la madre se
volvia imprescindible, a un grado tal que su inactividad impedia iniciar y des-
plegar el proceso de ensefanza y aprendizaje. Esta cuestion la enfatizo la
maestra Elena, que atendia primero de primaria. Pero cuando las madres parti-
cipaban, jugando el papel que llamaré maestras-sombra realizaron muchas
tareas de ensenanza y acompanaron a los nifos en su proceso de aprendizaje,
de hecho, se corresponsabilizaron de él.

UNA ACCION EXCEPCIONAL: ENVIAR EL CONTENIDO POR WHATSAPP PARA APRENDER
EN PANTALLA

La profesora que ide6 y desarrolld esta estrategia trabajaba en una escuela
publica con buenas condiciones socioeconémicas y nos explica:

Preparaba mi clase, la grababa con el celular, si me equivocaba la volvia a grabar
y la enviaba por el WhatsApp. Afortunadamente, cuando inicio la pandemia, tenia
materiales en casa (como cubos y regletas) con los que preparaba las clases que
videogrababa. (Maestra Elena, 6° y 1° de primaria durante la pandemia)

La maestra no buscaba la conexion sincrénica, “solo que tuvieran muchas dudas
aceptaba llamadas por el celular, si no, nada mas mensajitos’”.

La propuesta de los tutoriales, sin embargo, tuvo limites, principalmente con
la geometria, como en una ocasion en la que se intento explicar la relacion Pj
y que no resultd por las dificultades de manipulacion y medicién implicadas.
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Habia temas mas complejos, por ejemplo el circulo, recuerdo que tuve que explicar de
doénde viene T (pi) .. lo traté de hacer a la distancia... pero no resulté, [..] se supone que el
objetivo es que perciban que es 3.14 y me ponian hasta 4 trozos o pedazos de cuerda, o
los dejaban separados, o decian ya no me cupo y yo dije i'hijole" esto como que no me
salié! ya cuando regresemos se los explico pero ipues ya no regresamos! (Maestra Elena)

LAS ESCUELAS INDIGENAS: LOS PROBLEMAS DE CONEXION
Y APOYO A LOS ESTUDIANTES AUMENTAN

En muchas escuelas indigenas habia graves problemas de interconexion, pero
las dificultades con la ensenanza remota se expresaban de diversas maneras. Un
profesor de cuarto grado comento las dificultades para trabajar con sus alumnos:

En los primeros meses del confinamiento, las autoridades no nos orientaron, el
director no nos dio indicaciones, nos dijo: “A ver qué se les ocurre’, y el colectivo
docente convino en hacer cuadernillos que se dejaban semanal o quincenalmente
en la papeleria de la comunidad [..] Yo tenia cuarto ano, y les ponia cosas faciles,
como de tercero, para que las pudieran hacer, porque las mamas me decian, sobre
todo al principio: ‘iSi yo no sé, icomo le voy a ayudar a mi nino?!" (Maestro Nicolas,
escuela indigena)

A pesar de la prevision docente respecto de la dificultad, y que las madres de
familia ayudaban a sus hijos como podian, hubo problemas de comunicacién, por
ejemplo confusiones con el sistema de numeracion decimal o con las fracciones:

En la tabla de posiciones (se refiere a un cuadro con columnas y nombres de las
posiciones correspondientes al sistema decimal), la habian aprendido por colores;
cuando abordo el tema, pongo un cuadro y en ese cuadro los colores no coincidian
con los que ellos sabian, y la mayorfa tuvo una confusion tremenda, y las mamas:
‘¢Qué hago?, es que mi nino aprendid con otros colores’, “équé le digo, cudl color vale?’
[.] También hubo problema en las fracciones, no las conocian del todo, y yo tenia
la idea de que si, pero no fue asi, y fue muy dificil acompanar a las mamas para

que les ayudaran a los ninos en este tema.

Los problemas de comunicacién y las dificultades para el asesoramiento a los
ninos y jovenes por parte de las madres se reiteran en las escuelas indigenas.
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Los profesores mencionan una y otra vez, no solo la mala conexion sino
incluso la falta de esta, por lo que, lo mas comun era entregar los cuadernillos y
tareas quincenalmente en las escuelas. En estos casos, a veces la relacion didac-
tica se daba unicamente por el intercambio de ida y vuelta de cuadernillos sin
que mediase palabra entre maestro y alumnos. A veces también habia sesiones
presenciales para revisar las tareas y dar las explicaciones mas necesarias cada
dos semanas. Los docentes llamaban en distintos horarios a grupos pequenos de
ninos, para protegerlos de los contagios, o trabajaban al aire libre. Los contenidos
privilegiados para el trabajo son nuevamente: los nimeros naturales, el sistema
de numeracion decimal y las operaciones aritméticas.

Una maestra de Chiapas relata:

Para los primeros grados preparamos actividades que ayuden a que ninas y ninos
desarrollen [] el conteo, la lectura y escritura de los néimeros naturales, la resolucion de
problemas matematicos con grado de dificultad de acuerdo a su desarrollo. En mi
caso, actualmente trabajo con los alumnos de segundo grado. Estos alumnos no
culminaron primero, y no todos aprendieron a leer y escribir, entonces continué con el
método que estaba utilizando de manera presencial, adaptando las actividades para
que a madres y padres se les facilite entender y asi poder ayudar a sus hijos. (Relato
de la maestra Fermina Ramirez Rosalez, citada en Salinas et al, 2021, p. 100)

Y no obstante la preocupacion docente por trabajar los numeros en el primer
grado, las dificultades de aprendizaje fueron muchas. Una profesora de Morelos
cuenta hacia el final del ciclo escolar:

Los contenidos parten de la base de que todos los alumnos, sin excepcion, ya supie-
ran leery escribir de manera convencional. Pero la realidad no es esta. Especialmen-
te los alumnos de primer grado aun no identifican todas las letras del abecedario;
con relacion a los niimeros, pocos son quienes ya identifican los numeros del 1 al
50. (Maestra Lourdes Ortiz, citada en Salinas et al, 2021, p. 35)

En las secundarias no escapaban de estas dificultades. Marin-Che y Pinto-Sosa
(2020) recuperan las experiencias de profesores de telesecundaria en el sureste

del pais, donde se vivian las dificultades ya descritas:

Algunas mamas nos decian: “No puedo hacer esa tarea’, sobre todo en matematicas,
que es la materia que es el “coco” de los alumnos. Por lo consiguiente, tomamos la
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decision de visitarlos en sus casas para darles asesorias o explicarles brevemente
[..]. (Maestro Raul, tercer grado, citado en Marin-Che y Pinto-Sosa, 2020, p. 233)

Testimonios como estos se repiten por parte de los profesores de escuelas indige-
nas. Se ve en ellos la falta de conectividad, de encuentros mas frecuentes entre
maestros y alumnos, asi como la escasez de resultados a pesar de los esfuerzos.

LA RELACION CON LOS CONTENIDOS: INTERACCION Y
RETROALIMENTACION (LIMITADAS) AL APRENDER MATEMATICAS

La interaccién y retroalimentacion en el aprendizaje fue un punto especialmente
debil en los procesos de ensenanza y aprendizaje de las matematicas durante el
confinamiento. Lo mas comun era que los profesores se conformaran con pre-
sentar los conceptos, definiciones y procedimientos y esperar que los alumnos
los ejercitaran para lograr destreza y memorizacion. Con el tipo de ensefianza
ala que empujo la distancia, la interaccion entre los companeros, el intercambio
de respuestas y soluciones, o las argumentaciones no se hacian posibles. Ni
siquiera el didlogo con el profesor era facil.

La falta de retroalimentacion se expresa de distintas maneras. Algunos padres
afirman que a sus hijos “no les revisaban, no les decian si estaba bien o mal,
solo contaban que lo hubieran mandado’. Padres y madres de familia lamentan
que esto haya ocurrido. Pero son los alumnos quienes parecen haberlo resen-
tido mads, ya sea por la lentitud del proceso, por su falta de oportunidad, porque
nunca se les retroalimento, o de plano porque esta situacion dificultd explicita-
mente los aprendizajes. Hay voces que expresan todo esto.

Yo creo que aprendia mas en el salén, porque le llevas tu trabajo a tu maestro e
instantaneamente te puede decir qué tienes que volver a hacer y ahora tienes que
esperar a que te conteste el mensaje, que te mande los errores... y volver a hacerlo
si es con lapiz, y si no es con lapiz, hacerlo todo, y tomar de nuevo la foto, y volver
a mandarla...y si no queda bien, te tienen que volver a contestar, ies un ciclo muchi-
simo mas largo! (se rie) (Valeria, alumna de 6° grado, con clases en pantalla)

No habia mucha retroalimentacion, mas bien nos evaluaron con la participacion y

la entrega de tareas. La maestra nos decia que le mandaramos mensajes, pero los
envidbamos de maneras diferentes (por Classroom, por WhatsApp, o por chat) y
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muchas veces ni se enteraba de que se los habiamos mandado. (Miguel, alumno
de segundo de secundaria también con clases en pantalla)

A veces sucede que le decias: “iNo entiendo como se resuelve estol’, pero el maestro en
realidad no explicaba, solo decia: “Esto es lo que van a hacer’, y presentaba el ejercicio, la
ecuacion, y decia que la habia mandado por Classroom, pero si le decias que no habias
entendido, te decia: ‘Lee en el PDF, ya lo mand¢’. (Santiago, 1° de secundaria privada)

Estas opiniones denotan limitaciones (a veces enormes) en la retroalimentacion
que se dio (0 que no se dio) en la distancia. También la molestia generada
porque, a pesar de multiples peticiones, el docente no respondia. En este con-
texto toma valor explicativo el comentario de Jair, el chico que citamos en el
epigrafe, cuando nos dijo: “Sientes como que estuvieras viendo otro video de
YouTube y ya, sientes como que no hay una conexion. Por mas mal que te cai-
ga el maestro la necesitas’.

Una profesora de secundaria, que ve el problema “desde el otro lado” describe
razones técnicas impuestas por la distancia que dificultaban la retroalimentacion:

Si fue mas trabajo, era mas complicado, [especialmente la retroalimentacién] sobre
todo estar abriendo imagen por imagen y editar.. es mucho mas trabajo que lo que
hacemos en clase. Ahi vas cuaderno por cuaderno y ya. Y aqui, aparte de abrir la
imagen, era editar la imagen, aumentar el tamano de la imagen también, empezar a
revisar con base en eso y luego cargar la imagen para volvérselas a mandar a ellos,
y luego que me vuelvan a mandar su correccién... (Maestra Fernanda. Secundaria)

Ciertamente se percibe en las palabras de la docente lo dificil que fue senalar a los
alumnos sus avances y tropiezos al tratar de aprender. Algunos lo hicieron a pesar
de la dificultad. Pero esos fueron pocos. La mayoria, como senald un padre de
familia, ‘nunca calificd” o solo registré la recepcion de las tareas.

{CON QUE CONTENIDOS SE RELACIONARON LOS ALUMNOS DURANTE EL
CONFINAMIENTO?

Otro de los efectos de la distancia se dejé sentir en la cantidad y tipo de conteni-

dos trabajados, asi como en su nivel de dificultad. En secundaria, los contenidos
estuvieron centrados en el eje titulado Numero, Algebra y Variacion y que los
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maestros refieren simplemente como algebra. Segun los propios alumnos, y segun
las narraciones de los docentes, la centralidad la tuvieron algunos conceptos y
procedimientos propios de este eje curricular: las ecuaciones de primery segundo
grado, los nimeros negativos y la proporcionalidad directa entre los principales.

En la primaria, la ensefanza se oriento a la aritmética. El conteo, los ndme-
ros naturales, el sistema decimal, las operaciones y las tablas de multiplicar
fueron temas recurrentes. En los ultimos grados también se tratdé de que los
ninos aprendieran algo sobre las fracciones.

LOS (ESCASOS) LOGROS DE APRENDIZAIE EN MATEMATICAS

La relacion didactica se establece con el fin de que los alumnos adquieran o
construyan el conocimiento escolar que ha motivado la relacion. La percepcion
de los estudiantes respecto de la ensenfanza y el aprendizaje no siempre fue
positiva ni refleja grandes logros.

De matematicas aprendi poquito porque nos ponian puras cosas faciles, o que ya
conocias (proporciones, areas y perimetros, de algebra ecuaciones faciles). Pero, mi
mama tuvo que ayudarme en los temas de algebra, porque a pesar de lo facil, a
veces no sabia. (Miguel, sequndo de secundaria, con clases en pantalla)

Los profesores, por su parte, reconocen la simplificacién de los conocimientos
que trataron de comunicar a sus alumnos.

Como subdirector académico les pedia a los maestros que fuéramos muy claros, que
fuera muy facil [lo que envidbamos], y por ejemplo en algebra, colocdbamos infor-
macion [en la hoja de trabajo que envidbamos] para que ellos vieran cudl es el
proceso. (Maestro Arturo, secundaria en zona desfavorecida)

[.] Tratando de no afectar tanto el bolsillo de ellos, recurri a actividades un poco mas
simples [que pudieran presentarse en pocas hojas] pero que cumplieran el objetivo
sefalado en los aprendizajes esperados. (Maestro Nicolas, primaria indigena)

Estas opiniones y muchas otras similares, permiten pensar que tenia razon la

madre de un chico de secundaria, que en una conversacion incidental dijo: “iLes
ponen actividades francamente de puro tramite!”

28 EDUCACION MATEMATICA, VOL. 35, NUM. 1, ABRIL DE 2023



Educacién matematica en pandemia: los efectos de la distancia

CONCLUSIONES

La pandemia sorprendié a México sin preparacion suficiente para trabajar a
distancia. La infraestructura escolar, la capacitacion de los docentes y las con-
diciones para estudiar fuera de la escuela entraron en crisis. Durante los casi
250 dias de confinamiento, en la mayoria de las escuelas se vivié al limite.

El contexto socioeconémico y cultural de los estudiantes acrecentd su impacto
sobre la ensenanza y el aprendizaje de las matematicas. Este contexto, hasta
hoy poco considerado en los estudios didacticos, tomo una relevancia que, des-
afortunadamente contribuyd a ampliar la brecha educativa. Los mas favorecidos
—en general asistentes a escuelas privadas— contaron con ensenanza sincronica,
un espacio adecuado para el estudio, exposiciones por parte de los profesores,
acompanamiento de la madre o algun otro familiar y una retroalimentacion mi-
nimamente aceptable para el aprendizaje. En cambio, los mas desfavorecidos
tuvieron que conformarse con una ensefianza asincronica basada en envios por
WhatsApp. Pero en muchas comunidades indigenas ni siquiera se pudo utilizar
esta aplicacion, condiciones extremas de aislamiento obligaron al uso exclusivo
de cuadernillos en papel (distribuidos cada quince dias) y a sesiones presenciales
de asesoramiento y revision, también cada dos semanas.

Las relaciones didacticas establecidas en torno a los contenidos matematicos
resintieron el fuerte efecto de la distancia. Las estrategias de ensenanza, cualquiera
que fuese el medio de conexion, muestran la prevalencia de una relacion en la que
domind la ostension. El maestro ponia ante los estudiantes las definiciones, férmu-
las y procedimientos usando ejemplos y explicaciones. La ensenanza constructiva
propuesta por la Secretaria de Educacion quedd practicamente en el olvido.

El docente tuvo siempre el control de los contenidos matematicos. Sin embar-
go, las actividades que sequian a su introduccion ostensiva se hacian en casa
y ese control se desvanecia. En tal contexto, los ninos de primaria trabajaban
apoyados por una maestra-sombra, quien jugd un papel fundamental en la
relacion con los contenidos que esos ninos establecieron. Entre mas pequenos
eran, mas relevante se tornaba el papel de la maestra-sombra.

Cuando la ensenanza era sincronica, la maestra-sombra preparaba el esce-
nario para el proceso (insertando claves y codigos, organizando un espacio para
el estudio, asegurdndose de que los materiales estuvieran disponibles). Una vez
hecho lo anterior, vigilaba que se pusiese atencion a la pantalla, ayudaba a
aprender lo no aprendido, cuidaba que se realizaran los ejercicios previstos y
que se enviaran al profesor las evidencias de aprendizaje. Cuando la
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ensenanza era asincronica, habia de recoger o imprimir cuadernillos, cuidar que
se hiciese la tarea, que esta estuviese bien hecha o, de no ser asi, ayudar a
corregirla. También tenia que regresar el cuadernillo ya resuelto, o tomary enviar
fotos como evidencias del trabajo al profesor.

Desafortunadamente hubo maestras-sombra poco preparadas, cuyo apoyo
a los ninos, en cuanto a la comprension de las tareas era muy precaria. Asi
ocurrié en muchas escuelas indigenas, donde algunas madres no habian cur-
sado ni la primaria completa y solian decir a los maestros: ‘ilComo le voy a
ayudar a mi nino, si yo no sé?!’

Un segundo “agente” que comparti6 el espacio con el profesor, fueron los
videos tutoriales, casi siempre con un profesor simulado mediante animacion
en la pantalla. Y también organizados para trasmitir procedimientos y definicio-
nes, parecido a como hacia el docente frente a la pantalla. Estos videos tuvieron
uso intenso en secundaria.

Los alumnos, bajo esta forma de ensefanza, vieron empobrecida su relacién
con el contenido matematico, con sus companeros e incluso con el profesor. Las
mas de las veces tuvieron que conformarse con jugar el papel de receptores de
los contenidos que el profesor les presentaba. Fue casi igual en la ensefanza
sincronica que en la asincronica. Y es que la retroalimentacion proporcionada
durante el proceso constituyd un punto muy débil en las relaciones didacticas
establecidas. En general la retroalimentacion fue superficial, siempre diferida, no
siempre oportuna, o simplemente no existio.

Durante la pandemia, se observo centralidad en la aritmética y el algebra.
Los docentes exponen dificultades técnicas para argumentar la ausencia de la
geometria. Y, efectivamente, la ensefanza de esta rama de la matematica enfren-
ta dificultades de ese tipo que hacen necesarias ciertas aplicaciones y softwares.
Pero su escasa presencia en realidad refleja la falta de preparacion de los
maestros para manejar recursos tecnolégicos y ensenarla a distancia.

El nivel de dificultad de los contenidos programaticos también se vio afectado.
Los cuadernillos y el WhatsApp fueron generalmente preparados con temas faciles,
correspondientes a grados escolares previos al que se cursaba. Aunque en las panta-
llas el problema fue menos agudo, el uso de este medio no escapd de tal afectacion.

En mi opinidn, tres criterios determinaron los contenidos matematicos traba-
jados durante el confinamiento: a) los contenidos que los profesores consideran
importantes para la formacién de los alumnos; b) el tipo de contenidos que se
pueden exponer y gestionar a la distancia y ¢) los contenidos que resulten faci-
les de aprender, para que los alumnos puedan prescindir del profesor.
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Pero la distancia mostro sus efectos en dos sentidos mas profundos:

1) al constrefir muchos elementos favorables al aprendizaje que formaban
parte de la ensenanza presencial: la incorporacion de problemas matema-
ticos, la interaccion entre alumnos, las explicaciones dialogadas con los
profesores, una retroalimentacion mas oportuna y precisa;

2) al amplificar otros elementos menos favorables al aprendizaje: la trasmision
directa de los contenidos (la ostension), la disminucion y empobrecimiento de
estos, la memorizacion de lo aprendido y el trabajo exclusivamente individual.

La mirada de los estudiantes sobre lo ocurrido va mucho mas alld de la queja
por la escasa retroalimentacion recibida o los pocos aprendizajes matematicos
logrados y arroja luz sobre como se vivio el periodo. Ellos hacen una diferencia
entre la presencialidad y la via remota en diversos sentidos: la falta de interaccion
con sus companeros, la falta de explicaciones mas amplias e interactivas por
parte del profesor y la ausencia de una retroalimentacién oportuna. Los chicos
de secundaria también hablan de haber estudiado cosas demasiado simples y,
por ello, haber aprendido poco.

Ahora bien, recuperando los objetivos y las preguntas principales que guia-
ron este trabajo, es posible afirmar que en México la distancia dejé sentir fuer-
tes efectos (en general no benéficos) en la matematica escolar a la que se guio
a los estudiantes durante la pandemia. Esta matematica fue limitada, tanto en
términos de contenidos, como en términos del significado y la dificultad de las
tareas propuestas. También se vio afectada la forma en que se vinculd a los
estudiantes con la materia: basicamente a través de un modelo de comunicacion
directa, claramente ostensivo, aunque a veces apoyado en materiales manipu-
lables y acompanado de actividades ludicas que hacian agradables las tareas
pero que no tocaban su sentido profundo. Las consecuencias de esta condicion,
vivida por un largo tiempo, se constatan hoy de distintas maneras. Puede afir-
marse que hubo aprendizajes valiosos por parte de algunos docentes, y sequ-
ramente los chicos de secundaria avanzaron en su manejo de algunas
herramientas tecnoldgicas. Empero, el deterioro de la relacion con las matema-
ticas escolares se refleja en las pérdidas de aprendizaje que en el regreso a
clases han identificado con preocupacién los profesores.
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REFLEXIONES ADICIONALES

A lo largo del escrito, puede entenderse que haber tenido la oportunidad de
estudiar en pantalla traeria muchas ventajas en el aprendizaje. Las condiciones
que rodearon este tipo de conexion sin duda implicaron beneficios. No obstan-
te, cabe preguntarse: éla ensefanza ostensiva que en general sustento el acer-
camiento a las matematicas trajo aprendizajes de calidad?, o, iqué tipo de
aprendizajes conseguirian ninos y jovenes mediante las presentaciones osten-
sivas de sus profesores?, drealizar ejercicios aplicando el modelo o los modelos
recién comunicados agregaria algo al aprendizaje adquirido frente a la pantalla?

Cualquiera gue sea la respuesta a estas preguntas, hay otra que es valido
plantear: (qué hard la Secretaria de Educacién para enfrentar las consecuencias
de la pandemia? Las posibilidades de accién son muchas. En Kenia, por ejemplo
—segun un articulo aparecido en la revista Estado Abierto (Katz, 2020, 25)- se tom¢
una postura radical pero probablemente sabia: todos los estudiantes estaran obli-
gados a repetir el ano escolar, hayan o no participado en el aprendizaje en linea.

Meéxico es tierra de contrastes, de desigualdades puestas en relieve con la en-
senanza remota, pero no es tierra de decisiones radicales en educacioén. No habra
ninguna politica ni remotamente parecida a la que definieron los kenianos. Sin
embargo, quienes vemos lo educativo desde la investigacion, podemos preguntarnos:

e ¢Acaso no serfa deseable que la escuela considere que, en un futuro cer-
cano, los medios seran herramientas esenciales en la relacion didactica 'y
que la distancia no deberia ser factor de empobrecimiento de las matema-
ticas que los alumnos puedan aprender?

* ¢No seria obligado que los profesores fueran preparados para gestionar
una educacion remota de calidad, que permitiera ir mds alla de sobrevivir
a la crisis provocada por la distancia?

Porque el encierro llevo a los alumnos hacia una matematica hiper-selecciona-
da y simplificada. El empobrecimiento es evidente y tal vez brutal. Muy proba-
blemente, otra formacion docente hubiese conducido a “otras matematicas” a
los ninos y jovenes que hoy ya resienten las limitaciones de la matematica a la
que fueron guiados durante el confinamiento. Pero ya que esta preparacién no
se dio y las consecuencias estan aqui, la Secretaria de Educacién podria con-
vertir en retos los argumentos que los trabajos de investigacion le ofrecen para
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que los alumnos se acerquen un poco mas a las “matematicas deseables’, de
las cuales se alejaron demasiado debido al encierro por el COVID.
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Similitudes y diferencias entre la educacion
de la mirada en geometria elemental
y en arte figurativo

Similarities and differences between gaze education in
elementary geometry and figurative art
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Resumen: Un acto espontaneo y aparentemente inmediato y simple, como la
mirada, que se usa para observar las figuras en geometria o las pinturas en
el arte figurativo, revela por el contrario una complejidad notable no esperada
en el aprendizaje de la geometria. En este estudio se sugieren modalidades
didacticas para ayudar a educar esta mirada. Se proponen analogias entre el
‘ver’ figuras geomeétricas y el “ver’ obras del arte figurativo. Se analiza el feno-
meno del reconocimiento de las figuras asi llamadas imposibles y se proponen
algunos ejemplos de obras de arte para la interpretacion de las cuales no es
suficiente la mirada, sino que es necesario un analisis de tipo semiotico.

Palabras clave: geometria elemental, diddctica de la geometria, mirada, ver en
geometria — ver en el arte figurativo.

Abstract. An apparently immediate and simple spontaneous act, as the sight, that
we use to look at figures in geometry and at pictures in figurative art, reveals on
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the contrary unexpected complexities with remarkable consequences on the
learning of geometry. In this study we suggest didactical ways to educate it We
suggest several analogies between “seeing” geometrical figures and “seeing” in
figurative art We analyse the recognition of the so-called impossible figures and
we provide some examples of works of art for whose interpretation sight is not
enough, but it requires a semiotic analysis (suggested by the author).

Keywords: elementary geometry, geometry education, sight, to see in geometry
- to see in figurative art

1. PROLOGO

Este articulo aborda diversas cuestiones relacionadas con la mirada que se
activa en los bocetos o dibujos que representan figuras del mundo de la geo-
metria o de las obras de arte. Se trata tanto de comprender su funcionamiento
como de estudiar su necesidad desde un punto de vista didactico.

Duval (2018) afirma que ante una figura geométrica “construida” con instru-
mentos, y no dibujada a mano alzada, o ante una obra pictorica, “ver" y “reco-
nocer’ es lo mismo, pues son los mismos procesos cognitivos de reconocimiento
visual los que controlan la mirada. Asi, ante una figura geométrica, no basta con
saber queé propiedad tiene, o tener conocimiento de lo que representa, para
‘verla” y poderla utilizar. Primero se requiere reconocer visualmente todas las
configuraciones posibles que la figura ofrece a la mirada ya que, en matematica,
reconocer implica que se pueda convertir espontaneamente una representacion
de un registro en otro.

Ante una figura geométrica o un cuadro, los procesos de reconocimiento que
controlan la mirada son cognitivamente complejos. Estos procesos no son los
de la percepcion de los objetos de nuestro entorno, ni los relacionados con la
coordinacion de los registros. Pero requieren el despliegue de transformaciones
semidticas especificas de los registros de representaciones bidimensionales. El
analisis comparativo necesario en geometria para ‘ver’ las formas de una figura
y las habilidades que se requieren para ver una pintura han permitido distinguir
operaciones cognitivas comunes que se basan en las formas percibidas, es decir,
en las unidades figurales que surgen de la estructura geométrica de la figura o
de la composicion de la pintura. Las transformaciones puramente figurales son
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como metamorfosis del reconocimiento a las cuales las unidades figurales
pueden dar lugar en la mirada, sin necesidad de distinguir lo que se vea en el
papel, en el lienzo o en la pantalla.

Para permitir que los alumnos entren en el mundo de la geometria (todos,
sin ninguna excepcion), deben empezar por la educacion de la mirada, antes
de cualquier adquisicion de conocimientos, antes de cualquier exigencia de
razonamiento o, de cualquier uso de instrumentos de medida y de férmulas para
calcular. Sin esto, seguira existiendo una incomunicacion insuperable entre
alumnos y profesores. Porque, ante una figura, los alumnos no ven en absoluto
lo mismo que ven los profesores o los matematicos.

En la primera parte del texto se esboza el esquema programatico de una
ensenanza de la geometria elemental, en el cual, es la educacion de la mirada
es la que introduce al mundo de la geometria.

La segunda parte del texto profundiza mas decididamente en el mundo del
arte. En Duval (2018), se destaco el problema del reconocimiento de la
imposibilidad en la observacion de una figura o de una obra de arte.

Aqui nos preguntamos: ¢Qué caracteriza esa imposibilidad?, (Cémo se per-
cibe con la mirada? A través de ejemplos apropiados, se intenta responder a
estas preguntas.

A continuacion, se evidencia como el analisis semiotico es necesario en la
interpretacion de ciertas obras de arte, tomadas como modelo; y como la mera
mirada o la simple observacion, sin indicaciones semidticas interpretativas pre-
cisas dadas por el autor, permiten captar solo la imagen, pero no el significado.
Esto se trata de una debilidad de la sola mirada que, sin dejar de ser la prota-
gonista de este estudio, debe ir acompanada del conocimiento, al menos en
ciertas ocasiones, como las que se toman como ejemplo.

En el texto ponemos en evidencias similitudes y diferencias entre la educa-
cion de la mirada en geometria elemental y en arte figurativo y contestamos a
las siguientes preguntas: ¢Qué variables cognitivas y didacticas intervienen en
estas miradas? dComo se representa la imposibilidad en el arte? (Qué elementos
semioticos pueden intervenir en el arte?
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2. EL CONFLICTO COGNITIVO RELATIVO A LA GEOMETRIA ELEMENTAL EN
LA ESCUELA PRIMARIA'Y SECUNDARIA

Desde un punto de vista matematico, la especificidad de la geometria elemental
no es la de introducir figuras que vemos y podemos construir, sino utilizar térmi-
nos definidos para saber qué representan y poder recurrir a ellos para nombrar y
describir. En otras palabras, en la geometria elemental no se tendrian que ver las
figuras a simple vista, al contrario, hay que usar lentes especiales para mirarlas.
Estos lentes son las hipdtesis dadas junto a la figura, a veces sin ella, que enun-
cian sus propiedades. En este sentido, la forma en que tenemos que mirar las
figuras en la geometria elemental esta en las antipodas respecto de la forma en
que miramos un cuadro en un museo. Un cuadro a menudo no necesita palabras:
lo que ofrece para ser visto es autosuficiente y habla su propio lenguaje especifico
a los ojos. En realidad, no siempre es asi, como mostraremos mas adelante.

La ensenanza de la geometria elemental en la escuela primaria y en los
primeros anos de la secundaria se enfrenta a esta inversion de la relacion cog-
nitiva entre el ver y el decir, donde las palabras ya no designan lo que se ve.
Las columnas (A) y (B) del cuadro siguiente representan este conflicto cognitivo
inherente a la actividad geométrica. Y las tres flechas entre estas dos columnas
representan el dilema pedagdgico que implica este conflicto cognitivo para la
organizacion de las actividades de aprendizaje. Se parte de lo que interesa en
matematica, y que solo se puede entendery no ver: pero entonces todo se vuelve
ininteligible, como fue el caso de la ensenanza de la geometria en el periodo
de la llamada ‘matematica moderna” en los anos 70-80; o bien, se parte de fi-
guras que se pueden ver, construir, medir y clasificar, por ejemplo los poligonos
regulares, pero entonces se abre una brecha entre una geometria empirica
concreta y una geometria en la cual se resuelven problemas mediante micro
demostraciones.
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(A) Lo que perceptivamente es dado para (B) Lo que matematicamente

mirar se requiere “ver”
FIGURA ESPACIO, HIPOTESIS DADAS
TRAZADA PLANO recurso al lenguaje
instrumentalmente
(2) Figuras simples T(1) Términos que indican
de base, ] propiedades
presentadas Cuadriculacién, | (definiciones)
aisladamente pavime,gaci()n, (3) Hipotesis dadas y preguntas
(4) Composicion de | plano réeflejo (enunciado de un problema)
al menos dos figuras § (5) Valores numéricos codificados
de base ®rrreerennnbun.i 2.5 sobre la figura trazada
Observar diferentes figuras, 0 & *CONSTRUIR instrumentalmente
medirlas, para COMPARARLAS ESCRIBIR un mensaje de

reglas para la construccion

Figura 1. Esquema del problema didactico de la ensefanza de la geometria.

Tanto si se adopta el enfoque experimental e inductivo, como si se adopta el
directamente vinculado con el descubrimiento de propiedades a partir de las
restricciones que toda construccion de figuras requiere, la ensefanza de la
geometria en primaria y en los primeros anos de secundaria resulta conducir a
un callejon sin salida. Los estudiantes, en su gran mayoria:

4y

Permanecen con la percepcion de figuras trazadas y un conocimiento “bo-
tanico” (Duval, 2008, p. 55) de las figuras geométricas basicas: triangulo,
paralelogramo, cuadrado, circulo...

No pueden salir del contorno cerrado de la figura, ni siquiera para prolongar
uno de sus lados.

No pueden, en el proceso de resolucion de un problema, anadir nuevas
lineas en la figura para resaltar otras figuras basicas, es decir descomponerla
y reconfigurarla.

No adquieren o confunden los términos necesarios para el uso de hipotesis
y la comprension de enunciados, como se pone de manifiesto en el desfase,
a menudo considerable, entre las producciones de los alumnos en las tareas
de construccion de figuras y en las de escritura o explicacion verbal de las
instrucciones para que se construyan las figuras. (Asenova, 2018)

No pueden utilizar las figuras sino tomando medidas en el dibujo o utilizando
valores numéricos dados, pero no siempre reconocen las férmulas de calculo
que deberian utilizar, excepto las del perimetro y el area de los cuadrilateros.
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Estos cinco obstaculos persisten a lo largo de todo el camino hasta la escuela
secundaria.

El bloqueo del proceso de ensenanza-aprendizaje de la geometria en la escuela pri-
maria y en los primeros anos de secundaria proviene de ignorar o descuidar el conflicto
cognitivo entre el “decir’ y el “ver” el cual es inherente a la geometria elemental.

Dos preguntas son esenciales para aclarar los procesos cognitivos de compren-
sion especificos de la geometria elemental:

— ¢En qué consiste este acto cognitivo, y no matematico, que llamamos “ver'?;
— {Como puede una figura dibujada visualizar propiedades geométricas que
no pueden percibirse visualmente en una figura?

3. ANALISIS DEL PROCESO DE RECONOCIMIENTO VISUAL COMO
PRERREQUISITO PARA “COMPRENDER” EN GEOMETRIA ELEMENTAL

Desde un punto de vista cognitivo, “ver” es reconocer una forma de un vistazo
gracias a su contorno cerrado o por el color que la resalta, como “figura”, desde
un fondo en relacion con otras formas. Este reconocimiento visual se funde con
el reconocimiento cognitivo del objeto cuyo perfil es su contorno caracteristico.
Pero ambos son independientes el uno del otro. Por lo tanto, al mirar un cuadro
en un museo, el reconocimiento cognitivo de lo que esta pintado alli es a me-
nudo inutil: puede incluso ser un obstaculo para la “escucha visual” del cuadro.

Ver es, en general, un proceso automatico que no implica los aparatos cog-
nitivos, un acto puramente sensorial; pero, en geometria, este proceso adquiere
un papel determinante en el aprendizaje o en la accion escolar: no solo hay que
‘ver’, sino “saber ver' gracias a un entrenamiento cognitivo adecuado, lo cual
significa distinguir, reconocer, establecer, relacionar, ..; mientras que en el mundo
del arte figurativo “ver” puede coincidir con reconocer ciertas expresiones, pero
sobre todo interpretar, a partir de conocimientos especificos, otros modos artis-
ticos (arte abstracto, informal, surrealismo, arte analitico, arte cinético..).

Las columnas |, Il'y Il del diagrama siguiente (figura 2) representan el proceso
cognitivo del acto de reconocimiento visual de los contornos cerrados en 2D, a
simple vista, independientemente de cualquier hipotesis, es decir, antes de cual-
quier reconocimiento cognitivo de los objetos que representan.

6 EDUCACION MATEMATICA, VOL. 35, NUM. 1, ABRIL DE 2023



Similitudes y diferencias entre la educacion de la mirada en geometria elemental y en arte figurativo

La columna | recuerda el andlisis gestaltico del proceso cognitivo del reco-
nocimiento visual.

La columna Il introduce la nocion central para analizar este proceso, la de
‘unidad figural’. Una unidad figural se caracteriza por su numero de dimensio-
nes nD, y por el numero de dimensiones de su soporte material, 2D o 3D, lo que
permite distinguir las figuras y los patrones. Son las unidades figurales que se
ven y se reconocen a simple vista.

Por ultimo, la columna Il muestra un salto entre las unidades figurales nD
inmediatamente reconocidas y todas las posibles unidades figurales nD que se
pueden reconocer visualmente.

Para la geometria plana y para la pintura, todas las unidades figurales son
obviamente unidades 2D/2D. Este proceso cognitivo de reconocimiento visual es
el mismo tanto si se mira una figura geométrica como si se mira un cuadro. El
poder heuristico de las figuras y la creacion de las pinturas residen en la actividad
de la mirada que las explora o contempla, y no en el ensamblaje de contornos
cerrados o de superficies que conforman la figura trazada o la pintura.

PRIMERA MIRADA =y | A MIRADA DENOMINAR PARA
sobre lo que sc da para ver DEDUCIR
I. FORMA II. UNIDAD III. TODAS LAS IV LENGUAJE
TRAZADAY  FIGURAL UNIDADES FIGURALES MATEMATICO
PERCIBIDA nD/(2D o0 3D) nD POSIBLES
Un contorno nD: miimero de (3) kérminos
cerrado que se  dimensiones de | (1) Muchas thds unidades (definiciones)
destaca de un la unidad Jigurales posibles que las (4)tipotesis dadas
fondo (neutro o figural unidades figyrales .
cuadriculado) (2D): reconocidas én una primera Rézonamiento (no
o dc un dimension  del | mirada deductivo ni de
conjunto de soporle (2) Posibilidad de mirar por | &lculo)
otras formas pantalla o | yuxtaposicioy 0 la
papel, y sobreposicié i
(3D): modelos o
(maquetas) o
MY ©® « | SUSTITUCION de
DESCOMPOSICION & | enunciados de uno a

de las forma; {zzercibidas 2‘ otro en funcion de

reconfiguraciones teoremas
(3) DESCONSTRUCCION
DIMENSIONAL de todas y no de asociacion de
las unidades figurales palabras, de ideas o de
posibles imagenes

3D 2D

2D 1D

Figura 2. Esquema del proceso cognitivo de comprension en geometria elemental.
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La comparacion de los dos esquemas muestra las diferencias entre el punto
de vista matematico y el cognitivo para analizar la adquisicion de conocimientos
en geometria.

La columna A del diagrama didactico (figura 1) se sustituye aqui por las
columnas | y I, que hacen hincapié en el salto cognitivo que deben dar los
alumnos para entrar en la modalidad matemdtica de mirar una figura, indepen-
dientemente de las hipotesis dadas. La columna IV se basa en la columna B del
diagrama anterior, salvo por una diferencia: ya no se trata de decir o de nombrar
para ‘ver lo que la figura representa, sino de nombrar para deducir nuevas
propiedades a partir de hipotesis. Pero lo importante es la relacion, en cada uno
de los dos esquemas, entre la ultima columna, la del lenguaje matematico, que
no cambia pasando de un esquema a otro, y las columnas correspondientes a
la forma en que se ven las figuras. Esta relacion esta marcada por las flechas.

El esquema de la problematica didactica (figura 1) enfatiza al mismo tiempo
la reduccion del “ver” como su subordinacion al lenguaje y a las magnitudes,
sin las cuales no es posible acceder a las propiedades y a los objetos matema-
ticos (flecha con linea continua de B a A). Pero las figuras, a pesar de todas las
actividades de construccién, no ayudan a entenderlas (flecha punteada de B a
A); estas figuras subsisten como una figura-tipo asociada a una palabra mate-
matica (flecha punteada de A a B).

En el esquema del proceso cognitivo (figura 2) no hay conflicto cognitivo
entre el very el decir. En primer lugar, el descubrimiento de la forma matematica
de ver se produce independientemente del lenguaje y de cualquier hipotesis.
Las actividades deben basarse principalmente en el reconocimiento visual de las
diferentes unidades 2D que forman una configuracion (flecha horizontal con
trazo continuo). Esto porque cada figura, incluso las denominadas “simples” o
‘de base”, son configuraciones de unidades figurales nD. Ya no se trata de cons-
truir figuras, sino de descomponerlas para reconfigurar de otra manera las
unidades figurales reconocidas (flecha de la columna IV a la lll). Se observara
que ninguna flecha parte de las columnas Il y Ill para llegar a la columna V.

Para comprender en geometria elemental y poder utilizar sus conocimientos,
tenemos que aprender a ver y mirar todas las configuraciones nD/2D en el juego
de transformaciones visuales que permiten (Duval, 2005). Tenemos que ser ca-
paces de reconocer espontaneamente las unidades nD/2D para poder adquirir
conceptos geométricos y resolver problemas. “Comprender” en geometria ele-
mental es, por tanto, sinonimo de un conjunto de otros verbos: captar signos y
rasgos especificos, ser capaz de distinguir elementos de signos, reconocer
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elementos especificos del dibujo o de la representacion, a veces captar el signi-
ficado progresivo de una figura que se presenta como una unidad estructural,
saber referirse a figuras analogas, ser capaz de captar informaciones especificas,

4. LOS TRES TIPOS DE VISUALIZACION GEOMETRICA Y PICTORICA

Aqui queremos destacar tres tipos de visualizacion que se despliegan tanto
en la geometria como en la pintura. Los dos primeros se basan en el recono-
cimiento de formas, es decir, de contornos cerrados, comunes a la geometria
elemental, a la pintura y al mosaico; se distinguen entre si por la ausencia
(2D/2D) o la presencia de la tercera dimension (3D/2D). El tercer tipo de visua-
lizacién es especifico de la geometria. El primer tipo de visualizacion es el
necesario para introducir la geometria en la escuela primaria y en los primeros
anos de la secundaria.

Al comparar las figuras geométricas con las pinturas, se pueden identificar
cinco variables cognitivas para la visualizacion inicial (Duval, 2018, pp. 216-219).
Son las mismas que controlan la mirada y la exploracion visual ante una figura
0 un cuadro. Y, en geometria, esto es heuristicamente decisivo para la resolucion
de problemas (Duval, 2008, p. 55, figura 12; Duval, 2015, p. 152, figura 2).

El objetivo de la educacion de la mirada en este primer tipo de visualizacion es
lograr que los alumnos puedan reconocer todos los posibles contornos cerrados
de una configuracion, los reconocibles por yuxtaposicion y los reconocibles por
superposicion, y que puedan recombinarlos para obtener diferentes configuraciones.
Y esto debe hacerse casi por reflejo, en menos de uno o dos minutos. Naturalmente,
todas las actividades encaminadas a este objetivo excluyen la consideracion de
las dimensiones y, por tanto, las actividades de medicion y todas las indicaciones
de longitud relativas a unidades figuradas reconocidas.

El proceso de reconocimiento visual de las unidades figurales es el mismo
para las configuraciones By C de la figura 1 (Duval, 2018, p. 216). El trabajo de
observacion de las figuras es, en efecto, irrelevante, salvo desde la perspectiva
de la heuristica puramente visual; de lo contrario, la percepcion seguira siendo
la principal fuente de bloqueo o error en la resolucion de problemas, incluido el
reconocimiento de las formulas que deben aplicarse para calcular una longitud
0 un area.

El segundo tipo de visualizacion impone tomar en consideracion la tercera
dimension, se asocia a la invencién de la perspectiva. Se trata de una
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construccion matematica que organiza el campo de visualizacion subordinando
todos los contornos cerrados reunidos en la misma configuracion a relaciones
de magnitud (Duval, 2018, p. 236, figura 10). Pero el sequndo tipo de visualiza-
cion es mucho mas amplio, abarca cualquier composicion de formas 2D/2D
permitiendo la visualizacion de una superficie en relieve o cavidad, solidos en
3D/2D (Duval, 2018, p. 233, figura 8). En otras palabras, incluye cualquier visua-
lizacion de un objeto en el espacio en funcion del lado desde el cual se mira, e
independientemente de su posicion con respecto a todos los demas objetos
vistos al mismo tiempo.

La visualizacion propia de la geometria en el espacio es independiente de la
basada en la perspectiva. Esta da lugar, para los sélidos, a la fabricacion de modelos
3D/3D manipulables o en cuyas caras se pueden dibujar las intersecciones de un
plano de seccidn, ya que el razonamiento exige volver a las unidades figurales
2D/2D y 1D/2D. Pero la visualizacion de un solido en el espacio puede llevar a la
visualizacion de un objeto imposible (Duval, 2018, p. 237, figura 11)

Por ultimo, la visualizacién del relieve de una superficie moviliza una cons-
truccion matematica menos compleja, se basa en la reiteracion de ciertas uni-
dades figurales 2D jugando tanto con sus combinaciones como con su
deformacion progresiva (Duval, 2018, p. 220, figura 3; y p. 235, figura 9). Aqui,
en ultima instancia, lo decisivo es la mirada del artista (por ejemplo, los colores
pueden ser cruciales).

El tercer tipo de visualizacion es el que nos permite responder a la pregunta
clave para entrar en la geometria: En una figura trazada, {cdmo pueden
visualizarse propiedades geométricas que no se pueden percibir visualmente en
una figura? Esta cuestion da un vuelco al problema didactico de la ensenanza
de la geometria. No se trata de construir figuras, ni siquiera con herramientas
que exigen tener en cuenta las propiedades geométricas de la figura a construir
(como la regla, la escuadra, el compas, ..). Se trata de deconstruir las configura-
ciones 2D/2D en una red de lineas rectas 1D/2D subyacentes. Para dibujar esta
red de rectas, es necesario no solo prolongar todos los lados de la figura, sino
también enriquecerla con nuevas rectas (Duval, 2015, p. 162, figuras 6y 7).

En otras palabras, la actividad de deconstruccion dimensional permite supe-
rar inmediatamente los obstaculos (2) y (3) mencionados anteriormente, mientras
que la actividad de construccion conduce, por el contrario, a reforzarlos cogni-
tivamente e institucionalizarlos. Solo en una red de rectas deconstruidas

* Mas adelante regresaremos en este punto de una forma mas explicita.
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dimensionalmente podemos ver las propiedades geométricas; todas estas se
destacan visualmente como la relacion entre dos unidades figurales, ya sean de
la misma o diferentes dimensiones (Duval, 2015, p. 164, figura 8).

Estos tres tipos de visualizacion son no iconicas. Se oponen a la visualizacion
iconica, con la cual la pintura, desde el arte parietal de los Salones de los nobles
del siglo XIX, se ha confundido durante mucho tiempo. Aqui, “ver" una imagen
significa reconocer de un vistazo el tipo de objeto que representa: un rostro, un
animal, una flor, etc. En otras palabras, el criterio de la iconicidad es la posibili-
dad de yuxtaponer el modelo con la representacion que la reproduce a partir de
trazos o manchas, y no ‘imitandolo”.

Pero este reconocimiento solo puede producirse con una doble condicion:
hay que conocer tanto el objeto representado, es decir, haber visto uno en pre-
cedencia; como también “ver” la similitud entre el contorno cerrado que se ha
trazado y el contorno del objeto. El grado de particularizacion e informacion de
la imagen, o del cuadro, depende entonces de la correspondencia que pueda
establecerse entre los trazos internos al contorno cerrado y los detalles observa-
bles del objeto representado.

La superposicion intuitiva de los respectivos contornos y el grado de particu-
larizacion de la imagen son los dos criterios de similitud entre un dibujo o una
pintura y lo que estos representan. Estos dos criterios permiten asi distinguir
grados de iconicidad entre la iconicidad perfecta de algunos cuadros que mues-
tran a la “persona misma’, por ejemplo en el caso de un retrato, y la generalidad
extrema de un esquema que reduce el objeto a unos pocos rasgos (Duval, 2018,
pp. 223-225, figuras 4 y 5).

En pintura, el tipo de visualizacién basado exclusivamente en el reconoci-
miento de unidades figurales en 2D condujo a la revolucion de la llamada
pintura “abstracta’. Las formas de los objetos 3D/3D, tal y como las ve la mirada,
se descomponen en fragmentos, geometrizados o relevantes desde diferentes
puntos de vista posibles sobre el objeto, y los fragmentos elegidos se ensamblan
en una reconfiguracion no icénica (Duval, 2018, p. 225, figuras 6 y 7).
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5. &COMO EL VER UNA FIGURA, UNA IMAGEN O UN DIAGRAMA TRAE A
LA MENTE PALABRAS?

La respuesta a esta pregunta cambia radicalmente segun el tipo de visualizacion
y segun la funcion que llena la produccion verbal. Nos limitaremos aqui a con-
siderar solo las figuras geométricas construidas instrumentalmente.

Las herramientas imponen, en el momento de la construccion de las figuras,
la restriccion de ciertas propiedades que las distinguen unas de otras (regla y
compas o las instrucciones de un programa informatico) y, por tanto, términos
geometricos. En cualquier caso, cuando se mira una figura para resolver un pro-
blema, poco importa el tipo de herramienta que se utilizo para construirla, regla y
compas o instrucciones de un ‘mend’, lo que cuenta es la forma en la cual se mira
esa figura, independientemente de cualquier dimension y de cualquier relacion
entre dimensiones. Entre los diferentes tipos de visualizacién que acabamos de
distinguir, desde el punto de vista de su funcionamiento cognitivo, solo dos son
esenciales en lo que tiene que ver con la educacion de la mirada en geometria.

El primer tipo de visualizacion matematica se refiere a la exploracion visual
heuristica de las figuras a través de la descomposicion y reconfiguracion de uni-
dades figuradas en 2D. La exploracion visual de una figura es previa a cualquier
formulacién e independiente de las distintas propiedades que puedan tomarse
como hipatesis* Esta exploracion puramente visual es mas intuitiva y menos exi-
gente que cualquier descripcion o explicacion verbal; por otra parte, descripciones
0 explicaciones verbales nunca han ensenado a mirar las figuras de forma mate-
matica. Esta exploracion visual es la que permite reconocer el teorema, la definicion
o la férmula pertinente para resolver un problema asignado. Sin embargo, como
por toda actividad intencional, mirar requiere una verbalizacion silenciosa que
controle la gestion de esta exploracion puramente visual y condense el resultado.
La caracteristica de esta verbalizacion silenciosa, como senald Vygotsky, es que
no necesita palabras para designar o calificar las unidades figurales 2D que han
sido descompuestas y reconfiguradas por la mirada.

Por el contrario, el segundo tipo de visualizacion, es decir la deconstruccion
dimensional de las formas, requiere una formulacion explicita de las diferentes
relaciones entre dos unidades figurales de menor dimensién que las unidades
figurales 2D que han sido deconstruidas dimensionalmente. Es la deconstruccion

* Para una misma figura construida, solo se pueden cambiar los problemas planteados cambiando las
hipétesis dadas. {Tendremos que concluir que hay tantas figuras como posibles opciones de hipétesis?
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dimensional la que permite comprender todo el vocabulario geométrico basico:
esta excluye toda verbalizacion silenciosa. Y el uso del vocabulario, a diferencia
de las palabras del lenguaje comun, no se pueden utilizar mas que en el razo-
namiento que funciona por sustitucion de enunciados y no por acumulacion de
‘razones’ como pasa en una argumentacion (figura 2, IV: denominar para de-
ducin). Y, para que tenga sentido, nunca es necesaria una figura. iSolo hay que
indicar las hipdtesis! Eso, al menos para los matematicos y los profesores. Y este
es el espejismo que lleva a la ensenanza de la matematica a un callejon sin
salida. Para los matematicos y los profesores, esta formulacion explicita basada
en la deconstruccién dimensional de las formas detecta una verbalizacion si-
lenciosa, tanto que se les ha hecho evidente y familiar. Y esta se proyecta en la
exploracion heuristica visual de las formas, como si la visualizacion y el lenguaje
matematico fueran cognitivamente la misma cosa.

Estos dos tipos de visualizacion se basan en el principio de separacion de
formas y dimensiones. En cambio, la visualizacion de la tercera dimensién su-
bordina la construccion de unidades figurales en 2D a las igualdades de rela-
ciones entre cantidades determinadas a partir de un punto de fuga. La
construccion matematica es la de una red de rectas que convergen hacia un
punto de fuga, y la construccion de formas 2D se realiza sobre esta red de rec-
tas en funcion de las relaciones de magnitudes elegidas desde este punto de
fuga para marcar su mayor o menor distancia. Ver una figura en este caso
significa discernir esta red de rectas, que no evoca palabras sino numeros y
célculos. La visualizacion iconica de los edificios en el espacio (3D/3D) se basa
en la estructuracion previa de su campo mediante una red de rectas que con-
vergen hacia un punto situado por encima de una recta, la linea del horizonte.

En geometria, por tanto, ver y entender son operaciones fuertemente conec-
tadas estructuralmente; si entender sin ver (en cualquier forma de vision) se
presenta como imposible, lo contrario es, en cambio, un fenémeno muy presente:
un constructo geométrico es visto como una accion sensorial, pero su sentido, su
mensaje, no puede ser interpretado, y por tanto no es entendido; cognitivamente
hablando, ese constructo no tiene el sentido que su creador-hacedor pretendia
darle. Ver y comprender no son en absoluto sindnimos, es mas, es precisamente
en su dicotomia donde se crean situaciones de aprendizaje negativas. En el arte,
a veces se puede crear una ilusion de comprension, ligada al ver; pero la mayo-
ria de las veces, esto es solo una ilusion; un inexperto en arte figurativo ve una
obra de Jackson Pollock, pero no tiene ningtin apoyo en lo cognitivo que posee:
ve, pero no puede entender el significado de la operacion pictérica, ni siquiera
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si recurre a un nombre, un titulo o una leyenda. Pero aqui, a diferencia que en
geometria, la palabra no suele designar lo que el cuadro representa, sino lo que
inspir6 al pintor o la resonancia de las cosas y la luz en la mirada de quien mira
(Duval, 2018, pp. 227-228), a menudo con referencia a la historia del arte, cuyo
conocimiento reside en lo cognitivo y no solo en la vision.

6. ECOMO PERCIBIR, RECONOCER Y EVALUAR LAS FIGURAS IMPOSIBLES
EN EL ARTE FIGURATIVO? DE LA MIRADA AL ANALISIS VISUAL

Como ya habiamos anticipado, continuando el estudio iniciado por Duval (2018),
abordamos ahora el problema del reconocimiento de la imposibilidad (estructu-
ral) de una imagen 3D representada en perspectiva en una superficie 2D. En
este caso, la mera mirada ya no parece ser suficiente, ni sirven comparaciones
en tres dimensiones, definiciones o conocimiento de términos.

Para hacer mas efectivo el estudio, recurriremos a ejemplos del arte figurativo
contemporaneo; otros ejemplos, incluso mdas antiguos, pueden encontrarse en
D'Amore (2015a).

A partir de 1934, el entonces joven pintor sueco Oscar Reutersvard se dedico
a dibujar “figuras imposibles’ (este era el nombre original), entre las que destaca
desde el principio, es decir, mucho antes de 1958, el llamado “triangulo de Pen-
rose” (D'Amore, 2000, 2002, 2015a). Esto no quita que, mientras el artista repre-
sentaba lo imposible geométrico por puro gusto estético y para refinar una
sensibilidad de perspectiva personal, los Penrose fueron los primeros en estudiar
la psicologia relacionada con la vision humana de esta forma 2D que alude a
una 3D imposible (Penrose y Penrose, 1958). Sin embargo, el artista sueco se
dedico sobre todo a una version asombrosamente diferente y muy famosa que
consiste en cubos de perspectiva (D'’Amore, 2005).
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Figura 3. Opus 1, Oscar Reutersvard, 1934.

La mirada capta la imposibilidad global con mayor dificultad que en el clasico
triangulo imposible de los Penrose, quiza debido a la fragmentacion de los
componentes y a la dificultad de coordinar la mirada sometida a multiples su-
gerencias visuales; los tres componentes laterales, lo que en el tridngulo impo-
sible serian los tres “lados’, cada uno de los cuales (aisladamente) es posible,
estan aqui constituidos por cuatro pequenos cubos, cada uno de los cuales esta
correctamente representado desde un punto de vista perspectivo. Se puede eli-
minar el cubo central y estudiar lo que queda de la propuesta del artista.

QMO
0

Figura 4. Elaboracion de Opus 1, Oscar Reutersvard.

La mirada queda como atrapada por la ilusoria estrella de 6 puntas que parece
aparecer en el centro y el lenguaje silencioso la comenta mentalmente,
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describiéndola; en el transcurso de una segunda mirada, esta imagen se impone,
como senald el mismo artista.

A este momento se puede realizar una operaciéon grafica muy interesante:
eliminar los dos cubos centrales de cada lado del triangulo, un lado a la vez,
con el fin de restaurar una consistencia aceptable de la perspectiva de los tres
componentes diferentes del diseno (D'’Amore, 2015a, p. 458).

o“ ”0 * c’: ¢ ¢ :’0

Figura 5. Elaboraciones de Opus 1, Oscar Reutersvard: cada una de ellas es perspectiva-
mente aceptablemente correcta.

La “yuxtaposicion grafica” de tres figuras aceptablemente correctas desde el
punto de vista perspectivo (aunque no perfectas) es una figura perspectivamente
imposible.

En este andlisis de una obra de arte, queda claro el papel que juegan las
miradas, o, dicho de otra forma, su concatenacién; y la importancia del llamado
‘didlogo silencioso’.

7. EL PAPEL EXPLICITO DE LA SEMIOTICA EN EL ANALISIS DE UNA OBRA
DE ARTE, SEGUN LA PRETENDE EL AUTOR: CUANDO LA MIRADA YA NO
ES SUFICIENTE PARA ENTENDER LO QUE SE VE

Recordemos la muy célebre obra Ceci n'est pas une pipe (Esta no es una pipa)

que el genial pintor belga, a menudo calificado como “surrealista’, René Magri-
tte, cred en varias versiones entre 1929 y 1946.°

> Para un analisis historico, critico, semiotico y artistico de esta operacion pictorica, véase D'’Amore
(2010; 2015a).
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LCeci nest pas une fufe.

Mmagdits

Figura 6. La trahison des images, René Magritte, 1928-1929.
Los Angeles County Museum of Art, Los Angeles.

En cuanto al titulo, destinado a sorprender al visitante, aunque la imagen de la
pipa es iconicamente perfecta, no hay coincidencia entre el objeto 3D represen-
tado, inmediatamente perceptible y reconocible a primera vista, y su representa-
cion 2D casi fotografica. Sin embargo, el discurso interior se vuelve interesante
cuando, después de haber identificado imagen y objeto representado, al seqgundo
vistazo el observador lee la frase subyacente y entra asi en el juego semiotico
2D/3D deseado por el autor. Este es un ejemplo perfecto de una obra en la cual
no solo hay que mirar, sino también leer; sin embargo, incluso la combinacion
mirada/lectura no es suficiente para entender el significado de la operacion
pictorica, si no hay mas informaciones historicas-criticas-semiéticas, estas ultimas
proporcionadas por el estudio de las intenciones del autor.

En otras obras del mismo autor, en las cuales se proponen situaciones que
solo parecen reales pero que en realidad son imposibles, tiene sentido la deno-
minacion “surrealismo” (que, en arte, tiene mil facetas diferentes); pero aqui el
discurso, potente y culto, es sobre la interpretacion semiotica del lenguaje del
arte, un rebote continuo entre lo representado, lo representante, la percepcion
visual, la experiencia y la semiodtica subyacente. Rebote en el cual juega un
papel decisivo aquel lenguaje silencioso (y personal) mencionado varias veces.

Como prueba de esto, citemos un verdadero estudio tedrico de Magritte, el
dibujo/manifiesto Les mots et les images (Las palabras y las imdgenes)
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(Magritte, 1929) que, aunque, como hemos dicho, es un estudio tedrico, también
fue expuesto como obra de arte.®

LES MOTS ET LES IM AGES Une forme queleonque peut remplacer

Vimage d'un objet
Un objet ne tient pas tellement A son nom Une image peut prendre I place d'un mot R
qu'on ne puisse lui en trouver un autre qui  dans une proposition * 4 ,-K
lui convienne mieux » ), bt
o 14 ST halil fuby

Un objet ne fait jamais le méme office que
SOL NOM 0U que son image

Up objet fait suppoter qu'il y en a d'autres
derriére Jui :

Tout tend & faire penser qu'il y a peu de Or, les contowrs visibles des objets, dans la
relation entre un objet et ce qui le représente. réalité, se touchent comme s'ils formaient
vne mosaique :

o Y
=35M'_}:{£EM 4 >
- bt 30 Bl Fad BB Bl
jet it i 3 il %
rencgnture]cson, egggl: lNlel ::;‘iv:m(?v%: ]"ilr:agelgt ’{“f‘t"'j Lobpb sposenls

le nom de cet objet se rencontrent -

Un_mot ne sert parfois qu'd se désigner
<oi-méme :

Les mots qui servent & désigner deux objets ) L
différents ne montrent pas ce qui peut séparer Les figures vagues ont une signification
ces objets 'un de I'autre auss) nécessaire aussi parfaite que les précises *

o
umeags  me

e

Parfois, les noms écrits dans un tableau
désignent des choses précises, et les images
des choses vagues -

Dans un tableau, les mots sont de la méme
substance que les images

Ere=p

On voit autrement les images et les mots
Un_mot peut prendre la place d'un objet ~ 4anS un tableau -
dans la réalité :

René Maomirie,

Figura 7. Les mots et les images, René Magritte.
Imagen tomada de la revista: La Révolution Surréaliste, diciembre de 1929.

Dentro de este estudio, el detalle mas famoso y perennemente discutido por su evi-

dente referencia a una de las muchas versiones del llamado “triangulo semiotico”
(Eco, 1975) es el relativo a la imagen del caballo. Aparece un caballo (obviamente

® Un analisis profundo de este famoso dibujo de Magritte, con reproducciones de otras obras del propio
pintor belga y con la reedicion de los escritos teoricos de Magritte, puede encontrarse en Lageira (2003).
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dibujado, pero el significado es claro), una representacion pictérica del mismo (en
un lienzo apoyado en un caballete), una enunciacion verbal del mismo.

Figura 8. Les mots et les images, René Magritte, 1929. Particular.

Este analisis del lenguaje pictorico mediante una triada de referencias semioticas
y sus relaciones nos lleva a recordar los trabajos del l6gico matematico aleman
Gottlob Frege (1892) que analizé el lenguaje légico de la matematica. Pero sobre
este punto glosamos, remitiéndonos a D'’Amore (2010, 2015a).

La idea de Magritte tuvo un largo sequimiento (que aun continta) entre los
artistas de todo el mundo, especialmente entre los que, en los anos 60-80, fue-
ron los creadores de la llamada corriente “conceptual cientifica’, aunque con sus
multiples facetas (D'Amore y Menna, 1974; Menna, 1975; Di Genova, 1993).
Entre los principales intérpretes no solo de la vertiente analitica, sino precisa-
mente de esta coincidencia entre el arte figurativo expuesto y el analisis semio-
tico de la pareja objeto-representacioén, mencionamos por orden cronologico al
estadounidense Joseph Kosuth y al francés Bernar Venet.

El objeto de arte (el que se expone) no es ni el tubo metalico real colocado
en el suelo, ni su representacion axonometrica, dibujada en una hoja de dibujoy
colocada en un marco, colgada en la pared del fondo de una galeria de arte. La obra
de arte es puramente semidtica: la emergencia de un sistema de representaciones
y transformaciones que llevan de una representacién a otra (D'Amore, 2015b).
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Figura 9. Tube n°® 150/45/60/1000, Bernar Venet, 1966.

La misma operacion semidtica es realizada simultaneamente por Kosuth.

Figura 10. One and three chairs, Joseph Kosuth, 1965.

La misma obra ha sido recreada por Kosuth decenas de veces, con diferentes
sillas, por tanto con diferentes fotografias, pero siempre en la triada semidtica:
objeto real, fotografia que reproduce el objeto, definicion de silla tomada de un
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diccionario. Representaciones (fotografia y definicion del objeto) en registros
semidticos distintos, conversiones semidticas en curso. La obra de arte no es la
triada visual que cae bajo nuestro sentido de la vista, captada por la mirada, ni
ninguno de estos objetos por separado: es la relacion semidtica que emerge de
estos, el forzar al observador a percibir cada elemento de la triada con su mirada,
distinguiendo sus funciones reciprocas, desencadenando un discurso silencioso
que conecta cada uno de los elementos con los demas.

Sobre la interpretacién de estas obras desde el punto de vista semidtico,
véase también Duval (2008).

Otra obra de Joseph Kosuth que encaja perfectamente en nuestro discurso
es Neon electrical light English glass letters white eight 1966, que representa,
como dice su titulo, “ocho letras blancas de vidrio inglesas en vidrio de luz eléc-
trica de neon” (Museo Salomon Guggenheim, Nueva York); y también la obra
Painting, 1966, que representa en una pintura la definicion de “pintura” en un
cuadro. Estas obras también se han producido multitud de veces, en distintas
versiones. Kosuth representa perfectamente el espiritu de esta investigacion
artistica, jugando con la univocidad de la referencia semantica, una especie de
mono-semia que se opone a la tipica poli-semia que siempre ha caracterizado
al arte en su sentido romantico. El conjunto de su obra de este periodo puede
resumirse en su proyecto: £l arte como idea, como idea (D'’Amore, 2015a).

Desde nuestro punto de vista, se trata de ejemplos, tomados del mundo del
arte, que muestran como son decisivas las relaciones (a veces opuestas entre
si) entre lo que se ofrece a la vista, la aparicion objetual, la compleja referencia
semidtica, el profundo y silencioso discurso interno personal y la interpretacion de
los distintos componentes entre si, y luego de estos con la obra en su conjunto.

Esta complejidad no es tan diferente de ciertas situaciones determinadas en
las aulas, durante las clases de geometria, cuando chocan entre ellos diferentes
registros y componentes interpretativos. Asi como en la obra de Kosuth, relativa
a las sillas, hay implicitas transformaciones semitticas de conversion, cada una
de las cuales retine dos representaciones en registros diferentes que requieren
interpretaciones especificas, lo mismo sucede al descifrar, comprender, decons-
truir figuras que describen una situacion, por ejemplo en relacion con los dife-
rentes pasos de una demostracion o al pasar de una escritura algebraica a una
analitica-grafica cartesiana, como parece sugerir también esta obra de Venef,
estudiada en detalle en D'’Amore (2015b).
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Fig: 241 _ Représentation graphique de la fonction y= — %‘-’7.

— On obtient une parakole ayant pour axe Oy.

Figura 11. Representacion grdfica de la funcion y = -x?/4, Bernar Venet, 1966.
Acrilico sobre lienzo, 146x121 cm. Museo Nacional de Arte Moderno,
Centro Pompidou, Paris, Francia.

En esta obra se destacan tres representaciones semioticas de un mismo objeto
matematico:

— En el registro analitico-grafico (un dibujo en el plano cartesiano).

— En el registro algebraico (una férmula).

— En el registro del lenguaje natural: una descripcion en palabras: “Se ob-
tiene una parabola que tiene como eje Oy'".

Pero el campo de la creacion es el artistico, no una leccion de geometria, y en

los afios en los cuales las reflexiones semidticas (al menos en matematicas)
estaban aun por llegar.
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Resumen: Un numero significativo de estudios ha encontrado que el uso de
las representaciones graficas tiene el potencial de contribuir al éxito en la
resolucion de problemas de matematicas. Sin embargo, los resultados de las
investigaciones también apuntan a que el uso efectivo de estas representacio-
nes depende de ciertas condiciones especificas. A partir de ello, se establece
como un campo de oportunidad para la investigacion el conocer mas sobre
estas condiciones particulares. El objetivo de esta investigacion fue analizar la
influencia que tienen las caracteristicas de las representaciones graficas pro-
ducidas por los estudiantes en su desempeno al resolver problemas de mode-
lizacion matematica. Para llevar a cabo la indagacion se analizaron los dibujos
realizados por 63 estudiantes de primero de secundaria de una escuela en
México al resolver problemas geomeétricos de modelizacion. En el estudio se
aplicaron un conjunto de herramientas de andlisis dirigidas a la clasificacion
de las representaciones graficas y su implicacion en las estrategias y procesos de
solucion. Los resultados mostraron evidencia de una relacion relevante entre
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las caracteristicas de los dibujos de los estudiantes y la planeacion y ejecucion
de métodos para la solucion del problema.

Palabras clave: Educaciéon matemdtica, representaciones, geometria, problemas
verbales, modelizacion matemdtica

Abstract: A significant number of studies have found that the use of graphical
representations can contribute to success in solving math problems. However,
research results also suggest that the effective use of these representations
depends on certain specific conditions. From this, it is established as a field of
opportunity for research to learn more about these particular conditions. This
research’s objective was to analyze the influence that the characteristics of the
students’ graphic representations have on their performance when solving
mathematical modelling problems. To carry out the investigation, we analyzed
the drawings made by 63 seventh grade students from a school in Mexico
when solving geometric modelling problems. In the study, we applied a set of
analysis tools to classify graphic representations and their involvement in
solution strategies and processes. The results showed evidence of a relevant
relationship between the characteristics of the students’ drawings and the
planning and execution of solving methods.

Keywords: Mathematics Education, representations, geometry, word problems,
mathematical modeling

INTRODUCCION

Resolver problemas de matematicas es un proceso de etapas (Polya, 1965)
donde comprender el problema y establecer un plan de accion son elementos
clave para el éxito. La comprension del problema se refleja en la construccion
de un modelo mental sobre la situacion (comprender lo que el enunciado del
problema describe) paso que es fundamental para los procesos posteriores de
solucion (Leiss et al, 2010). Este modelo mental sobre la situacion facilita la
transicion hacia la matematizacion, donde se llevarad a cabo la traduccion de
esta realidad en términos matematicos.

60 EDUCACION MATEMATICA, VOL. 35, NUM. 1, ABRIL DE 2023



La influencia de las caracteristicas diagramaticas de los dibujos de los estudiantes ..

Ahora bien, cabe resaltar que la matematizacion y los procesos asociados re-
quieren de un conjunto de competencias especificas por parte de los estudiantes
para completarse de manera efectiva. Entre estas competencias especificas para
resolver problemas verbales con éxito a través de este proceso de comprension se
encuentran las relacionadas con la representacion. Las competencias de represen-
tacion se manifiestan en la capacidad de construirlas con ciertas caracteristicas que
las hacen efectivas (Rellensmann et al, 2016) asi como transitar entre diferentes
clases o registros (Duval, 2006) considerando las condiciones del problema.

La capacidad que el estudiante tenga de construir modelos adecuados y de
expresarlos a través de sus respectivas representaciones tendra una influencia
importante en su proceso de matematizacion. Entre las diferentes formas que
tiene el estudiante de representar graficamente se encuentran los dibujos (a
diferencia de otro tipo de representaciones como simbolos, letras y numerales).
Los dibujos, como representaciones graficas realizadas por el estudiante, pueden
ser de gran ayuda para comprender y resolver problemas verbales de matema-
ticas. Sin embargo, los estudiantes deben poseer un conjunto de conocimientos
especificos para sacar el maximo provecho del uso de los dibujos como una
herramienta de apoyo en la resolucion de problemas (Schnotz, 2002).

A pesar de que los dibujos tienen el potencial de ser Utiles para los procesos
de solucion de problemas verbales de matematicas, un gran numero de estu-
diantes tiene dificultades para hacer un uso eficaz de estos en el contexto de la
resolucién de problemas matematicos, principalmente debido a la falta de cono-
cimientos especificos (Schnotz, 2002). De igual forma, la costumbre de trabajar
con modelos de naturaleza mecanicista (Dewolf et al, 2014) y el peso del con-
trato didactico en la solucién de problemas de matematicas (Brousseau, 1988;
D'Amore, 2011) que se enfoca en la capacidad de resolver operaciones, dificulta
el uso practico de las representaciones graficas.

Por lo anterior, se presenta como relevante desarrollar estrategias de proce-
samiento de informacién derivadas de la integracion de textos e imagenes. Este
desarrollo debe producirse sistematicamente en la educacion matematica, ya
que a veces, los estudiantes carecen de las estrategias pertinentes para la inte-
gracion de la informacion textual y grafica (Hochpochler et al, 2013).
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ANTECEDENTES TEORICOS

De acuerdo con Borromeo Ferri (2015) la modelizacion matematica es un pro-
ceso por el cual se conecta el mundo real y las matematicas en ambas direc-
ciones: consiste en traducir la realidad en términos matematicos y finalmente
llevar los resultados de regreso a la realidad para darles sentido. El proceso de
modelizacion es una actividad cognitivamente demandante ya que involucra un
conjunto amplio de competencias (Niss y Hojgaard, 2011). Al llevar a cabo esta
tarea los estudiantes ponen en juego conocimientos, tanto sobre el mundo real
como sobre las matematicas (Blum, 2014), y requieren habilidades como com-
prension lectora y representacion efectiva.

Segun Leiss et al. (2010) el ciclo de modelizacion matematica, desde el punto
de vista cognitivo, tiene siete transiciones: (1) comprension de la tarea, (2) sim-
plificacion y estructuracion, (3) matematizacion, (4) trabajo matematico, (5) inter-
pretacion, (6) validacion y (7) presentacion. En este modelo del ciclo de
modelizacion matematica, el puente que conecta el dominio real con el mate-
matico es la transicion llamada matematizacion, que se produce entre lo que se
ha llamado el modelo real y el modelo matematico.

El modelo real es el resultado de un proceso de simplificacion y estructura-
cion, que incluye la aplicacion de supuestos y la seleccion de datos relevantes
(Borromeo Ferri, 2006). Por lo tanto, esta transicion es un momento crucial en la
resolucién de problemas matematicos. Si los estudiantes no cruzan este puente
correctamente, tendran problemas para poder hacer matematicas de manera
efectiva. Es por la relevancia de este momento en la secuencia del proceso de
modelizacion, que resulta util estudiar los procesos, elementos y condiciones
que operan en este cambio de fase y que permiten construir un modelo mate-
matico solido a partir de la elaboracion del modelo real (Galbraith y Stillman,
2006; Juarez et al, 2014; Maal3, 2006).

Como observa Borromeo Ferri (2006) la transicion de la matematizacion y
Sus procesos previos requieren un dominio minimo de conocimientos extrama-
tematicos (CEM), es decir, aquellos conocimientos que van mas alla de las
matematicas, pero que resultan necesarios para construir un modelo real y por
lo tanto matematico del problema.

Este requisito implica que los CEM vy sus respectivos productos sean esen-
ciales para la construccion del modelo matematico. Dependiendo de la tarea,
algunos CEM seran mas utiles o necesarios que otros. Por ejemplo, en problemas
donde se pide encontrar el drea de figuras geomeétricas, parece haber beneficios
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importantes en la aplicacién de representaciones graficas (dibujos), particular-
mente cuando estas permiten observar claramente la informacion que es mate-
maticamente relevante para hallar la solucion.

En el contexto de la resolucion de problemas verbales, el realizar dibujos
puede ejercer una funcion mediadora que permite a los estudiantes “observar’
objetos matematicos que de otro modo permanecen ocultos (Arcavi, 2003). Esta
capacidad de observar en el contexto de los problemas de matematicas permite
comprender mejor la situacion y la tarea, asi como identificar los objetos y con-
ceptos matematicos implicados.

La construccion de dibujos que resulten efectivos en el contexto de la reso-
lucion de problemas de matematicas implica poner en juego un conjunto de
conocimientos y herramientas cognitivas especificas (Schnotz, 2014). La aplica-
cion efectiva de representaciones graficas generadas por estudiantes para la
resolucion de un problema complejo requiere cumplir con ciertas condiciones
minimas de relacion con el mundo, con la situacion y con las matematicas; en
términos especificos, un dibujo sera efectivo para hacer matematicas en tanto
corresponda con el enunciado del problema, represente de manera adecuada
la estructura matematica de los objetos y sus relaciones y, cuente con un grado
de abstraccion minimo para visualizar Unicamente informacion que es matema-
ticamente relevante (Ott, 2016).

El uso de representaciones graficas para la resolucion de problemas mate-
maticos no siempre se relaciona con un mejor desempeno. Como se muestra
en los estudios, es importante considerar el tipo de problemay el tipo de repre-
sentaciones que se utilizan (Hegarty y Kozhevnikov, 1999; Ott, 2017; Rellens-
mann et al, 2016). En este sentido, las representaciones diagramaticas han
demostrado ser mas utiles ya que presentan selectivamente informacion que es
relevante para resolver problemas y omiten detalles que no contribuyen a la
matematizacion (Hegarty y Kozhevnikov, 1999). Las representaciones diagrama-
ticas permiten al estudiante identificar mas facilmente la informacion que es
relevante y como usarla; es decir, tienen una contribucién mas directa en la
comprension y resolucion del problema.

Con el apoyo de representaciones diagramaticas graficas, el estudiante debe-
ria ser capaz de avanzar hacia una interpretacion mas profunda y precisa del
problema. En el caso especifico de la geometria, este ejercicio debe llevar a los
estudiantes desde la identificacion de objetos solo por su forma, (Nivel 1 de van
Hiele), hasta el reconocimiento de sus propiedades (Clements y Battista, 1992).
Es decir, en la tarea de resolver problemas el uso de representaciones graficas
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adecuadas permitiria establecer una relacion con los procesos de matematiza-
cion y no Unicamente con los de identificacion.

METODO
Pregunta principal

La pregunta principal de este estudio fue: éComo influyen las caracteristicas de
los dibujos que producen los estudiantes en los procesos de matematizacion
cuando resuelven problemas geométricos de modelizacion? Para responder se
realizé un estudio cualitativo analizando los dibujos realizados por estudiantes
al resolver un problema de area y su desempeno en el proceso de modelizacion
matematica mediante la aplicacién de una hoja de trabajo.

PARTICIPANTES

Fueron 63 estudiantes de primero de secundaria (70 grado) de una escuela
privada en México en el ultimo mes del ano escolar. Los sujetos tenian cierta
experiencia con el uso de dibujos ya que, al resolver problemas matematicos, los
maestros suelen recomendar que hagan un dibujo para comprender la situacion
del problema. Del mismo modo, la escuela utiliza un modelo para la ensenanza
que establece que los pasos para resolver un problema son: (1) obtener los datos
de un texto y resolver, (2) utilizar un diagrama o un dibujo para resolver un pro-
blema graficamente y (3) obtener los datos del dibujo para resolver un problema.
Los estudiantes conocen la formula del area de un circulo y han trabajado pro-
blemas en este tema, tanto en la clase como en los examenes.

MATERIAL

La hoja de trabajo

Con el fin de disefar un instrumento que fuera adecuado y util para la investi-
gacion, se revisaron previamente los materiales de clase con los que han traba-
jado los participantes. En el analisis se tomaron en cuenta los conceptos que

manejan los estudiantes, el tipo de problemas que resuelven en clase y la
demanda cognitiva con la que estan habituados a trabajar.
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Para la recoleccion de los datos, se diseno y aplico a los participantes una
hoja de trabajo con un problema de area. La hoja contenia el enunciado del
problema, un espacio para anotaciones y dibujos, y otro espacio para las ope-
raciones y la solucion. Las instrucciones escritas indicaban tres cosas: (1) leer el
problema cuidadosamente, (2) resaltar la respuesta correcta y (3) escribir la
validacion de su respuesta.

El problema aplicado en la investigacion es una version adaptada del enun-
ciado “el chivo atado” (Boaler, 2016). Este problema fue seleccionado a partir de
sus caracteristicas, ya que su resolucion requiere que el estudiante ponga a
trabajar su razonamiento y aplique estrategias.

El planteamiento del problema no presenta la figura geométrica de manera
explicita, sino que esta resulta de la interaccion entre los elementos enlistados
en el enunciado. En estos casos, el estudiante debe completar la estructura de
la situacion haciendo uso de una combinacion de conocimientos matematicos
y extramatematicos. Con conocimientos extramatematicos nos referimos a aque-
llos que van mas alla de la disciplina matematica, por ejemplo, el saber de qué
forma se mueve un animal cuando estd atado a un punto fijo. Este tipo de
problemas resultan particularmente Utiles para observar el uso estratégico que
los estudiantes hacen de las representaciones graficas.

A partir de este proceso de recoleccion de datos se obtuvieron las represen-
taciones graficas de la situacion (dibujos y sus etiquetas), el modelo matematico
construido, las operaciones realizadas y la redaccion de validacion de respuesta.

El problema

El enunciado del problema incluido en la hoja de trabajo es el siguiente:
Un borrego esta atado a la esquina de un granero cuadrado de 4 x 4 metros. (Cudl
es el drea maxima que el borrego puede pastar si la cuerda tiene una longitud de 3

metros? Nota: el borrego Unicamente puede moverse fuera del granero y no sobre él.

Para la respuesta se utilizé un formato de opcion multiple. La hoja de trabajo
presentaba cuatro opciones de respuesta: una correcta y tres distractores.
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Procedimiento

La escuela cuenta con tres grupos de tercero de secundaria (72 grado). La hoja
de trabajo se aplicd sin un proceso de intervencion previo a 63 estudiantes en
tres sesiones (una por cada grupo). Los estudiantes tuvieron un total de 28
minutos para completar la resolucion del problema.

Estrategia de andlisis

Para observar evidencias de la relacion entre las caracteristicas de los dibujos y
el desempeno en modelizacion matematica se utilizaron un conjunto de herra-
mientas de andlisis, prestando especial atencion a los procesos de representa-
cion y matematizacion.

En el proceso de andlisis de los datos, se delimitaron cinco componentes
para la revision de las respuestas en las hojas de trabajo: (1) respuesta elegida,
(2) validacién por escrito, (3) uso explicito de la formula, (4) operaciones realiza-
das, (5) dibujos y sus caracteristicas. Posteriormente, se aplicaron las herramien-
tas de analisis para el proceso de categorizacion.

Categorias de andlisis

Para este estudio, se definieron cuatro categorias de analisis agrupadas en
dos dimensiones. Las dos grandes dimensiones son las caracteristicas de los
dibujos y la modelizacién matematica. La dimension de las caracteristicas de
los dibujos se centro en describir las caracteristicas de los dibujos y sus rela-
ciones a través de tres categorias: la estructura matematica, la corresponden-
cia informacional y el grado de abstraccién. Con la dimension de modelizacion
matematica se buscd evaluar el desempeno de los estudiantes en este proceso
a través de la categoria correspondiente. Es importante mencionar que después
del analisis individual por categoria se llevé a cabo un analisis cruzado para
observar las relaciones entre las categorias. En la tabla 1 se presenta la orga-
nizacion de las dimensiones de andlisis, sus respectivas categorias, indicado-
res e instrumentos.
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Tabla 1. Categorias de analisis (Ott, 2017; Rellensmann, 2016)

Dimension Categoria Indicador Instrumento / item
Caracteristicas de  Estructura Clasificacion de los dibujos con  Hoja de trabajo /
los dibujos matematica respecto a sus caracteristicas @ seccion de dibujos
partir de los niveles jerarquicos
de Ott (2017)
Correspondencia  Nivel de relacion entre los Hoja de trabajo /
informacional dibujos y la informacion del seccion de dibujos

enunciado verbal del problema
en cuanto a valores, unidades y
operaciones.

Grado de Nivel de abstraccién de a) los Hoja de trabajo /
abstraccion objetos representados y b) las seccion de dibujos
relaciones representadas
Modelizacién Desempenio en la  Nivel de desempefio en Hoja de trabajo /
matematica modelizacion modelizacion matematica seccion de
matematica considerando la construccion operaciones

correcta del modelo matematico
y la respuesta correcta a partir
de la herramienta de
Rellensmann (2016)

Herramientas de andlisis

Los dibujos generados por los estudiantes se procesaron aplicando las herra-
mientas de analisis propuestas por Ott (2017) y Rellensmann et al. (2016). La
propuesta de clasificacion de representaciones graficas de Ott (2017) se com-
pone de tres categorias de analisis: la estructura matematica, la correspondencia
informacional y el grado de abstraccion.

Las herramientas de clasificacion de Ott (2017) se centran en las caracte-
risticas de los dibujos de los objetos y la relacién que guardan con la estruc-
tura matematica y la informacion del problema. La clasificacion de la estructura
matematica se propone a través de una revision de seis niveles jerarquicos
que se determinan de acuerdo con las caracteristicas de los dibujos: cuando no
se trata de una representacion grafica se clasifica como (1) no grafico (figura 2),
cuando el dibujo no guarda relacion con el texto del enunciado del problema
verbal se clasifica como (2) fuera del texto (por ejemplo, que el dibujo incluyera
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un automovil cuando el problema trata de un borrego); cuando tiene relacion
con el enunciado del problema, pero no incluye los elementos estructuralmente
relevantes para la resolucion del problema se clasifica como (3) ilustrativo
(figura 3), cuando incluye objetos estructuralmente relevantes, pero no sus rela-
ciones, se clasifica como (4) orientado a objetos (figura 4); si incluye los objetos
estructuralmente relevantes y sus relaciones se trata de un dibujo diagramatico,
que a su vez se clasifica considerando la inclusion explicita de informacion sobre
estas relaciones en forma de indicaciones o texto, si no las incluye es clasificado
como (5) implicitamente diagramatico (figura 5), y si las incluye se trata de un
dibujo (6) explicitamente diagramatico.

¢Hay elementos graficos
en la representacion?

No Si

¢Hay una relacion con respecto

No grafico al contenido del texto del problema?
No Si
- Dibujo
; Aparecen objetos
12
FEREE B estructuralmente relevantes?
No Si
¢ En el acomodo se identifican
llustrativo las relaciones entre los objetos
estructuralmente relevantes?
No Si
¢Se enfatizan las reaciones
Orientado a objetos de manera explicita?
No Si
Diagramatico implicito Diagramatico explicito

Figura 1. Clasificacion de las representaciones de acuerdo con la estructura matematica
(Ott, 2017).
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Figura 2. Ejemplo de trabajo de participante clasificado como no grafico. Se puede notar
que la estudiante Unicamente realizd operaciones y no aparece ningun dibujo en el area
de trabajo.

Figura 3. Ejemplo de dibujo clasificado como ilustrativo. El tinico que realizé la partici-
pante en el area de trabajo, solo dibuja objetos que no son matematicamente relevantes.
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Figura 4. Ejemplo de dibujo clasificado como orientado a objetos ya que solo aparecen los
objetos estructuralmente relevantes del problema por separado, sin sus relaciones.

menog:la parte de
[ adentiQ

Figura 5. Ejemplo de dibujo diagramatico implicito. En él aparecen representados clara-
mente los objetos estructuralmente relevantes y sus relaciones.

Para el analisis de la correspondencia informacional, es decir, qué tanto corres-
ponden los dibujos con la informacién que se presenta en el enunciado verbal
del problema, se revisaron tres variables: correspondencia del valor, correspon-
dencia de las unidades de medida y correspondencia de las operaciones. La
correspondencia de valor se refiere a que las cantidades del problema corres-
ponden a las que se representan en el dibujo. La correspondencia de las uni-
dades de medida esta relacionada con que se utilicen en los dibujos las
unidades correspondientes, por ejemplo: metros cuadrados. Esto es, que, si el
enunciado dice que una cuerda mide tres metros, en el dibujo se senale el objeto
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que representa a la cuerda con una etiqueta que diga “3 metros” o0 3 m.” La
correspondencia de operaciones quiere decir que el estudiante plantea las ope-
raciones correspondientes a lo que se describe en el enunciado. Por ejemplo,
cuando un problema verbal dice en su redaccion “gasta’, el estudiante lo plan-
tee en su area de trabajo como una resta. Para la valoracion de esta categoria
se utilizan cuatro posibles opciones. Tres de estas opciones corresponden al nivel
de correspondencia entre el dibujo y el texto con el enunciado del problema.
Estas tres opciones son: “completa” (si corresponde totalmente con el enunciado),
‘parcial” (si corresponde Unicamente parcialmente), e “inexistente” (si es que no
hay correspondencia con la informacién del enunciado). La cuarta opcién, ‘no se
cumple’, se utiliza en caso de que no haya un dibujo con el cual realizar esta
valoracion de correspondencia.

El grado de abstraccion se determina a partir de dos indicadores: el foco en
los objetos que son estructuralmente relevantes en el dibujo, es decir, dibujos
de objetos que aportan informacion matematicamente relevante para la resolu-
cion del problema, y el foco en las cualidades matematicamente relevantes de
estos objetos. Ambos indicadores del grado de abstraccion se valoran con un
nivel de bajo o alto. Un ejemplo de grado de abstraccion bajo se aprecia en la
figura 3, donde se dibujaron objetos concretos con su apariencia real como el
borrego y el pasto. A diferencia de esto, un ejemplo de nivel de abstraccién alto
se puede apreciar en la figura 5, donde aparecen objetos matematicos abstrac-
tos como cuadrado, circulo, radio, en lugar del borrego y el pasto.

Para evaluar el desempeno en modelizacion se utilizo 1a escala propuesta
por Rellensmann et al, (2016). Esta herramienta analitica estima la precision de
las soluciones de los participantes en una escala de tres puntos. La codificacion
del desempeno de evaluacion de los autores considera la correccion de la res-
puesta y las causas de las que derivan respuestas incorrectas. La puntuacion se
establece de la siguiente manera: dos (2) puntos para una solucion correcta del
problema, un (1) punto para soluciones incorrectas derivadas Unicamente de
errores de computo y cero (0) puntos para soluciones incorrectas que resultaron
de una matematizacion incorrecta.

RESULTADOS

A partir de la aplicacion de la herramienta de andlisis para evaluar el desempeno
en modelizacion matematica propuesto por Rellensmann et al. (2016), 18 de los
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63 estudiantes obtuvieron una puntuacion maxima de dos (implicando una
modelizacion y respuesta correctas), 23 obtuvieron una puntuacion de unoy 22
obtuvieron la puntuacién minima de cero. Aunque mas de 18 estudiantes selec-
cionaron la respuesta correcta, solo se consideraron para la puntuacion maxima
aquellas que incluyeron un modelo matematico u operaciones que la validaran.
No se consideraron como desempeno alto en modelizacion los casos que obtu-
vieron una respuesta correcta pero que (1) no realizaron un modelo correcto, (2)
llevaron a cabo estrategias alternativas que no implicaban la construccion de
un modelo matematico (como la estrategia de conteo que se menciona en la
seccion de discusion), (3) ni los casos en los que no se incluyeron modelos ni
operaciones (tabla 2).

Aunque se pidio a todos los estudiantes que argumentaran la respuesta, solo
un porcentaje menor presentd una validacion explicita de su estrategia de solucion.
Entre los 18 estudiantes que respondieron correctamente hubo quienes utiliza-
ron diferentes estrategias en las operaciones. Una vez que aplicaron la formula
tomaron distintos caminos para obtener las tres cuartas partes del area total del
circulo. Algunos dividieron y restaron, mientras que otros dividieron y multiplicaron.
Todos estos casos se consideraron en la clasificacion de respuesta correcta.

Tabla 2. Desempeno en modelizacion

Respuesta Total
Correcta (2 puntos) 18
Incorrecta (errores en la construccion del modelo o en las 22

operaciones (1 punto)

Incorrecta (0 puntos) 23

La mayoria de las representaciones muestran caracteristicas diagramaticas y
aportan, al menos de manera parcial, informacién que es matematicamente
relevante (12 orientadas a objetos y 46 diagramaticas). En los tipos de dibujo
fuera de texto y no grdfico se presentd un caso en cada unay la categoria de
dibujo explicitamente diagramadtico quedd vacia con cero incidencias (tabla 3).
De acuerdo con Ott (2017), el diagrama explicito debe incluir informacion clara
sobre las relaciones entre los objetos estructuralmente relevantes. Aunque los
estudiantes trabajen eficazmente, suelen omitir la escritura con la explicacion
de la relacion entre los objetos. En el caso de los participantes del estudio,
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aquellos que la comprendieron y la aplicaron, no la registraron en la hoja de
trabajo.

Tabla 3. Clasificacion a partir del andlisis de la estructura matematica

Estructura matematica Total
No grafico 1
Fuera de texto 0
llustrativo 4
Orientado a objetos 12
Implicitamente diagramatico 46
Explicitamente diagramatico 0

En cuanto a la correspondencia informacional, se destaca que el resultado de
la medicion es, en su mayoria, una correspondencia completa en términos de
valores y unidades, sin embargo, Unicamente parcial en términos de la aparien-
cia de las operaciones asociadas con el dibujo (tabla 4). Esto es, los dibujos que
construyeron los estudiantes se relacionaron con el enunciado del problema,
pero no con las operaciones. Es importante recordar que estas categorias de
analisis se aplican a los dibujos. En la tabla 4, la correspondencia con respecto
a las operaciones no se refiere a que estas se hayan realizado correctamente,
sino a qué tanto corresponden con lo que se construye en el dibujo. Algunos
estudiantes no construyen una relacién de representacion entre el dibujo y las
operaciones, sin embargo, realizan una modelizacién adecuada y resuelven
correctamente las operaciones.

Tabla 4. Correspondencia informacional

Correspondencia Correspondencia No existente  No se cumple

completa parcial
Valor 21 14 27 1
Unidad medida 21 9 32 1
Operaciones 7 3 52 1
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Sobre el grado de abstraccién, un niimero considerable de los dibujos (36)
fue evaluado con un alto puntaje. De los dibujos identificados con bajo nivel de
abstraccion, la mayoria se encontraban combinados con representaciones de
nivel alto. Es decir, se encontraron muy pocas representaciones graficas que
fueran totalmente de bajo nivel de abstraccion (tabla 5). El nivel bajo-bajo se
puede observar en la figura 3, donde no se dibujan los objetos estructuralmente
relevantes ni sus relaciones. El nivel bajo-alto se ejemplifica en la figura 4, donde
aparecen en el dibujo objetos que no son estructuralmente relevantes (en este
caso el borrego), pero también las cualidades estructuralmente relevantes. El
nivel alto-bajo se puede observar en la figura 6, donde aparecen solo los obje-
tos estructuralmente relevantes, sin embargo, sus cualidades se encuentran
‘decoradas” con detalles ilustrativos. En el nivel alto-alto, se encuentra el dibujo
de la figura 5, donde Unicamente aparecen en el dibujo los objetos estructural-
mente relevantes y sus cualidades.
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Figura 6. Ejemplo de dibujo con un nivel de abstraccion alto-bajo. A pesar de que apare-
cen los objetos estructuralmente relevantes el énfasis esta en la decoracién de las relacio-
nes en lugar de sus cualidades matematicamente relevantes.

El producto de uno de los participantes no se evalu6 en cuanto a su grado de
abstraccion ya que se clasifico previamente como no grafico.
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Tabla 5. Grado de abstracciéon

Grado de abstraccion Casos
Objetos-Relaciones

Alto - Alto 36
Alto - Bajo 15
Bajo - Alto 6
Bajo - Bajo 5
No aplica (No gréafico) 1

En la mayoria de los casos se aprecié una relacion entre la informacion que
provee el texto y lo que se representa en el dibujo. Al final, se presentd un
numero significativo de dibujos con caracteristicas diagramaticas, sin embargo,
solo algunos de ellos contenian informacion matematicamente relevante y mos-
traron tener impacto en el proceso de modelacion matematica. Los dibujos
diagramaticos y las notas sobre las hojas de trabajo muestran que, a partir de
este tipo de representacion grafica, los estudiantes fueron capaces de identificar
la figura, tomar decisiones y seleccionar la férmula necesaria.

Clasificacion de los dibujos por sus caracteristicas

La figura 5 es un ejemplo de dibujo diagramatico implicito, ya que contiene
elementos estructuralmente relevantes (se identifica la figura circular y su radio),
y se puede apreciar la relacion entre estos objetos a partir del acomodo en el
area de trabajo. En este caso, se observa claramente en el dibujo la division de
la figura en cuartos, aspecto que es clave para establecer el modelo matematico
y llegar a la respuesta correcta.

En la figura 7 se presenta también un dibujo diagramatico implicito (pues-
aparecen los objetos estructuralmente relevantes y sus relaciones) con nivel de
abstraccion alto, sin embargo, no aparece ninguna etiqueta y la correspondencia
informacional es parcial. En este caso no se construyd un modelo matematico
a partir de férmulas y operaciones, sino que el participante resolvié el problema
aplicando una estrategia de conteo de cuadrados. Lo anterior dio como resultado
que su desempeno en modelizacion se evaluara como cero (0), ya que, aunque es
una estrategia que se podria considerar valida para la solucion del problema, no
incluye el proceso de construccion de un modelo matematico. Como este caso, se
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presentaron varios que mostraron que, aun cuando el dibujo tenga caracteristicas
diagramaticas, la falta de correspondencia informacional y la carencia de cono-
cimientos especificos para lograr la matematizacién a partir del dibujo impiden
que se lleve a cabo una modelizacion matematica adecuada.

e

LAY

Figura 7. Dibujo que presenta la evidencia de la estrategia de conteo de cuadrados. Se
pueden apreciar claramente los puntos marcados sobre el sector circular

Es importante destacar que el hecho de que los dibujos se clasifiquen como
diagramaticos no significa que la informacion que representan es correcta o
guarde relacion con el texto del enunciado del problema. De acuerdo con la cla-
sificaciéon de Ott (2017), un dibujo se considera diagramatico si contiene objetos
que son matematicamente relevantes y sus relaciones, pero no lo condiciona a
su correccion o relacion con el texto del problema ya que eso se evalta con las
herramientas de grado de abstraccion y correspondencia informacional. Algunos
casos de dibujo se clasificaron como diagramatico implicito pues corresponden
con la representacion de objetos con sus respectivas relaciones, sin embargo, su
dibujo es incorrecto, ya sea porque no corresponde completamente con el texto
(correspondencia informacional parcial) o por errores con respecto a la figura
y sus caracteristicas (esto se aprecia en la figura 8 en la que a pesar de tener
caracteristicas de diagrama representa una figura cuadrada en lugar de circular).
Ambos casos derivaron en una calificacion de desempeno en modelizacion de
cero (0), porque presentaron dificultades para construir un modelo matematico
adecuado y no llegaron a la respuesta correcta.
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Figura 8. Ejemplo de error en la identificacion de la figura que describe el movimiento
del animal. En este caso se identifica una figura cuadrada en lugar de circular.

Relacién entre la clasificacién de las representaciones y el desempeno

Con respecto del desempeno de modelizacion, todos los participantes que cons-
truyeron un modelo adecuado y llegaron a la respuesta correcta realizaron un
dibujo clasificado como diagramatico con una correspondencia informacional
completa. Es decir, no todos los estudiantes que realizaron un dibujo diagrama-
tico lograron un buen desempeno en la resolucion del problema, sino solo
aquellos que ademas de esto cumplian con la correspondencia informacional
o0 congruencia del dibujo con respecto del planteamiento del problema. En todos
los casos de éxito en modelizacion matematica se present6 en el dibujo una
correspondencia completa con el texto del problema y un manejo correcto de
los objetos, sus dimensiones y proporciones (tabla 6). Se interpreta que, la con-
dicion para que el dibujo contribuyera al éxito en la tarea de matematizar es la
realizacion de un dibujo diagramatico, con un grado de abstraccién alto y una
correspondencia informacional al menos parcial.
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Tabla 6. Relacion entre caracteristicas del dibujo — desempeno en modelizacion

Desemperio en Clasificacion del dibujo Correspondencia Cantidad de

modelizacion informacional del dibujo participantes
0 No gréfico N/A 1
0 llustrativo Parcial 2
0 Orientado a objetos Parcial 7
0 Diagramatico implicito Parcial 13
1 llustrativo Parcial 2
1 Orientado a objetos Completa 5
1 Diagramatico implicito Completa 15
2 Diagramatico implicito Parcial 8
2 Diagramatico implicito Completa 10

Precision del trazo y herramientas de dibujo

Es importante aclarar que la precision del trazo del dibujo no entra dentro de
las categorias de analisis de este trabajo de investigacion, sin embargo, surgio
como un aspecto emergente que fue llamativo durante el proceso. En el caso
del nivel de precision del trazo del dibujo, no se relaciona con las categorias de
analisis, ya que no hay una herramienta aplicada que la considere. Mas bien,
se refiere a una caracteristica de los dibujos. La cuadricula y el uso del compas
contribuyeron a la precision del trazo del dibujo en términos de su formay
dimensiones. En algunos casos, la precision del trazo del dibujo derivada del
uso del compas y la cuadricula ayudo a los estudiantes a identificar el objeto
matematico y sus caracteristicas. Sin embargo, algunos estudiantes demostraron
ser capaces de llevar a cabo un proceso de matematizacion adecuado sin nece-
sidad de una precision alta en el trazo (figura 5). Aunque el uso de representa-
ciones graficas con caracteristicas diagramaticas y la correspondencia
informacional mostraron una relacién con un mejor desempeno en modeliza-
cion, la precision del trazo no parece desempenar un papel tan importante. Esto
es, siempre y cuando el dibujo presente de manera correcta y coherente a los
objetos relevantes y sus relaciones.
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Recordar la formula

En cuanto a la resolucion del problema, se observaron dos categorias entre los
estudiantes: aquellos que recordaban la férmula para el area del circulo y aque-
llos que no.

Algunos de los estudiantes lograron matematizar de manera exitosa gracias
a que el dibujo les permitio identificar la figura y recordaban la férmula de drea
de figura circular. Sin embargo, no todos los que recordaban la férmula pudieron
realizar una matematizacion adecuada. Se dio el caso de estudiantes que aun
cuando recordaban la formula del area del circulo no respondieron correcta-
mente, pues no identificaron que se trataba de un sector circular y lo conside-
raron como un circulo completo. En estos casos los estudiantes aplicaron la
formula e hicieron la multiplicacion correcta, pero no llevaron a cabo las opera-
ciones correspondientes para obtener el drea del sector circular (3/4 del circulo).

Muchos de los estudiantes tuvieron problemas para dar el paso a la mate-
matizacion ya que no recordaron la férmula para obtener el area de un circulo
(mr2). En esta situacion, se presentaron tres casos:

Primer caso: aquellos estudiantes que abandonaron el ejercicio hasta el
dibujo. Estos solo llegaron al dibujo y desde alli, al no encontrar un vinculo con
la matematizacion, renunciaron a la resolucion del problema. De ellos, algunos
no dieron respuesta y otros seleccionaron una respuesta de manera aleatoria.

Segundo caso: aquellos que configuraron y resolvieron operaciones sin una
conexion logica con el dibujo, haciendo diferentes combinaciones de operacio-
nes basicas (especialmente multiplicacién y division) con las cantidades dadas
en el problema. Segun los datos obtenidos, los estudiantes tendieron a relacionar
los calculos de area con la multiplicacion. Es posible que esto se deba a que la
mayoria de las formulas de area incluyen esta operacion.

Tercer caso: aquellos que eligieron utilizar un metodo alternativo para de-
terminar el area; gracias a la presencia de la cuadricula en la hoja de trabajo,
los estudiantes fueron capaces de aplicar la estrategia alternativa de contar los
cuadrados dentro del sector circulary a partir de eso, hacer una estimacion, como
se aprecia en la figura 7.
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Caracteristicas de los dibujos

Contrario a lo que se esperaba, hubo pocos casos de estudiantes que se quedaron
estancados en la fase del dibujo ilustrativo sin avanzar a uno diagramatico o a
la propuesta de un modelo matematico. La mayoria fueron directamente de la
lectura a un dibujo con caracteristicas diagramaticas. Solo un par de casos que
utilizaron dibujos ilustrativos se quedaron atascados en esa fase del proceso y
no pudieron resolver el problema con éxito. En los otros casos, los estudiantes
complementaron los dibujos ilustrativos con dibujos diagramaticos y lograron la
solucién correcta o al menos acercarse a ella.

A manera de sumario, entre los estudiantes que utilizaron representaciones
graficas, se observo una relacion significativa entre las caracteristicas de los di-
bujos y su desempeno en modelizacion matematica. La combinacion de dibujos
diagramaticos con alto grado de abstraccion y con completa correspondencia
informacional resulté en un mejor desempeno de modelizacion. Cabe resaltar
que no resultan igualmente efectivos si solo cuentan con una de estas tres
caracteristicas. Los dibujos diagramaticos contienen informacion que es mate-
maticamente relevante, por lo que ayudaron a los estudiantes a identificar al
objeto matematico, sus respectivas caracteristicas y propiedades, y por lo tanto
a dar el paso hacia los procedimientos matematicos, es decir en la transicion
de la matematizacion (figura 9). En este sentido el dibujo con caracteristicas
diagramaticas que corresponde con la informacion que se presenta en el enun-
ciado del problema parece hacer la funcion de un puente mas efectivo hacia la
matematizacion.
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Figura 9. Ejemplo de dibujo diagramatico implicito con modelo matematico correcto.
Se aprecia la relacion entre el dibujo, el modelo y la validacion de la respuesta.

DISCUSION

A partir de los hallazgos de este estudio se refuerza la idea de que las represen-
taciones con caracteristicas diagramaticas (al contrario de las ilustrativas) contri-
buyen a un mejor desempeno en la resolucién de problemas matematicos que
implican razonamiento (Hegarty y Kozhevnikov, 1999; Rellensmann et al, 2016).
En el proceso de construir un modelo matematico, la transicién hacia la matema-
tica, es decir la matematizacion implica el procesamiento de informacién. Es por
ello, por lo que parece que las representaciones graficas que incluyen informacion
que es matematicamente relevante son particularmente Utiles para este proposito.

Por los resultados en la relacion entre la clasificacion del dibujo realizado
por el participante y el desempeno en modelizacion se puede inferir que la
realizacion del dibujo diagramatico (con alto grado de abstraccion vy
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correspondencia informacional completa) es un requisito, mas no una garantia
de éxito para el subproceso de matematizacion. Conforme se alejan los estudian-
tes de la realizacion de dibujos con caracteristicas diagramaticas, la probabilidad
de tener éxito en el proceso de modelizacion disminuye considerablemente,
como lo evidencian los resultados concentrados en la tabla 6.

En cuanto a las herramientas de analisis, a diferencia de las clasificaciones
dicotémicas, la herramienta analitica de representaciones graficas de Ott (2017)
funciona como un predictor mas preciso, ya que no solo considera las caracte-
risticas diagramaticas o ilustrativas (dependiendo del grado de abstraccion), sino
también otros factores involucrados en el éxito del proceso de modelizacion
matematica en problemas matematicos, como lo son: la relacion con el texto, la
presencia de elementos estructuralmente relevantes, la correspondencia infor-
macional con el texto del problema, y la relacion visible de los elementos entre
si a partir de su acomodo.

Sobre las principales dificultades y barreras que presentaron los estudiantes para
resolver el problema exitosamente se dieron diferentes casos. Algunas dificultades
tuvieron que ver con la falta de modelos o representaciones adecuados, otras con
la falta de conocimientos matematicos, como la formula de area, y algunas mas
con la ausencia de una relacion correcta del movimiento del animal. Sobre este
ultimo punto, a pesar de no ser claro, esta situacion de relacién incorrecta sobre
el movimiento del animal llama la atencion y podria deberse a limitaciones del
conocimiento matematico o del mundo real. Ya sea por un modelo equivocado
que establece una relacion fija entre el concepto de areay las figuras exclusiva-
mente cuadradas o por la ausencia de conocimiento real sobre el comportamiento
del movimiento que describe un animal cuando esta atado. Un ejemplo de tal
comportamiento se puede apreciar en la figura 8.

El formato de opcion multiple para la respuesta parecio influir en los proce-
sos de los estudiantes, especialmente en la verificacion de la respuesta. Los
estudiantes aceptaron o descartaron las posibilidades de respuesta obtenidas a
partir de la comparacion con las cuatro opciones. Algunos de ellos incluso lo
expresaron por escrito, como lo mencioné un participante: “Conté las casillas 'y
obtuve 22, asi que elegi la que se acerco mas’. La aplicacion de entrevistas
podria ayudar a hacer interpretaciones mas profundas sobre la influencia del
formato de opcion multiple en los problemas verbales de area.

Dado el potencial mediador de las representaciones graficas, es importante
analizar como el proceso de dominio del uso de dibujos puede llevar a los
estudiantes hacia la formalizacién donde sean capaces de marcar la diferencia
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entre el dibujo y la figura representada (Duval, 2006), entre las caracteristicas
del trazo y la propiedades del objeto matematico. De manera que el uso abs-
tracto del dibujo no solo estd dado porque contiene caracteristicas de diagrama,
sino porque puede ser utilizado como un medio de relacién de propiedades
geomeétricas con posibles estrategias aplicables a su solucion.

CONCLUSIONES

La aportacion de este estudio consiste en recabar mas informacion sobre la
influencia de las caracteristicas y uso de las representaciones graficas en el
desempeno de modelizacion matematica. De manera especifica, en esta inves-
tigacion se busco abordar los resultados del andlisis del uso de representaciones
graficas con tipos de problemas y contextos culturales diferentes. Otra aportacion
del estudio esta dada por la revision de algunos aspectos implicados en el uso
efectivo de las representaciones graficas que no han sido abordados en otras
indagaciones, como el uso de estrategias alternativas de solucién a partir del
ejercicio del dibujo y las condiciones de su construccion.

Algunos autores sostienen que el uso de representaciones graficas tienen el
potencial de impedir que los estudiantes obedezcan ciegamente el contrato
didactico (Deliyianni et al, 2009). Sin embargo, las investigaciones también apun-
tan a que la utilidad de las representaciones en la resolucion de problemas
matematicos depende de sus caracteristicas y de como se utilicen. Como se
observd en el estudio de Dewolf et al. (2014) la inclusion de representaciones
en el enunciado del problema no impidio que los estudiantes hicieran a un lado
el sentido comun vy, por lo tanto, dieran respuestas poco realistas. A partir de
esto, se puede concluir que el simple hecho de incluir representaciones graficas
no elimina la carga del contrato didactico que propicia una tendencia a la sim-
ple mecanizacion. Hay mas trabajo de investigacion por hacer para determinar
si el uso de las representaciones graficas incide de manera positiva en la solu-
cion exitosa de problemas de modelizacion.

Esto podria estar relacionado con que un gran numero de estudiantes no
conciben la resolucion de los problemas como una oportunidad para pensar, sino
como un proceso mecanizado de operar las cantidades que presentan los enun-
ciados del problema. El uso estratégico del dibujo tiende a surgir cuando hay una
necesidad de comprender la situacion para construir un modelo matematico. La
concepcién de la resolucion de problemas como un proceso mecanizado reduce la
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definicion de dibujo como una herramienta util para hacer matematicas, mientras
que asociar la resolucion de problemas con el proceso de exploracion la fomenta.

En el contexto de la resolucion de problemas geomeétricos de modelizacion,
la accion de dibujar se puede dar en dos posibles escenarios. Por un lado estan
los dibujos que hacen los estudiantes cuando el texto del problema lo solicita y
los dibujos que los estudiantes deciden hacer por iniciativa propia a partir de las
caracteristicas del problema, es decir los dibujos espontaneos (Cuoco y Curcio,
2001; Kamii et al, 2001). El escenario de los dibujos espontdneos implica que
los estudiantes consideran que las representaciones graficas forman parte del
repertorio de estrategias de las que cuentan para la resolucion de problemas
matematicos; por lo tanto, es posible definir su uso como deliberado y estratégico
(Rellensmann et al, 2019).

Futuras investigaciones podrian profundizar en el conocimiento que los estudian-
tes ponen en juego cuando se enfrentan a problemas matematicos. Del mismo modo,
se necesita mas investigacion sobre el papel que desempena el dibujo como centro
de actividad e informacion en las estrategias de resolucién de problemas. Algunas
preguntas clave que quedan abiertas son: ¢Cudl es el propdsito de los dibujos que
hacen los estudiantes ante un problema de modelizacion matematica? iqué funcion
dan los estudiantes a los dibujos? y éde qué dependen estas decisiones?

Los hallazgos de esta investigacion muestran que los estudiantes reconocen
la utilidad de los dibujos como una herramienta para entender la situacion del
problema, identificar los objetos matematicos en cuestion y proponer el modelo
matematico para su solucion. Sin embargo, la falta de habilidades especificas en
la representacion y de conocimientos matematicos impide que algunos de ellos
aprovechen al maximo la actividad de dibujo. La informacién que se acumula
sobre el tema parece apuntar a que una formacion mas solida en el uso efectivo
de representaciones graficas en el contexto matematico, llevaria a los estudian-
tes a obtener mejores resultados en la comprension y resolucion de problemas
geometricos de modelizacion.
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Efectos de la riqueza perceptual de imagenes y
objetos en la comprension de la palabra numero
tres en ninos en la etapa preescolar

Effects of perceptual richness of pictures and objects on
preschoolers’ comprehension of the number word three

Jimena Rodriguez,! Eduardo Marti,? Analia Salsa*

Resumen: Este estudio analiza los efectos de la riqueza perceptual de colec-
ciones de objetos e imagenes en la comprension de la palabra ndmero “tres”.
Participaron 80 nifos de 3 anos distribuidos aleatoriamente a una de cinco
condiciones (cuatro de intervencion y una de control). Durante cinco encuentros
se realizaron el pretest (tarea Dame un Numero), tres sesiones de intervencion
y evaluaciones parciales (tarea Sefala X) y el postest (Dame un Numero). Los
resultados muestran que la condicién imagenes sin riqueza perceptual (colec-
ciones de circulos negros) fue la que impacté mas positivamente en el desem-
pefo infantil. Ademas, las imagenes y los objetos (tapas negras de botella) sin
riqueza perceptual, en comparacion con las condiciones con riqueza perceptual
(imé&genes coloridas de animales y bloques de construccion), permitieron un
avance mas rapido y significativo en el desempeno en el transcurso de las
sesiones de intervencion. Estos hallazgos sefalan que, para esta edad y en
relacion con la comprension cardinal de la palabra ndmero tres, la riqueza
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perceptual de imagenes y objetos tendria efectos disruptivos. Se discuten las
implicaciones educativas de estos resultados.

Palabras clave: comprensién cardinal, palabras nimero, imdgenes, objetos,
riqueza perceptual

Abstract: This study analyzed the effects of perceptual richness of collections
of objects and pictures on the comprehension of the number word “three”. Eighty
3-year-old children, distributed randomly to one of five conditions (four
interventions and a control condition), participated. A pretest (Give a Number
task), three intervention sessions and partial evaluations (Point to X task), and
a posttest (Give-N) were carried out over five sessions. The results show that
the condition of pictures without perceptual richness (black circles) was the
one that had the most positive impact on children’s performance. In addition,
pictures and objects (black bottle caps) without perceptual richness, in
comparison to the conditions with perceptual richness (colorful pictures of
animals and building blocks), allowed for a faster and more significant advance
in performance during the intervention sessions. These findings indicate that,
at this age and in relation to the number word three, perceptual richness of
pictures and objects has disruptive effects on cardinal comprehension. The
educational implications of these results are discussed.

Keywords: cardinal comprehension, number words, pictures, objects, perceptual
richness

INTRODUCCION

La comprension numérica en nifos* preescolares ha sido abordada en nume-
rosas investigaciones, siendo el aspecto cardinal del nimero el que mas atencion
ha recibido. Entre estas investigaciones se destacan especialmente las centradas
en la adquisicion de las palabras numero (Condry y Spelke, 2008; Gelman vy
Gallistel, 1978; Sarnecka y Lee, 2009; Wynn, 1990, 1992; Wagner et al, 2019). En

* A los efectos de facilitar la lectura del articulo, utilizamos el masculino genérico “nifios” para referirnos
a ninas y ninos.
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estos estudios, el conocimiento cardinal ha sido examinado usando una variedad
de pruebas, entre las cuales la tarea Dame un Numero (Wynn, 1990, 1992) ha
sido la mas utilizada. Esta tarea consiste en ofrecer a los nifos una coleccion
de objetos (por ejemplo, 16 peces de juguete) y solicitarles que construyan
colecciones de cantidades especificas enunciando diferentes palabras ndmero
(e.g, “’Podrias poner tres peces en la pecera?’). Los resultados muestran que los
ninos aprenden el significado de las palabras nimero lentamente y en orden,
transcurriendo aproximadamente 18 meses, entre los 2 y los 4 anos, desde que
producen colecciones de tamano 1 hasta que pueden hacerlo con colecciones
de 4 0 mas elementos. En ese momento, se sostiene que los ninos demuestran
haber adquirido el principio de cardinalidad (comprenden que la ultima palabra
nuamero que alcanzan al contar una coleccion representa la cantidad de ele-
mentos de esa coleccién).

Desde la propuesta de los niveles de conocimiento (Carey, 2009; Sarnecka y
Lee, 2009; Wynn, 1992) se acufaron las expresiones ‘conocedores de uno’,
‘conocedores de dos” y “conocedores de tres” para referirse a los ninos que son
exitosos en la tarea Dame un Numero con las cantidades 1, 2 'y 3, “conocedores
cardinales’ para los ninos que construyen colecciones de 4 y mas elementos y
‘no conocedores” para aquellos que no relacionan ninguna palabra numero con
su valor cardinal. Mas alla de distintas objeciones que este modelo ha recibido,
en funcién del papel de la subitizacién (Benoit et al, 2004), del conteo (Davidson
et al, 2012) y de variaciones de la tarea (Krajcsi, 2021; Marchand et al, 2022)
en la comprension de las primeras palabras nimero, todas estas investigaciones
ponen el énfasis en las representaciones verbales. Sin embargo, el conocimien-
to cardinal no se expresa y comunica Unicamente mediante palabras namero.

Desde muy temprano en sus vidas, los ninos interactian en su ambiente
sociocultural con diversas representaciones numeéricas (gestos con los dedos,
palabras ntuimero, notaciones, y en determinadas situaciones, colecciones de
objetos y colecciones representadas en imagenes) que implican demandas cog-
nitivas y simbdlicas diferentes a la hora de su comprensién, produccién y/o uso.
Estas representaciones externas no solo sirven de soporte a los procesos cogni-
tivos, sino que crean nuevos modos de pensar, actuar y comunicar con y sobre
los niimeros (Marti, 2003; Pérez-Echeverria y Scheuer, 2009; Tolchinsky, 2007).

De acuerdo al modo de representar un valor cardinal, se puede distinguir
entre representaciones iconicas y arbitrarias. Las iconicas son aquellas que
representan iterativamente un valor cardinal (por ejemplo, 5 dedos, 5 tapas o0 5
marcas en un papel para el valor cardinal 5). Los gestos numéricos, las

EDUCACION MATEMATICA, VOL. 35, NUM. 1, ABRIL DE 2023 89



Jimena Rodriguez, Eduardo Marti, Analia Salsa

colecciones de objetos y en imagenes estan compuestas por el mismo nimero
de elementos que el valor cardinal referenciado. En cambio, las palabras niime-
ro en el registro oral o escrito (cinco) y los numerales arabigos (5) establecen
una relacion arbitraria con su referente: un unico signo representa un valor
cardinal y no existe ninguna correspondencia entre las caracteristicas percep-
tuales de la palabra o el numeral y el valor cardinal referenciado.

Estas diferencias pueden ser importantes si se consideran las situaciones
educativas en las que los nifos en el nivel preescolar construyen conocimientos
numeéricos. Las colecciones de objetos y las colecciones en imagenes son
empleadas frecuentemente por padres y educadores para comunicar y reflexio-
nar sobre los nimeros. Bloques, fichas, palillos, imagenes coloreadas son utili-
zadas por los docentes para que los ninos los clasifiguen de acuerdo a sus
propiedades, cuenten cuantos elementos hay en una coleccion y construyan o
comparen colecciones de distintos valores cardinales. El empleo de estos mate-
riales se fundamenta en la idea, con una tradicion fuerte en enfoques construc-
tivistas de la psicologia y de la educacion, de que es mas sencillo para los ninos
comprender conceptos abstractos y apropiarse de procedimientos especificos
con el apoyo de recursos concretos que hacerlo sin un apoyo material (Bruner,
1986; Montessori, 1917; Piaget, 1970).

Ahora bien, es posible preguntarse si el uso de objetos con determinadas
caracteristicas podria tener alguna influencia en la comprension cardinal. De
hecho, la mayor parte de las investigaciones hasta aqui revisadas utilizaron
colecciones de objetos y en imagenes en sus tareas, pero con la atencion pues-
ta en las palabras numero como representaciones del valor cardinal de las
colecciones y sin interrogarse sobre las particularidades fisicas y semiéticas de
los objetos y las imagenes (Le Corre y Carey, 2007; Sarnecka, 2015; Spaepen et
al, 2018; vanMarle et al, 2014). Estas limitaciones aparecen en un estudio lle-
vado a cabo por Huang et al. (2010), quienes emplearon un disefio pre-y post-
test para examinar la comprension de las palabras nimero tres y cuatro por
parte de ninos de 3 anos y medio de edad. En el pre-test usaron la tarea Dame
un Numero para evaluar en qué nivel de conocimiento se situaban los nifos.
Los “conocedores de dos” participaron de una intervencion en la que se presen-
taban tarjetas con una coleccion de 3 animales (cuantificando oralmente, “Aqui
hay 3 vacas’), apareadas con tarjetas con una coleccién de otro valor cardinal
("Aqui no hay 3 vacas”). Los “conocedores de tres’ recibieron la misma interven-
cion, apareando colecciones de 4 con otras de distintas cantidades. En el post-
test, las investigadoras evaluaron a ambos grupos con la tarea Sefala X (Wynn,
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1992), que consistio en ofrecer dos colecciones y solicitar a los nifios que sefia-
len la que tenia 3 (o 4) elementos. Las colecciones eran imagenes de animales
distintos a los utilizados en la intervencion y objetos pegados en tarjetas.

Los resultados mostraron que aunque algunos ninos lograron comprender
el significado cardinal de las palabras numero en relacion a las colecciones
usadas en la intervencion (por ejemplo, relacionar la palabra tres con una colec-
cion de 3 vacas), pocos pudieron transferir este conocimiento a colecciones de
elementos diferentes (por ejemplo, a imagenes de colecciones de 3 perros o de
3 lapices pegados en una tarjeta). Esta transferencia es relevante en la medida
en que la cardinalidad es un conocimiento abstracto que puede ser aplicado a
cualquier conjunto de unidades, independientemente de la naturaleza y las
caracteristicas fisicas de los elementos.

El presente estudio cuestiona precisamente el uso indistinto de colecciones
de objetos e imagenes sin problematizar su influencia en las demandas de las
tareas numéricas. Se parte de la idea de que las propiedades especificas de
cada tipo de representacion podrian tener efectos en la comprension cardinal,
ademas de la intervencion de otros factores como la edad y la magnitud de los
valores cardinales en juego. Una diferencia crucial es que, en una coleccién de
objetos, sus elementos pueden ser explorados uno a uno: los ninos pueden se-
parar los elementos, formar colecciones mas pequenas y volver a unirlos en una
coleccion mayor. Las imagenes no permiten este tipo de manipulacion de sus
unidades; si pueden ser senaladas, pero en definitiva tienen que ser observadas
como un todo.

En un estudio reciente (Rodriguez et al, 2018) se comparé el impacto de
colecciones en imagenes (circulos negros), colecciones de objetos (tapas negras
de botella) y palabras numero en el desempeno de ninos de 3, 3 anos y medio
y 4 anos en una adaptacion de la tarea Dame un Numero, en la que debian
construir colecciones de 1 a 6 objetos (galletas) usando las distintas represen-
taciones como fuente de informacion sobre el valor cardinal. Los resultados
mostraron que las colecciones de objetos y en imagenes, en comparacion con
las palabras nuimero, facilitaron la resolucién de la tarea en los tres grupos de
edad. Especificamente, los objetos y las imagenes posibilitaron la construccién
de colecciones de tamano 3 por parte de los ninos de 3 anos y medio y de
tamano 4 a los 4 anos; en el grupo de 3 anos, solo las imagenes facilitaron la
construccion de colecciones de 3 elementos.

Ahora bien, no todas las imagenes ni todos los objetos tienen las mismas
propiedades. Por ejemplo, las imagenes de los libros infantiles con contenido
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numérico suelen ser dibujos coloridos de personas, animales y objetos. Muchas
veces estos libros tienen solapas desplegables o distintas texturas con la inten-
cion de estimular el interés y focalizar la atencion de los nifios. En cuanto a las
colecciones de objetos que se utilizan en los juegos cotidianos o en las salas del
jardin de ninos, se destacan los autos, ladrillos de construccion, elementos para
enhebrar, bloques, entre otros, que por regla general son de diferentes formas,
tamanos, texturas y colores. En otras palabras, las imagenes y las colecciones
de objetos disponibles en muchos hogares y jardines de ninos suelen tener
caracteristicas fisicas salientes (colores intensos, texturas, variadas dimensiones),
un conjunto de rasgos que algunos autores denominan riqueza perceptual (Ka-
minski et al, 2009; Petersen y McNeil, 2012) debido a la intensidad y variedad de
las propiedades fisicas de los materiales.

En un principio, se podria argumentar que la riqueza perceptual es una di-
mension que, al focalizar la atencion y estimular el interés, favoreceria la re-
solucion de las tareas. No obstante, algunas investigaciones que abordaron la
comprension de objetos e imagenes encontraron que las representaciones con
riqueza perceptual centran la atencién de los ninos en su materialidad, dificultan-
do la comprensién de su funcion simbdlica (Chiong y Deloache, 2012; Deloache,
1995; Strouse et al, 2018). Mas aun, se ha demostrado que, si se acentan las
propiedades fisicas de una imagen, por ejemplo, en un libro con ilustraciones
desplegables con texturas, ninos de 2y 3 anos tienen dificultades para relacionar
las representaciones con sus referentes (Tare et al, 2010). Consecuencias disrup-
tivas de la riqueza perceptual de los objetos se observaron también en estudios
sobre el aprendizaje de conceptos matematicos en estudiantes de nivel primario
(Kaminski y Sloutsky, 2020) y universitario (Carbonneau et al, 2020).

Son escasos los estudios que examinaron las consecuencias de la riqueza
perceptual en tareas numéricas y en el nivel preescolar. Petersen y McNeil (2012)
emplearon las tareas Dame un Numero y Titere Contando (Gelman y Meck, 1983)
para estudiar las relaciones entre la riqueza perceptual y el conocimiento previo
de los objetos. La tarea Titere Contando consistia en observar ensayos de conteo
realizados por un titere, de colecciones de 5, 7 y 9 elementos, solicitando luego
a ninos que identificaran si el conteo habia sido correcto o incorrecto. Dos con-
diciones incluyeron objetos familiares con y sin riqueza perceptual (animales y
frutas, palitos de helado y lapices, respectivamente), y otras dos condiciones
objetos no conocidos (formas con nombres inventados) que variaban en la
presencia o ausencia de atributos perceptuales llamativos. La condicion con
mayores dificultades de resolucion de las tareas de conteo y Dame un Numero
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fue con los objetos que combinaban ambas variables, riqueza perceptual y
conocimiento previo; con los objetos desconocidos para los ninos, la riqueza
perceptual no tuvo un efecto disruptivo.

El estudio que aqui se presenta indaga la influencia de la riqueza perceptual
en la comprension cardinal, examinando ademas diferencias en la naturaleza de
los objetos: colecciones de objetos tridimensionales e imagenes. Para ello, se realizo
una adaptacion del disefio pre- y post-test empleado en Huang et al. (2010) para la
ensenanza de la palabra nimero tres. Con este fin, se comparo el desempeno de
ninos de 3 anos en cuatro condiciones experimentales (con intervencion) y en una
condicién control (sin intervencion). Las condiciones con intervencion se diferencia-
ron por el tipo y las caracteristicas de la representacion empleada para transmitir
la informacion cuantitativa. En la condicion imdgenes con riqueza perceptual se
usaron imagenes coloridas de colecciones de distintas clases de animales; en la
condicion imdgenes sin riqueza perceptual, colecciones de circulos del mismo
color. La condicion objetos con riqueza perceptual consistioé en colecciones de
bloques de construccion de diferente forma, tamano y color; la condicién objetos
sin riqueza perceptual, colecciones de tapas de botella de igual forma, tamano
y color. La comprension de la palabra ndimero tres se evalué en distintos mo-
mentos y con diferentes tareas: en el pre- y post-test con la prueba Dame un
Numero y durante la intervencion con Senala X En base a los antecedentes que
se acaban de exponer, la primera hipdtesis del estudio fue que las imagenes, en
comparacion con los objetos, facilitarian la comprension del significado cardinal
de la palabra nimero tres. En cuanto a la riqueza perceptual, la segunda hipo-
tesis fue que su presencia dificultaria la comprensién cardinal, aunque esta por
ver si esta dificultad se presentara tanto en el caso de las imagenes como en el
de los objetos.

METODO

DISENO Y PARTICIPANTES

El muestreo fue intencionado, en tanto la situacion experimental requeria que
los participantes se desempenaran como “‘conocedores de dos” (y no de ‘“tres’)
en el pre-test y que contaran correctamente una coleccién de hasta 10 elemen-

tos. En el pre-test se solicito el conteo de 10 galletas y se administré la tarea
Dame un NUmero a un total de 96 nifios de 3 anos, de los cuales 83 cumplieron
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con los criterios establecidos. Ademas, se busco que la distribucion por género
fuese similar. Se excluyeron tres ninos por extincién experimental, de modo que
la muestra definitiva quedo6 conformada por 80 nifios (M, = 39.02 meses, DE
=261), 40 de género femenino (M,4,, = 38.86 meses, DE = 2.41) y 40 de género
masculino (M,q.,q = 38.47 meses, DE = 2.90).

El nivel socioeconomico de los ninos era medio y asistian a cuatro institu-
ciones de nivel preescolar de gestion privada de la ciudad de (a completar
luego del proceso de revision), que tenian convenios de colaboracion preexis-
tentes con el equipo de investigacion. Los ninos no contaban con antecedentes
de trastornos en su desarrollo cognitivo y/o del lenguaje, de acuerdo con los
registros de las instituciones educativas. La planificacion docente no incluia la
ensenanza de conocimientos numéricos durante el periodo que los nifos par-
ticiparon en el estudio.

De cada grupo de 40 ninos y 40 ninas se seleccionaron al azar 8 para incluir
en cada una de las cinco condiciones (n = 16 en cada una): imagenes sin
riqueza perceptual (M,4.q = 39.93 meses, DE = 2.45), imagenes con riqueza per-
ceptual (M,4,4 = 38,53 meses, DE = 2.73), objetos sin riqueza perceptual (M g, =
39.04 meses, DE = 2.54), objetos con riqueza perceptual (M,4,, = 38.58 meses,
DE = 273) y control (M,,q = 37.26 meses, DE = 2.51).

Se realizaron cinco encuentros con cada nino o nina. El primer dia se admi-
nistro el pret-test (conteo y Dame un Numero). En caso de ingresar a la muestra,
el sequndo, tercer y cuarto encuentro correspondieron a la primera, segunda 'y
tercera sesiones de intervencion, cada una seguida de una evaluacion aplican-
do la tarea Senala X. Finalmente, en el quinto encuentro se administro el post-test
con la tarea Dame un Numero. De este modo, se obtuvieron cuatro evaluaciones
el desempeno de cada nino, tres inmediatamente después de cada sesion de
intervencion para examinar si y como la comprension cardinal de la palabra
numero tres se iba desplegando durante la intervencion, y una evaluacion final
de los efectos de la intervencion. Es importante destacar que la demanda de la
tarea Senala X es de menor exigencia que Dame un Numero, ya que solicita el
reconocimiento de un valor cardinal en comparacion con otro distinto, en lugar
de la construccion de un conjunto de un valor cardinal especifico. Asimismo,
como se indica mas adelante, los procedimientos puestos en juego durante la
intervencion fueron similares a los de la tarea Senala X.

A los participantes del grupo control solo se les administro el pre-test y el
post-test
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MATERIALES

Para el conteo y la tarea Dame un Numero se utilizaron 16 galletas, un peluche
de Winnie Pooh y un plato de plastico. En los ensayos de la intervencion y en
la tarea Senala X se emplearon distintos materiales en funcién de la condicion
(figura 1). Para la condicion imagenes sin riqueza perceptual, se emplearon
tarjetas (20 cm x 15 cm) con imagenes de colecciones de circulos (2 cm de
diametro) de color negro. Para la condicién imagenes con riqueza perceptual,
se utilizaron tarjetas de las mismas dimensiones, con imagenes de distintos tipos
de animales (perros, gatos, cerdos, entre otros); los animales tenian la misma
medida aproximada que los circulos y su forma y color no variaba al interior de
las tarjetas sino entre tarjetas. Para la condicion objetos sin riqueza perceptual,
se usaron tapas de botella de color negro (1.2 cm de altura, 3.8 cm de diametro)
y, para la condicién objetos con riqueza perceptual, se emplearon bloques de
construccion de distintas formas y colores (entre 1.5y 2 cm de altura, 2 cm de
anchoy entre 2y 4 cm de largo de acuerdo a la forma cuadrada o rectangular).
Los blogues no variaban al interior de cada coleccion, sino entre colecciones.

Imagenes sin riqueza perceptual Imagenes con riqueza perceptual
o O o O " ¥ ¥
® o O " W -
L o o O ¥ ¥ %
Objetos sin riqueza perceptual Objetos con riqueza perceptual

oo a ww
.‘.. S

E

Figura 1. Imagenes y objetos empleados en las condiciones con intervencion
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PROCEDIMIENTO

Se obtuvo por escrito el consentimiento informado de participacién de las au-
toridades de los establecimientos educativos y de los padres y las madres de
los ninos, comunicando los detalles y requerimientos del estudio, asi como la
confidencialidad de los datos obtenidos. La investigadora que llevd adelante el
estudio fue la primera autora de este trabajo. Una diferencia fundamental con la
investigacion reportada por Huang et al. (2010) es la cantidad de encuentros con
los ninos, una unica sesion de trabajo en ese estudio y cinco encuentros seguidos
(lunes a viernes) en el presente estudio. Las sesiones de trabajo se realizaron en
una sala disponible de la institucion educativa a la que el nino asistia.

PRETEST

Conteo. La investigadora invitaba individualmente a cada nino a jugar a merendar
con Winnie Pooh. Una vez sentados, ella explicaba que Winnie todavia no sabia
los niimeros y necesitaba ayuda para saber cuantas galletas habia sobre la mesa,
senalando una coleccion de 10 galletas. Si el nino comenzaba a contar esponta-
neamente, se registraba su respuesta. Si el nino no comenzaba a contar se decia
‘‘Puedes contar estas galletas en voz alta?" y se registraba su respuesta. Si el nino
contaba correctamente hasta 10 con orden estable y correspondencia uno a uno,
se procedia a administrar sequidamente la tarea Dame un Numero.

Dame un Numero. La entrevistadora ofrecia a los nifos la coleccién de 16 galle-
tas pidiendo que colocaran en un plato distintas cantidades de 1 a 6 (“/Puedes
poner en el plato tres galletas para Winnie?"). Se comenzaba siempre pidiendo 1
galleta y se continuaba con las otras cantidades en un orden ni ascendente ni
descendente. Cuando los nifos no construfan correctamente la coleccion de n
valor cardinal (por ejemplo, de 3), se les solicitaba la cantidad anterior (2) antes
de pedir nuevamente la cantidad incorrecta. Si los nifos construian una coleccion
en forma correcta una vez y en forma incorrecta otra, se los evaluaba una tercera
vez. Ingresaron a la muestra los ninos que construyeron correctamente, al menos
en dos oportunidades, una coleccién de tamano 2, pero incorrectamente, también en
al menos dos oportunidades, colecciones de tamano 3.
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INTERVENCION

El procedimiento es una adaptacion del disefado en Huang et al. (2010). En todas
las condiciones, la entrevistadora iniciaba la primera sesion presentando a los
nifios colecciones en imagenes u objetos: “Traje unos dibujos (o tapas/bloques),
équieres que juguemos con ellos?. La entrevistadora colocaba el material sobre
la mesa y los ninos eran libres de explorarlos. Si bien la exploracion fisica del
material no era un requisito y quedaba librada a la voluntad de cada nino, todos
los ninos realizaron algun tipo de exploracion manual de las colecciones, tanto
de las imagenes como de los objetos. Una vez que los nifos se familiarizaban
con el material, se realizaba la primera sesion de la intervencion. A continuacion,
se describe el procedimiento de cada una de las cuatro condiciones.
Imdgenes con riqueza perceptual (en adelante: animales). Se realizaron ocho
ensayos con cada nino, en cada ensayo se presentaban tarjetas con una clase de
animal distinta. En primer lugar, se realizaban dos ensayos de demostracion en los
que se presentaba una tarjeta diciendo “Esta tarjeta tiene tres gatos” (mientras se
senalaba, uno a uno, cada dibujo), “Esta tarjeta tiene tres perros’ (sefialando tam-
bién cada dibujo). En estos ensayos la coleccién de 3 animales no se comparaba
con otra de diferente valor cardinal. Luego, se llevaban a cabo seis ensayos en los
que una tarjeta con una coleccion de tamano 3 se comparaba con una tarjeta
con una coleccion de otro tamano: “Esta tarjeta tiene tres vacas (senalando cada
dibujo); esta tarjeta no tiene tres vacas (sin sefnalar cada elemento)’. Siguiendo el
procedimiento propuesto en Huang et al. (2010), se optd por sefialar los diferentes
elementos para enfatizar la correspondencia entre la palabra nimero tres y el
numero de elementos de la coleccion.

Las comparaciones incluian cantidades que los ninos comprendian (3 versus
1 0 2) y otras que no (3 versus 4, 5, 6 y 10), en todas las condiciones y en las
tres sesiones de intervencion.
Imagenes sin riqueza perceptual (en adelante: circulos). Se emplearon los pro-
cedimientos de la condicion animales, pero utilizando las tarjetas con circulos en
todos los ensayos. La entrevistadora decia: “Esta tarjeta tiene tres circulos (mientras
sefalaba cada dibujo), esta tarjeta no tiene tres circulos (sin senalar cada elemento)'.
Objetos con riqueza perceptual (en adelante: bloques) Se emplearon los pro-
cedimientos de la condicion animales, pero utilizando los bloques de construc-
cién para cada ensayo. La entrevistadora decia: “Aqui hay tres bloques (mientras
sefnalaba cada elemento), aqui no hay tres bloques (sin senalar)".
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Objetos sin riqueza perceptual (en adelante: tapas). Se emplearon los procedi-
mientos de la condicién animales, pero utilizando las tapas de botella. La entre-
vistadora decia: “Aqui hay tres tapas (sefalando cada elemento), aqui no hay
tres tapas (sin senalar)".

EVALUACIONES PARCIALES

Senala X Se administro una adaptacion de esta tarea tres veces, luego de cada
sesion de intervencion. La tarea consistia en cinco ensayos en los que se ofrecian
nuevamente los materiales empleados en los ensayos de demostracion presen-
tando a los nifos una coleccion de tamano 3 apareada con una coleccion de
otro valor cardinal y solicitando que indicara donde habia 3. La entrevistadora
preguntaba: “’Puedes mostrarme donde hay tres gatos?” (circulos, blogues o ta-
pas seguin la condicion). De estos cinco ensayos, dos fueron ensenado versus
conocido, donde los ninos tenfan que elegir entre 3y 1y entre 3y 2,y tres en-
sayos fueron ensefiado versus desconocido, donde elegian entre 3y 4,3y 5,y 3
y 6. Si bien en las sesiones de intervencion se utilizé la cantidad 10 durante las
comparaciones, para esta instancia de evaluacion se trabajo hasta el 6, que es el
valor cardinal maximo solicitado en la tarea Dame un NUmero (pre- y post-test).

GRUPO CONTROL

Entre la administracion del pre- y del post-test los ninos realizaron tres sesiones
de juego libre con el juguete usado en el pre-test (Winnie Pooh), que duraban
aproximadamente el mismo tiempo que las sesiones de la intervencion (5 minu-
tos). En este grupo no se administro la tarea Senala X.

POSTEST

Dame un Numero. Se administro esta tarea del mismo modo que en el pre-test
a las cuatro condiciones con intervencion y al grupo control.

CODIFICACION Y ANALISIS DE LOS DATOS
Las sesiones fueron videograbadas y se transcribi¢ textualmente su contenido

para la codificacion y el analisis. En la tarea Sefala X, se codifico la respuesta
de los ninos en cada uno de los cinco ensayos como correcta (si seleccionaban
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la coleccion de 3 elementos) o incorrecta. En la tarea Dame un Numero se
codifico como correcto el desempeio de los ninos con cada valor cardinal (1 a
6) si colocaban en el plato el nimero solicitado de galletas dos veces.

Para los andlisis estadisticos se utilizd el programa estadistico SPSS®
version 20. Se aplicaron pruebas no paramétricas dado que el estadistico
Kolgomorov-Smirnov mostro que la distribucion de contraste no se ajustaba
a la normal (p < 0.05 en todas las condiciones). Las pruebas utilizadas fueron
Kruskal-Wallis, Mann-Whitney, Friedman y Wilcoxon. Analisis realizados con
la prueba U de Mann-Whitney indicaron la ausencia de efectos de la variable
sexo en el desempeno en Dame un Numero y Senala X (p > 0.05 en todos los
casos); por lo tanto, no se considero esta variable en el resto de los analisis.

RESULTADOS

El reporte de resultados se presenta en dos secciones. En la primera seccién
se consideran los efectos finales de la intervencion en la comprension car-
dinal de la palabra tres; para ello, se exponen los resultados del analisis del
desempeno en el post-test (Dame un Numero) en funcién de la condicién. En
la segunda seccion se presentan los analisis efectuados para la tarea Senala
X en funcién de la sesion de trabajo (1 a 3), la condicion vy, finalmente, los
ensayos donde los nifos debian elegir entre 3 y un valor cardinal conocido
(2) y uno desconocido (4).

DESEMPENO EN EL POST-TEST: DAME UN NUMERO

El desempeno del grupo control, en el que ninguin nifo o nina evidencié compren-
der la palabra numero tres (figura 2) indico la ausencia de efectos de aprendizaje
por la administracion de la tarea en dos oportunidades (pre- y post-test).

En primer lugar, se comparé el desempeno entre las cinco condiciones (cua-
tro de intervencién y la condicion control) empleando la prueba Kruskal-Wallis,
cuyo resultado arrojo diferencias significativas (x*(4) = 14.92, p = .005). Las
comparaciones de a pares (prueba U de Mann-Whitney) reflejaron dos patrones
de resultados interesantes. Por un lado, al comparar el desempeno de cada
condicién de intervencion con el desempeno de la condicion control (0%), se
hallaron diferencias en las condiciones circulos (56%) (U = 56, p < .001), tapas
(31%) (U =88, p=.017) y animales (31%) (U = 88, p = .017). El desempeno de
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la condicion bloques (13%) no se diferencio estadisticamente del desempefo
de la condicion control (U =112, p = 151).

16
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Circulos Tapas Animales Bloques Control

—
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(=]

[ee]

Nuimero de nifios

Condicion
Figura 2. Numero de ninos con desempeno correcto con el valor cardinal 3 en la tarea
Dame un Numero (post-test), en funcion de la condicion

Nota. Total de 16 nifios por condicion. Cada nifio o nifia podia tener un desempeno correcto o in-
correcto con el valor cardinal 3.

El segundo patron de resultados refiere a las comparaciones entre las condi-
ciones de intervencion. Los resultados senalaron que el desempeno correcto
en la condicion circulos fue superior al desempeno correcto en la condicion
bloques (U =72, p = .010), sin diferencias con tapas (U =96, p =.161) y ani-
males (U = 96, p = .161). Tampoco se registraron diferencias entre bloques
(U=104, p=.207) y animales (U= 128, p=1.000), ni al comparar entre bloques
y tapas (U =104, p = .207).

De este modo, los ninos de las cinco condiciones comenzaron el estudio sin
comprender el significado cardinal de la palabra numero tres y, al finalizar el
mismo, todas las condiciones de intervencion se diferenciaron de la condicion
control. Sin embargo, entre las intervenciones, el trabajo con circulos tuvo el efecto
mas positivo y el trabajo con bloques el efecto mas marginal en el aprendizaje.
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DESEMPENO DURANTE LA INTERVENCION: SENALA X

Primero se analizaron los efectos de la intervencion a lo largo de las tres sesio-
nes, al interior de cada condicion. En la condicion circulos, 1a prueba de Friedman
arrojo diferencias significativas (x2(2) = 10.57, p = .005). Las comparaciones
de a pares (Wilcoxon) mostraron que el desempeno infantil mejoré en la
segunda (96%) y en la tercera sesién (100%) en comparacion con la primera
(91%) (Z=-2, p=.046y Z=-264, p =008, respectivamente), sin diferencias
significativas al comparar la segunda con la tercera sesion (Z=-1.73, p =.083).

Al interior de la condicion tapas se registrd un patron similar de resultados.
Se hallaron diferencias al comparar las tres sesiones (x2(2) = 11.14, p=.004) y
las comparaciones de a pares mostraron que en la segunda (98%) y en la ter-
cera (100%) sesion el desempeno de los ninos fue superior que en la primera
(91%) (Z=-223, p=.025y Z=-264, p =008, respetivamente), sin diferencias
entre la segunda y la tercera sesion (Z=-1.41, p =.157). No obstante, el desem-
peno con circulos y tapas fue alto ya desde la primera sesion de trabajo.

Al interior de la condicién animales los resultados indicaron también dife-
rencias significativas (x2(2) = 14.00, p=.001), pero las comparaciones de a pares
mostraron un efecto de la intervencion mas progresivo que en las condiciones
circulos y tapas. El desempefio en la sequnda sesion (70%) fue superior al de
la primera (61%) (Z=-2.33, p=.020) y el desempefio en la tercera sesion (81%)
fue superior al de la primera y la sequnda sesion (Z=-2.85, p=.004 y Z=-2.16,
p =.030, respectivamente).

Este patron se acentta en la condicion bloques. También se encontraron
diferencias al comparar el desempefo entre las tres sesiones de intervencion
(x2(2) = 11.45, p = .003) pero solo se registrd un progreso en la tercera sesion
de trabajo (80%) en comparacion con la segunda (75%) y la primera (68%)
sesion (Z=-248 p =013y Z=-2, p =.046, respectivamente), sin diferencias
entre la sequnda y la primera sesion (Z =-1.73, p = .083).

En segundo lugar, se analizaron los efectos de la condicion al interior de
cada sesion de trabajo para examinar si hubo o no mejoras parciales en el
desempenio a medida que avanzaba el proceso y en qué momento (figura 3).
Los resultados de la prueba Kruskal-Wallis indicaron diferencias al comparar el
desempenio entre las cuatro condiciones en todas las sesiones: primera (x*(3)
29.01, p <.001), segunda (x*(3) 3247, p <.001) y tercera (x*(3) 31.84, p < .001).
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Figura 3. Frecuencias de respuestas correctas en cada sesion de Senala X en funcién de
la condicion.

Nota. Total de 80 ensayos por sesion (cada sesion consistio en cinco ensayos para cada uno de los
16 ninos en cada condicién).

Las comparaciones de a pares indicaron que, en las tres sesiones, los ninos de
la condicion circulos se desempenaron mejor que los ninos de las condiciones
bloques (sesion 1: U= 4050, p < .001; sesion 2: U =42, p <.001; sesion 3: U=
32, p <.001) y animales (sesion 1: U = 26.50, p < .001; sesion 2: U= 2650, p <
.001; sesion 3: U = 48, p <.001). El mismo patron de resultados se registro al
comparar el desempeno de los nifos de la condicion tapas con el desempefio
de los ninos de las condiciones bloques (sesion 1: U = 4050, p < .001; sesion 2:
U= 36, p <.001; sesion 3: U= 32, p <.001) y animales (sesion 1. U= 26,50, p <
.001; sesion 2: U =23, p <.001; sesion 3: U= 48, p <.001).

Méds aun, no se registraron diferencias al comparar las condiciones circulos
y tapas (sesion 1: U =128, p = 1.000; sesion 2: U =120, p = .632; sesion 3: U
=128, p = 1.000), ni al comparar las condiciones animales y bloques (sesion
1: U=97 p=.209; sesién 2: U =97, p = .214; sesion 3: U = 126, p = 951),
evidenciando nuevamente una influencia positiva del uso de imagenes y
objetos sin riqueza perceptual (circulos y tapas) en el desempeno en la tarea
Senala X.
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En tercer lugar, para analizar mas en detalle los resultados, y siguiendo la
estrategia de analisis empleada por Huang et al. (2010), se examinaron los efectos
de la condicion en los ensayos en los que el valor cardinal 3 se comparaba con
un valor cardinal “conocido” por los nifios (2) y con un valor cardinal “desconoci-
do” pero proximo (4). La tabla 1 presenta las frecuencias de respuestas correctas
en estos ensayos, luego de cada sesion de trabajo, y los resultados de la prueba
Kruskal-Wallis al comparar los desempenos en funcion de la condicion.

Tabla 1. Frecuencias de respuestas correctas (y porcentajes) en los ensayos 3 vs. 2
y 3 vs. 4y estadisticos en funcion de la condicion

Sesion 1 Sesion 2 Sesion 3
3vs. 2 3vs 4 3vs. 2 3vs 4 3vs. 2 3vs. 4
Circulos 16 (100%)  9(6%) 16 (100%) 13 (81%) 16 (100%) 16 (100%)
Tapas 15(94%) 11(69%) 16(100%) 14 (38%) 16 (100%) 16 (100%)
Animales 9(56%) 4(25%) 14(88%)  3(19%)  15(94%)  9(56%)
Bloques 7(44%)  4(35%)  14(88%)  3(19%)  15(94%) 4 (25%)
Kruskal ~ 323) 1852 950 420 2728 203 3028
Wallis <001 =023 =241 <001 =566 <001

Nota. Total de 16 ensayos por sesion para cada comparacion (3 vs. 2'y 3 vs. 4), uno para cada nino
0 nina.

En relacion con el desempeino en los ensayos 3 vs. 2, los resultados indicaron
diferencias en funcion de la condicion unicamente luego de la primera sesion
de trabajo, sin diferencias significativas luego de las sesiones 2y 3 (tabla 1).
Como se menciono, el desempeno en las condiciones circulos y tapas es-
tuvo cerca del techo (91%) ya desde la primera sesion. Distinto fue el caso de
las condiciones animales y bloques, que tuvieron un desempeno cercano al
60% en la primera sesion y luego fueron progresando gradualmente hasta lle-
gar aproximadamente al 80%, acercandose al desempeno en las condiciones
circulos y tapas. Luego de la sesion 1, las comparaciones de a pares indicaron
que los ninos de las condiciones circulos y tapas se desempenaron mejor que
los ninos de las condiciones bloques (U= 56, p <.001y U= 64, p =003, respec-
tivamente) y animales (U =72, p=.003 y U = 80, p =.016), sin diferencias entre
las condiciones bloques y animales (U = 112, p = 486) y entre tapas y circulos

EDUCACION MATEMATICA, VOL. 35, NUM. 1, ABRIL DE 2023 103



Jimena Rodriguez, Eduardo Marti, Analia Salsa

(U =120, p=.317). No se reportan los resultados de las sesiones 2y 3 porque
todas las comparaciones indicaron ausencia de diferencias (ps > .05).

Con respecto a los ensayos 3 vs. 4, los resultados mostraron diferencias al
comparar el desempeno luego de cada una de las tres sesiones de intervencion
(Tabla 2). Los nifos de la condicion circulos se desempenaron mejor que los
ninos de la condicion bloques (sesién 1: U = 88, p=.077; sesién 2y 3, U = 48,
p=.001y U=32 p<.001, respectivamente). El mismo patron se repitio entre
las condiciones circulos y animales (sesion 1: U =88, p=.077; sesién 2y 3, U
=48 p=.001y U=72 p=.003, respectivamente).

Un perfil similar de resultados surge en la condicion tapas, en la que el
desempeno fue superior que en las condiciones bloques (sesion 1: U =72, p =
015; sesion 2: U =40, p <.001; sesion 3: U= 32, p <.001) y animales (sesién 1:
U=72 p=.015; sesion 2; U= 40, p <.001; sesion 3: U=72, p =.003). Nueva-
mente no se registraron diferencias al comparar las condiciones tapas y circulos
y bloques y animales (ps > .05).

Como se puede observar, al comparar el valor cardinal 3 con uno descono-
cido y proximo (4), las condiciones sin riqueza perceptual (circulos y tapas)
facilitaron el desempeno a lo largo de toda la intervencion. Al comparar 3 con
un valor cardinal conocido (y también préximo), las diferencias entre las sesiones
de trabajo desaparecieron a medida que se avanzé en la intervencion.

En suma, los andlisis del desempefo en el post-test (Dame un Numero) y
durante las sesiones de intervencion (Sefala X) muestran que no es solo la
naturaleza bi o tridimensional de los materiales el factor determinante en los
efectos encontrados en el aprendizaje de la palabra numero tres, sino funda-
mentalmente la riqueza perceptual de las imagenes y los objetos (circulos y
animales, tapas y blogues).

DISCUSION

Los componentes semidticos del nimero no han recibido suficiente atencion en los
estudios que abordan el desarrollo numérico (Marti y Scheuer, 2015; Sfard, 2000;
Sfard y Lavie, 2005; Walkerdine, 1988) a pesar de que los nifios participan coti-
dianamente en interacciones en las que los nimeros se representan de manera
diferente. La mayor parte de las investigaciones sobre el conocimiento cardinal
se ha enfocado en las representaciones verbales, analizando cuando y cémo
los ninos comprenden las palabras numero y pueden, por ejemplo, construir
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una coleccién de n cantidad de elementos a partir de la palabra nimero que
da un adulto (Condry y Spelke, 2008; Huang et al, 2010; Sarnecka, 2015; Wynn,
1990, 1992). En el presente estudio se adopté un enfoque distinto, al investigar
el papel de representaciones iconicas de la cantidad, colecciones en imagenes y
colecciones de objetos con y sin riqueza perceptual, en la comprension del signi-
ficado cardinal de la palabra nimero tres. Las hipétesis fueron que las imagenes
favorecerian la comprension cardinal en comparacion con los objetos y que las
imagenes y los objetos con riqueza perceptual tendrian un efecto disruptivo en
comparacion con las representaciones sin riqueza perceptual.

Los resultados del post-test con la tarea Dame un Numero indicaron que,
si bien todas las condiciones de intervencion introdujeron mejoras en el
desempeno de los nifos en comparacion con la condicion de control, fue la
condicion circulos la que tuvo la influencia mas positiva. La intervencion con
esta condicién permitio que mas de la mitad del grupo (56%) comprendiera
la palabra numero tres, usandola como fuente de informacién para construir una
coleccion de 3 elementos; en las condiciones tapas y animales la intervencion
tuvo este efecto en menos ninos (31%) y en la condicion blogues en un nimero
muy reducido de participantes (13%). Este patron de resultados indicaria que las
diferencias entre bidimensionalidad (imagenes) y tridimensionalidad (objetos) es
determinante en la comprension cardinal solo cuando la riqueza perceptual de
las representaciones es baja. Aunque se suele argumentar que las imagenes en si
mismas no son representaciones con caracteristicas salientes y/o atractivas para los
ninos, se encontrd que aun entre las imagenes, las mas sencillas perceptualmente
(mantienen constante la forma y el color) fueron la herramienta mas eficaz en el
aprendizaje del significado cardinal de la palabra niimero tres.

Si el acento se pone en el proceso de aprendizaje teniendo en cuenta las
distintas condiciones (tarea Senala X) surge otro resultado interesante: son las dos
condiciones sin riqueza perceptual (circulos y tapas) las que desencadenaron
mas rapidamente progresos en la comprension cardinal. Si bien al interior de
todas las condiciones se observaron mejorias en el desempeno a medida que
avanzaban las sesiones de intervencion, en las condiciones circulos y tapas el
rendimiento en Senala X alcanzo niveles cercanos al maximo ya en la sequnda
sesion, mientras que en la condicion animales los efectos fueron mas graduales,
mejorando luego de cada sesion y, en la condicién bloques mas tardios, con
una mejora significativa en el desempeno Unicamente en la tercera sesion. Estos
resultados estan en consonancia con estudios que han mostrado que los obje-
tos perceptualmente atractivos dificultan actividades de conteo (Petersen et al,
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2014) y la comprension de conceptos matematicos (Carbonneau et al, 2015;
McNeil et al, 2009; Petersen y McNeil, 2012; Uttal et al, 2013).

Diferentes factores pueden intervenir en la interpretacion de estos resultados.
El primero esta en relacién con el contexto funcional de las representaciones.
Cualquier material conocido por los nifos (como es el caso de los objetos y las
imagenes empleados en el estudio) se vincula a un determinado contexto de uso.
Cuando los ninos estan familiarizados con un objeto, asocian una funcién o un
uso para ese objeto, pudiendo dificultarse reconocer y comprender un nuevo con-
texto de uso. Petersen y McNeil (2012) denominan a este factor “fijeza funcional”.

Si se analizan los materiales empleados en cada condicion, hay ciertas dife-
rencias en cuanto a la funcion usualmente asignada a cada uno. Las imagenes
tienen una funcién principalmente simbdlica, son creadas para ser observadas,
con la intencion de transmitir determinada informacion a sus usuarios. Los
objetos pueden adquirir esta misma funcién simbolica en condiciones muy
especificas, como en las tareas de esta investigacion, pero no es su funcion
usual. Por ejemplo, los bloques estan disenados para ser apilados, encastrados
y/0 para construir estructuras. Sin dudas es posible usar una coleccion de blo-
ques para comunicar informacion cardinal, pero esta no es una funcién con
fuerte anclaje cultural. De este modo, los bloques de construccion serian la
condicién de intervencion menos facilitadora porque tienen una funcion esta-
blecida previamente que los nifios tendrian que descartar para atender a la
funcion relevante para la tarea (los bloques, en tanto que unidades, sirven para
indicar el valor cardinal de la coleccion).

Las tapas también poseen un claro contexto de uso, estan disenadas para
cubrir los orificios de las botellas y proteger el liquido que contienen. Entonces,
épor qué estos objetos influyeron positivamente en la comprension cardinal, a
diferencia de los bloques? Por un lado, es posible argumentar que la ausencia
de botellas impide recurrir al esquema esperable: usar las tapas para cerrarlas.
Por otro lado, la ausencia de riqueza perceptual parece ser un factor decisivo: el
colory la forma constantes de las unidades no resultarian atractivos para esti-
mular la exploracion de la coleccion. De modo que la coleccion de tapas apa-
rece como una configuracion propicia para ser usada como representacion de
valores cardinales, y los ninos son receptivos a esta funcion especifica en el
marco de la tarea. Se podria sostener, pues, que ante los diferentes materiales
los niflos ponen en juego las funciones asociadas usualmente a ellos y, cuanto
mas definida sea una funcién, mas dificil serd dejarla de lado para desplegar la
funcion solicitada por la tarea.
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Otro factor esta directamente relacionado con la riqueza perceptual del mate-
rial, 1a “saliencia de los elementos de la coleccion” (Petersen y McNeil, 2012), un
aspecto muy relevante para la comprension cardinal. Las investigaciones sugie-
ren, en efecto, que los ninos evidencian una comprension mejor de la cardina-
lidad cuando pueden considerar los elementos de una coleccién como unidades,
como elementos individuales, y para esto se han de abstraer sus particularidades
(Mix et al, 2002). La cardinalidad es un concepto que requiere que cada ele-
mento sea considerado como una unidad, independientemente de sus caracte-
risticas. Este proceso de abstraccion es mas dificil si los objetos tienen rasgos
perceptuales muy atractivos para los ninos. En este sentido, Gelman et al. (2005)
senalan que cuanto mas interesante es un objeto en si mismo, mas bajo es su
estatus representacional y por ende es mas probable que sea comprendido como
un elemento particular (por ejemplo, ‘Garfield”) y no como miembro de una
categoria mayor (“‘uno entre tantos gatos’). En sintesis, la riqueza perceptual es
una propiedad de los materiales que puede obstaculizar la comprension del
valor cardinal de una coleccion.

Los resultados del presente estudio poseen implicaciones educativas claras.
Ponen en entredicho la idea de que siempre es aconsejable, sobre todo con los
estudiantes de mas corta edad, proponer actividades y tareas con material con-
creto manipulable y atractivo para favorecer el aprendizaje de las matematicas.
Esta idea general ha de ser matizada, segun las demandas de las tareas y el tipo
de aprendizaje en cuestion. Los resultados del estudio sugieren que, con ninos
que estan elaborando el concepto de valor cardinal, en una etapa temprana de
los aprendizajes seria propicio: 1) usar materiales con baja riqueza perceptual; y
2) privilegiar el uso de imagenes. En efecto, las dos tareas propuestas en el estu-
dio (Dame un Numero y Senala X) exigen, por un lado, que las colecciones sean
interpretadas como representaciones de un valor cardinal, y no como objetos con
fines Itdicos o de construccion. Todo pareceria indicar que en la etapa preescolar
serian las imagenes el tipo de material que mas facilita la comprension de su
funcion simbdlica, algo que ya se ha puesto de manifiesto en otros dominios de
conocimiento, por ejemplo, el espacial (DelLoache, 2002; Uttal et al, 1997). Por otro
lado, al tratarse de tareas numeéricas, es imprescindible que los elementos de las
colecciones sean considerados como unidades equivalentes. Cualquier aspec-
to saliente (perceptivamente) de estos elementos, dificultaria esta necesidad de
abstraccion. Por esto, los materiales con baja riqueza perceptiva resultarian mas
eficaces que los materiales con alta riqueza perceptiva.
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Pareceria, pues, imprescindible que a la hora de elegir los materiales mas
adecuados para cualquier aprendizaje se valoren sus caracteristicas perceptivas
y su naturaleza semiotica para que dichos materiales se adecuen a las deman-
das especificas de las actividades y tareas.

Antes de finalizar es necesario mencionar algunas limitaciones del presente
estudio y perspectivas futuras de investigacion. Una limitacion esta en relacion
con la seleccion de las representaciones numeéricas. Los ninos interactian des-
de muy temprano con una gran variedad de representaciones de la cantidad,
que exceden a las colecciones de objetos y en imagenes consideradas en esta
investigacion. Seria pertinente realizar nuevos estudios que indaguen la influen-
cia de otros tipos de representaciones en la resolucion de tareas con demanda
cardinal. Se podrian introducir nuevas variaciones al interior de las colecciones,
no solamente distinguiendo entre imagenes y objetos y entre aquellas con o sin
riqueza perceptual, sino considerando otras propiedades de las colecciones. Por
ejemplo, se podrian utilizar colecciones de sonidos o efectos visuales, e incluso
gestos numéricos, conservando el caracter iterativo de la representacion, pero
no el caracter de permanencia material.

Otra limitacién del estudio es que el procedimiento de intervencion no se
modifico entre sesiones a partir del desempeno infantil en cada evaluacion
mediante tarea Senala X. En una situacion de ensenanza-aprendizaje natural,
el adulto deberia haber adaptado las exigencias de la intervencion en funcion
del desempeno de cada nino o nina en la sesiéon anterior, o incluso en los
ensayos de una misma sesion, aumentando o disminuyendo el numero de
ensayos, o bien incorporando otros recursos semioticos como gestos numericos
(ya no el mero sefalamiento de los elementos). Sin embargo, con la intencion
de mantener el procedimiento constante para todos los nifos y condiciones (a
excepcion del tipo de representacion que es la variable independiente manipu-
lada experimentalmente), se realizaron las sesiones de intervencion siempre de
la misma manera.

Finalmente, si bien se realizaron cinco encuentros con cada nino, incluyen-
do pre-test, sesiones de intervencion y post-test, todo el proceso se realizé en el
transcurso de una semana. Seria interesante realizar estudios longitudinales,
con mas sesiones de intervencion y mas espaciadas, que permitan abordar los
efectos de las variables de interés en funcién del tiempo.

En sintesis, los hallazgos de este estudio muestran que la riqueza perceptual
de colecciones en imagenes y de objetos puede tener una influencia disruptiva
en la comprension cardinal en la etapa preescolary que a la hora de disenar o
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seleccionar materiales para la ensenanza de conocimientos numeéricos en estas
edades ‘menos es mas'.
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Knowledge about tasks and students in a lesson study with
mathematics teachers
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Resumo. A partir de um estudo de aula baseado numa abordagem explorato-
ria, analisamos o desenvolvimento do conhecimento de professoras de Mate-
matica do ensino secundario sobre a elaboragao de tarefas e a antecipacdo
de estratégias e dificuldades dos alunos, no planeamento da aula e na reflexao
sobre o trabalho dos alunos. A investigacao é qualitativa/interpretativa. Os
dados foram recolhidos por observacao participante (com didrio de bordo e
gravacoes audio/video), recolha documental e entrevista. Os resultados sugerem
que, nas sessoes de planeamento, as discussoes sobre a redacao e sequen-
ciagdo das questoes da tarefa, influenciadas pela antecipacao de estratégias
e dificuldades dos alunos, criaram oportunidades para as professoras desen-
volverem o seu conhecimento sobre a elaboragao de tarefas, as estratégias que
0s alunos podem sequir e formas de os apoiar. Desenvolveram também o seu
conhecimento sobre a condugdo da realizacao de tarefas exploratorias,
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nomeadamente a sele¢ao e sequenciacdo de respostas para a discussao cole-
tiva. Nas reflexdes pos-aula, ampliaram ainda o seu conhecimento sobre os
alunos e a sua aprendizagem, discutindo estratégias e dificuldades nao ante-
cipadas e procurando razdes para essas dificuldades.

Palavras-chave: Tarefa exploratoria, conhecimento diddtico, estudo de aula,
ensino secunddrio.

Abstract: From a lesson study based on an exploratory approach, we analyze
the development of secondary school mathematics teachers’ knowledge on task
design and anticipating students’ strategies and difficulties, in the lesson
planning and reflection on students’ work. The research is qualitative/
interpretative. Data were collected by participant observation (with researcher’s
journal and audio/video recordings), document collection, and interview. The
results suggest that in the planning sessions, discussions about the wording
and ordering of questions in the task, influenced by anticipation of students’
solving strategies and difficulties, created opportunities for teachers to develop
their knowledge about task design, the strategies students might follow and
ways to support them. The teachers developed their knowledge of how to teach
exploratory tasks, namely the selection and sequencing of students’ answers
for the whole-class discussion. In the post-lesson reflections, they expanded
their knowledge about students and their learning by discussing strategies and
unanticipated difficulties and seeking for reasons for those difficulties.

Keywords: Exploratory task; didactic knowledge; lesson study; secondary school.

1. INTRODUCAO

Contrastando com outros processos de desenvolvimento profissional centrados
no trabalho do professor, o foco do estudo de aula esta nas aprendizagens dos
alunos. Um estudo de aula envolve trabalho colaborativo de um grupo de pro-
fessores no planeamento, observacao e reflexao sobre uma aula, a aula de
investigacao. O planeamento detalhado dessa aula é uma parte importante do
estudo de aula e inclui a escolha das tarefas a propor aos alunos (Doig et al,
2011; Fujii, 2018, 2019), centrais na aprendizagem da Matematica. O professor
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tem um papel fundamental na selecao das tarefas, mas essa selecao e a con-
ducao da sua realizacao colocam-lhe diversos desafios (Barber, 2018; Chapman,
2013), nomeadamente, a identificacao de tarefas que os alunos possam resolver
usando diferentes representacoes e diferentes estratégias, que permitam cone-
xoes entre diferentes conceitos e procedimentos (Barber, 2018; Ponte et al, 2019)
e que sejam pontos de partida adequados para a introdugao de novos conceitos e
procedimentos (Ponte, 2005).

A elaboracao da tarefa ¢ influenciada pela antecipacao de estratégias de
resolucao e de dificuldades dos alunos, outro aspeto que integra o planeamen-
to da aula (Fujii, 2015, 2019). Por um lado, antecipar as possiveis estratégias e
dificuldades dos alunos ajuda o professor a selecionar as questoes a colocar na
tarefa e a pensar na forma de as redigir. Por outro lado, ajuda-o a pensar em
formas de apoiar os alunos durante a aula, sem diminuir o grau de desafio da
tarefa. No entanto, varios estudos referem que antecipar de uma forma aprofun-
dada as representagoes e estratégias que os alunos podem usar para resolver
uma tarefa reveste-se de assinalavel complexidade para os professores (e.g,
Groves et al, 2016; Lee y Takahashi, 2011).

O conhecimento sobre a elaborac¢ao de tarefas e a capacidade de antecipar
possiveis estratégias e dificuldades dos alunos integram o conhecimento dida-
tico do professor (Ponte, 2012) e podem ser desenvolvidos com a sua participa-
¢ao em estudos de aula (e.g, Barber, 2018; Cajkler et al, 2015; Ni Shuilleabhain
y Seery, 2017; Ponte et al, 2018; Quaresma y Ponte, 2017; Verhoef et al, 2015).
No entanto, a nivel internacional a maioria dos trabalhos envolvendo professo-
res em servico, refere-se a estudos de aula com professores do ensino basico. O
ensino da Matematica a nivel secundario (15-18 anos) ¢ perspetivado de modo
bem distinto em termos curriculares, pois alunos tém ja outro desenvolvimento
matematico e outros interesses (Speer et al, 2015) e a pratica dos professores
assume contornos proprios (Verhoef et al, 2014). Por isso, ¢ importante verificar
até que ponto o conhecimento dos professores deste nivel de ensino sobre estas
questdes pode ser desenvolvido através de estudos de aula. Assim, esta investi-
gagao tem por objetivo analisar o desenvolvimento do conhecimento sobre
elaboracao de tarefas e a antecipagao de estratégias e dificuldades dos alunos,
nas sessoes de planeamento e de reflexao sobre o trabalho dos alunos na aula,
por parte de professoras do ensino secundario, enquanto participantes num
estudo de aula inspirado numa abordagem exploratoria do ensino da Matematica.
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2. 0 ESTUDO DE AULA

Num estudo de aula, um grupo de professores identifica um problema de apren-
dizagem dos alunos, trabalha colaborativamente para planear detalhadamente
uma aula de investigacao que possa ajudar a ultrapassar esse problema e
reflete sobre as aprendizagens dos alunos nessa aula. Este trabalho, centrado
no aluno, diferencia o estudo de aula de outros processos de desenvolvimento
profissional que se centram no trabalho do professor (Cajkler et al, 2015).

Uma parte das sessoes de planeamento ¢ dedicada a elaboracao da tarefa
a propor aos alunos durante a aula de investigacao. Os professores antecipam
estratégias e dificuldades dos alunos, tendo em conta a forma como eles podem
responder e as representacdes que podem usar, e pensam em formas de os
ajudar a ultrapassar essas dificuldades. Esse trabalho influencia o planeamento
da aula e a forma como os professores redigem as questoes da tarefa e permi-
te-lhes ver a Matematica através dos olhos dos alunos (Fujii, 2018).

A aula é lecionada por um dos professores, enquanto os outros observam, focan-
do-se no trabalho dos alunos. Essa observagao, em tempo real, € outra caracteristica
que distingue o estudo de aula de outros processos formativos e proporciona ao
professor uma oportunidade de desenvolvimento do conhecimento profissional
(Murata, 2011). A discussao entre os participantes, depois da aula, baseada nas
observagdes do trabalho dos alunos, permite-lhes partilhar e refletir sobre esse
trabalho, procurando fazer inferéncias sobre as aprendizagens dos alunos.

Num estudo de aula, a tarefa proposta assume um lugar central durante a
aula de investigacdo, quando os professores observam o trabalho dos alunos e
0 comparam com o0 que planearam, e depois da aula quando discutem o tra-
balho e as aprendizagens dos alunos a partir das suas observagoes (Fujii, 2015).
Varias investigagoes sobre estudos de aula mencionam alteragdes no plano de
aula ou no enunciado da tarefa, resultantes da observacao do trabalho dos
alunos e da discussao pés-aula. Por exemplo, Adler e Alshwaikh (2019) referem
que os professores alteraram uma tarefa usada numa aula de investigacao e
que tinha sido inicialmente proposta pelos formadores, tendo em conta as res-
postas dos seus alunos. Na sequnda versao da tarefa, tiveram o cuidado de nao
introduzir uma grande diversidade de questdes, para nao se afastarem do obje-
tivo da aula. Noutro trabalho, Verhoef et al. (2015) referem que, depois de obser-
varem e refletirem sobre as aulas, os professores reformularam as tarefas
selecionadas, tendo em conta o objetivo da aula e as aprendizagens que 0s
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alunos deveriam realizar, promovendo trabalho colaborativo entre alunos e
incluindo breves discussoes coletivas no inicio das aulas.

3. TAREFAS E PLANIFICACAO

Uma tarefa ¢ um ponto de partida e o objeto para a atividade do aluno num
determinado contexto (Christiansen y Walther, 1986), sendo a escolha das tare-
fas uma parte importante do planeamento da aula de investigacao (Doig et al,
2011; Fujii, 2018). Se a tarefa for bem escolhida, potencia a discussao de ideias
matematicas importantes (Fujii, 2018) e a aprendizagem dos alunos (Brodie,
2010; Christiansen y Walther, 1986).

3.1. TAREFAS DE NATUREZA EXPLORATORIA

Tanto a atividade do aluno como o papel do professor durante a aula estao re-
lacionados com a abordagem curricular subjacente, o que influencia a selegao
e elaboracdo da tarefa e todo o trabalho dos professores, desde o planeamento
a reflexao pés-aula. A semelhanca de outros estudos de aula ja realizados em
Portugal com professores em servico (e.g, Quaresma y Ponte, 2017), no estudo de
aula a que se refere este artigo, as professoras procuraram seguir uma aborda-
gem de ensino-aprendizagem exploratoria (Ponte, 2005). Nessa abordagem sao
valorizados os momentos de reflexdo e discussao com toda a turma, com base
no trabalho desenvolvido pelos alunos, “‘como momentos de exceléncia para a
sistematizacdo de conceitos, a formalizacdo e o estabelecimento de conexdes
matematicas’ (Ponte, 2005, p. 16).

Sobre as tarefas que sao propostas aos alunos, Ponte (2005) refere que elas
podem ser analisadas por duas dimensdes: a estrutura (aberta ou fechada) e o
grau de desafio (reduzido ou elevado). No ensino exploratério, predomina o tra-
balho dos alunos em tarefas de exploracao, que o autor define como tarefas
relativamente abertas e acessiveis, para as quais o aluno ndao tem uma soluc¢ao
imediata e em que pode comecar a trabalhar a partir do seu conhecimento
prévio. O aluno pode resolver essas tarefas usando diversas representagdoes
matematicas e sequindo varias estratégias (Ponte et al, 2018), que depois tem
oportunidade de apresentar e discutir com os seus colegas.

Varias investigacoes (Ponte et al, 2015; Quaresma y Ponte, 2017) referem
que quando os professores propdoem tarefas de cunho exploratorio, os alunos
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conseguem ser autbnomos na sua resolugao e envolvem-se mais No processo
de aprendizagem, resultando em aprendizagens mais significativas. Além disso,
estas investigacoes fazem referéncia ao estudo de aula como uma oportunidade
para os professores planearem e realizarem aulas exploratorias, permitindo-lhes
repensar as suas praticas, o seu papel e o papel do aluno em sala de aula.

3.2. TRABALHO DO PROFESSOR NA ELABORACAO DE TAREFAS

O professor tem um papel fundamental na selecao das tarefas (Barber, 2018;
Chapman, 2013) e deve planear cuidadosamente o modo como vai conduzir a
aula e o trabalho dos alunos, pois a aprendizagem ¢ condicionada pela forma
como as tarefas sao interpretadas e realizadas na aula (Chapman, 2013). O
complexo trabalho dos professores na elaboragao e planeamento das tarefas
que vao propor aos alunos vai muito além do que ¢é visivel em sala de aula,
como se da parte submersa de um iceberg se tratasse. Uma parte desse trabalho
¢ a elaboracao do enunciado da tarefa, que pode ser criado pelos professores
ou adaptado de manuais escolares ou de outros materiais curriculares. Além de
propor tarefas para promover a aprendizagem dos alunos sobre um determina-
do conteudo (Ponte y Quaresma, 2016), os professores podem apresentar tarefas
para os levar a aplicar conhecimentos que ja adquiriram, ou para verificar se
dominam ou nao certos conhecimentos (Ponte et al, 2015).

As tarefas selecionadas pelos professores devem poder ser resolvidas recorrendo
a diversas representacdes matematicas e sequindo diversas estratégias (Doig et al,
2011; Fujii, 2019; Stein et al, 2008), e devem permitir estabelecer conexdes entre
diferentes conceitos e procedimentos (Barber, 2018). Varios autores referem que ¢
fundamental que as tarefas sejam desafiantes (e.g, Quaresma y Ponte, 2016; Stein
et al, 2008; Stein y Smith, 2009), sendo muito importante que o grau de desafio
seja adequado aos alunos a quem a tarefa se destina. Por isso, quando elaboram
as tarefas, os professores precisam de atender aos conhecimentos prévios dos
alunos (Fujii, 2016, 2018; Stein y Smith, 2009), pois a mesma questao pode ser um
simples exercicio, se eles dispdem de um processo imediato para a resolver, e, para
outros, pode ser um dificil problema, o que pode desmotiva-los e desinteressa-los
(Brodie, 2010; Jaworski y Potari, 2009).

Antes de propor as tarefas aos alunos, o professor precisa de as resolver. [sso
permite-lhe perceber se as tarefas que selecionou sdao motivadoras e matema-
ticamente desafiantes e se se ajustam as caracteristicas dos seus alunos (Fujii,
2016, 2018; Jaworski y Potari, 2009; Stein y Smith, 2009) e permite-lhe pensar em
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estratégias que os alunos podem sequir e em erros e dificuldades que podem
emergir (Fujii, 2019).

Para potenciar discussoes que vao ao encontro dos objetivos da aula, alguns
autores referem discussdes entre os professores participantes em estudos de
aula sobre a escolha dos numeros que aparecem na tarefa (e.g, Doig et al, 2011;
Fujii, 2016), sobre a redacao do enunciado das questdes e as condicdes que sao
escolhidas (Adler y Alshwaikh, 2019) e sobre a selecdo e sequenciacao de
exemplos e questdes, com crescente grau de dificuldade (Lim et al, 2016).

3.3 ANTECIPACAO DE ESTRATEGIAS E DIFICULDADES

Para além da formulagao das tarefas, a forma como elas sao apresentadas pelo
professor e 0 modo como ele conduz a sua realizacdo influenciam o trabalho e
as aprendizagens dos alunos (Stein y Smith, 2009). Assim, selecionada a tarefa,
a planificacao da aula é determinante para as aprendizagens que os alunos
podem fazer durante essa aula (Fujii, 2018; Lee y Takahashi, 2011), embora o
professor nao consiga prever tudo o que pode vir a acontecer. Varios autores
referem diversos aspetos a incluir num plano de aula, entre 0s quais as tarefas a
propor, a antecipagao das estratégias e dificuldades dos alunos e as questoes e
comentarios a usar para lhes responder (e.qg, Groves et al, 2016; Jesus et al, 2020).
Além de desenvolver a capacidade de ver a Matematica através dos olhos
dos alunos (Fujii, 2018), antecipar estratégias e dificuldades dos alunos ajuda o
professor a clarificar o valor matematico da tarefa, a identificar resolucdoes que
vao ao encontro dos objetivos da aula e a sequencia-las para o momento de
discussdao com toda a turma (Doig et al, 2011; Groves et al, 2016; Vale et al,
2019). Isso pode levar o professor a alterar o enunciado da tarefa, se necessario,
adequando-o ao trabalho que pretende realizar com os alunos (Fujii, 2018, 2019),
e ajuda-o a assegurar-se que os objetivos da aula sao atingidos (Jesus et al, 2020;
Fujii, 2019). Além disso, antecipar possiveis erros dos alunos ajuda o professor a
analisar se devem ser explorados, de acordo com os objetivos da aula (Alshwaikh
y Adler, 2017), consciente de que podem surgir uma diversidade de estratégias e
que algumas delas podem nao ser adequadas a realizagao da tarefa.
Antecipadas possiveis dificuldades dos alunos, quando planifica os momentos
de trabalho auténomo, o professor precisa de pensar em formas de os ajudar a
ultrapassa-las (lesus et al, 2020; Fujii, 2019; Vale et al, 2019). O professor deve
pensar nas questoes ou comentarios que pode fazer para apoiar os alunos durante
a resolucao da tarefa, seja para ajudar os que tém mais dificuldades ou para levar
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0s que completaram a tarefa original a fazer generalizac¢des ou demonstracoes das
suas respostas (Vale et al, 2019). Nas suas interacdes com os alunos, o professor
deve leva-los a questionar os seus argumentos e a procurar estratégias alternativas
de resolucao e deve ter o cuidado de nao lhes indicar a estratégia a seguir ou 0s
procedimentos a realizar, para nao reduzir a complexidade da tarefa (Brodie, 2010;
Stein y Smith, 2009). Além disso, para manter um alto nivel de exigéncia cognitiva
de uma tarefa, nas suas intervencoes, o professor deve incentivar “justificagoes,
explicacdes e significados através de questdes, comentarios e feedback’ (Stein
y Smith, 2009, p. 27). Sobre essas intervencdes, no seu trabalho, Barber (2018)
refere que antes de participar no estudo de aula, quando os alunos nao davam
as respostas que a professora esperava, ela explicava-lhes a resposta. No entanto,
ao longo do estudo de aula, a professora reconheceu a importancia de questionar
os alunos e focou-se em perguntas que podia fazer para os ajudar a explicar e
a justificar as suas respostas.

Embora seja uma parte importante da elaboragao de tarefas num estudo de
aula (Fujii, 2015), varios autores dao conta dos desafios que se colocam aos
professores quando tentam antecipar estratégias e dificuldades dos alunos, pon-
do-se no papel destes. Por exemplo, no seu trabalho, Groves et al. (2016) referem
a dificuldade que os professores tiveram na antecipagao de respostas dos alunos
e a necessidade que sentiram de propor tarefas parecidas, ou até a mesma
tarefa que usariam na aula de investigacdo, a outras turmas. As reflexdes que
fizeram sobre esse trabalho ajudaram os professores a antecipar as respostas
dos alunos e a preparar as suas intervencoes durante a aula de investigacao
para ajudar os alunos a explicar o modo com pensaram. Também Ni Shuillea-
bhain e Seery (2017) relatam que, depois de observarem as aulas e refletirem
sobre elas, os professores foram ganhando confianga para anteciparem as difi-
culdades dos alunos e para incluirem no plano de aula questdes e comentarios
que os ajudassem a ultrapassar essas dificuldades e a explicar o seu raciocinio.

4. METODOLOGIA DE INVESTIGACAO

Esta investigacdo segue uma abordagem qualitativa e interpretativa (Bogdan y
Biklen, 1994), partindo do trabalho de trés professoras num estudo de aula, que
decorreu na sua escola, com o objetivo de analisar o desenvolvimento do seu
conhecimento sobre tarefas e sobre antecipagao de estratégias e dificuldades dos
alunos. As participantes, Sofia, Branca e Luz (pseudénimos), todas com mais de
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25 anos de servico, disponibilizaram-se para participar no estudo de aula, no ano
letivo de 2019/2020, quando lecionavam a disciplina de Matematica A a turmas
do 11.2 ano de escolaridade (alunos com 16/17 anos). As professoras reuniam-se
com frequéncia para discutir e planear o trabalho com os seus alunos, e parti-
lhavam semanalmente o espaco da sua sala com um colega, realizando uma
pratica de coadjuvacgao na disciplina de Matematica. A primeira autora do artigo,
também professora na mesma escola, assumiu o papel de formadora e conduziu
0 estudo de aula, assumindo igualmente o papel de participante. A formadora e
as professoras ja tinham trabalhado juntas em outros momentos, incluindo outros
processos formativos.

A recolha de dados foi feita por observacao participante, com elaboracao de
um diario de bordo, recolha documental, gravacao dudio das sessoes (Sx), gra-
vacao video das aulas de investigacao e entrevista semiestruturada em grupo
focal, no fim do estudo de aula. A analise de dados teve em conta o quadro
tedrico e foi feita com apoio do software NVivo, procurando identificar evidéncias
de aprendizagens das professoras sobre a elaboracao das tarefas e a antecipa-
¢ao das estratégias e dificuldades dos alunos. Neste artigo € analisado o traba-
Iho nas sessoes de planeamento de uma tarefa (realizado em quatro sessoes),
a discussao pos-aula e a entrevista em grupo focal. Para a analise do desenvol-
vimento do conhecimento das professoras foi considerado o quadro proposto
por Ponte (2012), nomeadamente o conhecimento da pratica letiva e o conhe-
cimento dos alunos e da sua aprendizagem.

5. 0 ESTUDO DE AULA COM PROFESSORAS DO ENSINO SECUNDARIO

O estudo de aula decorreu entre novembro de 2019 e fevereiro de 2020 e teve
19 sessoes, com duracao variavel entre 20 e 125 minutos. No inicio do estudo
de aula, as professoras decidiram planear uma aula de investigagao, com dois
tempos de 45 minutos, no dominio “Funcoes reais de variavel real’, transversal
ao curriculo do ensino secundario, baseando-se na sua experiéncia e nas difi-
culdades que os seus alunos costumam ter. A tabela 1 apresenta um resumo
das sessoes do estudo de aula.
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Tabela 1. Resumo das Sessoes do Estudo de Aula

Sessao (S) Resumo

1 Selecé% do topico: “estudo do sinal de fung¢oes racionais dadas por expressoes da
X
forma QJ(;%, onde P e Q sao polinomios’
2a5  Planeamento da aula de investigacao (Al1)
 identificar os conhecimentos que seria de esperar os alunos terem
e partilhar o modo como abordaram alguns conceitos nas suas aulas e planear
tarefas para propor aos alunos antes da aula de investigacdo (introducdo da nogao
de assintota ao grafico de uma funcao, por exemplo)
* elaborar tarefas para propor aos alunos antes da aula de investigacao (uma sobre a
fungao raiz quadrada e outra sobre a determinagao dos zeros de uma fungao racional)
» analisar um artigo sobre estratégias e erros de alunos na resolucao de equagoes e
inequacoes (Tsamir y Almog, 2001)
» elaborar a tarefa para a aula de investigacao
» antecipar representacoes que os alunos poderiam usar, estratégias que poderiam
seguir e dificuldades que poderiam emergir
* pensar em formas de apoiar os alunos durante o trabalho auténomo
* planear a aula, incluindo a introdugao da tarefa, o trabalho auténomo dos alunos e
a discussao coletiva
6 Aula de investigacao (Al1.1)
7 Reflexao pds-aula (AI1R1)
» analisar o trabalho dos alunos, as representacoes e as estratégias que usaram,
comparando-os com o que planearam
 discutir sobre a necessidade, ou nao, de alterar o enunciado da tarefa ou o plano de aula
8 Aula de investigacao (Al1.2)
9 Reflexdo pds-aula (AI1R2) - idéntica a Al1R1
10a 12 Planeamento de uma nova aula de investigacao (Al2) sobre o topico “aplicar a nogao
de derivada ao estudo de fungdes’ - idéntica a All, com discussdes sobre o planea-
mento da unidade curricular como, por exemplo, 0 modo como uma das professoras
introduziu, nas suas aulas, o conceito de derivada de uma fungao num ponto.
13 Aula de investigagao (Al2.1)
14 Reflexao pos-aula (AI2R1) — idéntica a AILIR1
15 Aula de investigagao (Al2.2)
16 Reflexdo pds-aula (AI2R2) - idéntica a Al1R1
17 Aula de investigagao (Al2.3)
18 Reflexao pos-aula (AI2R3) — idéntica a AILIR1
19 Balanco do trabalho no estudo de aula.

Entrevista em grupo focal
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No planeamento das aulas, uma parte significativa das sessoes foi dedi-
cada a elaboracao de tarefas em que os alunos pudessem trabalhar com
alguma autonomia, explicando as suas ideias e justificando os seus racioci-
nios, assim como a antecipagao de possiveis erros e dificuldades dos alunos,
pensando em perguntas que os poderiam ajudar a avancar no seu trabalho.
Entre as sessoes, particularmente durante o planeamento da segunda aula de
investigacao, as professoras trocaram e-mails onde registaram varias observa-
¢oes sobre o enunciado da tarefa que foram discutidas nas sessoes seguintes.

Seguindo a abordagem exploratéria, as aulas foram estruturadas em trés
fases (Ponte, 2005; Stein et al, 2008): (i) apresentacao da tarefa, pelo professor,
certificando-se que os alunos a compreendem; (ii) trabalho auténomo dos alu-
nos, em pares ou em pequenos grupos, acompanhado pelo professor que vai
respondendo as questdes dos alunos, com o cuidado de nao uniformizar estra-
tégias de resolugao nem dar respostas que reduzam o nivel de exigéncia da
tarefa; e (iii) discussao coletiva de resolucdes dos alunos previamente selecio-
nadas pelo professor, valorizando a apresentacao, justificacao, argumentacao e
negociacao de significados, com uma sintese e sistematizacao das aprendiza-
gens matematicas realizadas.

6. RESULTADOS

Os resultados deste estudo sao apresentados em quatro pontos. Na andlise dos
trés primeiros pontos damos atencao ao trabalho das professoras durante as
sessoes de planeamento de uma tarefa e na reflexao pos-aula, referindo discus-
soes sobre o enunciado da tarefa elaborada, erros e dificuldades antecipadas,
assim como discussoes sobre o trabalho dos alunos na aula de investigacao e
resolucoes nao antecipadas durante o planeamento. Por fim, apresentamos as
perspetivas das professoras sobre o trabalho no estudo de aula.

6.1 ELABORACAO DA TAREFA - INEQUACOES COM FUNCOES RACIONAIS

A tarefa foi pensada para introduzir o tépico “estudo do sinal de funcoes racio-
nais dadas por expressoes da forma Z{% onde P e Q sao polinomios’, e foi
dividida em duas partes. As professoras pensaram comecar pela resolu¢ao da
condicao ’;z_‘z“ > 0. No entanto, se os alunos simplificassem a fragao, isso pode-

ria afasta-los dos objetivos da aula. Decidiram entdao propor a resolu¢ao de uma
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inequacao em que o numerador e o denominador fossem polinémios de grau
1 (figura 1). Quanto a redacao da questao, as professoras pensaram pedir aos
alunos para apresentarem a representacao grafica a par da representacao algé-
brica para potenciar o confronto das duas, como tinham feito numa outra tare-
fa. Depois de alguma discussao, decidiram nao orientar o trabalho dos alunos,
e explorar diferentes respostas durante a discussdo coletiva, como referiu Bran-
ca: ‘E € interessante o confronto.. até se uns fizerem analiticamente e outros
graficamente, tentar perceber porque ¢ que nao sao coincidentes.. ou sao..” (S5).

.~ X+3
Resolve, em R, a condigdo oy >0
Figura 1. Enunciado da Primeira Questao da Tarefa
Depois de ser discutida a primeira parte da tarefa, era dada aos alunos uma

segunda parte (Figura 2). Os alunos j& deveriam saber resolver as duas primei-
ras condi¢oes e poderiam usa-las para responder a questao seguinte.

1. Determina, em IR, o conjunto-solugdo de cada uma das seguintes condigdes:

11. x—3>0 1.2. x2—4>0
¥2_4 3x—-x2
13.—>0 14. Gz =0

Figura 2. Enunciado da Segunda Parte da Tarefa

As professoras sequenciaram as questoes para que o0s alunos comegassem por
um caso mais simples, o quociente de dois polinémios de grau 1, aumentando
gradualmente o grau de dificuldade, como podemos ver nesta conversa entre elas:

Branca:  Eu acho que era mais interessante comegar por esta i—j > 0.

Sofia: (.) ¥2=%_  ja é um exemplo mais elaborado. Aqui [ i—tz > 0] sdo duas de primeiro

grau*s3o mais simples de resolver, ndo €2 Acho que aquele ja podem ser um passo
seguinte.

Branca: Este ¢ um primeiro passo para ver exatamente qual o método que eles...
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Sofia: Se estiver x — 3 > 0, e se tiverem (..) x* — 4 > 0 () E entdo ja tem que entrar o
sinal de um e o sinal do outro... E isso ja remete para uma coisa do género do que
fizeram na anterior, com a variante de ter uma quadratica. (..) Depois (.) a 1.4, que
no fundo ¢ duas parabolas. Aqui € duas de primeiro grau, depois era ...

Branca: Uma de primeiro e uma de segundo (..)
Luz: Ai duas de segundo.

Sofia: () E portanto, ja trabalhdmos uma série de situagoes. (S4)

Decidiram incluir uma outra questao, idéntica a 1.3, que tinha dois casos particu-
Iares como refezre Sofia: “aquelas situacoes em que é tudo positivo, por exemplo
£+ 9, ou ;‘— < 0, para eles perceberem que também tém que pensar um
bocadlnho e nao se por logo a resolver Depois é também ter a perce¢ao de que
x? + 4 ¢é sempre positivo, e —x% — 4 é sempre negativo” (S3). Deste modo, as
professoras elaboraram esta tarefa para que os alunos compreendessem 0s pro-
cedimentos envolvidos na resolucao de inequagdes fracionarias, nao apenas para
as aquelas condic¢oes em particular, mas para os aplicarem a outras condigoes.

As discussoes sobre a elaboracao da tarefa, potenciaram uma analise por
parte das professoras da redacdo do enunciado das questoes, para suscitar
respostas com diferentes representacoes, e das condi¢des que colocariam no
enunciado da tarefa, permitindo trabalhar diversas situagoes, sem se afastarem
dos objetivos da aula. Além disso, discutiram como iriam sequenciar as questoes,
tendo em atencgao as dificuldades que os alunos poderiam ter. Esse trabalho
aponta, assim, para o desenvolvimento do conhecimento das professoras sobre
os alunos e a forma como aprendem e sobre a pratica letiva.

6.2 ANTECIPACAO DE ESTRATEGIAS E DIFICULDADES

Enquanto elaboravam a tarefa, as professoras foram antecipando estratégias e
dificuldades dos alunos, usando a sua experiéncia e apoiando-se num artigo
(Tsamiry Almog, 2001) que apontava possiveis respostas em questdes analogas
as que colocaram nesta tarefa (figura 1 e figura 2).

As professoras esperavam que 0s alunos resolvessem esta tarefa algébrica
ou graficamente e a discussao sobre estratégias que eles poderiam sequir foi
uma oportunidade para discutir a selecao e sequenciagao das respostas a explo-
rar durante a discussao coletiva:
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Sofia: Temos que... organizar os momentos de discussdo, os momentos de.. meter a pitada
quando for necessario.. a ideia que também esta ai subjacente [Guerreiro et al,
2016].. a ideia de ver varios tipos de resolugdes, e depois leva-los ao quadro por grau
de complexidade ou de completude, digamos assim, nao €? Do mais completo para
0 mais incompleto. Podemos também fazer assim. Ver como é que eles conseguem
apresentar..

()

Paula:  Até pode ser que haja alguma resolucao que tenha alguma incorrecao e que valha
a pena explorar..

Branca: Isso é que ¢ interessante. Isso € que poderd ser interessante. Uma resolugao algébri-
ca que esteja errada, explorar aquele erro.. exatamente. E depois passar entdo ao
grafico, nao €? E depois por entdo a algébrica correta. (S3)

Depois de mais alguma discussao, as professoras decidiram comecar a discussao
coletiva da primeira parte da tarefa pela representacao grafica, sequida de repre-
sentagoes algébricas incompletas (considerar apenas o numerador e o denomi-
nador positivos, por exemplo) ou com erros (considerar apenas o numerador
positivo ou usar incorretamente conectores logicos) e de uma representagao
algébrica correta. Por fim, seria apresentada uma resolu¢ao com recurso a uma
tabela, onde os alunos podiam estudar o sinal do numerador e do denominador
da fracao e, a partir dai, concluir sobre o sinal do quociente, tal como ja tinham
feito, no 10.2 ano, para determinar o sinal de func¢oes polinomiais de grau supe-
rior a dois. Caso os alunos ndo usassem alguma destas representagoes, grafica,
algébrica, ou recorrendo a uma tabela, as professoras desafiariam os alunos
mais rapidos a resolver a tarefa usando outras representagoes. Para a discussao
das questdes 1.3 e 1.4 da segunda parte da tarefa, as professoras pensaram
comegar novamente pela representacao grafica, sequida de uma resolu¢ao com
recurso a uma tabela.

A discussao sobre possiveis representacoes e estratégias de resolugao dos
alunos levou as professoras a alterar o enunciado da tarefa (ndo incluir uma
fragao racional que pudesse ser simplificada). Levou-as também a refletir sobre
as representacoes e as estratégias que poderiam selecionar para a discussao
com toda a turma e como poderiam sequencia-las. Além da representacao
grafica, valorizaram a utilizacdo de uma tabela onde os alunos pudessem estu-
dar o sinal do numerador e do denominador da fracao e, a partir dai, concluirem
sobre o sinal do quociente, por ser uma estratégia que se pode usar no estudo
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do sinal de fungdes racionais ou em outras situagoes, para determinar sinais do
quociente ou do produto.

As professoras anteciparam varios erros e dificuldades dos alunos. Entre eles,
na primeira parte da tarefa, anteciparam que, na representagao algébrica, os
alunos poderiam considerar apenas que o numerador e o denominador teriam
de ser ambos positivos. Para os ajudar a chegar a resposta correta, Sofia sugeriu:
‘Aqui podemos dizer: (..) vejam 14, se substituirem o x por —4, fica %. E, ou nao,
solucao?' (S4). Outra possibilidade seria os alunos confrontarem a representacao
algébrica com a gréfica: “indo por ai, [o aluno] percebe: «Espera al. Isto nao podia
ser. Faltam-me aqui solugoes»” (Sofia, S4). “Exatamente. Falta aqui qualquer
coisa’, continuou Branca. Para os alunos que usassem uma tabela para resolver
a condicao, e tivessem dificuldade em fazé-lo, as professoras registaram no
plano de aula um comentario que remetia para o trabalho com funcgoes polino-
miais que ja tinham feito no 10.2 ano, e escreveram uma questao que poderia
ajudar os alunos: como podemos organizar a informa¢ao quando queremos
determinar o sinal de uma funcao polinomial de grau 3 como, por exemplo,
h(x) = (x* — 4)(x — 3)?

Apoiando-se no seu conhecimento sobre os alunos e no conhecimento de
praticas anteriores, ampliado pela analise do artigo de Tsamir e Almog (2001),
as professoras anteciparam posssiveis erros e dificuldades dos alunos, as repre-
sentagdes que poderiam surgir e as estratégias que eles poderiam seguir. Com
base nessas discussoes, repensaram o enunciado da tarefa e aprofundaram o
seu conhecimento sobre a conducao da realizagao de tarefas exploratorias,
pensando em formas de ajudar os alunos, incentivando-os a explicarem as suas
resolucoes e a confrontarem varias representacdes. Esse trabalho trouxe-lhes
também um novo olhar para a selegao e sequenciacao de respostas para o
momento de discussao coletiva, incluindo resolucdes incompletas ou com erros,
e foi uma oportunidade para as professoras ampliarem o seu conhecimento dos
alunos e da pratica letiva.

6.3 REFLEXOES POS-AULA

A reflexao comecgou por uma comparacgao entre o trabalho dos alunos e o que
tinha sido antecipado. Sobre o confronto entre a representagao grafica e algé-
brica, as resolug¢des foram ao encontro do que as professoras anteciparam. Em
ambas as aulas de investigacao, varios alunos perceberam que a sua resolugao
algébrica nao estava correta quando a confrontaram com a representacdao
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grafica. Isto foi referido por Sofia: *houve um aluno que disse assim: «<Entao, mas
agora, a solugao que obtivemos ndo corresponde ao grafico»” (AI1R2). Além
disso, varios alunos tiveram dificuldade em escrever o conjunto-solucao da
condicao a partir da representacdo grafica: “desenharam a hipérbole, sem aten-
der ao zero. E depois ndo conseguiam tirar o conjunto-solucao” (Sofia, AI1R2).
As professoras discutiram essa questao e refletiram sobre a causa que poderia
estar por detras dessa dificuldade:

Branca: Tinha as assintotas, tinha o zero, tinha o outro ponto do y, mas depois aquilo, para o
desenho.. estava dificil. (risos)

Sofia: Quando nos estamos a estudar a fung¢ao racional, a partir das assintotas, fazes a
divisao e identificas.. fazes um esboco. Ndo estds com muita preocupacdo com 0s
zeros. A ideia é um esboco, mesmo. Esta é uma situacao diferente. Antes nao tinha-
mos essa.. era um esbogo junto das assintotas. Isto € uma novidade, porque surge
como necessidade..

O facto de alguns dos alunos nao conseguirem ver os dois ramos de hipérbole,
na representacao grafica de f(x) = ’;2_‘; na calculadora grafica, por nao ajus-
tarem a janela de visualizacao, levou-0s a questionar as suas resolucoes, saben-
do que nao poderiam obter diferentes conjuntos-solucao. As professoras

valorizaram esse trabalho dos alunos:

Branca: Eu acho que aquela questao que surgiu, que ¢ muito interessante.. aquela de eles
nao verem a outra parte da fungao (..) era na 1.3. (..) Um aluno disse: ‘Isto nao bate
certo com o conjunto-solugao, porque isto chega aqui e depois ¢ sempre negativo.’
E eu: "Ai sim? Entdo e a assintota, onde é que estd?

Sofia: (.) Na janela standard [[-10,10]x[-10,10]] eles nao viam. (..). Eles resolveram analitica-
mente. Fizeram o quadro. Mas depois foram a calculadora. Foram confirmar. E so
lhes aparecia o primeiro ramo. [Aluno] “O professora, mas isto ndo bate certo com o
conjunto-solugao.”

As professoras identificaram outras resolugdes, com erros, que foram ao encon-
tro do que anteciparam, como a apresentada na figura 3.
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Figura 3. Resposta de um Grupo de Alunos a Questao 1.2

Como referiu Branca, ‘o problema ¢ que depois nao sabem o que ¢ isto
[x > +2]" (S3). Embora esta questao ja tivesse sido trabalhada, tanto no 10.°
como no 11.2 ano, as professoras acharam que esta poderia ser uma oportuni-
dade para explorar este erro, muito frequente, e discutiram sobre qual pode ser
a sua causa:

Branca: E verdade que eles vao ter o 2 e 0 —2, mas tém que explorar graficamente qual é o
intervalo que interessa. Isto € importante porque a gente faz sempre a exploragao da
parabola. Mas.. explorar o erro deles, a ver se interiorizavam.

Luz: Eles tém interiorizada a equacao. (..) A equacao é mais ou menos e, pronto, acabou.

Sofia: 0 que eles fazem ¢ estender a resolugao da equacao para as inequagoes. (S3)

Nesta discussao, as professoras refletiram sobre as razoes que podem levar o0s
alunos a cometer este erro e referiram que pode estar relacionado com a ana-
logia que eles estabelecem entre a resolucao da equacdo x> —4 =0 ¢ a da
inequacdo associada.

Estas reflexdes sobre as razoes que podem estar por detrds de erros dos
alunos, assim como sobre o confronto de diferentes representacgoes, criaram
oportunidades para o desenvolvimento do conhecimento das professoras sobre
os alunos e a sua aprendizagem e do conhecimento sobre a pratica letiva.

As professoras refletiram também sobre as dificuldades dos alunos que
tentaram fazer a resolugao algébrica com conectores l6gicos, nas questoes 1.3
e 1.4 na primeira aula (Al1.1). Depois de determinarem os zeros dos polindmios
do numerador e denominador, muitos alunos tiveram dificuldade em determinar
0 conjunto-solucao da condigao:

Sofia: O que aconteceu na aula foi que os alunos, quando foram resolver a condi¢ao ’%‘,
muitos deles foram pelo processo algébrico. (..) Depois perderam-se um bocadinho
al, porque também ¢é mais dificil, porque tém que intersetar uma unido com...
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Branca:

Sofia:

Branca:

A maioria fez até por al. E so6 se perdeu, mesmo os que fizeram bem, que nao se
perderam nessa, so se perderam na 1.4, que ja tinha mais condicoes. Al € que aban-
donaram (..)

() Era melhor quando fosse a discussao da tarefa 1, dizer que aquele procedimento
era mais pratico e era o que famos privilegiar, para depois eles nas questoes seguin-
tes nao se perderem.

Exatamente. Que foi o que aconteceu depois na 14. Exatamente (..) Escreveram a
condicao e depois comecaram a olhar para aquilo.. ¢ melhor fazer o quadro. (..) mas
acho que até ndao é mau, porque eles proprios perceberam a importancia do quadro.

Nas aulas que lecionaram a outras turmas depois desta reflexao, as professoras
deram maior énfase a utilizagao da tabela na discussao coletiva da primeira
parte da tarefa, enriquecendo o leque de estratégias que os alunos podem usar
neste tipo de tarefa.

Depois da segunda aula (Al1.1), as professoras discutiram a forma como um
aluno explicou a sua resolucao a turma e como outra aluna apresentou uma
outra estratégia (baseada na representacao grafica) para identificar os sinais do
numerador e denominador da fragao:

Sofia:

Luz

Sofia:

Paula:

Sofia:
Branca:

Luz:

Sofia:

130

Mas eu acho que o Guilherme explica bem! Eu acho que eles perceberam bem.
Quando foi ao quadro (.)

Mas ele disse ali uma coisa que era importante: porque € que foram calcular os
zeros. Ele primeiro nao disse, mas depois aquilo saiu assim.. e eu acho que isso €
que fez uma grande luz!

Fez fez.

Porque foi no grupo tinha havido a discussao.. onde a Joana disse: ‘Mas, eu ainda
ndo percebi porque é que sao zeros'.

E ele lembrou-se! Deixa 1a explicar, porque, ja que surgiu esse problema no grupo..
Explicou para os outros.

Ele até disse que era para ver.. ele até fez os gestos! Onde ¢ que a funcao estava..
acima ou abaixo.

E depois como deu énfase.. ah! Aqui é nao definida porque qualquer numero a di-
vidir por zero.. depois andou 14 a fazer “positivo com negativo’.. andou a explicar ali
com todo o detalhe..
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Luz: Aquela mitda (..) foi fazer os desenhos das retas com os declives, e eu acho que isso
também consolidou o que ele ja tinha dito.

Sofia: Exato, exato. Ele fez por substituicao. No fundo, estava a tentar explicar os mais e o0s
menos por substituicdo. E depois ela foi 14 fazer o bonequinho na reta para dar outra
perspetiva de.. dos mais e dos menos. E eu acho que ¢ isso! (AITR2)

Tal como tinham planeado, as professoras selecionaram uma resolugao com
recurso a uma tabela para o momento de discussao coletiva, onde incentivaram
0s alunos a explicar e a justificar as suas resolugdes. As professoras valorizaram
a clareza dessa explicacao e confrontaram diferentes estratégias, baseadas nas
representacoes algébrica e grafica, para responder a questao. Este trabalho per-
mitiu-lhes aprofundar o seu conhecimento dos alunos e da forma como pensam,
do modo como comunicam e das diferentes estratégias que podem seguir.

As professoras também refletiram sobre aspetos do trabalho dos alunos que
as surpreenderam. Por um lado, contrariamente ao que esperavam, na represen-
tacao algébrica muitos alunos escreveram que o numerador € o denominador
teriam de ser ambos positivos ou ambos negativos, usando corretamente conec-
tores logicos: “Muitos disseram logo «ou 0s dois positivos, ou 0s dois negativos.
E outra coisa: a muitos grupos, nem sequer faltou os paréntesis” (Sofia, AILR2).
Por outro lado, os alunos apresentaram resolu¢oes que nao estavam previstas.
Numa delas, os alunos resolveram a primeira tarefa por tentativas, e a resoluc¢ao
foi selecionada pela professora para iniciar o momento de discussdo coletiva.
As professoras mostraram-se surpreendidas com a resolugao e com o modo
como os alunos escolheram valores que faziam variar o sinal do numerador e
do denominador da fracao:

A ideia de ir por tentativas, mas nao sao tentativas quaisquer! Como é que ele disse?
[na discussao coletiva, o aluno disse “o alcance da expressao’] x = 2 era impossivel..
e depois 0 x = 3 (..) um numero superior a 2 e [outro numero, —4] inferior a —3.
(..) por tentativas, tendo o primeiro membro da inequacao (Sofia, AI1R2).

Na mesma tarefa, um grupo de alunos apresentou outra resolu¢ao ndo prevista
e que as professoras acharam surpreendente (figura 4).
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Figura 4. Resolucdo de um Grupo de Alunos Usando Vdrias Estratégias

Os alunos comegaram por escrever a condi¢cao com conectores ldgicos, tentaram
escrever o sinal do quociente a partir da analise das representacoes graficas do
numerador e do denominador da fracao e concluiram a resolucdao com uma
tabela que resumia a informacao, permitindo-lhes escrever o conjunto-solugao
da condicao.

Sofia: Ela, para ver o sinal, ndo resolveu de forma algébrica, mas comecou a pensar que
tinha de ser os dois positivos ou 0s dois negativos, e para ajudar na resolucao disso,
representou asretasy=x+3 ey =x— 2.

Paula:  (..) Comecaram a escrever (x+3>0ex—2>0)ou(x+3<0ex—2<0)ou
tém que ser os dois positivos ou negativos.. () chegaram aqui e pensaram.."como ¢é
que nds sabemos os sinais?” (..) depois, o problema era: “‘como é que eu passo esta
condigdo dox +3>0ex —2>0..como ¢ que eu aqui, a partir do grafico, vejo.."
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Branca:  Partiram para o grafico.. para perceber (..) Olha, estd interessante!
Sofia: Como ¢ que se organiza a informacao?

Paula:  (..) Comecaram a fazer uma tabela () puseram o x + 3, puseram o x — 2, e ficou
s6 assim. Depois tinham menos infinito, inham menos trés, tinham logo a seguir o
dois sem ter aqui nada, e depois tinham ali o mais infinito. () Estavam a por os si-
nais.. para tentar ver se isto as ajudava a resolver..

Luz: Analiticamente nao viram bem. “Ah, deixa ca fazer o grafico para se ver melhor..”

Branca: (.) Elas foram pensando nas varias hipoteses e misturaram tudo.. (AI1R2)

Assim, além de analisarem os erros e dificuldades dos alunos, as professoras
refletiram também sobre respostas que as surpreenderam, o que lhes trouxe
novo conhecimento sobre as estratégias que os alunos podem sequir. Refletiram
também sobre as explicacoes e as justificagdes dos alunos, mostrando-se mais
uma vez surpreendidas, tanto pela escolha dos niimeros na resolugao por ten-
tativas, como pelas estratégias seguidas por outro grupo, o que lhes permitiu
aprofundar o seu conhecimento sobre os alunos e a sua aprendizagem e o
conhecimento da pratica letiva.

Estas reflexdes proporcionaram o desenvolvimento do conhecimento das
professoras, em especial na analise das respostas que anteciparam e nas res-
postas que as surpreenderam, aprofundando o seu conhecimento sobre a forma
como os alunos comunicam as suas estratégias, e sobre o modo como o con-
fronto de varias representacoes e estratégias pode promover a aprendizagem
dos alunos. Perceberam também a vantagem que existe em antecipar diversas
estratégias de resolucao no momento de planificacao da aula, tendo em vista a
valorizacao da discussao coletiva.

6.4 PERSPETIVAS DAS PROFESSORAS SOBRE O TRABALHO DESENVOLVIDO NO ESTUDO
DE AULA

Esta secdo apresenta reflexdes das professoras, na entrevista em grupo focal,
sobre o planeamento e a conducao de tarefas exploratorias no ensino secun-
dario, incluindo a sua perspetiva sobre aspetos que diferenciam o estudo de
aula de outros processos de formacao.

Como constrangimento para o trabalho com tarefas exploratorias, as profes-
soras apontam a gestao da planificacdo ao longo do ano letivo, considerando
que € necessario muito tempo para a planificacao e realizacao de tarefas de
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cariz exploratério em sala de aula. Todavia, valorizam a sua utilizagdao como
potenciadoras da aprendizagem dos alunos:

Branca:

Luz:

Sofia:

Imagina que nos em vez de perdermos uma hora perdiamos um quarto de hora,
chegavamos ali, explicavamos num instantinho.. OK esta dado, passamos a frente.
Ganhamos tempo no nosso entender, nao €? Mas, se calhar para eles..

Sim, é diferente.

Ficou de uma forma mais enraizada, mais consolidada..

Refletindo sobre o trabalho dos alunos em tarefas de exploragao, as professoras
referem que desse trabalho resultam apendizagens mais significativas, reconhe-
cendo a importancia de sequir uma abordagem menos centrada no professor e
que dé aos alunos um papel mais ativo na sua aprendizagem:

Sofia:

Luz:

Eu acho que [o trabalho que fizemos no estudo de aulal ajuda a.. a organizar as
aulas no sentido de dar um papel mais ativo ao aluno. Esta questao da exploracao,
da introdugao do tema, por uma tarefa de exploragao.. d& maior destaque o papel
do aluno, nao ¢é? Nao estas a dizer o aluno como é que as coisas se fazem, é o
aluno que cria, se envolve num meio, num ambiente, proprio onde as coisas da
naturalmente surgem. (..) muitas vezes quando somos nés a dizer, eles vém aquilo,
mas aquilo ndo lhes diz muito, ndo ¢? Aqui ja trabalharam, ja tiveram as maos na
massa, nao €... e leva muito mais tempo a mexer naquilo, e depois quando as coisas
surgem tém mais significado. E acho que a aprendizagem fica mais consolidada (..)
compreendida de uma forma mais profunda.

E a permitir-lhes também decidir qual ¢ a maneira mais.. mais.. clara de mostrar
uma mensagem... () Obriga-os também a isso, a fazer a sua sintese, eles a fazer a
sua sintese.

Embora reconhecam a importancia dar voz aos alunos para explicarem as suas
resolucgoes, as professoras apontam a heterogeneidade da turma como um
desafio para identificar o momento apropriado para iniciar a discussao coletiva:

134

Sofia:

Estavamos no ponto de se fazer a discussao. S6 que ha uns que ainda nao tiveram
tempo de pensar, ha outros que ja acabaram e j& querem continuar a tarefa e ja
estao noutra.. quando chegas a discussao das primeiras, ja os outros (..) iam mais
era para a discussao do que vem a seguir.
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Sobre a antecipagdo de estratégias e dificuldades dos alunos, as professoras
referem que lhes permitir pensar em formas de os apoiar enquanto trabalham

na tarefa:

Sofia:

Luz:

Sofia:

E a situacdo também de prever algumas dificuldades também permite antecipar
perguntas...

Até a maneira como fazemos uma pergunta, exatamente... jd...

Que devemos direcionar aos alunos de forma a nao.. a ideia de nao matar a tarefa,
nao é, nao matar o mais interessante que € serem eles a chegar 14, mas permitir que
eles repensem... uma outra perspetiva para desbloquear... eles as vezes estao blo-
queados e precisamos de fazer ali um desblogueio.

As professoras valorizam a observacao do trabalho dos alunos durante a aula,
por lhes permitir comparar o que foi planeado com o que aconteceu na aula e
considerar possiveis alteragdoes no enunciado, se necessario:

Sofia:

E observar o comportamento dos alunos, e introduzir mudancas nos materiais, tem
uma mais-valia muito grande, claro. Porque tu percebes logo quais sao os constran-
gimentos daquela tarefa. Uma coisa € a pessoa... quando idealiza... estd ali a pensar...
mas ha questoes que nao tem presentes. S6 depois da pratica ¢ que percebe essas
limitagdes, nao é? E tu poderes logo introduzir na tarefa essas alteragoes, traz muito
mais-valias no aperfeicoamento da tarefa, nao ¢? Para depois (..) se quiseres voltar
a aplicar, entao ja.. ja estard mais adaptada aos alunos.

A "adaptacao” da tarefa a que se refere Sofia nao diz respeito apenas a alteracoes
no enunciado, mas também a forma de conduzir a sua realizacao. Referindo-se
a conducao de uma tarefa de cariz exploratorio depois do estudo de aula, as
professoras falam sobre a importancia de planear a introducao da tarefa, tendo
em conta os alunos a quem se destina, a forma como estes se envolvem e como
reagem ao que lhes é proposto:

Luz:

Eu agora vou experimentar esta [tarefa para trabalhar as transformagées do gréfico
de fungoes quadraticas], que nds fizemos no ano passado, nesta turma 10.2 ano. (..)
Palpita-me que vai ser diferente (..) Porque tém mais dificuldades.. Até o simples
facto de trabalhar em grupo (..) Isto as vezes também é uma condicionante para que
as coisas corram bem.
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Paula: ~ Mas tu propria, que ja tens a experiéncia, se fosses planear a aula de raiz (..) Tam-
bém ja seria diferente?

Luz: Ja pensava nisso... ¢ completamente diferente...

Sofia: A propria introducdo da tarefa, pode ser mais pormenorizada, por exemplo. Se eles
tém mais dificuldade em comunicar, podes fazer ali uma prepara¢ao mais detalha-
da... antes de comecar, ndo ¢? (...) Para eles se sentirem mais a-vontade e a trabalhar
de forma autonoma.

Assim, a participacao no estudo de aula levou as professoras a reconhecer que
antecipar estratégias e dificuldades dos alunos ajuda o professor a conduzir a
realizacao da tarefa, o que influencia o trabalho e as aprendizagens dos alunos,
apontando para um aprofundamento do conhecimento dos alunos e da sua
aprendizagem e da pratica letiva.

Contrastando com outras acoes de formacao que frequentaram, onde ela-
boraram tarefas, mas nao as planearam com tando detalhe, nem observaram
aulas ou refletiram sobre elas, as professoras destacaram a natureza pratica no
estudo de aula, reconhecendo-o como uma oportunidade para elaborarem e
planearem tarefas de natureza exploratoria e para as proporem aos seus alunos.
Para além disso, valorizaram a observacdo das aulas e a reflexdao sobre o tra-
balho dos alunos, o que nao fizeram em outras formagoes:

Sofia: [0 estudo de aula] pde-nos um trabalho pratico com construgao de materiais que
depois tém uma aplicagao direta nas aulas, numa relagdo muito préxima com a
pratica do aluno e com a pratica letiva...

Deste modo, o trabalho das professoras no estudo de aula, desde o planeamen-
to a reflexao pos-aula, sequindo uma abordagem exploratoria, trouxe-lhes um
olhar diferente sobre a elaboracao e a conducao das tarefas, sobre as dificulda-
des dos alunos e sobre as estratégias que podem seguir. Em particular, as
professoras valorizam a proximidade entre o trabalho no estudo de aula e a sua
pratica letiva, na sua escola, com os seus alunos, com momentos de partilha e
reflexdo entre os professores participantes.
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7. CONCLUSAO

O trabalho do professor no planeamento e conducao de tarefas exploratorias
envolve varios desafios. Neste artigo referimos o desenvolvimento do conheci-
mento de um grupo de professoras sobre a elabora¢ao de tarefas e a ante-
cipagao de estratégias e dificuldades dos alunos num estudo de aula,
durante o planeamento da aula de investigagao e durante a reflexao que fizeram
depois de observar as aulas que lecionaram.

Para elaborarem a tarefa, para além do seu conhecimento da pratica anterior,
as professoras usaram o conhecimento desenvolvido nas sessoes realizadas,
onde se inclui a elaboragao de tarefas de natureza exploratoria. Focaram-se nas
aprendizagens que os alunos deveriam fazer, sem se afastarem do objetivo da
aula, tendo em conta as estratégias e dificuldades que anteciparam. As profes-
soras deram particular atencao a redacao das questoes e a ordem pela qual
estas apareceriam no enunciado da tarefa, sequenciando-as com grau de difi-
culdade crescente, como ¢é referido em Lim et al. (2016). Como preparagao para
a discussao coletiva, as professoras discutiram o modo como poderiam sequen-
ciar as representacoes e as estratégias dos alunos, para os incentivar a explica-
rem e justificarem as suas respostas e para promoverem o confronto de
diferentes estratégias de resolucao. As estratégias e dificuldades que antecipa-
ram levaram as professoras a repensar e, em alguns casos, a reformular a
redacdo das questoes e ajudaram-nas a pensar em formas de apoiar os alunos,
sem diminuir o grau de dificuldade da tarefa, tal como aponta Fuijii (2018). Estas
discussoes tiveram grande relevancia para o desenvolvimento do conhecimen-
to das professoras sobre as estratégias que os alunos podem seguir e sobre a
conducao da realizagao de tarefas de cariz exploratorio.

As reflexdes pos-aula proporcionaram a comparacao entre o trabalho que
as professoras planearam e o que os alunos fizeram em sala de aula. Alguns
alunos usaram representacgoes e estratégias que as professoras tinham anteci-
pado, mas outros usaram estratégias ndo antecipadas e que as surpreenderam.
As professoras discutiram também dificuldades que os alunos manifestaram e
procuraram razoes para essas dificuldades. Puderam assim desenvolver o seu
conhecimento dos alunos e do seu processo de aprendizagem. Além disso,
introduziram alteracdes na conducao da tarefa e fizeram uma apreciacao global
a seu respeito, desenvolvendo o seu conhecimento sobre tarefas.

As professoras tiveram também oportunidade de discutir o papel do aluno e
do professor em sala de aula. Embora refiram que o tempo necessario ao
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trabalho com tarefas exploratorias pode condicionar a sua utilizacao em aula
(o que também ¢ referido por Barber, 2018), reconhecem que vale a pena dar
ao aluno um papel mais ativo na sua aprendizagem, pois dai podem resultar
aprendizagens mais significativas. Na entrevista em grupo focal, as professoras
discutiram como poderiam conduzir a realizagao de tarefas exploratérias noutras
aulas, tendo em conta as caracteristicas dos alunos, o que vai ao encontro do
referido por Ni Shuilleabhain e Seery (2017) e sugere o desenvolvimento do seu
conhecimento da pratica letiva (Ponte, 2012).

Deste modo, o trabalho colaborativo na fase de planeamento do estudo de
aula permitiu que as professoras do ensino secundario dedicassem bastante
tempo a discutir aspetos centrais da abordagem exploratoria, levando-as a con-
siderar as potencialidades desta abordagem curricular para este nivel de ensino.
Esta valorizacao das potencialidades da abordagem exploratéria foi refor¢ada
nas suas reflexdes sobre as aulas realizadas. No entanto, apesar de reconhece-
rem a importancia de ouvir mais os alunos, as professoras referiram que foi
dificil identificar o momento apropriado para terminar o momento de trabalho
auténomo e iniciar a discussao com toda a turma. Isto tende a levar a realizacao
de discussoes pouco aprofundadas ou mesmo a sua auséncia. Na verdade, a
conducao de discussoes coletivas ¢ um dos desafios dos professores em aulas
exploratorias (Guerreiro et al, 2016; Jesus et al, 2020). Deste modo, o modo de
conducao destas discussoes é uma questao a que deve ser dada mais atencao
em futuros trabalhos de investigacao relativos a estudos de aula.
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La ensenanza de la adicion con numeros
naturales en la escuela primaria multi-grado

Teaching natural number sums in multi-grade primary school

Lorena Trejo Guerrero?

Resumen: El presente trabajo muestra los resultados de una investigacion ter-
minada en relacion a la comprension del Sistema Métrico Decimal en la escue-
la primaria. Diseiamos, implementamos y analizamos una situacion didactica
mediante juegos en el patio. Consiste en sumar unidades y decenas. Para inter-
pretar nuestros resultados analizamos los registros en los cuadernos de los nifos
y los usos de los numeros, asi como las conversaciones entre los estudiantes, al
realizar las actividades del juego en equipos integrados por alumnos de prime-
ro, segundo y tercer grados, de una escuela primaria publica multi-grado. Lo que
nos permitio identificar las condiciones de los nifos del medio rural, su nivel de
aprendizaje y la reflexion critica de la practica docente en el area de matematicas
en escuelas donde los profesores trabajan con dos o mas grados a la vez.

Palabras clave: multigrado, ensefanza, aprendizaje cooperativo, nimero.
Abstract: The present work shows the results of a completed investigation in

relation to the understanding of the Decimal Metric System in primary school.
We design, implement and analyze a didactic situation through games in the
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yard. They consist of adding units and tens. To interpret our results, we analyzed
the records in the children’s notebooks and the uses of numbers, as well as the
conversations between students, when carrying out the game activities in teams
made up of firs, second and third grade students from a multi-grade public
primary school. This allowed us to identify the conditions of rural children, their
level of learning and critical reflection of teaching practice in the area of
mathematics in schools where teachers work with two or more grades at the
same time.

Keywords: multigrade, teaching, cooperative learning, number.

INTRODUCCION

El conocimiento se construye en el aula gracias a un proceso de interaccion entre
los alumnos, el profesor y el contenido matematico. Es necesario analizar no solo
la actividad constructiva de los estudiantes (ideas previas sobre el contenido, pre-
disposicion para el aprendizaje, etc) sino también a los mecanismos de influencia
o de ayuda pedagogica, rol que desempena el profesor, asi como la naturaleza
del contenido a ensenar, diferenciar si lo que se ensefna es un concepto o un
procedimiento para llegar a comprender un concepto (Porlan, 1998).

Una funcién de la escuela primaria es ofrecer al alumno la oportunidad de
desarrollar habilidades y construir conocimientos para resolver problemas de diver-
sa indole que favorezca su desarrollo integral.

Los planes y programas (SEP, 2017) proponen llevar a las aulas una mate-
matica que permita a los alumnos construir los conocimientos a través de
actividades que susciten su interés y los hagan involucrarse y mantener la
atencion hasta encontrar la solucion de un problema. Por lo anterior, cabe des-
tacar que al término de la educacion primaria, los alumnos conoceran reglas,
algoritmos, formulas y definiciones que son necesarios para alcanzar soluciones
a diferentes problemas de matematicas que se les pudieran presentar, tanto en
la escuela como fuera de ella.

Para que el alumno construya sus conocimientos matematicos es necesario
que el maestro elija y disene problemas con los que el nino desarrolle nociones y
procedimientos a través de las interrogantes que ellos se planteen. Nuestro estudio
considera los conocimientos escolares y extraescolares que poseen los alumnos,
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los procesos que siguen para construir nuevos conocimientos y; las dificultades
que enfrentan en su aprendizaje, como punto de partida para resolver problemasy
para avanzar hacia el conocimiento formal. Asi mismo, se pretende que el alumno
desarrolle la habilidad para expresar ideas, la capacidad de razonar, de crear, de
imaginary convivir en el trabajo colaborativo a través de juegos, en donde mientras
unos adquieren nuevos conocimientos, otros reafirman los mismos.

Los numeros naturales se ensenan desde el primer grado de primaria, con
el fin de proporcionar experiencias donde los significados que adquieren en
diversos contextos y las diferentes relaciones que pueden establecerse entre
ellos, permitan comprender las caracteristicas del Sistema Métrico Decimal. Por
lo tanto, los ninos desde el primer grado deben resolver problemas aritméticos
de estructura aditiva desde su ingreso a la escuela primaria al interactuar con
sus companeros de los otros grados durante las actividades propias de las
escuelas multigrado.

Debido a que nuestra investigacion va dirigida a los tres primeros grados de
educacion primaria, nos parecen importantes los planteamientos del National
Research Council (2001), donde proponen que la investigacién en matematica
educativa con respecto a la ensenanza de las matematicas en preescolar y los
primeros grados de primaria, desarrolle de cinco competencias clave para que
los ninos puedan formular problemas matematicos, representarlos y resolverlos:

1. Aritmética del prescolar: que el nino tenga disponibles materiales concretos
para manipularlos libremente o bien el uso de sus dedos.

2. Solucionar problemas verbales: mostrar a los nifos pinturas con diversos
elementos, por ejemplo, pueden ser aves, animales o frutas colocadas en
referencia a algun arbol en el caso de los pajaros o de una cesta en rela-
cion a las frutas y preguntarle al nino, cudntas frutas estan dentro de la
cesta y cuantas fuera?

3. Razonamiento adaptativo: es la capacidad de razonar logicamente acerca
de las relaciones entre conceptos construyendo analogias.

4. Disposicion productiva: una buena actitud que lo motive a aprender, el juego
suele ser un buen recurso para crear buenas actitudes de aprendizaje en
colectivo.

5. Evitar problemas con numerales muy grandes: los ninos pequenos no pue-
den resolver problemas cuyos recursos no tengan a la mano (material con-
creto) o en sus manos (dedos).
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Desde los planteamientos anteriores, es necesario que el docente cuente con
conocimientos disciplinares en torno a los niimeros naturales, las reglas del
sistema de numeracion decimal; y, como resolver las operaciones aritméticas
basicas con dichos numeros. Debe contar con habilidades comunicativas para
ayudar a los estudiantes a desarrollar una comprension profunda de conceptos
matematicos y socializar los métodos de solucion entre ellos.

También, el profesor debe contar con habilidades didacticas, que le permitan
atender las necesidades reales de aprendizaje de sus alumnos, escuchary res-
ponder al conocimiento matematico que ellos comparten, asi como conocer
cudles son las dificultades que enfrentarian durante las actividades.

La labor docente en aulas de primero, sequndo y tercer grados en escuelas
multi-grado, consiste en atender al mismo tiempo a ninos que cursan la educa-
cion primaria, lo que demanda al docente organizary planificar el trabajo didac-
tico, de tal manera, que pueda articular y relacionar los contenidos de las
asignaturas y hacerlas accesibles para el aprendizaje de sus alumnos, proceso
también complejo. Se debe procurar en todo momento, atender adecuadamen-
te a todos los ninos con los diversos ritmos de aprendizaje de cada uno.

Generalmente para su desempeno docente tiene a la mano materiales como:
libros de texto gratuito, libros para el maestro y ficheros de actividades didacticas,
los cuales han sido elaborados para trabajar cada grado, es decir, no estan
pensados para el trabajo con dos o tres grados a la vez. Nuestro trabajo tiene
como proposito ofrecer a los profesores de escuelas multigrado bi-docentes, una
alternativa de ensenanza desde nuevas perspectivas, basadas en la investigacion
en el ambito de la Matematica Educativa.

Si consideramos que el nifio construye su conocimiento matematico en
interaccion con el medio ambiente, sus companeros, su profesor y el contenido
matematico; el medio mas utilizado de comunicacion es el lenguaje natural,
entendiéndose este como el lenguaje coloquial, con el cual los profesores pre-
sentan de manera accesible el contenido matematico a los alumnos, debido a
que si los alumnos no logran comprender un contenido cabalmente, crean
concepciones erroneas.

Reconocemos que una de las fuentes de comunicacion entre el profesory
sus alumnos es de manera oral en la vida cotidiana escolar, debido a que los
ninos de primer grado estan en el proceso de aprendizaje del lenguaje escrito;
por lo tanto, consideramos al lenguaje como una de las herramientas mas
importantes de los profesores. Pero, es preciso para un buen funcionamiento del
intercambio de significados adecuados, un lenguaje que se aproxime
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paulatinamente al uso de palabras que se requieren en cada espacio de inte-
raccion social o en el desarrollo de disciplinas cientificas, en cuyo caso se trata
del lenguaje técnico de cada una de ellas, especificamente aqui, se trataria del
lenguaje propio de la matematica.

PROBLEMA DE INVESTIGACION

En el presente trabajo nos propusimos abordar como el alumno, apoyandose en
el uso del lenguaje cotidiano, adquiere la nocion de nimero natural, a la par que
interactia con sus companeros y con su maestra durante juegos en el patio. Asi
mismo, al identificar qué realizaron los nifos de los tres grados al jugar con sus
companeros, cdmo el nino de primer grado al interactuar con sus companeros de
segundo y tercer grados construye paulatinamente su conocimiento y, a su vez,
como los ninos de segundo v tercer grados al verificar los procedimientos de sus
companeros de primer grado, reafirman sus conocimientos.

A partir del diseno e implementacion del juego de patio, se analizaron las es-
trategias de solucion, los dialogos entre los ninos al realizarse los juegos, asi como
las intervenciones de la maestra. El contenido seleccionado fue sumar cantidades
pequenas (de unay dos cifras) con numeros naturales, para propiciar el transito
hacia la comprension del sistema decimal de numeracion en la escuela primaria.

Nuestras preguntas de investigacion quedan planteadas de la siguiente
manera: 1) {Qué beneficios se obtienen de los juegos de patio, para favorecer
la comprension de la adicion de numeros naturales? Con respecto a los alumnos:
2) {Como mediante la interaccién que se propicia en el juego, los nifios com-
prenden las caracteristicas del Sistema Decimal de Numeraciéon?

MARCO TEORICO

En el marco tedrico presentamos los elementos que nos permitieron interpretar las
practicas escolares en nuestra investigacion, enfocandonos en las caracteristicas de
los problemas de estructura aditiva con nimeros naturales en la escuela primaria, el
uso del algoritmo convencional y las funciones del Sistema de Numeracion Decimal.
Partimos de revalorar la importancia del juego como estrategia didactica para la
ensenanza de la matematica escolar, con interés en el intercambio de significados
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durante las conversaciones entre los nifos y sus companeros y con la maestra.
Finalmente, presentamos las caracteristicas de la escuela multi-grado.

Mayer (1986) nos lleva a cuestionarnos ¢Qué sucede cuando el alumno
recibe una informacion numérica y debe utilizar reglas de las matematicas
para deducir una respuesta numérica? ks una forma de razonamiento deduc-
tivo. Para lo cual es necesario indagar en lo que debe saber una persona al
presentar una respuesta numeérica, el autor menciona que es importante consi-
derar lo siguiente:

Conocimiento esquemadtico: tipo de problema.

Conocimiento operativo: cdmo llevar a cabo la secuencia de operaciones.
Conocimiento estratégico: técnicas para saber como utilizar los diversos
tipos de conocimientos.

Un algoritmo es un procedimiento exacto para llevar a cabo una tarea, desde
los planteamientos de Mayer (1986). Su uso sugiere una tendencia evolutiva en
la cual los mas pequenos utilizan modelos simples pero ineficaces, a diferencia
de los mas grandes, que utilizan modelos mas complejos pero eficaces. En esta
propuesta didactica trabajamos con suma de cantidades pequenas donde el
uso de algoritmos convencionales de la aritmética elemental y su representacion
son puntos de analisis con informacion interesante.

PROBLEMAS DE ESTRUCTURA ADITIVA

Desde lo que plantea Vergnaud (1991) entiéndase por problemas de estructura
aditiva “el conjunto de situaciones cuyo tratamiento implica una o varias adicio-
nes o sustracciones’, su esquema basico es de la forma a + b = ¢ Utilizamos
esta estructura al sumar cantidades pequenas para obtener un total (de puntos
obtenidos por cada equipo al final del juego).

Vergnaud (1991) menciona que la ensefanza de la nocion de numero en la
escuela primaria es la mas importante de las matematicas, desde la serie numérica
como conteo, la correspondencia biunivoca y la equivalencia entre conjuntos, el
numero como medida, la suma de nimeros, hasta los niveles mas abstractos; para
lo cual hay que tener cuidado de no ensenarlo de manera arbitraria, sino otorgando
‘sentido” dentro de un desarrollo sistematico. La resolucion de problemas trae a
colacién diversas formas de representacion mental, al ocuparse de tareas como
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son: seleccion, organizacion de informaciones, decisiones en los procedimientos
de calculo que se pudiesen utilizar para resolverlo (Polya, 1965).

Uno de los problemas mas importantes de la didactica, visto en el campo de la
educacion matematica, es el de conocer el orden en el cual las nociones pueden
ser adquiridas por el nifo, teniendo en cuenta que el orden de complejidad, no
puede ser mas que un orden parcial, que dard lugar eventualmente al aprendizaje
simultaneo de nociones relativamente independientes (Vergnaud, 1991).

BASE NUMERICA DECIMAL

Una base numérica es el nimero de unidades de cierto orden necesarias para
formar una unidad de orden inmediatamente superior (Garciadiego, 2014. p. 354).

En la escuela primaria, se pretende desde el primer grado a iniciar a los ninos
que ingresan a comprender paulatinamente las caracteristicas de los nimeros
y sus operaciones basicas. Se utiliza el Sistema de Numeracion Decimal, en el
cual se requiere ese mismo numero de digitos para poder expresar todos los
numeros que deseemos, sin importar lo grande que podria ser algiin ndmero.
En este caso vamos a usar los digitos 1, 2, 3, 4,5,6,7, 8, 9, 0. A partir del nime-
ro 10, cualquier numero, por grande que sea, se puede expresar como la com-
binacion de cualquiera de estos digitos (Garciadiego y Carpio, 2014). La base
10 combina la sencillez de aumentar o reducir unidades con el numero ideal
de digitos para expresar las cantidades, ni son muchos, ni son pocos.

LA IMPORTANCIA DEL LENGUAIE

Consideramos que el lenguaje es una herramienta que ayuda a facilitar la ad-
quisicion de competencias lingtisticas, es el instrumento simbolico mediante el
cual cada uno organiza su entorno; es comunicacion y por medio de este el ser
humano organiza su pensamiento; tiene un desarrollo diferente cuando es oral
0 cuando es escrito; presenta una dimension sociocultural, exhibiendo también
un trascendente canal de comunicacion pedagdgica (Bourdieu y Passeron, 1970).

Por lo anterior, si la escuela tiene la funcion de que los ninos comprendan
diversos textos, instrucciones y todo tipo de indicaciones dentro del espacio
escolar, los profesores generalmente recurren a las intervenciones orales, estas
proveen las condiciones deseables para que a través de situaciones
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comunicativas los ninos, en interaccion con sus pares, y companeros de otros
grados, como es el caso de la escuela multi-grado, desarrollen y pongan en
practica sus conocimientos previos, o reproduzcan canones establecidos, o eje-
cuten indicaciones al jugar con sus companeros.

Para el analisis del lenguaje, cuando los alumnos interactian oralmente
entre si durante las actividades escolares, Cazden (1991), menciona que, en la
conversacion entre iguales los nifnos, a diferencia de las conversaciones con el
maestro, solo con sus companeros pueden aportar elementos intelectuales, dan
directrices o las cumplen, hacen preguntas o contestan las que les planteen sus
companeros. Es por lo tanto, necesario el andlisis del intercambio linguistico
entre los ninos, durante los juegos.

Retomamos el analisis conversacional del discurso de Thompson (1993) para
nuestra investigacion, cuyo principio metodologico clave de este analisis, es
estudiar ejemplos de interaccion linguistica en el ambito real en que ocurren; y,
poner una cuidadosa atencion a las maneras en que se organizan, donde los
participantes producen un orden por medio de la aplicacion rutinaria y recurren-
te de las reglas conversacionales.

Flanders (1970) pretende captar la influencia que genera el uso del lengua-
je verbal del profesor en el clima del aula y en el rendimiento del alumno. En
relacion con ello establece los siguientes estilos de ensenanza:

* Estilo directo: consistente en exponer las propias ideas, fundado en la
autoridad y competencia del profesor.

* Estilo indirecto: propio de los profesores que tienen en cuenta las ideas de
sus alumnos y promueven el didlogo.

EL JUEGO

Durante el juego se desarrollaron diferentes aprendizajes, por ejemplo, en torno
a la comunicacién con otros, los nifos aprenden a escuchar, comprender y
comunicarse con claridad. En relacion con la convivencia social, aprenden a
trabajar de forma colaborativa para consequir lo que se proponen y a regular
sus emociones; aprenden a explorar, cuidary conservar lo que valoran; al enfren-
tarse a problemas de diversa indole, reflexionan sobre cada problema vy eligen
un procedimiento para solucionarlo.
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Bruner (1982, p. 46) plantea con respecto a los juegos de la infancia y la
ninez, que son el elemento basico y el deleite de la inmadurez humana, ya que
todos ellos dependen, en alguna medida, del uso y del intercambio del lengua-
je. Hay juegos que estan constituidos por el lenguaje; y, solo pueden existir
donde el lenguaje esta presente. Con frecuencia ofrecen la primera ocasion para
el uso sistematico del lenguaje del nifo con el adulto.

ALGUNAS CARACTERISTICAS DE LA ESCUELA MULTI-GRADO

El trabajo docente en aulas multigrado segun investigaciones realizadas en las
clases de matematicas y en el estado de Hidalgo (Block, 2015; Trejo y Valdemoros,
2015) implica atender simultaneamente a ninos de diversos grados, lo que deman-
da al profesor organizar y planificar el trabajo de tal manera que pueda articular
y relacionar los contenidos de las diversas asignaturas y grados, ademas, trate de
evitar la fragmentacion de la ensefanza y atienda adecuadamente a todos los nifos
con diferentes maneras y ritmos de aprendizaje y trabajar el mismo tipo de calculo
como lo mencionan Broitman et al, (2015).

Entre las ventajas encontramos que son grupos poco numerosos lo cual
permite atender “casi” de manera personal a cada uno de los alumnos. Desven-
tajas: para organizar las clases los maestros de la escuela multi-grado requieren
emplear los mismos materiales elaborados para las escuelas por grado: libros
de texto gratuito, libros para el maestro y ficheros de actividades didacticas. Otra
desventaja importante es la falta de apoyo de algunos padres de familia para
reforzar el trabajo en casa.

REFLEXION DE LA PRACTICA PROPIA

Es conveniente desarrollar la habilidad de la observacion de la practica personal,
en la que Elliott (1993), se muestra a favor de un modelo alternativo, si consi-
deramos que el estilo de ensefanza se transforma; y, es importante reconocer
esos cambios al observar los resultados de los alumnos en la construccion de
su conocimiento durante su proceso de aprendizaje, que no es mas que un
reflejo de estrategias didacticas adecuadas. La investigacién accién permite
entonces reconocer las habilidades didacticas que propicien que los estudiantes
puedan comprender mejor los conceptos que se abordan en la escuela.
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Por lo anterior, la sistematizacién y la generacion de habitos reflexivos, son
necesarias para reconocer el efecto de las decisiones docentes en la ensefanza,
llevarlas a cabo sera con el fin de comprender criticamente las practicas de en-
senanza personales y realizar las modificaciones necesarias, a partir de acciones
que respondan a las necesidades del contexto (Bennet, 1979). Esto se debe realizar
con la idea de proponer nuevas formas de abordar las problematicas encontradas,
y convertirse en oportunidades para observar las limitaciones propias y construir
alternativas de accion, que guien y mejoren la practica docente, en beneficio de
los alumnos.

METODO

La investigacion se realizd en una escuela primaria multi-grado bi-docente
(cada maestra atiende tres grados) del sistema publico en el estado de Hidalgo,
en la zona escolar 105, Cuyamaloya, perteneciente al Sector 02, Tulancingo de
Bravo. La maestra tuvo a su cargo un grupo de diez alumnos, cuatro de primero,
cuatro de segundo y dos de tercer grado, sus edades oscilan entre los seis y
ocho anos. La maestra tiene una amplia experiencia en escuelas multi-grado,
veintidos anos de servicio.

El trabajo experimental de corte cualitativo, que consistio en implementar
juegos en el patio se organiz6 en ocho sesiones durante ocho semanas, una
sesion por semana. El juego del tiro al blanco fue el centro de atencion duran-
te todas las sesiones. En el trabajo de campo, revisamos cuidadosamente la
dindmica de interaccion linguistica durante los juegos. Para validar los signifi-
cados que surgen en el patio, durante la clase de matematicas, utilizamos como
criterio basico los significados de las acciones desde el punto de vista de la
maestra y sus alumnos.

Uno de los instrumentos metodologicos de gran utilidad fue la observacion
participante (Taylor y Bogdan, 1999), debido a que nos sentimos involucradas
en todo momento, es decir, participamos en la observacién y reflexion de la
practica propia, nuestros registros en el diario del profesor, nos permitieron
recopilar y organizar los datos durante el trabajo de campo; para la posterior
construccion de categorias para el analisis sistematico.

EDUCACION MATEMATICA, VOL. 35, NUM. 1, ABRIL DE 2023 151



Lorena Trejo Guerrero

LA PROPUESTA DIDACTICA, SUMAR EL TOTAL DE PUNTOS OBTENIDOS

Los planes y programas (SEP, 2017) proponen definir la intencion didactica al
momento de planear la clase, de ahi que, la claridad de objetivos e intenciones
resulta fundamental para ajustar las actividades si se quiere lograr un nivel de
comprension.

Las orientaciones didacticas proporcionan una vision mas amplia del con-
tenido que se pretende estudiar, por ejemplo, la importancia de este como parte
de la matematica basica, sus vinculos con otros contenidos, el nivel de profun-
didad que se pretende alcanzar, algunos problemas en los que el contenido
tiene aplicacion y, en algunos casos, se mencionan recursos adicionales que se
pueden utilizar para el estudio.

Esta propuesta pretende proporcionar una mayor atencion a los alumnos,
profundizar en el tema, favorecer la colaboracion, la ayuda mutua y la tutoria
—los ninos de mayor grado apoyan a los de menor grado—, estimular la puesta
en comun de los conocimientos adquiridos y atender el nivel de los alumnos al
disenar actividades apropiadas que incluyan a los tres grados.

CRITERIOS PARA LA SELECCION Y USO DE RECURSOS O MATERIALES
EDUCATIVOS

Cuando se trabaja con un tema comun es importante considerar lo siguiente:
las funciones del profesor tienen que ver con planificar de manera flexible para
permitir adaptaciones a las necesidades de los alumnos. Deben tomar en cuen-
ta los conocimientos de los alumnos al inicio de las actividades. Establecer tareas
adecuadas susceptibles de realizarse con la ayuda pertinente, y fijar objetivos
comprensibles con el propoésito de que las actividades tengan un sentido claro
para los alumnos (Pozo, 1999).

Es necesaria la reflexion acerca de la didactica de las matematicas en la
labor de todo el que ensea, asi como reconocer el efecto de las decisiones do-
centes en la ensefanza seguin sus convicciones (ya sean matematicas o didac-
ticas). La profesora propone a la clase actividades que considera adecuadas, la
interpretacion y realizacion de las mismas depende de las habilidades de cada
alumno, desde sus concepciones individuales hasta concepciones cada vez mas
elaboradas y vastas, hacia modelos correctos de los conceptos esperados y de-
seados por la actividad didactica como lo plantea (D'’Amore, 2005, p. 155).
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Por lo anterior, es necesario revalorar el trabajo colaborativo entre estudian-
tes de los tres grados debido a que, permite a los alumnos mas habiles ayudar
a los que estan en el proceso a la adquisicion de un conocimiento nuevo.

Si bien los maestros se enfrentan no solo a comprender un contenido curricular;
en el caso de las matematicas en la escuela primaria, sino ademas los obliga a
crear sus propios medios de transferencia de ese contenido, con la finalidad de
ponerlos de manera accesible a sus alumnos, retomamos a Chevallard (1998) quien
menciona que “se designa con el término transposicion didactica el conjunto de
transformaciones que sufre un saber a efectos de ser ensefiado’.

ANTECEDENTES

Consideramos necesario revisar los antecedentes o conocimientos previos que
el alumno de cada grado fue acumulando desde el inicio del curso escolar,
hasta el momento de la implementacion de nuestra propuesta. Lo importante
es poner en comun los conocimientos o aprendizajes previos, que los numeros
adquieran, el significado adecuado al contexto de la clase, de acuerdo con lo
planteado por Shuard y Rothery (1984). Esta propuesta la implementamos en el
ultimo bimestre del curso escolar, en los meses de mayo y junio, una vez abor-
dados los contenidos completos del Bloque cuatro del primer grado (se trabajan
cinco blogues durante el ciclo escolar), de no ser asi, consideramos que los ninos
de primer grado no estarian listos para poder jugar adecuadamente con sus
companeros de los otros dos grados. Lo anterior, posiblemente porque los ninos
de primer grado, son mas dependientes y necesitan relacionarse con su maestro
de manera individual, una vez que tienen una relacion estable, podran tener
interés en el aprendizaje de sus companeros y ser conscientes de su relacion
con ellos (Sato, 2018). La escuela multi-grado proporciona oportunidades de
convivencia con ninos de otros grados debido a la convivencia diaria,

Desde el inicio del ciclo escolar (Gltima semana de agosto del afo anterior)
se abordaron temas en primer grado con los siguientes tipos de problemas:

e Se relinen dos cantidades en una sola.

* Se agrega o quita a una cantidad inicial.
* Se comparan dos cantidades.
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En los antecedentes en segundo y tercer grados se reafirman tres aspectos. El
primero, es que se utilizan cantidades mas grandes (sumas de cantidades de dos
cifras). El segundo, se refiere a que, mientras en primer grado el resultado que se
busca en los problemas de suma es el total, en este grado el resultado que se busca
puede ser un sumando. Por ejemplo: “En la cooperativa escolar se obtuvieron $340
el lunes y al cierre del martes habia $590. {Cuénto dinero se obtuvo el martes?” La
traduccion del problema al lenguaje matematico es 340 + - = 590. El tercer aspecto,
se refiere al uso del algoritmo usual para sumar. Este Ultimo, se apoya en las reglas
del sistema decimal de numeracion, en particular la necesidad de sumar unidades
con unidades, decenas con decenas, etc, y Ia de cambiar diez unidades de un orden
por una del siguiente.

Cabe agregar que para iniciar con el uso del algoritmo convencional, con-
viene partir de una escritura horizontal a la escritura en columnas y analizar lo
que pasa si las cantidades no se acomodan de manera correcta.

Retomamos de Planes y Programas de primer grado de primaria el siguiente
contenido del Bloque cinco: Plantean y resuelven problemas de suma con nume-
ros naturales de unay dos cifras usando el algoritmo convencional de la suma.

ACTIVIDADES DE LENGUAJE
Expresion oral: comunicar procedimientos de resolucion. Argumentar resultados.

Los recursos didacticos que usamos son los que se muestran en la siguien-
te tabla de fuente propia.

Tabla 1. Recursos didacticos

Para el maestro Para el alumno
* Juegos de piso (Tiro al blanco) e Lapiz
¢ (Costales de semilla (dos) * Goma
* (ises de colores * Cuaderno

Proposito: que los alumnos realicen la suma de los puntos obtenidos en los tiros
de cada uno de los integrantes del equipo e identifiquen en sus resultados, las
cifras que representan las unidades, las decenas y las centenas.

Indicaciones iniciales para todo el grupo: explicar el juego, el uso de mate-
riales, que promuevan el intercambio de saberes de los nifos, en este caso fue
con equipos integrados por los tres grados juntos.
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El “tiro al blanco’, es un juego que consiste en dibujar circulos concéntricos
en la cancha de la escuela y colocar un nimero en cada uno de los circulos, a
diez pasos del blanco se colocan los puntos de tiro, los alumnos deberan lanzar
un “costal” de tela (manta) lleno de semillas, el peso del costal permitira que este
no se reshale al caer al piso.

Se forman dos equipos integrados por dos ninos de primero, dos de segun-
do y uno de tercer grados (cinco nifos en cada equipo); quienes por turnos
lanzan su costal, los numeros registrados seran los que senalen el lugar donde
cae este.

En una tabla, en el cuaderno, se escriben los nombres de los participantes.
Pasan dos integrantes, uno de cada equipo y tira uno a la vez. Anotan en el
cuadro donde esta su nombre el numero en el que cayo su costal; se juegan
seis rondas por cada equipo. Al final del juego, cada equipo suma los subtotales
de cada ronda, se comparan los resultados totales de los dos equipos y gana el
equipo que obtenga el nimero mayor de puntos.

Se realizaron ocho sesiones una por semana, con seis rondas diferentes en
cada una, se cambiaron los integrantes de los equipos, no todos son los mismos
que en la sesion anterior.

En cada sesion se cambiaron los niimeros. Trabajamos con las siguientes
variantes:

PRIMERA SESION

Se colocan los numeros 1, 2, 3, 4 y 5 ubicando el 1 en el centro del circulo y el
5 al extremo.

Esa manera de acomodar los niimeros, permite a los ninos pequenos lanzar
el costal de semillas con mas frecuencia al circulo de la orilla, lo cual en algunas
ocasiones hace que el tiro caiga fuera del circulo, por lo tanto, no hay puntos
para el equipo. En este caso es necesario analizar como se ponen de acuerdo
para registrar el “cero”.

Alvaro de sequndo grado: El tiro de Naomi cayo fuera del circulo, no hay puntos para el equipo.
Naomi: Entonces ¢Qué anotamos en mi cuadro?
Alvaro: Nada.

Rodrigo de tercer grado: ~ Mejor anoten el cero, sino se van a equivocar a la hora de hacer la
suma de los puntos.
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En la conversacion interactiian tres integrantes de un solo equipo, aqui pode-
mos observar que los ninos se ponen de acuerdo para representar “cero puntos’
escribiendo el 0 en el cuadro de Naomi, tal parece que hay una necesidad de
representar algo que sabemos que no cuenta en este caso para ganar el juego.
Esta necesidad de representar la nada, es parte de la historia natural del cero.

Nuestras reflexiones anteriores son respaldadas por Kaplan (2004, p. 70)
quien menciona que aunque es importante tener el simbolo para el cero, el
concepto interesa mas, “.lo que importa aqui —en la India— es el caracter que
tomaria ese concepto: {Serfa la idea de la ausencia de cualquier nimero o la
idea de un numero para tal ausencia? éSeria la marca de lo vacio o una marca
vacia?” Si respondemos la primera pregunta, no considerariamos al cero como
un numero, en cambio, en la segunda pregunta el cero es considerado un
ndmero que representa el vacio y podemos deducir que el cero es un ndmero
que representa la nada.

SEGUNDA SESION

Se colocaron los numeros 9, 8, 7, 6 y 5, poniendo el 9 en el centro del circulo y
el 5 en el extremo. Los ninos de primer grado, por instrucciones de sus compa-
neros de segundo y tercer grados, tratan de lanzar el costal al centro del circulo
para obtener el numero mayor de puntos para su equipo. En esta ronda no hubo
tiros fuera del circulo. Los ninos de primer grado distinguen dénde esta coloca-
do el numero mayor; el resto de los ninos saben que deben intentar que su tiro
caiga en los nimeros mayores y como estos se encuentran en el circulo del
centro no se sienten presionados a que su tiro caiga fuera de los circulos y no
obtengan puntos para su equipo.

Pudimos constatar como se construye el conocimiento en funcion de un
pensamiento estratégico (Mayer, 1986) a partir de interpretar las instrucciones
para jugar, y claro, ganarle al equipo contrario, como, afinar el lanzamiento del
costal a los numeros mayores.

En las dos rondas de esta sesidén se usaron numeros de una cifra, esto no
quiere decir que la suma de los puntos no rebase el 10; los ninos ya saben que
si sumamos varios numeros de una cifra, podemos obtener un niimero de dos
cifras como resultado. Esto les permitird utilizar adecuadamente el Sistema de
Numeracion Decimal, al reconocer una jerarquia de orden superior, al escribir
el resultado de una suma por ejemplo, el digito que se encuentre en el extremo
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derecho representa las unidades, que seria la primera jerarquia; el que le sigue
a la izquierda representa a las decenas, y asi en adelante (Garciadiego, 2014).

Ademas, para respaldar lo anterior retomamos a Vergnaud (1991), en refe-
rencia a la didactica, desde sus propias palabras con referencia a la educacion
matematica:

[..] uno de los problemas mas importantes de la didactica, es el de conocer el orden
en el cual las nociones pueden ser adquiridas por el nino, teniendo en cuenta que
el orden de complejidad asi determinado, no puede ser mas que un orden parcial,
que dara lugar eventualmente al aprendizaje simultaneo de nociones relativamen-
te independientes. (Vergnaud, 1991)

TERCERA SESION

Se colocaron solo numeros pares de una cifra, tales como 2, 4, 6 y 8, situando
el 2 en el centro del circulo y el ocho al extremo. En este caso, como el nimero
mas grande se coloco en la orilla del circulo, los nifos procuraron atinarle a
este, con el riesgo de que su tiro saliera del circulo.

La intencion de colocar solo numeros pares es que los ninos reconozcan
que la suma de estos dara como resultado un numero par, asi al reconocer que
la suma del total de puntos es un numero par, sabran que su respuesta es
correcta, aunque esto no quiera decir que no puedan equivocarse. En esta ron-
da, por experiencias anteriores, los nifios identificaron donde estd el nimero mas
grande y solo los alumnos de tercer grado notaron que al sumar numeros pares
obtienen como resultado un numero par. Hubo dos tiros fuera del circulo en
ambos equipos.

Los registros de Rodrigo son los mas completos, se apegan a las indicaciones
iniciales. Anota en el cuadro donde estd su nombre, el numero en el que cayo
su costal. Al final del juego, sumo los subtotales de cada ronda de su equipo;
comparoé los resultados totales de los dos equipos y su equipo gané por 42
puntos mas que el otro equipo. Los registros se aprecian en la figura 1.
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Figura 1. Registros de las seis rondas del juego.

Resalta que Rodrigo de tercer grado, realiz6 la resta de los puntos obtenidos de
su equipo (que fueron mas), para saber exactamente con cuantos puntos le gana-
ron al otro equipo. También anotd el signo ‘menor que” entre el total de puntos
de su equipo y el del otro equipo. Lo cual, nos muestra que Rodrigo utiliza el
conocimiento esquematico: tipo de problema; el conocimiento operativo: como
llevar a cabo la secuencia de operaciones y el conocimiento estratégico: técnicas
para saber coémo utilizar los diversos tipos de conocimientos, en concordancia con
los planteamientos de Mayer (1986).

CUARTA SESION

Se colocaran los nimeros impares 1, 3, 5, 7 9, poniendo el 9 en el centro del
circulo. Los registros se aprecian en la figura 2.
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Figura 2. Registro de las seis rondas con nimeros impares.

La intencion de poner solo numeros impares es que los ninos reconozcan que la
suma de estas no siempre dard como resultado un néimero impar, esto es posi-
ble solo si se suman cifras impares. Durante el juego se les explico que en el
caso de haber jugado seis participantes el resultado de sumar seis numeros
impares dard como resultado un nimero par. Es algo que llamo la atencion de
los ninos de tercer grado, quienes una vez que comprendieron lo anterior lo
explicaron a sus companeros de sequndo y primer grados.

David tercer grado: Ya le entendi, entonces si sumo el uno, mas el tres y el cinco obtengo
como resultado nueve, que es un ndmero impar. Esto se debe a que sumé
tres numeros impares.

Maestra: Asi es, si sumas uno, mas tres, mas cinco (tres niimeros impares), obtienes
como resultado nueve y si a este resultado le sumas siete, obtienes como
resultado dieciséis que es un numero par. Porque sumaste cuatro nime-
ros impares.

En los didlogos anteriores podemos notar que hay algunas caracteristicas muy
peculiares que los ninos mas grandes pueden descubrir, no asf para los ninos
mas pequenos, como son los casos de Kevin y Priscila (ambos de primer grado)
que registraron numeros pares, sin embargo, estas experiencias les dan elemen-
tos para que en otras circunstancias en el transcurso del ciclo escolar puedan
comprender las relaciones entre estos numeros.
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QUINTA SESION

Se colocan las decenas 20, 40, 60 y 80, ubicando el 80 en el centro del circulo.

En este caso sumaron decenas, los ninos suponian que su resultado serfa un
numero par, lo cual es correcto. No hubo tiros fuera del circulo, debido a que los
mas pequenos ya identifican el numero mayor que en este caso es el 80 y esta
en el centro, esto permiti¢ el lanzamiento al centro de los circulos concéntricos.

Ademas de identificar el numero mayor, es importante mencionar que el nino
pequeno reconozca que a diferencia del lenguaje escrito, que también aprende
desde el primer grado, los nimeros al transcribirlos solamente se escriben igual
que las palabras de derecha a izquierda, caso contrario con los resultados de
los numeros al realizar operaciones aritméticas de suma. Se reconoce una jerar-
quia de orden superior al escribir el resultado de una suma, por ejemplo, el
digito que se encuentre en el extremo derecho representa las unidades, que
serfa la primera jerarquia; el que le sigue a la izquierda representa a las decenas,
que corresponderia a la segunda jerarquia; el siguiente a las centenas, y asi en
adelante (Garciadiego, 2014, p. 358).

SEXTA SESION

Se colocan las decenas 10, 30, 50, 70 y 90, situando el 10 en el centro del circulo.

En este caso sumaron decenas, los nifos de sequndo y tercer grados no
sabian exactamente si su resultado serfa un ndmero par. Hubo tiros fuera del
circulo con cero puntos para uno de los equipos, debido a que todos los ninos
identificaron al 90 como el nimero mayor que en este caso, esta en el circulo
de la orilla. Al final del juego la maestra pregunté: "éQué dificultades enfrentaron
al sumar las decenas? Los ninos de tercer grado comenzaron a contar a los
integrantes de su equipo, son cinco de cada uno.

Rodrigo de tercer grado: Al principio yo pensé que seria como sumar numeros impares de
una cifra.

David de tercer grado: No, porque todos los nimeros que sumamos son pares, fijense, son
el diez, treinta, cincuenta, setenta y noventa. Todos son pares.

Kevin de primer grado: Ha ya entendi. Todas las decenas son pares.

David de tercer grado: Si.
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Lo anterior nos permite suponer que los nifos de primer grado comprenden
el principio esencial de la base, que es la creaciéon de unidades superiores
(Garciadiego, 2014, p. 356). En este caso después del 9 sigue el 10, el 11,12, 13
y asi sucesivamente, llegamos al 20 y sigue el 21, 22, 23, asi hasta el 100. Sobre
todo cuando sumaron los puntos obtenidos del equipo en las dos rondas.

SEPTIMA SESION

Se colocaron las decenas 10, 20, 30, 40 y 50, se escribio el 50 en el centro del
circulo y el 10 en el circulo del extremo.

En esta ronda los nifos se entusiasmaron al observar que el 50 estaba en
el centro de los circulos, al tratar de atinarle al 50 y fallar, tenfan la confianza
de obtener algun puntaje para su equipo, aunque este no fuera el mayor. Los
ninos sabian que al sumar las decenas obtendrian tal vez un numero mayor de
100, aqui ya estamos en la unidad superior del Sistema de Numeracion Decimal,
la centena. Es en el uso de los niimeros en juegos que ocupan su lugary
adquieren sentido, los ninos saben que su equipo debera obtener mas de 100
puntos para ganar el juego.

OCTAVA SESION
Se colocan las decenas 60, 70, 80, 90 y 100, se dibujo el 60 en el centro del
circulo y el 100 en el circulo de la orilla, solo en esta sesion incluimos el 100.

Veremos como los ninos relacionan las unidades superiores, las que representan
a las decenas y a las centenas. Los registros se aprecian en la figura 3.
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Figura 3. Registros de las seis rondas donde aparece el 100.

En esta ronda los ninos se pusieron muy nerviosos, porque el 100 se colocé en
la orilla, lo cual significaba que si quedaba fuera serian cero puntos para el
equipo. Sabian que al sumar 100 mas 100 obtendrian 200, nuevamente estamos
en la unidad superior del Sistema de Numeracion Decimal, la centena.

Aqui podemos advertir los diferentes significados que adquieren los nimeros,
de acuerdo a su uso, en los cuadros donde registran los puntos de cada uno de
los integrantes del equipo, son solo eso, registros. Los mismos ndmeros acomo-
dados fuera de los cuadros son utilizados para sumar la cantidad de los puntos.
Observamos que los registros de David, tienen varias adiciones; podemos notar
que coloca los numeros correctamente al sumar los puntos de cada ronday las
cantidades de las seis rondas también. Lo anterior indica que David sabe usar-
los correctamente. Realizar sumas al final del juego, marca una significativa
diferencia, no es lo mismo realizar montones de sumas de manera mecanica,
las que el maestro escribe en el pizarron, que realizarlas para obtener el total
de los puntos acumulados al terminar de jugar. El juego del tiro al blanco es,
sin duda, una fuente de aprendizaje relevante.

Al final del juego, al sumar los puntos, Brenda observa que Yael con el afan
de atinarle al cien obtuvo tres tiros fuera, lo cual equivale a cero puntos. Lo
muestran sus dialogos.

162 EDUCACION MATEMATICA, VOL. 35, NUM. 1, ABRIL DE 2023



La ensefnanza de la adicién con numeros naturales en la escuela primaria multi-grado

Yael segundo grado: Si todos le atinamos al 100 obtenemos 500 puntos.

Brenda segundo grado:  Mira Yael, tanto que nos dijiste y te saliste de los circulos.

Los pasajes conversacionales anteriores serian incomprensibles para alguien
que no estuvo presente en las clases. Para realizar el analisis fue necesario
reflexionar en los mecanismos de intercambio lingdistico entre maestros y alum-
nos, y estos ultimos con sus pares. Pusimos especial énfasis en los actos de
‘asignacion de sentido” para lo cual es necesario tener un punto de ‘referencia’
(Saussure, 1998) en este caso los nimeros naturales y sus relaciones.

De igual manera observamos cuidadosamente como usaron los signos y los
algoritmos, qué hizo la maestra para guiar a sus alumnos a construir su propio
aprendizaje y descubrir el conocimiento de manera significativa. Por eso es
importante la identificacion de conceptos clave/fundamentales para la compren-
sion de contenidos mas complejos.

ANALISIS DE RESULTADOS

Consideramos que los ninos de primer grado comprendieron, en su uso, las
reglas del sistema decimal de numeracion, mientras que los nifos de segundo
grado reafirmaron estos conocimientos y los de tercer grado, lograron establecer
otras relaciones distintas a los objetivos de la clase. Todo lo anterior, permite a
la maestra plantear situaciones didacticas para reforzar los contenidos tratados
en la clase y por consiguiente, avanzar hacia contenidos mas complejos.

Cuando el juego implica accion motriz, desarrollan capacidades y destrezas
como rapidez, coordinacion y precision, y cuando requieren expresar sentimientos o
representar una situacion, ponen en marcha su capacidad creativa con un amplio
margen de accion. El juego se convierte en un gran aliado para los aprendizajes
de los ninos, por medio de él descubren capacidades, habilidades para organizar,
proponer y representar; asimismo, propicia condiciones para que los nifios afirmen
su identidad y también para que valoren las particularidades de los otros (SEP, 2017).

Las observaciones de todas las sesiones nos permitieron acercarnos a inda-
gar como los ninos de manera sencilla usan los mismos nimeros para los usos
que se requieren en ese momento; es decir, adquieren sentido y referencia solo
para ese momento especifico, con la finalidad de acumular la mayor cantidad
de puntos posibles.
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Lo anterior beneficia a los alumnos de primer grado, con ayuda de sus com-
paneros de mayor experiencia comprenden paulatinamente como acomodar los
numeros de manera correcta, para sumar pequenas cantidades y de esta mane-
ra comprender poco a poco las caracteristicas del sistema de numeracion deci-
mal (Duval, 1999).

Resulta legitimo crear un modo de re-crear el lenguaje colectivo, de tal ma-
nera que en ocasiones se utilizan los signos formales de la aritmética o se expli-
can oralmente para que los alumnos puedan usar el conocimiento esencial de
las propiedades aritméticas basicas. Colocar el cero en la casilla cuyo tiro cayo
fuera de los circulos, resultd necesario para no confundir a los ninos de primer
grado en la suma de cinco cantidades, aunque saliera lo mismo anotar o no el
cero, el resultado seria el mismo. La produccion de significados, la intencion de
los individuos a fines concretos y posterior conversion en conocimiento, resultan
importantes puesto que a partir de ello se estructuran las relaciones que se
movilizan al interior de la escuela y marcan la dinamica social a través de una
reciproca interaccion lingtistica entre maestro-alumno y alumno-alumno.

Los ninos de primer grado, orientados por sus companeros mas grandes,
identificaron el numeral que otorga mas puntos, el reto fue desde ese momen-
to, calcular la fuerza del tiro del costal, si este cae fuera de los circulos, el pun-
taje equivale a cero. Es indispensable que todos los nifos interpreten las
instrucciones, de lo contrario, sus companeros se encargaran de explicarles
detenidamente, lo cual confluye con lo expuesto por Cazden (1991), la conver-
sacion entre iguales aporta elementos intelectuales que ayudan a la compren-
sion de la tarea.

Es necesario considerar la naturaleza del proceso ensenanza—aprendizaje,
en el cual, 1as relaciones entre profesores y alumnos, estan determinadas amplia-
mente por las expectativas (@ menudo implicitas del maestro), las cuales inter-
fieren en modelar el comportamiento de los nifios, esto sin duda influye en sus
respuestas, por lo tanto, el nifo construye una imagen de la resoluciéon del
problema segun la cual “‘debe” antes de todo, producir la respuesta que sus
companeros de equipo esperan. Para llevar a cabo la tarea anterior de manera
optima, revisamos detenidamente y analizamos los datos recopilados, su natu-
raleza, su rol, su pertinencia, su manera de registrar en la tabla puntos acumu-
lados, para de esta manera, deduciry explicar los procedimientos y la justificacion
de los resultados (Pozo et al, 1994).

En esta perspectiva, consideramos importante que la profesora proponga cons-
truir varias imagenes del problema abordado. Pozo (1999), menciona que profesores
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y alumnos mantienen verdaderas teorfas implicitas sobre el aprendizaje y la en-
sefanza, profundamente enraizadas no solo en la cultura escolar dominante, en
las actividades de ensenanza cotidianas, en la organizacion social del aula, en
la evaluacion, etc, sino también en la propia estructura cognitiva de profesores
y alumnos. El cambio educativo requiere también promover un cambio en las
concepciones de esos agentes educativos sobre el aprendizaje y la ensenanza.

Esas concepciones pueden ser aquellas que dificultan el aprendizaje; es
necesario identificar si son resultado de antecedentes deficientes, o anticipar
cudles seran las dificultades que presenta la comprension del sistema deci-
mal de numeracién cuando sumamos cantidades de una cifra y en otro juego
sumamos cantidades de dos cifras. Cabe agregar que el uso del cero puede
generar concepciones erroneas (Trejo y Valdemoros, 2015), cuando el costal
cayo fuera de los circulos, los nifos de tercer grado indicaban a los ninos de
primer grado, anotar el cero para no equivocarse a la hora de realizar la suma
del total de puntos.

CONSIDERACIONES FINALES

A través del juego de tiro al blanco con los alumnos, y al realizar una reflexion
critica de la practica nuestra, exploramos las posibilidades para mejorar las
clases, enfocandonos en los usos de los numeros que hacen que los nifos
comprendan las caracteristicas del Sistema Métrico Decimal. Analizar las con-
versaciones de los estudiantes entre si, nos ayuda al diseno de nuevos juegos
que propicien acciones concretas y reflexivas de los procesos de aprendizaje de
los alumnos de la escuela primaria multi-grado especificamente.

Durante los juegos, pudimos revisar las caracteristicas del lenguaje utilizado
al momento de sequir las instrucciones y tratar de ganarle al otro equipo obte-
niendo la mayoria de puntos. Con todo ello, confirmamos que acumular los
numeros mayores fue el reto, asumir que fueron distintos y que cuando el tiro
cayo fuera no hubo puntos para el equipo, mantuvo el interés por el juego
durante todas las sesiones.

Algo muy importante de mencionar es, el conocimiento de las ideas y repre-
sentaciones de los alumnos sobre los contenidos que son objeto de aprendizaje
escolar, es sumamente importante observar como los alumnos usan los nimeros
para registrar los puntos; y, como realizan las operaciones aritméticas para obtener
el total de puntos acumulados y saber quién fue el ganador. Ademas de que los
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alumnos mas experimentados utilizaron el signo mayor que, lo cual los condujo
a hacer una resta para precisar con cuantos puntos le gan6 un equipo a otro. Lo
anterior beneficia a ambos, a los alumnos porque tienen una manera diferente
de aprender o reafirmar un contenido, lo que permite fortalecer las habilidades
de planeacién de la profesora en la ensefianza de las matematicas, la reflexion
critica sobre la practica docente propia y, fomenta la adaptacion o el disefio de
estrategias didacticas eficaces, acordes a las necesidades de los alumnos.

Otro punto de reflexion importante, es reconocer que en la escuela primaria
predomina el uso del lenguaje oral y escrito en el proceso de ensenfanza y
aprendizaje de cualquier asignatura; y, esta presente durante todo el proceso
escolar, los alumnos requieren conversar sobre los temas. Por ello, es de suma
importancia que la escuela contribuya al desarrollo de las competencias comu-
nicativas de los alumnos. El uso del lenguaje se convierte en el principal ele-
mento de interaccién objetiva, ya que a través de este proceso se fundan las
nuevas condiciones en la construccion del conocimiento.

La adquisicion de experiencia laboral de los maestros en este tipo de escue-
las se basa, a diferencia de la escuela de organizacién completa, en las habili-
dades que adquieren para ajustar el curriculum oficial a las condiciones
sociales y culturales de estas pequenas comunidades. Con lo anterior, podemos
comprender los retos y las dificultades de los profesores para presentar las acti-
vidades de ensenanza de manera accesible a sus alumnos. De este modo, los
maestros se enfrentan no solo a comprender un contenido curricular, sino a
crear sus propios medios de transferencia.

El diseno o adaptacion de estas actividades, permiten un trabajo acorde con
los avances y ritmos de aprendizaje de los alumnos, lo que es un principio
basico del trabajo en multigrado. Cabe agregar que también dependen del tipo
de escuela multigrado que se trate, ya sean aquellas que cuentan con un pro-
fesor (unitarias) dos, tres o cuatro profesores. Con respecto a los estudiantes de
escuelas multi-grado, podemos decir que cuentan con experiencias y conoci-
mientos peculiares propios del medio rural y diferente a los ninos de escuelas
en medios urbanos y semi-urbanos.

Una situacion que debe fomentarse y aprovecharse en las escuelas multi-
grado es el trabajo cooperativo, la ayuda mutua y las tareas compartidas entre
los alumnos, quienes aprenden unos de otros y conocen lo que se trabaja en
distintos grados, para que asi, los ninos pequenos vayan adquiriendo esponta-
neamente conocimientos de los alumnos mayores, quienes a su vez adquieren
seguridad en si mismos y reafirman sus conocimientos al apoyar a sus
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companeros. De ahi que es recomendable promover la realizacién de algunas
actividades en equipos integrados por alumnos de diferentes grados.

Lo anterior nos permitio verificar la pertinencia de la secuencia de aprendi-
zaje y superar las dificultades reconocidas por los alumnos. Los estudiantes
mostraron gran entusiasmo al jugar con sus companeros; aunque algunos
presentaron mayores dificultades que otros para comprender las instrucciones,
consideramos que fue una grata experiencia para ellos.
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Resumen: Esta investigacion tiene por objetivo proponer una guia que integre
las situaciones-problemas relativas a la comprensién de variable aleatoria y
sus aplicaciones en distribuciones de probabilidad promovidos por el curriculo
escolar chileno, fundamentada en las ideas de Transposicion Didactica y objetos
matematicos primarios del EOS (Enfoque Ontosemidtico del Conocimiento y la
Instruccion Matematicos). Primero, por medio del analisis de contenido a linea-
mientos curriculares chilenos e internacionales, fue creada la Guia de Situa-
ciones-Problemas sobre Variable Aleatoria y sus Aplicaciones en Distribuciones
de Probabilidad seguin el Curriculo Escolar Chileno (GSP-VADP). Posteriormente,
a partir de la literatura ha sido seleccionado un conjunto inicial de items re-
presentantes de las situaciones-problemas que componen la guifa, y luego a
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través de un juicio de expertos fue identificado el conjunto final. Los resultados
muestran que la GSP-VADP esta constituida por 34 situaciones-problemas, de
aquellas emergen los restantes objetos matematicos primarios. Esta herramienta
es viable utilizarla para identificar items representantes de sus situaciones-pro-
blemas por medio de juicio de expertos, debido a que el conjunto final de items
obtuvo un coeficiente de validez y concordancia bueno (0,86).

Palabras clave: Variable Aleatoria. Distribuciones de Probabilidad. Situacio-
nes-Problemas. Transposicion Diddctica. Curriculo Escolar.

Abstract: This research has the aim of proposing a guide that integrate the
problems-situations regarding the understanding of random variable and their
applications in probability distributions promoted by the Chilean School
Curriculum, based on the ideas of Didactic Transposition and OSA’s primary
mathematical objects (Ontosemiotic Approach to Mathematical Cognition and
Instruction). First, through the content analysis to Chilean and international
curricular documents, the Guide of Problems-Situations about Random Variable
and their Applications in Probability Distributions according to the School
Chilean Curriculum (GPS-RVPD) was created. Subsequently, from the literature
has been selected an initial item group that is a representation of the problems-
situations that compose the guide, and then through an expert judgment the
final group was identified. The results show that the GPS-RVPD is constituted
by 34 problems-situations, from which emerge the rest primary mathematical
objects. This tool is feasible to use for identifying items representing their
problems-situations, through expert judgment, this is because the final item
group obtained a good validity and concordance coefficient (0,86).

Keywords: Random Variable. Probability Distribution. Problems-Situations. Di-
dactic Transposition. School Curriculum.
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1. INTRODUCCION

La variable aleatoria y las distribuciones de probabilidad son tépicos esenciales
en la educacion estocastica dada su importancia en la teoria de la probabilidad
y en la practica estadistica (Heitele, 1975; Batanero, 2004). Por esta razon se les
da un lugar importante a estos temas en el curriculo de Chile (Ministerio de
Educacion de Chile [MINEDUC], 2015; MINEDUC, 2019a) y en el curriculo de la
mayoria de paises, por ejemplo, el de Estados Unidos (National Council of Tea-
chers of Mathematics [NCTM], 2000; National Governors Association Center for
Best Practices INGACBP] y Council of Chief State School Officers [CCSSO], 2010).

En las investigaciones que tienen como objeto de estudio los libros de texto
de probabilidad y estadistica, se ha constatado la escasez de situaciones-pro-
blemas sobre el tema de variable aleatoria y distribuciones (Ortiz, 2002, Valverde,
2017). Por otro lado, a pesar de que la variable aleatoria es inseparable de su
distribuciéon de probabilidad (Ruiz, 2013), hemos notado que la literatura previa
ha sido persistente en reportar deficiencias en los conocimientos utilizados en
el proceso de ensenanza-aprendizaje de la distribucion binomial a nivel escolar
(Sanchez y Landin, 2014), la variable aleatoria (Ruiz, 2006) o la distribucién
normal en el ambito universitario (Tauber, 2001).

Por ello, identificamos una problematica vigente en torno a la carencia de herra-
mientas que permitan valorar de manera articulada y simultanea la comprension
de la variable aleatoria y sus aplicaciones en las distribuciones de probabilidad
binomial y normal. Lo anterior se agudiza frente al inminente tratamiento de este
contenido durante la transicién de egreso de la educacion escolar e inicio de la
educacion superior, que se espera sea coherente con los lineamientos curriculares
actuales. Por tanto, en este trabajo nos proponemos abordar la problematica descrita
previamente, para lo cual se establece el objetivo de proponer una guia que integre
las situaciones-problemas relativas a la comprension de variable aleatoria y sus
aplicaciones en distribuciones de probabilidad, promovidas por el curriculo escolar
chileno, donde las situaciones-problemas hacen referencia a tareas, actividades o
ejercicios que originan la actividad matematica (Godino, 2002).

2. MARCO CONCEPTUAL

La investigacion se fundamenta en la nocion de tansposicion didactica, entendida
como el cambio realizado al conocimiento cientifico (saber sabio) para poder
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ser ensenalado (Chevallard, 1980). Dentro de esta se distinguen dos tipos (Che-
vallard, 1991): la transposicion didactica externa, que corresponde a la transfor-
macion realizada del conocimiento cientifico (saber sabio) al contenido expuesto
en el curriculo escolar (saber a ensefar); transposicion interna, que hace refe-
rencia al cambio del contenido presente en los lineamientos curriculares (saber
a ensenar) en una forma de conocimiento que sea accesible a los estudiantes
(saber ensenado).

Ademas, en la transposicion didactica intervienen agentes, tales como (Che-
valard, 1991): (i) expertos, vigilan en el proceso de transformacion que el saber
ensenado no sea una distorcion del saber sabio; (i) documentos curriculares, los
cuales exponen los contenidos de referencia sobre los que debe actuar el profe-
sor; (iii) profesor, quien es uno de los responsables del proceso de transposicién
didactica y; (iv) estudiantes, quienes son los receptores de aquel producto.

También este estudio se sustenta en elementos del Enfoque Ontosemidtico
del Conocimiento y la Instruccién Matematicos (EOS) (Godino et al, 2007), teoria
que propone que el origen de la actividad matematica son las situaciones-pro-
blemas, es decir, tareas, actividades o ejercicios (Godino, 2002), y para su reso-
lucion se realizan determinadas practicas matematicas. Aquellas practicas son
especificas actuaciones y expresiones verbales o graficas que pueden ser com-
partidas en una institucion (llamado significado institucional) o realizadas por
una persona (denominado significado personal) para resolver una tarea o comu-
nicar su solucién (Godino, 1994).

En el EQOS los objetos corresponden a todo aquello a lo que se hace referencia
en la practica matematica, por lo que segun la funcién que cumplan es posible
clasificarlos en la siguiente tipologia de objetos matematicos primarios (Godino,
2002): a) situaciones-problemas (S-P), tareas, actividades o ejercicios que promueven
la actividad matematica; b) lenguaje (L), términos matematicos en sus diversos
registros de representacion (verbal, simbolico, tabulary grafico) utilizados para enun-
ciar o resolver tareas; c) conceptos (C), descripciones o definiciones relacionadas a
un objeto matematico, aplicadas en la resolucién de actividades; d) proposiciones
(PP), caracteristicas o propiedades de conceptos, usadas en solucionar tareas; e)
procedimientos (P), algoritmos, técnicas de calculos u operaciones desarrollados
para responder actividades; y f) argumentos (A), enunciados empleados para
aprobar o justificar proposiciones y procedimientos, o la respuesta a tareas. Asi,
un conjunto de situaciones-problemas vinculadas reciprocamente, que comparten
sus representaciones, procesos o soluciones similares constituyen un campo de
problema (C-P) (Godino, 1999).
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De esta manera, el EQS se ha utilizado en la determinacion de los campos
de problema que estructuran la guia disefada, a partir de la indagacién de
investigaciones previas en torno a la epistemologia y significado institucional
de los temas en cuestion. La nocion de transposicion didactica interna fue
empleada en el analisis de documentos curriculares tanto chilenos como inter-
nacionales y proceso de identificacion, clasificacién y reduccion de unidades de
analisis. También el Enfoque Ontosemidtico se ha usado en el proceso de infe-
rencia de situaciones-problemas a partir de las unidades de analisis, ademas en
la seleccion desde la literatura de tareas, actividades o ejercicios que representan
aquellas situaciones-problemas que componen la guia.

3. METODOLOGIA

El presente trabajo es una investigacion documental, la cual tiene como propo-
sito comprender la realidad social y producir conocimiento mediante el analisis
de diversos documentos (Hoyos, 2010). También, este trabajo posee datos empi-
ricos obtenidos de las opiniones de expertos iberoamericanos que validaron la
guia disenada.

3.1 CONTEXTO Y MATERIALES DE LA INVESTIGACION

El contexto de esta investigacion ha sido la educacion escolar chilena, por con-
siguiente, en primer lugar, se indago el principal documento curricular del pais
propuesto por el Ministerio de Educacién, denominado Bases Curriculares (MI-
NEDUC, 2015; MINEDUC, 2019a) tnicamente las destinadas a la educacion
secundaria (grado 9 hasta 12). Ademas, se incluyé el analisis a los Programas
de estudio de Matematica (MINEDUC, 2016; MINEDUC, 2019b; MINEDUC 2019¢),
pues es un instrumento que hace posible la ejecucion de las Bases Curriculares.
En estos documentos fueron estudiados los Objetivos de Aprendizaje (O.A) e
Indicadores de Evaluacién (I. Ev.) sobre topicos estocasticos.

La elaboracion de las Bases Curriculares, se sustentan en diversas fuentes,
una de ellas es la revision de lineamientos curriculares internacionales princi-
palmente de paises pertenecientes a la Organizacién para la Cooperacion y el
Desarrollo Economico (MINEDUC, 2009). En consecuencia, en un segundo
momento se analizaron los siguientes documentos:
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* | os estandares americanos como los Principios y Estandares para la Edu-
cacion Matematica (NCTM, 2000) y los Estandares Estatales Basico Comu-
nes para las Matematicas (NGACBP y CCSSO, 2010), dirigidos a la
educacion preescolary escolar (grados K al 12). En el primero de ellos se
han estudiado las Expectativas de Aprendizaje (EA) del estandar de Ana-
lisis de Datos y Probabilidad, mientras que en el sequndo los Dominios (D)
y Estandares (E) pertenecientes a la categoria conceptual de Estadistica y
Probabilidad.

* |Los Lineamientos para la Evaluacion y Ensenanza en Educacion Estadis-
tica, conocido como proyecto GAISE (Franklin et al, 2005) que abarca
desde la educacion preescolar a grado 12, pues es un documento de
referencia internacional para afrontar los desafios de la educacion esta-
distica a nivel escolar. En él fue estudiado el apartado sobre el rol de la
probabilidad en estadistica.

La investigacion se realizo bajo un enfoque mixto (Hernandez et al, 2014) y su
desarrollo se organizo en tres fases, cada una es detalla a continuacion.

3.2 FASE 1: CONSTRUCCION DE GUIA DE SITUACIONES-PROBLEMAS

En la primera fase de la investigacion, se empleo la técnica de analisis de con-
tenido (Krippendorff, 1990). Esta es una técnica para analizar de forma sistema-
tica documentos, con el propdsito de realizar inferencia reproducible e identificar
en sus fragmentos la presencia o ausencia de alguna caracteristica del tema.
Por ello se ha utilizado en la identificacion y clasificacion de normativas vigen-
tes en torno a la ensenanza-aprendizaje de la variable aleatoria y sus aplicacio-
nes en algunas distribuciones de probabilidad, organizadas en categorias, segun
los ocho campos de problema abajo definidos.

Aquellos campos de problema fueron establecidos en un proceso ciclico e
inductivo por medio del analisis a la epistemologia de la variable aleatoria
(Amrani y Zaki, 2015; Dinges, 2005; Ruiz, 2013). También este aspecto ha sido
indagado en la distribucion binomial (Garcia-Garcia et al, 2022; Vilca, 2015) y
distribucion normal (Stahl 2006; Tauber, 2001). Asi se obtuvieron los siguientes:
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1. Identificar la variable aleatoria como una funcion presente en el contexto
probabilistico.

2. Reconocer la distribucion de probabilidad de una variable aleatoria discreta
(funcién de cuantia) como una herramienta que permite ver la variacion
aleatoria.

3. Reconocer la distribucion de probabilidad de una variable aleatoria continua
(funcién de densidad) como una herramienta que permite ver la variacion
aleatoria.

4. Establecer la funcion de distribucion de una variable aleatoria discreta.

5. Utilizar parametros vinculados a la variable aleatoria para resumir la distri-
bucion de sus probabilidades.

6. La distribucion binomial como un modelo probabilistico que describe un feno-
meno de la vida real.

7. La distribucion normal como un modelo probabilistico que describe un
fenomeno de la vida real.

8. Aproximar distribuciones de variables aleatorias discretas con un numero
grande de valores.

Las Unidades de Analisis (UA) fueron definidas a partir de la revision de los
documentos curriculares senalados y clasificadas en los campos de problema
anteriores, para ello se emplearon letras minusculas del alfabeto latino (a, b, ¢,
.. Z). Luego por medio del método de Rivas (2014), las UA. han sido comparadas
y reducidas utilizado el comentario “‘contenida en’, debido a que algunas uni-
dades estaban contenidas en otra o no entregaban nueva informacion, todo ello
con el proposito de lograr representar su informacion en una UA. final. Un
ejemplo de este procedimiento se expone en la tabla 1.
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Tabla 1. Ejemplo del proceso de identificacion, clasificacion y reduccion de las Unidades
de Analisis

Campo de problema Unidades de Analisis

2. Reconocer la distribucion de  MINEDUC (2015, p. 124): OA 10 Mostrar que comprenden las
probabilidad de una variable variables aleatorias finitas

aleatoria discreta (o funcién de a. Calculando su probabilidad. UA. a contenida en h
cuantia) como una herra- b. Graficando sus distribuciones. UA. b contenida en d

g‘sgfoﬂuae]ezetg”gge ver la MINEDUC (2016, p. 154) I Ev.
¢. Determinan las probabilidades de una variable aleatoria
aplicando la terminologia P(X = xi). UA. ¢ contenida en h
d. Elaboran tablas y graficos para representar la distribucion de
una variable aleatoria finita. UA. d

NCTM (2000, p. 324). E. A.
e. Comprender los conceptos de espacio muestral y distribucion
de probabilidad y construir espacios muestrales y distribucio-
nes en casos simples. UA. e contenida en h
f. Usar simulaciones para construir distribuciones de probabili-
dad empiricas. UA. f contenida en i

NGACBP y CCSSO (2010, p.82-83): D. Usar la probabilidad
para tomar decisiones
g. E1: Graficar la distribucion de probabilidad correspondiente
utilizando el mismo grafico como para distribuciones de
datos. UA. g contenida en d
h. E.3: Desarrollar una distribucion de probabilidad para una
variable aleatoria definida en un espacio muestral en el que
se puede calcular las probabilidades teoricas. UA. h
. E4: Desarrollar una distribucion de probabilidad para una
variable aleatoria definida en un espacio muestral en el que
las probabilidades se asignan empiricamente. UA. i

Franklin et al (2005): El rol de la probabilidad en estadistica
j. Se requiere la comprension de conceptos probabilisticos, como
las distribuciones de probabilidad. UA. j contenida en h
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Posteriormente, a partir de las Unidades de Analisis final se procedi¢ a infe-
rir situaciones-problemas (S-P) alusivas a la comprension de la variable aleato-
ria y distribuciones de probabilidad, donde se presentaron los siguientes casos:
(i) una UA final origin6 una unica situacion-problema; (i) una U.A final origind
dos o tres situaciones-problemas, ejemplo de ello se muestra en la tabla 2.

Tabla 2. Ejemplo del proceso de inferencia de situaciones-problemas

Unidades de Analisis final

Situaciones-Problemas

UA. final i. Desarrollar una distribucion de
probabilidad para una variable aleatoria defi-
nida en un espacio muestral en el que las
probabilidades se asignan empiricamente
(NGACBP; CCSSO, 2010, p. 82-83)

UA. final h. Desarrollar una distribucion de
probabilidad para una variable aleatoria defi-
nida en un espacio muestral en el que se
puede calcular las probabilidades tedricas
(NGACBP: CCSSO, 2010, p. 82-83)

UA. final d. Elaboran tablas y graficos para
representar la distribucion de una variable
aleatoria finita (MINEDUC, 2016, p. 154

E 2.1 Determinar las probabilidades asociada
a los valores de una variable aleatoria discreta
desde un enfoque frecuencial

E 2.2 Determinar las probabilidades asociada
a los valores de una variable aleatoria discreta
desde un enfoque clasico

E 2.3 Definir la funcion de probabilidad de
una variable aleatoria utilizando la terminolo-
gla P (X = x,).

E 24 Construir una tabla para representar la
funcién de probabilidad de una variable alea-
toria discreta

E 25 Construir un grafico de barras para
representar la funcion de probabilidad de una
variable aleatoria discreta

Finalmente, como resultado de esta fase se obtuvo un conjunto de 34 situa-
ciones-problemas, que sintetizaron los objetivos de aprendizaje e indicadores
de evaluacion en torno a la comprension de variable aleatoria y sus aplica-
ciones en el modelo binomial y normal, presentes en documentos curriculares
escolares. En su conjunto conformaron la Guia de Situaciones-Problemas so-
bre Variable Aleatoria y sus Aplicaciones en Distribuciones de Probabilidad
segun el Curriculo Escolar Chileno (GSP-VADP).
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3.3 FASE 2: SELECCION DE UN CONJUNTO INICIAL DE iTEMS A PARTIR DE LA
LITERATURA

En esta fase se seleccion6 de la literatura actividades, tareas o ejercicios concre-
tos, representantes de las situaciones-problemas que componen la guia sobre
variable aleatoria y sus aplicaciones en distribuciones de probabilidad. La bus-
queda se realiz6 en estudios, tanto donde se hayan utilizado cuestionarios para
evaluar la comprension de la variable aleatoria y/o distribucion binomial o
normal, como en aquellos que se presentan propuestas de ensefnanza en torno
a los conceptos en cuestion. En el caso que, en las indagaciones no se encon-
trara una pregunta pertinente para valorar una situacion-problema, se procedio
inicialmente a buscar una interrogante en libros de textos escolares de mate-
matica (chilenos) y en ultima instancia esta fue creada segun el contexto de
algun enunciado propuesto para evaluar otra situacién-problema.

Para cada situacién-problema que integra la guia, fue preparado un trio de
ftems diferentes, aunque en algunos casos un item valoré mas de una situa-
cion-problema. De esta manera se obtuvo un primer conjunto constituido por
91 items, la mayor parte fueron preguntas de tipo abierta, debido a que entregan
informacion mas detallada (Hernandez et al, 2014).

3.4 FASE 3: SELECCION DE UN CONJUNTO FINAL DE {TEM A PARTIR DE LA VALIDEZ
DE CONTENIDO POR JUICIO DE EXPERTOS

En este momento se procedi6 a la validez de contenido de los items por medio de
la valoracion por juicio de experto, su evaluacion permitio seleccionar de cada trio
propuesto al ftem mejor calificado para el conjunto final. Participaron seis expertos
de diferentes nacionalidades (Argentina, Chile, Espana, México y Portugal), dado que
se recomienda considerar entre cinco a diez (Barraza, 2007), todos ellos doctores
en educacion matematica o psicologia con una reconocida experiencia en investi-
gacion en el area de didactica de la estadistica. A cada uno de los expertos se les
envio, por medio de correo electrénico, una invitacién en la cual se especifico el
contexto de la investigacion y objetivo del instrumento y se solicitd su colaboracion
para valorar: el grado en que cada item es adecuado para evaluar la situacion-pro-
blema donde fue clasificado; elegir aquel ftem que considera que evaltia de mejor
manera la situacion-problema, entre los tres que se proponen por cada una. Para
ello fue propuesta una escala Likert, de 1 (nada relevante) a 5 (muy relevante),
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sumado a un apartado de sugerencias donde pudieran recomendar mejoras en la
redaccion de los items.

Posteriormente se realizo un andlisis descriptivo de los resultados por medio
de indicadores estadisticos sobre el centro (media: X y mediana: M,) y la disper-
sion (desviacion tipica) de las valoraciones de los expertos. Asi de los tres items
propuesto para cada situacion-problema, ha sido seleccionado aquel con media
mas alta. Para los casos donde existieron dos items con igual media, fue elegido
aquel que tiene una mediana con mayor valor, mientras que, si hubo dos items
con igual media y mediana, fue seleccionado el con menor desviacion tipica.

Finalmente, para analizar el grado en que cada item seleccionado se ajusté a
una situacion-problema, los resultados también fueron examinados a través del
Coeficiente de Validez de Contenido (CVC) de Hernandez-Nieto (2002) que per-
mite valorar el grado de acuerdo de los expertos respecto a cada uno de los
diferentes items y al instrumento en general. Para interpretar el CVC de un item se
tuvo en cuenta la siguiente escala: (i) ftem inaceptable (CVC < 0,60); item deficien-
te (0,60 < CVC < 0,70); (iii) item adecuado (0,70 < CVC < 0,80); (iv) item bueno
(0,80 < CVC < 0,90); (v) item excelente (0,90 < CV(C). De esta manera se conside-
raron aceptables los ftems con un coeficiente de validez y concordancia mayor
que 0,70.

4. RESULTADOS
4.1 GUIA DE SITUACIONES-PROBLEMAS

La tabla 3 presenta la Guia de Situaciones-Problemas sobre Variable Aleatoria
y sus Aplicaciones en Distribuciones de Probabilidad segun el Curriculo Escolar
Chileno (GSP-VADP). Como se puede apreciar el primer campo de problema,
constituido por cuatro situaciones-problemas, aborda el reconocimiento de la
variable aleatoria ligada a un fenémeno aleatorio, dado que es el primer paso
para estudiar distribuciones de probabilidad. El segundo y tercer campo de
problema, compuesto por cinco vy tres situaciones-problemas respectivamente,
tiene relacion con el establecimiento de la funcion de probabilidad: en una
primera instancia para la variable aleatoria de tipo discreta que permite deter-
minar la probabilidad que esta tome valores aislados; en un sequndo momento
para la variable aleatoria de tipo continua que, hace posible calcular la proba-
bilidad que esta tome un valor en un subconjunto de ndmeros reales. El cuarto
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campo de problema integrado por tres situaciones-problemas, hace referencia
a estudiar la funcién de distribucion de una variable aleatoria discreta, dado que
son topicos inseparables y esta funcion permite representar la situaciéon aleato-
ria en que ambas estan involucradas. El quinto campo de problema, conformado
por seis situaciones-problemas, aborda un aspecto fundamental de la variable
aleatoria como son sus parametros, que estan mayormente relacionados a su
funcién de probabilidad.

El sexto y séptimo campo de problema, constituidos por cinco y seis situa-
ciones-problemas respectivamente, trabajan la aplicacion de la variable aleato-
ria en los modelos de probabilidad, para las de tipo discreta (modelo binomial)
y continuas (modelo normal) correspondientemente. El octavo y Ultimo campo
de problema, constituido por dos situaciones-problemas, esta relacionado a la
aproximacion de la distribucion binomial por la normal.

Por tanto, partir de las 34 situaciones-problemas identificadas emergen los
restantes tipos de objetos matematicos (lenguaje, conceptos, proposiciones, pro-
cedimientos y argumentos), y que en su conjunto reflejan el significado institu-
cional de la variable aleatoria y sus aplicaciones en distribuciones de
probabilidad en el contexto escolar chileno.

Tabla 3. GSP-VADP

Campos de problema Situaciones-Problemas

1. Identificar la variable aleato- 1.1 Diferenciar entre variables deterministas y variables aleatorias
ria como una funcién presente 1.2 Definir variables aleatorias finitas en experimentos aleatorios
en el contexto probabilistico 1.3 Identificar dominio de una variable aleatoria finita

1.4 Identificar recorrido o valores de una variable aleatoria finita

2. Reconocer la distribucién de 2.1 Determinar las probabilidades asociadas a los valores de una
probabilidad de una variable  variable aleatoria discreta desde un enfoque frecuencial
aleatoria discreta (o funcién 2.2 Determinar las probabilidades asociadas a los valores de una
de cuantia) como una herra-  variable aleatoria discreta desde un enfoque clésico
mienta que permite ver la 2.3 Definir la funcion de probabilidad de una variable aleatoria
variacion aleatoria utilizando la terminologia P (X = x)
2.4 Construir una tabla para representar la funcién de probabili-
dad de una variable aleatoria discreta
2.5 Construir un grafico de barras para representar la funcién de
probabilidad de una variable aleatoria discreta

180 EDUCACION MATEMATICA, VOL. 35, NUM. 1, ABRIL DE 2023



Elaboracién de una Guia de Situaciones-Problemas sobre Variable Aleatoria y sus Aplicaciones..

3. Reconocer la distribucion de 3.1 Construir grafico de la funciéon de probabilidad de una varia-
probabilidad de una variable  ble aleatoria continua

aleatoria continua (o funcion 3.2 Calcular algunas probabilidades asociadas a la variable alea-
de densidad) como una herra- toria continua

mienta que permite ver la 3.3 Determinar si la funcion dada es una funcion de probabilidad
variacion aleatoria de una variable aleatoria continua

4. Establecer la funcion de 4.1 Determinar la probabilidad acumulada hasta algunos valores
distribucion de una variable de la variable aleatoria discreta

aleatoria discreta 4.2 Definir la funcion de distribucién (o funcién de probabilidad

acumulada) de una variable aleatoria discreta

4.3 Construir un grafico para representar la funcion de distribu-
cion (o funcion de probabilidad acumulada) de una variable alea-
toria discreta

5. Utilizar parametros vincula- 5.1 Calcular la media o valor esperado de una variable aleatoria
dos a la variable aleatoria discreta
para resumir la distribucion de 5.2 Interpretar la media o valor esperado de una variable aleatoria
sus probabilidades discreta
5.3 Calcular la varianza de una variable aleatoria discreta
54 Calcular la desviacion estandar de una variable aleatoria discreta
5.5 Interpretar la desviacion estandar de una variable aleatoria
discreta
5.6 Identificar la media y desviaciéon estandar de una variable
aleatoria continua

6. La distribucion binomial 6.1 Identificar situaciones que pueden modelizarse a través de la
como un modelo probabilistico distribucién binomial
que describe un fenémeno de 6.2 Determinar los parametros asociados a la distribucién bino-
la vida real mial como n (numero de ensayos), p (probabilidad de éxito) y g
(probabilidad de fracaso)
6.3 Calcular la media y/o desviacion estandar de la distribucion
binomial
6.4 Calcular probabilidades aplicando la funcion de probabilidad
o funcion de distribucion de la distribucion binomial
6.5 Calcular probabilidades asociadas a una distribucion bino-
mial empleando una herramienta tecnologica
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7. La distribucion normal como 7.1 Identificar situaciones que pueden modelizarse a través de la
un modelo probabilistico que  distribucién normal
describe un fenémeno de la 7.2 Calcular la probabilidad en una distribucion normal a través
vida real de la propiedad +3c
7.3 Calcular la probabilidad en una distribuciéon normal em-
pleando la tipificacion
74 Describir la tendencia de los datos representados graficamente
empleando la aproximacion de la binomial por la normal
75 Evaluar la veracidad de afirmaciones utilizando el concepto
de distribucién normal
7.6 Calcular probabilidades asociadas a una distribucion normal
empleando una herramienta tecnoldgica

8. Aproximar distribuciones de 8.1 Calcular los parametros asociados a la distribucion normal
variables aleatorias discretas ~ como (media) y (desviacion estandar)

con un numero grande de 8.2 Calcular probabilidades en el contexto de aproximacion de la
valores distribucion binomial a la normal

A continuacion, se muestra la seleccion de cada item representante de una si-
tuacion-problema a través de la valoracion por juicio de expertos. Es importante
mencionar que, en las fases de seleccion de iftems a partir de la literatura y
eleccion segun juicio de expertos, se han excluido dos situaciones-problemas
(6.5y 7.6), debido a que se proyecta que el conjunto final de items sea aplicado
a estudiantes individualmente y en forma presencial o en linea. Ademas, en las
fases sefalas se incluyeron items para valorar dos situaciones-problemas (6.1 y
7.1) fundamentadas en la alfabetizacion estadistica en términos de Gal (2002),
con el proposito de aportar con informacion sélida y empirica a la investigacion
de esta drea.

4.2 ANALISIS DESCRIPTIVO DE LA VALIDEZ DE CONTENIDO POR JUICIO DE EXPERTOS

A los seis expertos participantes se les presentd un documento donde la primera
seccion contenia tres items para cada una de las 32 situaciones-problemas previa-
mente identificadas. Su valoracién hizo posible seleccionar de cada trio de items
propuesto, aquel que fue mas relevante para ellos (item sombreado), a través del
mayor valor medio dado a cada uno. Por ejemplo, para la situacién-problema 1.1
fueron propuestos los items 1, 2A'y 3.1, por lo que ha sido seleccionado el item 1,
cuya media es de 4,33 puntos. La tabla 4, muestra los siguientes casos presenta-
dos en la eleccion de items que componen la version definitiva de esta seccion:
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i. En tres situaciones-problemas (1.4, 6.2 y 7.4), un par de items fueron
evaluados con la misma puntuacion media, seleccionandose aquel con
mayor mediana. En concreto, para la situacién problema 1.4, los items 1
y 3.2C, poseen igual media (4 puntos), entonces fue seleccionado el item
3.2C, cuya mediana es 4,5 puntos.

ii. En dos situaciones-problemas (5.2 y 7.1), un par de items han sido valo-
rados con igual media y mediana, entonces fue elegido el que presenta
menor desviacion tipica. En particular, para la situacién-problema 5.2, los
items 14.1A y 15C tienen misma media (4 puntos) y mediana (4 puntos),
asi fue elegido el item 15C cuya desviacion tipica es 0 punto.

iii. En la situacion-problema 4.2, los items 8A y 9A fueron calificados con
igual media (4,683 puntos), mediana (4,7 puntos) y desviacién tipica (0,37
puntos). Por tanto, ha sido escogido el item 8A, ya que posee igual con-
texto que los items seleccionados para la situacion-problema 4.1y 4.3.
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Tabla 4. Seleccién de items y resumen estadistico de puntuaciones de expertos a los items

Situacion- ftem X M, Desv. Situacion- ftem X M.  Desv.
Problema tip. Problema tip.
1.1 1 433 5 121 52 131B 38 44 147
2A 383 4 117 14.1A 4 4 089
31 233 2 151 15C 4 4 0
1.2 1 433 45 082 53 13.2A 4 4 089
2C 383 4 117 14.2A 367 4 1,03
328 4 45 155 15B 45 45 0,55
13 1 317 3 117 54 132A 4 4 089
2B 417 45 098 14.2A 433 45 082
32AyC 4 4 11 158 417 4 0,75
14 1 4 4 089 55 132B 383 4 117
2B 367 35 121 14.2B 367 35 121
32C 4 45 127 15.C 4 4 11
21 42 3 25 167 56 16 267 3 151
51A 383 4 117 17 333 4 151
6.2 367 4 1,03 18 2 1 155
22 41A 38 39 117 6.1 19.1 383 4 133
51B 3 3 11 20 417 4 0,75
61A 4 4 11 21 383 4 117
23 41B 3 3 089 6.2 19.1 35 35 1,05
52 383 45 147 20ABCyD 417 45 098
61B 417 4 0,75 21Ay B 417 4 0,75
24 41B 333 35 121 6.3 192Ay B 417 45 117
51B 417 4 0,75 20Ey F 45 5 0,84
61B 383 4 098 21CyD 46 48 049
25 41C 417 45 098 6.4 19.1 417 45 117
51C 417 45 098 20B 433 45 082
6.1C 433 45 082 21B 45 45 055
31 10A 383 4 098 71 22A 417 45 117
11A 35 35 138 231 417 45 098
121 B 333 35 163 24 3 35 127
32 10Cy D 367 4 052 72 22By C 4 45 127
11B 383 4 098 232 3 3 11
122y 123 367 4 137 24 35 35 1,38
33 10B 4 4 063 73 25 417 4 0,75
11B 417 4 0,75 26 433 45 082
121 A 4 4 11 27 4 4 11
41 7A 367 45 1,75 74 28 283 25 147
8A 4 4 089 29 45 5 084
9C 383 4 117 30 45 45 0,55
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4.2 7B 4 4 089 75 31 317 35 098
8A 4683 47 0,37 32 383 4 0,75

9A 4,683 47 0,37 33 317 3 0,75

43 7B 383 4 117 81 34A 383 4 0,75
8B 45 45 0,55 35A 4 4 0,63

9B 433 45 0,82 36 367 35 0,82

51 131B 433 45 082 82 34B 417 4 0,75
141AyB 417 4 0,75 35B 4 4 0,89

15A 367 4 103 36 383 35 098

Como resultado se puede apreciar que de los 32 ftems elegidos para la version
final de esta seccion del documento: veinte de ellos fueron muy relevantes para
los expertos, dado que cada uno fue calificado en promedio con mas de 4 pun-
tos; siete han sido relevantes pues, cada uno fue evaluado en promedio con 4
puntos; cinco fueron medianamente relevantes ya que, cada uno ha sido valo-
rado en promedio con mas de 3 puntos, pero menos que 4.

Ademas, segun se expone en la tabla 4 los expertos han valorado positiva-
mente las situaciones-problemas que componen cada campo de problema. Una
evidencia de ello es que, en cada uno de los 32 items escogidos para la version
final de la primera seccién del documento, su evaluacién obtuvo una mediana
igual o mayor a 4 puntos. Concretamente: en cuatro de estos items la mediana
de sus puntuaciones es mayor a 4,5 puntos, es decir, la mitad de los expertos
valoraron cada interrogante con 5 puntos a diferencia de los demas evaluadores
que les asignaron 5 o menos puntuacion; en 13 de ellos, las puntuaciones
evidenciaron una mediana de 4,5 puntos, lo cual significa que tres jueces eva-
luaron a cada ftem con 5 puntos y los tres participantes restantes lo han hecho
con 5 o menor valor; en 15 de esos, la mediana de sus puntuaciones es 4, es
decir, tres de los jueces valoraron a estos items con 4 0 5 puntos y la otra mitad
de los participantes les han asignado un valor igual o menor a 4.

Por tanto, para los expertos participantes, cada item seleccionado es repre-
sentativo de la situacion-problema en la cual han sido propuesto, ademas de
ser relevante y coherente para evaluar la situacion-problema consultada. Tam-
bién estos items representan las tareas, ejercicios y actividades que promueve
el curriculo escolar chileno para valorar la comprension de la variable aleatoria
y distribuciones binomial y normal.

Respecto a la sequnda seccion del documento presentado a los expertos,
donde se abordan situaciones-problemas acerca de distribuciones de probabi-
lidad fundamentadas en la alfabetizacion estadistica, la tabla 5 contiene los
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resultados sobre su valoracion. En ella ha sido posible observar que se presento
el caso que una de las situaciones-problemas (6.1) obtuvo dos items calificados
con igual media, mediana y desviacion tipica. Por tanto, ha sido escogido aquel,
en que el estudiante debe poner en juego habilidades como evaluar e interpre-
tar la informacion estadistica presente en su enunciado, mas que realizar pro-
cedimientos (algoritmos, operaciones, etcétera).

Tabla 5. Seleccién de items sobre alfabetizacion estadistica y resumen estadistico
de puntuaciones de expertos

Situacion-Problema ftem X M, Desv. tip.
6.1 Identificar situaciones que pueden mo- 37 45 5 084
delizarse a través de la distribucion binomial 38 4 4 11
39 45 5 0,84
7.1 ldentificar situaciones que pueden mo- 40 47 5 052
delizarse a través de la distribucién normal 1 4 4 11
42 4 4 11

También la tabla 5 muestra que los dos items que fueron seleccionados para la
version definitiva de esta seccion han sido evaluados por los participantes como
muy relevantes, pues cada uno fue calificado en promedio con mas de 4 puntos.
Aun mas, en aquellos items la mediana de sus puntuaciones es 5, lo cual sig-
nifica que tres de los expertos asignaron a cada uno la maxima valoracién (5)
a diferencia de los otros tres que los calificaron con 5 0 menos puntos.

De esta manera se obtuvo un conjunto final de 34 items que representan
concretamente gran parte de las situaciones-problemas de la GSP-VADP, 32 de
estos integran la primera seccion de un documento, mientras que los restantes
dos la segunda. En su resolucién se manifiestan conceptos, lenguaje, procedi-
mientos, propiedades y argumentos, que en conjunto caracterizan el significado
institucional de la variable aleatoria y sus aplicaciones en las distribuciones de
probabilidad a nivel escolar. La tabla 6 presenta informacion relativa a las fuen-
tes bibliograficas de los 34 ftems, organizada segun la situacion-problema que
valora cada uno.
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Tabla 6. Fuentes bibliograficas del conjunto final de ftems

Situacion- ftem v Fuente Situacion- ftem y Fuente
Problema Problema
11 1.1 Ferndndez et al (2013) 52 5.2¢ Elaboracion propia
12 1.1 Fernéndez et al. (2013) 53 5.2b Osorio et al. (2019)
13 1.2 Flores et al. (2014) 54 5.2a Elaboracion propia
14 1.3 Adaptacion de Flores et al. 55 5.2¢ Elaboracién propia
(2014) y Salazar (2014)
21 2.1a Flores et al. (2014) 5.6 10.a Elaboracion propia y posee informacion de
Ramirez (2018)
22 2.2a Salazar (2014) 6.1 6 Alvarado y Retamal (2014)

9. Elaboracion propia y posee informacion de
Colomé (2015) *Alfabetizacion estadistica

23 2.2b Salazar (2014) 6.2 6 Alvarado y Retamal (2014) y adaptacion de
Sanchez y Carrasco (2018)

24 2.1b Flores et al. (2014) 6.3 6.e y 6.f Elaboracion propia

25 2.2¢ Elaboracién propia 6.4 6.3, 6.b, 6.cy 6.d Alvarado y Retamal (2014) y
adaptacién de Sanchez y Carrasco (2018)

31 3.1 Muhoz et al (2013) 71 7.1 Morales et al. (2008a)

10.b Elaboracién propia y posee informacion de
Ramirez (2018) *Alfabetizacion estadistica

32 3.2b Munoz et al. (2013) 72 7.2 Tauber (2001)

33 32a Adaptacion de Munoz et al (2013) 73 7.3 Gonzalez y Ojeda (2017)

41 4.a Elaboracion propia 74 7.4 Adaptacion de MINEDUC (2019¢)

42 4.a Elaboracion propia 75 7.5a Tauber (2001) y 7.5b Morales et al. (2008b)
43 4.b Chacon et al. (2018) 8.1 8.1 Norambuena et al. (2019)

51 5.1 Guerrero et al. (2016) 82 8.2 Alvarado y Batanero (2007)

En la tabla 7 es expuesto un ejemplo de items seleccionados para el conjun-
to final, los cuales representan las situaciones-problemas correspondientes al
campo de problema dos. En este caso, es posible apreciar los elementos que
consideraron significativos los expertos para elegir las situaciones-problemas
relativas a la distribucion de probabilidades de una variable aleatoria discreta.
Respecto a la situacion-problema 2.1 los expertos seleccionaron el item 2.1A. Por
tanto, se puede reconocer que consideraron relevante el proponer una situacion
real y cercana a estudiantes, la cual admite una estrategia de resolucion por
tanteo, donde para entender y dar respuesta a la tarea planteada se pueden
llevar a cabo en repetidas ocasiones el experimento aleatorio involucrado.
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Tabla 7. Ejemplo de items seleccionados para su conjunto final

Campo de problema 2: Reconocer a la distribucion de
probabilidad de una variable aleatoria discreta (o funcién de
cuantia) como una herramienta que permite ver la variacion

aleatoria

Situacion-Problema

2.1 (Flores, Garcia y Sanchez, 2014) Llamaremos lanzamiento
a la accién de lanzar tres monedas al aire al mismo tiempo (de
preferencia de la misma denominacion). Ahora imaginate que
se realizan 1000 lanzamientos y en cada uno de ellos se ob-
serva la variable “‘nimero de caras que ocurren”.

A) En la siguiente tabla anota en la fila de arriba, los posibles
valores de la variable y en la fila de abajo, el numero de veces
(o frecuencia) que crees que ocurra cada valor:

Caras Total

Frecuencia

B) Anota la probabilidad que asignas a la ocurrencia de cada
valor de la variable:

Caras 0 1 2 3
Probabilidad

Total

2.1 Determinar las probabilidades
asociada a los valores de una varia-
ble aleatoria discreta desde un enfo-
que frecuencial (apartado A).

2.4 Construir una tabla para repre-
sentar la funcion de probabilidad de
una variable aleatoria discreta
(apartado B).

2.2 (Salazar, 2014) En un programa de television los concursantes
hacen girar una flecha en una ruleta como en la figura y cada vez
que la flecha se detiene en la zona de color rojo, se gana un
premio y el concurso se trata de hacer girar la flecha 3 veces. En
base a esta situacion responde las siguientes preguntas:

4

A) éCudl es la probabilidad de que un participante gane dos
premios? Y {Cudl es la probabilidad de que un concursante no
gane ningun premio?

B) Escribe en la tabla siguiente la funcion de probabilidad de
la variable aleatoria que relaciona el espacio muestral con el
numero de premios que gana un concursante:

X 0 1 2 3
fix)

Q) En un gréfico represente la funcion de probabilidad anterior.

2.2 Determinar las probabilidades
asociada a los valores de una varia-
ble aleatoria discreta desde un enfo-
que clasico (apartado A).

2.3 Definir la funcién de probabili-
dad de una variable aleatoria, utili-
zando la terminologia P (X = xi).
(apartado B).

25 Construir un grafico de barra
para representar la funcion de pro-
babilidad de una variable aleatoria
discreta (apartado C).
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Para representar la situacién-problema 2.2 los expertos eligieron el item 2.2A.
En él no es inmediata la obtencion de las probabilidades solicitadas, sino que
es necesario razonar e interpretar el enunciado (no ganar ningtin premio quie-
re decir ganar cero premios). También permite aplicar diferentes elementos aso-
ciado al topico de probabilidad como la interseccion de sucesos aleatorios
independientes o el diagrama de arbol, entre otros.

Sobre la situacion-problema 2.3, los participantes escogieron para caracterizarla
el ftem 2.2B, donde se propone un tipo de lenguaje especifico para representar
la funcion de probabilidad (lenguaje tabular). Por lo general dicho lenguaje de
representacion es mas cercano a estudiantes que el simbdlico, ademas se facilita
la respuesta dado que se entrega el dominio de la funcién requerida.

En relacién con la situacién-problema 2.4, los expertos prefirieron el item 2.1B.
Esto se debid a que su enunciado proporciona facilidades, tanto en entregar una
tabla donde se espera que sea representada la funcion de probabilidad, como en
proveer completada la fila superior de esta tabla, correspondiente a los elementos
del dominio de dicha funcion. Alin mas, la tabla contiene una columna que hace
referencia al total de las probabilidades, la cual sirve para corroborar si la funcion
identificada, cumple con una de las condiciones para ser de probabilidad (suma
de sus probabilidades igual a uno). De esta manera los aspectos mencionados
favorecen a comprender lo solicitado y responder manera correcta.

Finalmente, los expertos, para representar la situacién-problema 2.5, optaron
por el item 2.2C. Esto se debe a su vinculacién con el contexto de item 2.2B
(situacion-problema 2.3), el cual proporciona todos los elementos del dominio
de la funcion de probabilidad, pero haciendo referencia explicita a los valores
de X (variable aleatoria discreta). Esta informacion sin duda favorece a la reso-
lucién de la situacion-problema 2.5, especificamente ayuda a asociar el eje
horizontal del grafico con el dominio de dicha funcién (valores de la variable
aleatoria) y su eje vertical con el recorrido (probabilidades).

4.3 ESTIMACION DE LA VALIDEZ DE CONTENIDO POR JUICIO DE
EXPERTOS

A cada uno de los 34 items seleccionados a través de juicio de expertos, se le
calculo el CVC de Hernandez-Nieto (2002) y los resultados del procedimiento se
exponen en la tabla 8. Asi es posible afirmar que los ftems elegidos pueden ser
conservados debido a que cada uno posee un coeficiente superior a 0,70, es de-
cir, valora adecuadamente la situacion-problema respectiva. También el conjunto
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final de items obtuvo en promedio un CVCigual a 0,8, este valor indica que aque-
llos items evaltian idoneamente la comprension de variable aleatoria y sus apli-
caciones en las distribuciones de probabilidad binomial y normal en el contexto
escolar chileno. En consecuencia, se puede sugerir la utilizacion de la GSP-VADP
como un instrumento de evaluacion en una investigacion en educacion o para
estimar el avance en la comprension de los estudiantes en los temas senalados.

Tabla 8. Valor de CVC de cada item que integra la version final de la GVC-VADP

Situacion- ftem aYe Situacion- ftem aYe
Problema Problema

1.1 1 087 54 14.2A 087
1.2 1 0,87 55 15C 08
13 2B 083 56 17 067
14 32C 08 6.1 20 083
21 51A 077 6.2 20AB,CyD 083
22 6.1A 08 6.3 21Cy D 092
23 6.1B 083 6.4 21B 09
24 51B 083 71 231 083
25 6.1C 087 7.2 22By C 08
31 10A 0,77 73 26 087
32 11B 0,77 74 29 09
33 11B 083 75 32 0,77
41 8A 08 8.1 35A 08
42 8A 094 8.2 34B 083
43 8B 09

51 131B 087 6.1 37 09
5.2 15C 08 7.1 40 093
53 15B 09 Media 0,86
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5. CONCLUSIONES

La presente investigacion permitié crear una guia integrada por diversas tareas,
actividades o ejercicios para comprender la variable aleatoria y distribuciones
de probabilidad binomial y normal, segun el curriculo escolar chileno, denomi-
nada GSP-VADP. Los resultados de este estudio muestran que la guia esta
constituida por 34 situaciones-problemas sobre dichos temas, identificadas a
partir de un analisis riguroso a documentos curriculares vigente, principalmente
de Chile (MINEDUC, 2015; MINEDUC, 2016; MINEDUC, 2019a; MINEDUC, 2019b;
MINEDUC, 2019¢), ademas de Estados Unidos (NGACBP y CCSSO, 2010; Franklin
et al, 2005; NCTM, 2000). También esta herramienta presenta importantes avan-
ces en toro a la ensenanza de los topicos probabilisticos senalados:

* Amplia la diversidad de situaciones-problemas sobre variable aleatoria
identificadas por Ortiz (2002), siendo estas representativas de la educacion
escolar actual.

* Propone situaciones-problemas en torno a la distribucion binomial, funda-
mentales para la educacién escolar e inicio de la universitaria, que no han
sido explicitadas como tal objeto matematico en estudios previos.

* Amplia las diferentes situaciones-problemas relativas a la distribucion nor-
mal reconocidas por Valverde (2017), coherentes con la educacion proba-
bilistica fomentada documentos curriculares vigentes.

Por tanto, la Guia de Situaciones-Problemas sobre Variable Aleatoria y sus Apli-
caciones en Distribuciones de Probabilidad seguin el Curriculo Escolar, posee
informacion valiosa que puede servir a los profesores de matematica que ejercen
su labor en las escuelas, para orientar su trabajo y disefnar propuestas de ense-
nanzas en torno a los temas en cuestion.

Por otra parte, los resultados del presente estudio indican que es viable uti-
lizar la GSPVADP para identificar items que representen las situaciones-proble-
mas que la constituyen, por medio de expertos. Debido a que el conjunto final
de ftems que ha sido seleccionados por los seis participantes obtuvo en prome-
dio que es bueno, con un coeficiente de validez y concordancia superior a 0,8.
También este conjunto de items complementa las actividades o tareas propues-
tas para la ensenanza a nivel escolar de la variable aleatoria (Bizet y Ramos,
2022; Doukhan y Gueudet, 2019), distribucion binomial (Alvarado y Retamal,
2014) y distribucién normal (Salinas et al, 2018), ya que de manera articulada
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integra situaciones-problemas sobre variable aleatoria y su aplicacion en distri-
buciones de probabilidad.

Finalmente, esta investigacion se proyecta en llevar a cabo un analisis a
priori de las situaciones-problemas que componen el conjunto final de items.
De esta manera, establecer de forma explicita el lenguaje, conceptos, propieda-
des, procedimientos y argumentos puestos en juego en su resolucion, los cuales
caracterizan el significado institucional de la variable aleatoria y aplicaciones
en distribuciones de probabilidad. Posteriormente, se espera aplicar aquellos
items a estudiantes que cursan Ultimo grado de educacién escolar (17 a 19
anos) o comienzan su formacion universitaria, con el proposito de centrarse en
identificar el significado personal de los tdpicos en cuestion.
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Resumen: Este articulo responde a la inquietud: ¢éQué comprensiones logran,
sobre el concepto de limite de una funcién en un punto, estudiantes que participan
de un curso de calculo diferencial en el que se exploran las nociones de aproxi-
macion y tendencia? Se toma “comprension” de la manera descrita por la teoria de
Pirie y Kieren (1989), en términos de las complementariedades de la accién y
expresion. Para responder a la pregunta, se disen¢ una secuencia de actividades
alrededor del concepto de limite de una funcién en un punto, usando las nocio-
nes de aproximacion y tendencia por medio del software de matematica dinamica
GeoGebra. Para el estudio se sigui6 a un estudiante como caso de estudio, quien
desarrollé completa la secuencia de actividades disefiada. Ese estudiante exhibid
evidencias de comprension, desde la perspectiva tedrica en la que se posiciona
el estudio, realizando complementariedades de la accion y expresion asociadas
al nivel que Pirie y Kieren (1989) llaman de “formalizacion’, logrando identificar
las propiedades comunes de las clases de imagenes que habia construido a
medida que iba desarrollando las actividades.
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Palabras claves: Comprension, accion, expresion, limite, funcion.

Abstract: This article responds to the concern: What understandings do students
who participate in a differential calculus course in which the notions of approx-
imation and trend are explored, about the concept of limit of a function at a
point? “Understanding” is taken in light of the theory of Pirie and Kieren (1989)
who describe it in terms of the complementarities of action and expression. To
answer the question, a sequence of activities was designed around the concept
of limit of a function at a point using the notions of approximation and trend
through the GeoGebra dynamic mathematics software. For the study, a student
was followed as a case study, who developed and completed the designed
sequence of activities. This student exhibited evidence of understanding, from
the theoretical perspective in which the study is positioned, performing comple-
mentarities of action and expression that are associated with the “Formalization”
level of Pirie and Kieren (1989), managing to identify the common properties
of the kinds of images that he had built as he developed the activities.

Keywords: Understanding, action, expression, limit function.

1. INTRODUCCION

Las matematicas de la educacion superior han generado un campo fértil de
investigacion, en el que se ha evidenciado el interés por parte de algunos inves-
tigadores como Sierpinska (1987), Tall (1991), Dreyfus (1991), Artigue (1995) en
profundizar en el estudio de fendmenos asociados a la ensenfanza vy el apren-
dizaje del calculo diferencial e integral.

En particular, la ensenanza del calculo diferencial y, en especial, el concepto
de limite se ha constituido uno de los mayores desafios de la educacion mate-
matica. Al respecto, Bldzquez y Ortega (2000) afirman que “para los estudiantes
éste es un concepto arido, poco atractivo, demasiado abstracto, que olvidan
totalmente con demasiada facilidad y, en suma, es uno de los mas dificiles de
ensenary aprender” (p. 331).

Autores como Cornu (1991), Tall (1992), Hitt (2003), Vracken et al. (2006),
entre otros, han reflexionado sobre el aprendizaje y ensefanza del cdlculo y
exponen que existen dificultades de aprendizaje en torno al concepto de limite
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que impiden de manera natural la comprension del mismo. Entre estas dificul-
tades, se pueden destacar: las generadas por el lenguaje y el uso de términos
como ‘limite”, “tender” o “aproximarse’, los cuales tienen un significado ordinario
que distorsiona el concepto matematico formal; el deseo de reducir el limite a
una operacion algebraica; la identificacion de una cantidad que se hace cada
vez mas pequena, un infinitésimo, y si es una cantidad que se hace arbitraria-
mente grande sugiere la idea del infinito; dificultades relacionadas con si el
limite es un valor que se alcanza o no, y la confusién sobre el paso de lo finito
a lo infinito.

Asi mismo, Cornu (1991) menciona que una de las grandes dificultades al

aprender el concepto de limite no emana solo de su complejidad o de su riqueza,

.. Sino en entender que todos los aspectos cognitivos del concepto de limite resul-
taran muy dificiles de aprender a partir de su definicion matematica, una de las
multiples facetas del concepto de limite es la idea de aproximacion. Muchas veces
la idea de aproximacion es el primer encuentro que los estudiantes tienen del con-
cepto de limite a través de la nocion dinamica de limite. (p. 153)

Por su parte, Cornu (1991), Hitt (2003) y Kidron (2014) enfatizan que el apren-
dizaje del concepto de limite es fundamental para la construccion adecuada de
los conceptos del calculo, a su vez que requiere de un conocimiento sobre los
procesos infinitos. Ademas, Hitt (2003) menciona que si la ensefanza del calculo
se restringe a sus aspectos algebraicos sin poner atencion al uso de represen-
taciones diferentes a las algebraicas, dificilmente los alumnos llegaran a una
comprension profunda del calculo. Del mismo modo resalta el desarrollo de las
habilidades que estan ligadas a la visualizacion matematica ya que podran
impulsar a los alumnos a un nivel mas profundo de los conceptos fundamen-
tales del calculo.

En ese sentido, para lograr la comprension de conceptos matematicos Blaz-
quez (1999) plantea la necesidad de recurrir a los diferentes tipos de represen-
tacion (en el sentido de Duval, 2006), porque seguin este autor todo concepto
esta asociado a ciertas imagenes visuales, ciertos vinculos con otros conceptos
y con el lenguaje habitual, diferentes propiedades en diferentes contextos, que
pueden parecer intrinsecas al propio concepto y se pueden expresar utilizando
distintos sistemas de representacion. Ademas, todo forma parte de una imagen
conceptual, que no siempre es coherente con la definicién del concepto. Es por
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lo que, para Tall y Vinner (1981), comprender un concepto no se centra en
entender su definicion, sino crear una imagen conceptual rica y coherente.

Las diferentes dificultades han generado que, desde la didactica de la mate-
matica, surjan investigaciones que busquen indagar sobre los problemas en el
aprendizaje en torno al concepto de limite de una funcion. Entre las investiga-
ciones, resaltan las que usan la nocion de aproximacion y tendencia para la
coordinacion de los procesos vinculados a la comprension del limite de una
funcion (Blazquez y Ortega, 2002; Blazquez et al, 2006; Valls et al, 2011). Por
su parte, Kidron (2010) y Fernandez (2010) en sus investigaciones han utilizado
los diferentes tipos de representacion para analizar el desarrollo de la compren-
sion del limite de una funcion. También encontramos estudios que analizan
cuales son esas concepciones, intuiciones y definiciones utilizadas en el aula
de clase (Przenioslo, 2004; Giicler, 2013; Gonzaélez et al, 2021). Y otras que
muestran como el uso de herramientas tecnologicas potencializa la visualizacion
matematica y da un panorama dinamico de lo que se esconde detras de la
definicion formal del concepto de limite de una funcion (Rangel et al, 2014;
Betancur et al, 2015).

En particular, en esta investigacion se aprovechan algunas de las ideas mencio-
nadas, con el fin de disefar, implementar y evaluar una secuencia de actividades
(organizada para su implementacion en seis talleres) que permita caracterizar los
niveles de comprension del concepto de limite de una funcion en un punto, en
estudiantes que participan de un curso de calculo diferencial en el que se exploran
las nociones de aproximacion y tendencia. En este articulo se exhibe una sintesis
de los resultados generales de la investigacion, mediante un estudio de caso de
un estudiante al que hemos llamado Kevin.

2. ASPECTOS TEORICOS Y CONCEPTUALES

El sustento tedrico de la investigacion se centra en tres aspectos fundamen-
tales: en primera instancia, usamos la teoria de Pirie y Kieren (1989) porque
nos permite ofrecer descriptores de la comprension de un objeto matematico
a partir de acciones y expresiones. Esta teoria ha sido usada por investigacio-
nes en didactica del calculo como las reportadas por Villa-Ochoa (2011), Lon-
dofo (2011), entre otros. Por otra parte, nos acercamos a las concepciones de
la ensenanza y del aprendizaje del limite desde autores como Blazquez y
Ortega (2002), Garcia, Serrano y Diaz (2002), Pons (2014) y Mira (2016), que
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nos mostraron orientaciones didacticas para la estructura de la secuencia de
actividades. Y, por ultimo, para disenar los talleres nos acogimos a la propuesta
metodolégica de Fiallo y Parada (2018), pues engrana la interaccion con los obje-
tos matematicos de estudio (mediante GeoGebra), la resolucion de problemas y
debate en el aula.

2.1 TEORIA PARA LA COMPRENSION MATEMATICA

La teoria propuesta por Pirie y Kieren (1989) describe la evolucion de la com-
prension matematica como un todo dinamico, estratificado, recursivo, pero no
lineal, que permite resignificar el conocimiento durante el proceso de aprendi-
zaje. Esta teoria es una herramienta que actua como un lente (traduccion del
autor), a través del cual puede observarse el proceso de evolucién de la com-
presion matematica de un individuo o de un grupo de individuos en ocho
niveles que conforman su aspecto descriptivo; a saber: 1) Conocimiento primitivo;
2) Creacion de la imagen; 3) Comprension de la imagen; 4) Observacion de la
propiedad; 5) Formalizacion; 6) Observacion; 7) Estructuracion; 8) Invencién. Ade-
mas, la teoria aporta tres caracteristicas que permiten dar cuenta de la compren-
sion: i) Resignificar conocimientos (traduccion propia del autor al término “folding
bacK' que se menciona en la teoria), i) Limites de alta de necesidad, y iii) Com-
plementariedades de la accion y expresion.

En nuestra investigacion nos apegamos a la caracteristica de las complemen-
tariedades de la accién y expresion, la cual Pirie y Kieren (1994) describen asi:

.. mas alla del primer nivel “‘conocimiento primitivo’, cada nivel se compone de una
complementariedad de accion y expresion y que cada uno de estos aspectos de la
evolucion de la comprension es necesario, antes de moverse desde cualquier nivel.
Ademas, el crecimiento ocurre actuando primero y luego expresando, pero con mas
frecuencia a través de y desde el movimiento entre estos aspectos complementarios.
En cualquier nivel, la accion (el desempefo) abarca toda la comprensién previa,
suministrando continuidad con los niveles internos, y la expresion brinda compor-
tamientos distintos a ese particular nivel. (p. 175)

Lo anterior, aclara que las acciones y las expresiones son registradas por los
estudiantes cuando estan comprendiendo conceptos matematicos en situaciones
de aprendizaje. Ellas, ademas, destacan la importancia de expresar con respues-
tas, procedimientos no esperados, una actitud innovadora o de descubrimiento
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de relaciones matematicas. Asi, las acciones y expresiones permiten describir en
cada uno de los niveles la comprensién del concepto de limite de una funcién
en un punto. Ademas, Pirie y Kieren (1994) mencionan ciertos términos que
sirven para etiquetar las complementariedades de la acciéon y la expresion para
cada nivel, tal como se muestra en la tabla 1.

Tabla 1. Complementariedades de la accion y expresion del modelo de Pirie y Kieren (1994)

COMPLEMENTARIEDADES

NIVEL

ACCION

EXPRESION

Conocimiento primitivo

Creacion de la imagen

Realizacion de la imagen

Andlisis de la imagen

Comprension de la imagen

Visualizacion de la imagen

Expresion de la imagen

Observacion de la propiedad

Prediccion de la propiedad

Registro de la propiedad

Formalizacion Aplicacion del método Justificacién del método

Observacion Identificar la caracteristica Descripcion de la caracteristica
Estructuracion Conjeturar el Teorema Demostracion del Teorema
Invencion

2.2 NOCIONES QUE RODEAN EL CONCEPTO DE LIMITE

El concepto de limite ha sido particularmente dificil de ensenary aprender, pues
como lo menciona Cornu (1991) es “propio del Pensamiento Matematico Avan-
zado con una posicién central en el analisis matematico, fundamental en la
teorfa de aproximacion, de continuidad y del calculo diferencial e integral” (p.
153) (traduccién del autor). En ese mismo sentido, investigaciones realizadas por
Blazquez y Ortega (2002), Garcia et al. (2002), Pons (2014) y Mira (2016) han
reportado que para lograr su comprension se deben tener en cuenta aspectos
como: las nociones de aproximacion y tendencia, 1a concepcion dindamica del
limite de una funcion en un punto, la concepcion éptima del limite de una
funcion en un punto y la concepcion métrica del limite de una funcion en un
punto; elementos que fueron utilizados durante el desarrollo de la investigacion.

Por ejemplo, Blazquez y Ortega (2002) usan las nociones de aproximacion
y tendencia con el fin de plantear una definicién del concepto de limite
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funcional, la cual los estudiantes recuerden facilmente, esto de manera similar
a como lo hizo D'Alembert, nociones que precisan asi:

Aproximacion: Una variable, que toma sus valores en un conjunto numeérico, puede
aproximarse a un cierto numero si los errores absolutos que se cometen, conside-
rando los valores de la variable como aproximaciones del nimero, son cada vez
menores. Por ejemplo: Los valores B,1209; 3,12009; 3,120009; ..J se aproximan a
3 porque los errores son 0,1209; 0,12009; 0,120009; .| pero también se aproximan
a [31 (os errores son 0,0209;0,02009;0,020009;..), a 3,12
(0,0009; 0,00009; 0,000009; ..), etcétera.

Tendencia: La variable tiende a un niimero cuando los valores son aproximaciones
del nimero y ademas se aproximan mas que cualquier otro valor, es decir, cualquier
aproximacion se puede mejorar con valores de la variable. Por ejemplo: Los valores
3,1;3,01;3,001;3,0001;..] son aproximaciones de [3] pero ademésla proximidad
que se logra con este tipo de valores es mayor que con cualquier numero distinto de
pues si tomamos, por ejemplo, como aproximacion de (3] (el error

es 0,000000001) y, por ejemplo, el valor 3,000000001 mejora la aproximacion (el
error es veces menor). (p. 80)

De igual forma, Garcia et al. (2002) realizan un estudio relacionado con la apro-
ximacion como nocion basica del calculo, donde definen aproximacion como:

.. una expresion relacional, que establece una relacion entre un valor exacto y el
valor aproximado, la posibilidad de aceptar que una representacion es la represen-
tacion aproximada de un valor exacto exige usar la regla del error absoluto. (p. 17)

En ese sentido, la tendencia, tal como lo mencionan Garcia et al. (2002) “exige
una visualizacion de tipo numérico de los procesos infinitos de aproximacion
como un todo, lo que permite aceptar cierta regularidad en las aproximaciones
obtenidas en el proceso para intuir un resultado final" (p. 17). Ellos, ademas,
mencionan que la aceptacion de estas regularidades implica considerar que los
errores absolutos de la aproximacion se hacen tan pequenos como se desee.
Por su parte, Blazquez y Ortega (2002) exponen que generalmente el primer
acercamiento que tienen los estudiantes de bachillerato y de recién ingreso a
la universidad al concepto de limite de una funcién es a través de la nocion de
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aproximacion y mediante la concepcion dinamica del limite planteada de la
siguiente manera:

Sea ["f'] una funcion y un numero real, el numero es el limite de la funcion
£l en el punto [a’l y se escribe [im f () si cuando tiende al numero ["a"
siendo distinto de sus imagenes tienden a ['L"] (p. 80)

Esta concepcion se usa durante la investigacion con el fin que los estudiantes
construyan sucesiones de ciertos valores en el dominio y en el rango de la
funcion, para identificar si existe o no tendencia. La construccion de estas suce-
siones permite reconocer la aproximacion en el dominio y la tendencia en el
rango de la funcion, al igual que el uso del teorema de los limites laterales para
decidir sobre la existencia del limite.

Por tanto, las concepciones métrica y 6ptima planteadas por Cottrill et al.
(1996, citado en Mira, 2016) deben entenderse como un paso anterior al de la
definicion formal de limite. Asi, la concepcién 6ptima del limite, definida como
sigue, se usa con el fin que los estudiantes logren calcular distancias entre
valores proximos a un punto (diferencias en valor absoluto) y ademas para que
construyan sucesiones con estas diferencias en el dominio y a través de la
funcion en el rango, concepcion desarrollada en el Taller 4 de la investigacion.

El valor (L es el limite de en ["a'l si, para todo valor de [K| muy proximo a (L)
existe otro valor [hl muy proximo a ["a"l tal que los que mejoran ese valor 1, es
decir que estan mas proximos a ["a", hacen que sus imagenes también mejo-
ren el valor [K] cercano a [L| y estén mas cerca de [Ll (p. 47)

De igual forma, Cottrill et al. (1996) plantean la concepcion métrica del limite
(en la cita siguiente), la cual se usa con el proposito que los estudiantes logren
realizar la coordinacion de las distancias que tienden a cero, y a su vez se pre-
tende que los estudiantes logren identificar de manera intuitiva las cotas de
épsilon y delta sin emplear un lenguaje formal, como se desarrollo en el Taller
5 de la investigacion.

Sea E una funciony un numero real, el niumero - es el limite de la funcion
"' en el punto ["a”] y se escribe lim f(x), si cuando en valor absoluto se
aproxima a @ en valor absoluto se aproxima a ol En simbolos

[0 < |x—al <&yl|f(x)— LI (p. 48)
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Estos elementos conceptuales permitieron realizar el planteamiento de la secuen-
cia de actividades, tal como se explico, con el fin de favorecer la comprension del
concepto de limite de una funcién en un punto, en estudiantes que participan de
un curso de calculo diferencial de la Universidad Industrial de Santander (UIS).

2.3 ESTRUCTURA METODOLOGICA PARA EL DISENO DE ACTIVIDADES

Para el diseno de los talleres, que hacen parte de la secuencia de actividades, se
tuvieron en cuenta los aspectos metodoldgicos propuestos por Fiallo y Parada
(2018), quienes plantean un curso de precalculo, en el cual se integran activi-
dades organizadas secuencialmente, alrededor de uno o dos problemas, trabajo
individual, trabajo en equipo y debate en el aula. Los autores proponen que la
actividad de la clase se desarrolle en los siguientes momentos: exploracion libre,
socializacion de los resultados obtenidos, exploracion dirigida (mediada por un
software de matematica dindmica), explicacién y por Gltimo una tarea retadora.
Esos momentos fueron retomados en el planteamiento de los talleres que se
disenaron en la investigacion, donde la secuencia de actividades articula el uso
de GeoGebra y el trabajo a lapiz y papel. Ademas, se da gran importancia al
proceso de comunicacion en el que los estudiantes debaten permanentemente
sus ideas con el profesor y sus pares académicos.

3. ASPECTOS METODOLOGICOS

La investigacion que se realizo fue de corte fenomenologico, entendida en tér-
minos de Aguirre y Jaramillo (2012), quienes exponen que este tipo de estudios
aportan significativamente al conocimiento de realidades escolares y que justa-
mente estos privilegian las vivencias de quienes participan en el proceso edu-
cativo. El estudio se organizo en las siguientes ocho fases:

Fase I: Estudio preliminar. El punto de partida fue un diseno didactico para el
estudio del concepto de limite en estudiantes de bachillerato o de primer semestre
universitario realizado por Betancur et al (2015). El planteamiento y el analisis de los
resultados del diseno didactico antes mencionado, nos permitié seguir explorando
sobre dicho fenémeno a través de la siguiente pregunta de investigacion ¢Qué
comprensiones logran, sobre el concepto de limite de una funcién en un punto,
estudiantes que participan en un curso de calculo diferencial donde se exploran
las nociones de aproximacion y tendencia?
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Fase II: Breve revision teorica y epistemoldgica del limite de una funcion en
un punto. La revision de varios libros de historia de las matematicas, y algunas
tesis de Maestria y Doctorado (Fernéandez, 2010; Pons, 2014; Mira, 2016), han
permitido vislumbrar aspectos historicos que dan cuenta de la evolucion del
concepto de limite, y lo complejo que ha sido su conceptualizacion, al igual que
los obstaculos epistemoldgicos que ha tenido el concepto a lo largo de la his-
toria (Sierpinska, 1987; Cornu, 1991), y las dificultades que se presentan en la
ensenanza del limite de una funcién (Tall, 1992; Hitt y Paez, 2003). Esta revision,
nos permitié considerar algunos aspectos que han contribuido en el desarrollo
del concepto y a su vez tomarlos como referencia para el diseno de la secuencia
de actividades; ademas, fue necesario revisar el texto guia Cdlculo: Transcenden-
tes Tempranas de Zill y Wright (2011), el cual se utiliza en el curso de calculo
diferencial de la UIS, con el fin de identificar: el orden de los contenidos, el
planteamiento metodologico de las actividades y los problemas que se utilizan
para el estudio del limite de una funcién en un punto.

Fase IlI: Diseno de la secuencia de actividades. En esta fase, se tuvieron en
cuenta algunos acercamientos didacticos a la comprension del concepto de
limite de una funcion en un punto, planteados por Fernédndez (2010), Pons (2014)
y Mira (2016). La estructura conceptual propuesta por estos autores coincide en
varios aspectos, a pesar de que parten de diferentes marcos teoricos. En dichas
estructuras se hace uso de las nociones de aproximacion y tendencia, las con-
cepciones dinamica, éptima y métrica del limite, asi como el uso de las diferen-
tes formas de representar una funcion (tabular, grafica, algebraica), los cuales
favorecen la comprension del objeto matematico de estudio. Esos acercamientos
nos permitieron hacer el planteamiento de los siguientes talleres para la secuen-
cia de actividades: T1. Conocimientos previos; T2. Nociones de aproximacion y
tendencia; T3. Concepcion dindmica del limite de una funciéon en un punto; T4.
Concepcion éptima del limite de una funciéon en un punto; T5. Concepcion
métrica del limite de una funcién en un punto; y T6. Conocimientos finales.

Fase IV: Pilotaje de la secuencia de actividades. Se realizd con un grupo de
tres estudiantes que estaban cursando por primera vez la asignatura calculo
diferencial. La aplicacién de la prueba piloto se llevé a cabo durante el primer
semestre académico del ano 2018, en un espacio extra-clase durante diez horas,
con una duracion de dos horas para cada uno de los talleres. Esta aplicacion nos
permitié reformular algunas preguntas de los talleres y los tiempos del uso de la
tecnologia para el desarrollo de la secuencia.
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Fase V- Descriptores a priori de los niveles de comprension. En esta fase se
tuvo en cuenta el andlisis a priori realizado a los talleres de la secuencia de
actividades y la revision tedrica que se realiza del concepto de limite de una
funcion. Esos elementos permitieron realizar la caracterizacion de los primeros
cinco niveles de comprensién matematica en términos de las complementarie-
dades de la accion y expresion. A continuacion, se mencionan algunos de los
descriptores asociados a cada nivel (tabla 2).

Tabla 2. Descriptores de los niveles de comprension para del concepto de limite de una
funcién en un punto (Guarin, 2018)

N1

N2

N3

N 4

N5

Reconoce grafica y
analiticamente el
dominio de la

funcion

Reconoce imagenes
del concepto de
limite de forma
mental, verbal,
escrita (grafica, tabla

Explica que si el limite
de una funcion
existe, entonces es
unico.

Interpreta el
comportamiento de
los limites laterales
de una funcion

de modo que

Reconoce “‘usando
las diferentes
representaciones’
que el limite de

una funcion

Determina procesos  de valores). Interpreta los pueden hacerse a un valor g}
» infinitos que comportamientos para  arbitrariamente existe si cuando la
Accion ) ) ) s .
subyacen en las Realiza tendencia finita e proximos a un variable [] se
notaciones aproximaciones infinita de una numero I al tomar aproxima a[¢]
decimales. numeéricas por funcion. [x] suficientemente  entonces
izquierda y derecha cerca por izquierda  tiende a Ll
aunvalor(clen el y por derecha, pero
dominio de la sin que sea igual.
funcion.
Interpreta el Determina la Justifica que si una Justifica que el Interpreta usando
dominio como el existencia del limite  funcion tiende a  limite de una las diferentes
conjunto de valores  de manera grafica o un valor L} cuando la  funcion no representaciones
que puede tomarla  numérica. variable existe, cuando el la existencia de
variable independiente [x] limite por la un limite de una
independiente. Interpreta la crece o decrece sin izquierda o limite funcion
tendencia como limite, entonces se por derecha de [c] cuando [« tiende
Expresion  Establece relacion una aproximacion dice que posee  no existen; también  alc) no depende

entre una fracciéon y

que “es posible

un limite en el infinito.

puede ser que

de si esta

su representacion mejorarla’. existan pero sean definida en [c]
decimal. Justifica cuando el diferentes. sino solo de si
limite de una funcion esta definida para
no existe de acuerdo [x] cerca del
a su representacion numero lcl
grafica.
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Fase VI: Trabajo de campo. La secuencia de actividades se implemento en el
transcurso de un semestre académico regular, en las sesiones ordinarias de la
clase durante siete sesiones de dos horas, distribuidas en tres semanas (tiempo
estipulado para su estudio, seguin la programacion dada por la institucion para la
asignatura de calculo diferencial). Las sesiones de clase, en las que se desarrollaron
los talleres fueron dirigidas por el primer autor de este articulo, que a su vez era el
profesor titular del curso. Las interacciones entre el profesor y los estudiantes fueron
guiadas por la metodologia de Fiallo y Parada (2018), descrita en el apartado 2.2.
Mediante los talleres planteados en la investigacion se desarrollé el contenido
relacionado con limites de una funcion y, a su vez, los datos se recogieron en un
curso real con una programacion y evaluacion ya definida.

La recoleccion de datos se hizo a través de las hojas de trabajo de los estu-
diantes, las videograbaciones de clases con su respectiva transcripcion y la
narrativa de una entrevista semiestructurada, entre el investigador y los estu-
diantes (sujetos de estudio), en la que se cuestiond sobre algunas respuestas o
procedimientos realizados en los talleres.

Fase VII: Seleccion del caso de estudio. Se recopilaron datos de 38 estudian-
tes que realizaron el curso de calculo diferencial, 18 de ellos asistieron a todas
las sesiones de trabajo y 10 de estos ultimos desarrollaron todo el proceso. De
los 10 estudiantes se seleccion6 a Kevin, como caso de estudio, por ser el nico
que tenia completa la informacion y el Unico que logré transitar por los niveles
de comprension matematica previstos.

Fase VIII: Andlisis de los datos y reporte de resultados. Los datos recolectados
se analizaron desde la teoria de Pirie y Kieren (1989) con el analisis a priori de
las actividades y la caracterizacién a priori para los cinco primeros niveles (Guarin,
2018), con el fin de describir la comprension del limite de una funcion en un punto,
en términos de las complementariedades de la accion y la expresion realizadas
por el caso de estudio durante la implementacion de la secuencia de actividades.

4. ACCIONES Y EXPRESIONES EN LA COMPRENSION DEL CONCEPTO DE
LIMITE DE UNA FUNCION EN UN PUNTO EN UN CURSO DE CALCULO
DIFERENCIAL

En este apartado se describen algunas de las acciones y expresiones realizadas

por Kevin durante la implementacion de la secuencia de actividades, las cuales
permiten situarlo en el nivel de formalizacion para la comprension del limite de
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una funcion en un punto. En las evidencias, algunas de las figuras se senalan
con las siguientes convenciones: recuadros amarillos, para las complementarie-
dades de la acciéon y recuadros rojos para las expresiones de Kevin capturadas
de las hojas de trabajo. Ademas, se exhibiran transcripciones de episodios de la
entrevista y de los videos de clase en los que se llevd a cabo la aplicacién de
la secuencia de actividades.

Al examinar las acciones y expresiones en el Taller 1: Conocimientos previos,
se pretendia identificar la relacién que el estudiante establece entre aproximacion
y tendencia en un contexto geométrico y un contexto funcional, al igual que el
uso de los diferentes registros de representacion. En este caso, la respuesta de
Kevin al item a) del numeral 4 en el Taller 1 (figura 1), se observa que la primera
accion realizada por Kevin fue evaluar los extremos del intervalo [—20,20]. En
esta parte el estudiante no se detuvo a analizar los valores que toma la funcién
de acuerdo con la variacion de la variable independiente, de tal manera que lo
lleva a expresar que la funcion toma valores entre . Esto nos permitio
inferir que en este momento el estudiante no reconocié la variacion de la funcién
en el intervalo mencionado.

El siguiente episodio hace parte de la entrevista del investigador con Kevin
al momento de indagar sobre sus respuestas a la actividad (en la trascripcion
se menciona a Kevin como Ky al investigador como 1):

l: ¢Qué valores puede tomar la variable independiente?

K: Todos, excepto el cero, porque al colocar cero abajo me da una asintota [con la mano hace
un movimiento indicando que es verticall.

l: - Bueno, ahora con los valores que ya calculd, puede decir cudles serian los valores que toma
la funcion en el intervalo de [—20,20].

K: Esos valores estan en el rango, pues siendo asi es de ~0,05/a 0,05|
l: ¢Esta seguro de eso?

K. Si.

l:  Qué sucede si elegimos a Cual serfa el valor de

K: Es decir y ahora serfa buscar a A [utiliza la calculadoral, el valor de lx] es 25
pero ese valor se sale del intervalo.

l:  Entonces es falso lo que esta diciendo.

K: Si, porque estd por fuera del intervalo.
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4. Dada la funcido f(x) = 2 respooda las siguientes preguatas.
2 ;,Q)évaluumf(x)-fqmdoxwhum—mym
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Figura 1. Respuesta de Kevin al item 4 del Taller 1.

De ese episodio, se pudo concluir que el estudiante no lograba determinar

cudles eran los valores que tomaba en ese intervalo; por ello, se le solicitd
realizar una exploracion de la funcion numéricamente, para luego hacer una
representacion grafica, de lo cual Kevin expreso lo siguiente:

K: Mmm, no recuerdo cémo es la grafica, pero voy a hacer una tabla de valores. [Elabora la
tabla que se muestra en la figura 2 y luego traza la gréfica (acciones del estudiante)].

X ~- {0 G [

1.

) =92 ]

X 1(@) 5 | Lo . P 1o
R 0

Figura 2. Tabla de valores y representacion grafica realizada por Kevin en el item 4 del Taller 1.

. Buenoy ahora que ya tiene la grafica éQué sucede cudndo [x] toma valores proximos a cero?

K En hay una asintota. [Muestra en la hoja que la funcion se va a infinito y menos
infinito].

l:  Entonces, icudles son los valores que toma la funcion?
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K: Mmm, ya, seria de menos infinito a —0,05 y de 0,05 a infinito. [Expresa lo que se muestra
en la figura 3].

[-29, 2 1¢b¥(«) (-0, F>">J)Lr) : “")

Figura 3. Expresion de los valores que toma la funcién del ftem 4 del
Taller 1 realizada por Kevin.

La exploracion de la funcién de manera numérica y grafica son acciones que
le permitieron al estudiante analizar la variacion y los valores que toma f(x) = ;1(
cuando x| varia entre —20 y 20, al igual cuando se toman valores proximos a
x = 0] para asi decidiry expresar cudles son los valores que toma la funcién a
medida que esta variando la variable mdependlente

Durante la exploracion a la funcion f(x) ==, se pudo observar que Kevin
realiza una resignificacion de conocimientos sobre el concepto de funcion, en
la cual reexamina sus conocimientos acerca del dominio y rango de una funcion,
al igual que su representacion grafica, esto con el fin de lograr analizar la varia-
cién de la funcién en ciertos intervalos. De acuerdo con Thom y Pirie (2006)
‘como observadores, nunca podremos saber exactamente el conocimiento pri-
mitivo de otra persona. Sin embargo, podemos construir diversas interpretaciones
de la evidencia que se tenga a nuestra disposicion a través de unas acciones
fisicas, verbales o escritas” (p. 189).

En los razonamientos expuestos por Kevin para la actividad 4 (Taller 2:
Nociones de aproximacion y tendencia), se le solicitd realizar una tabla de valo-
res con el fin de establecer aproximaciones a un valor , relacionando las
aproximaciones en el dominio de la funcién, con la tendencia de a través
del registro numeérico (accion que realiza en una tabla de valores para (x;, f (x;))
que se muestra en la figura 4. Para lo anterior, Kevin fue refinando aproxima-
ciones, accion que le permitio ir buscando la aproximacion a 3l que indicara la
existencia de tendencia a medida que las aproximaciones laterales coincidieran
en un mismo punto.
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Figura 4. Respuesta de Kevin al item [z de la actividad 4 del Taller 2.

Durante esta actividad el estudiante realiza las siguientes complementariedades
de la accion; la primera fue escoger dos sucesiones numeéricas que se aproximen
a3 una por derecha y otra por izquierda (figura 4), y la sequnda identificar que
la distancia entre los valores tomados y 13/ se aproximan a cero (recuadro ama-
rillo de la figura 5). Y la complementariedad de la expresion se da cuando el
estudiante logra expresar que ‘“la funcion toma valores mds cercanos a 8
cuando me acerco por izquierda a[x = 3] (figura 5). El mismo razonamiento es
presentado cuando Kevin analiza los valores proximos a derecha de 3l

hende a 8, 0 medid >
, a que Me apioximo Q 3
PIoXimo @ 3 par Izquierdq 4 lqch;{qnc.a enlie

105 valores domados los valores Yomados  se QpOXIMa q ce(o,

la Gocian Frx)

FOMO valoles cada ver mas ce(Cano® O J cuondo me aceiCo por \iquierda o X"J

Figura 5. Respuesta de Kevin al item b de la actividad 4 del Taller 2.

Esas aproximaciones realizadas por el estudiante le permitieron justificar que
‘cuando x se aproxima a tiende a 8 por izquierda y por derecha’, (uti-
lizando el teorema de los limites laterales y dibujando dos flechas que indican
tendencia, para senalar que estos son iguales, tal como se visualiza en la
figura 6, elementos que indican otra complementariedad de la expresién), ese
valor seria el limite de la funcion en ese punto.

Thom y Pirie (2006) mencionan que el primer momento en la comprension de
un concepto matematico surge cuando se realizan acciones (fisicas o mentales)
con el fin de crear una idea del nuevo tema o concepto. En el caso de Kevin se
evidencia que logro crear una imagen para el limite de una funcién en un punto,
porque sus acciones estuvieron encaminadas en la realizacion de la imagen que
hace a través del uso de la representacion tabular. Ademas, logro identificar la
relacion entre aproximacion y tendencia para analizar el limite de una funcién
como lo que sucede cerca del punto.

212 EDUCACION MATEMATICA, VOL. 35, NUM. 1, ABRIL DE 2023



Acciones y expresiones de la comprension del limite de una funcién en un punto..

Conds nos oproxtmams a x23 e walot de fexye 7o e
tand auieda car
3 nio pot quierda cano P deiechg Ya gue ((2] fomg yolores MUY 2eitoneL 03

Conclrzron
1

hen $(x)® XE=1 s / () f!'\'- - 3
x= 3" A,

\ -
7

L FLx )XY =Y a
w -

Figura 6. Respuesta de Kevin al item 4l de la actividad 4 del Taller 2.

Por otro lado, Kevin mostrd expresiones enfocadas en el andlisis de la imagen
al realizar la distincion entre las nociones de aproximacion y tendencia. Esas
expresiones se dieron en el momento que tuvo que generar las dos sucesiones
numéricas y aproximarse a un valor || en el dominio de la funcion (por la
izquierda y la derecha de 3), con base en la disminucion de la distancia (haciendo
referencia a calcular el error absoluto); y también cuando identifico que las
magnitudes cada vez se pueden mejorar, aproximandose mas a un valor en el
dominio de la funcion, a través del registro numérico para determinar la exis-
tencia o no del limite de la funcién en un punto.

En ese sentido, en el desarrollo del Taller 3: Concepcidon dinamica del limite
de una funcién en un punto, la actividad 4 es una actividad retadora que se
plantea con el fin de observary analizar la forma en que el estudiante interpre-
ta cada una de las condiciones dadas, ademas que las debe utilizar todas para
trazar la grafica de una funcion. En la solucion del estudiante se observa que
logré interpretar todas las condiciones dadas en el enunciado de la figura 7,
puesto que le permitieron realizar una representacion grafica de la funcion que
cumpliera con las condiciones.
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Actividad 4
w 4.1. Frace la grifica de una funcién f(x) que cumpla con todas las condiciones dadas. Explique su
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Figura 7. Respuesta de Kevin a la actividad 4 del Taller 3.

El estudiante en primera instancia identificd que la funcion a bosquejar pasaba
por los puntos (—3,2), (2,0) y (0, %)‘ También logro interpretar que el limite de la
funciéon cuando x| tiende a @ no existe, porque cuando M se aproxima a 0 ‘solo
por derechd’, es decir toma valores como 0,01, 0,001, 0,0001, tiende a E
y cuando (x| toma valores proximos a 0 “solo por izquierda’, los valores de f ()
tienden a m de modo que el limite de la funcién en ese punto no existe porque los
limites laterales no coinciden. Ademas, Kevin identificé que cuando |xtiende a !—_ZL
el limite de la funcién existe y este es Unico, haciendo referencia a que cuando
se aproxima a m y —2~ la funcion debe tender al mismo valor, aunque en las
condiciones no se menciona si |f (—2)| esta definido el estudiante decide repre-
sentar un hueco en & = —2, pero sigue reconociendo la existencia del limite de
la funcion en ese punto y que el valor es cero. Por tltimo, analizd que cuando se
hacen aproximaciones a tanto por derecha como por izquierda los valores
de [f (x)|tienden a l30| El interpretar cada una de las condiciones le permitio a
Kevin realizar una representacion grafica de la funcion (figura 7).

Como se logré evidenciar en las actividades descritas, el estudiante ha logrado
adquirir una concepcion dinamica del limite de una funcién en un punto, ya que
establece coordinacion entre las aproximaciones en el dominio, con las aproxi-
maciones en el rango de la funcién, diferenciando cuando las aproximaciones
laterales coinciden o cuando no coinciden (Valls et al, 2011).
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En este apartado se evidencia que Kevin ha transitado por los niveles de
comprension de la imageny observacion de la propiedad. El estudiante transito
en el nivel de comprension de la imagen, porque logré desarrollar imagenes
asociadas a la existencia del limite de una funcién en un punto, vislumbradas
en la complementariedad de la accion a través de la visualizacion de la imagen;
imagenes que para Villa-Ochoa (2011) estan vinculadas “a una sola actividad y
se reemplazan por una imagen mental. El desarrollo de esas imagenes menta-
les, 0 mas precisamente imagenes orientadas por un proceso mental, libera las
matematicas del estudiante con la necesidad de realizar acciones fisicas parti-
culares” (Villa-Ochoa, p. 204), que logran expresarse mediante la complementa-
riedad de la expresion de la imagen, que se perciben en las actividades a través
de la coincidencia entre las aproximaciones laterales, mediante el uso de las
diferentes maneras de representar una funcion.

Por otra parte, en el nivel de observacion de la propiedad, Kevin ha logrado
construir varias imagenes del concepto de limite, desde la representacion grafi-
ca, numérica y algebraica; permitiéndole examinar, establecer conexiones y dis-
tinciones entre las diferentes imagenes que ha logrado construir para el
concepto de limite de una funcion. Para Thom y Kieren (2006) este nivel es una
forma de ‘caminar atrds y reflexionar sobre la comprension existente a fin de
promover ese entendimiento” (p. 190). De acuerdo con Pirie y Kieren (1989), la
diferencia entre el nivel de comprension de la imageny el nivel de la observacion
de la propiedad es la habilidad para resaltar una conexion entre imagenes y
explicar el método para verificar la conexion.

En la actividad retadora del Taller 4: Concepcion 6ptima del limite de una
funcion en un punto (figura 8), Kevin logra reconocer que al refinar las aproxi-
maciones a un valor (¢ en el dominio de la funcion (sefala la representacion
grafica de la hoja de trabajo y menciona “me aproximo tanto por izquierda como
por derecha del valor de [c]), y si estas aproximaciones coinciden, le van a per-
mitir decidir si el limite de en ese punto existe o no.
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Actividad 4

1 sixel
4.1.S¢a f(x) =

0 sixe¢Z

a) Calcule los siguientes limites:

hnlf(x) =? Im:[(x) =?

xg X
b) Sia € R Cudl es limite de f(x) cudndo x tiende a a? Justifique su respuesta,
¢) (Cudl es limite de f(x) cuindo x tiende a 2,97 Justifique su respuesta,

d) Para qué valores de x en el dominio de la funcion existe el limite de f(x)? Justifique
U respuesta.

Figura 8. Actividad 4 del Taller 4.

En esta actividad, el estudiante recurre a la representacion grafica, para estable-
cer qué sucede con la funcion para valores proximos a y asi decidir si existe

0 no el limite de a lo que expreso:

l: ¢Cudl serfa la representacion grafica de la funcion?

K: Pues serfa algo asf mas o menos. [Muestra la hoja de trabajo de la figura 9].

- —— » ° '

E ? - TG ._Q—-;\A——f ———

-;‘/L - "0 1 4

Figura 9. Grafica de la funcion de la actividad 4 del Taller 4.

l: ¢éCudl serfa el E_rgf(x)?

K: El limite seria cerao.

l: éPor qué?

K: Mmm no, mentiras, el limite va a ser 1o va ser cero?, iay, no!

l: ¢Donde estaria ubicado E; ahi en su grafica?

K: Mmm... ival Cuando me aproximo tanto por izquierda como por derecha es cero.
. Ahora, écudl serfa el Ll{llr} f(x)?

K: Tanto por izquierda como por derecha, tiende a 1

l:  éSeguro que es i? éPor qué?

K: Pues ahi no s¢, no estoy seguro.
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l:  ¢Qué sucede si elige un valor proximo a 1 por derecha?

K: @ y va a tender a cero.

l: Y ahora, iqué sucede si elige un valor préximo a E por izquierda?
K: También tiende a cero.

l:  Entonces, éexiste el limite?

K: Es cero, porque por derecha y por izquierda tiende a cero.

Durante el desarrollo de esta actividad, y en el episodio anterior, se pudo observar
que Kevin, realiza una resignificacion de conocimientos con el fin de reexaminar
las imagenes que habia construido en la comprension del limite de una funcion.
En ese sentido, Kevin logré reconocer que es posible analizar el limite de una
funcion en un punto |¢, haciendo un proceso de aproximacion infinito.

En el nivel de observacion de la propiedad se evidencia que Kevin posee las
complementariedades de la prediccion de la propiedad y el registro de la pro-
piedad. Esto al interpretar de manera numeérica y grafica el comportamiento de
los limites laterales de una funcion de modo que pueden hacerse arbitra-
riamente proximos a un numero I4 al tomar x| suficientemente cerca por izquier-
da y por derecha, pero sin que sea igual. De igual manera, Meel (2003)
menciona que ‘la prediccion de la propiedad relaciona la imagen con una
propiedad observada por el estudiante, mientras el registro de la propiedad se
incorpora dentro de la estructura cognitiva del estudiante la propiedad observa-
da como algo que existe y parece funcionar” (p. 18).

Las acciones de Kevin en la primera actividad del Taller 5: Concepcion métrica
del limite de una funcién en un punto, estan centradas en lograr identificar las
variables de la situacion, ademas de reconocer la relacion de interdependencia
entre el area y el radio del disco circular (figura 10); esto le permitié calcular el

valor del radio que generaba el disco circular con un &rea de
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Actividad 1
1.1. Se requiere un tornero para fabricar un disco circular de metal cuya drea sea de 9w em?,
a) Describa las variables del problema, (Qué sucede con cada una de ellas?
b) (Qué radio produce dicho disco?
¢) Sial tomero se le permite una tolerancia de error de 0.4 em? en el drea del disco, Jqué
tan cercano al radio ideal del inciso (b) debe el tornero controlar el radio?

1.2. Soclalice y compare sus conclusiones con las de sus compaileros.
a) \'buob\c 1 - fadiy Pos (2 0= cicvlo
Yacabls 2 -+ g

N aurertar o dieonoon Lo poeres uaroble, I°“g"d° varable & aumentor o
demvesit  1espechivamente N

Figura 10. Respuesta de Kevin al ftem [a]y [b] de la actividad 1 del Taller 5.

En el item |c| de la actividad 1, el estudiante utiliza 1a representacion algebraica
del area del disco y el error que puede cometer el tornero sobre el drea del disco
que se desea fabricar. En este episodio se puede observar que una de las expre-
siones de Kevin fue calcular el error minimo y maximo en el radio del disco
circular, en términos de la distancia del radio ideal y el aproximado, usando el
valor absoluto (figura 11).

ag + AT+0dcme = ¥, (2 . Rp » AW =0, 4¢m® = T.i2
—3}‘3’,“ =1 q’/_ 9, (2
K ™ ){ T
(2 = qqz,/f 17 q- 0,4
" T
(= { 0,4 (s {9 24
9+ .L'- fa
(= 3,021146133 (« 2,9737031 53
= 3,02 (=291
pee 6= (8l D= 1= fp)
0,0241481325 0,02129 624 744
L o,02 e

Figura 11. Respuesta de Kevin al item |c| de la actividad 1 del Taller 5.
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En ese mismo taller, en la exploracion dirigida de la actividad 2, en el item
b) se le solicita a Kevin realizar aproximaciones a un punto (radio ideal) y al
limite del area del disco que se desea fabricar. Ademas, en el item ¢) se le pre-
gunta: {Como son las distancias conforme se aproxima a 3P con el fin de
observar el comportamiento de disminucion de las distancias de las aproxima-
ciones en el dominio y en el rango de la funcién. Para ello deberia usar un
registro tabular y grafico, con el fin de deducir el limite de la funcién por con-
cepciéon métrica (figura 12).

flx )z Mxsz
b) f(3)e W(3y? = 0> 23,2743 3) |3-%a|
¢) * §(x) l ~ [ (<) X4 'o,l/ X7~ 900001
| 7 | X4 > 0,001
3,5 [1,6349540 x| 28,2146221 | X3 00,2 4
s — %a = 0,01
—— X329,1 '
Xy X3 3 g X\O =
i 18 24,'\,7:23L‘u 11001 23,29%1369 X4 » 0,001 . o1
Ty W09
L4 b es )
H  |'26,42099411 o1 |2 a6y | XS 9O 1
- 0 Xe»0 000001 Xur= 02
- ¥ )
2,999 | 1a.27 Y 3.1 20,1901
. ,l 13124489 al ) las distancios son menores confoime
AL A1)
2,999 za.zvzaaeqaa! 38| 38,43 45100 | M Opie¥ime a3
gy | e | Yol ae 2, aeann
2,9999| 23,274 14533 | 3,3%145.2%95%1M | |* las Jistqncias henden Q0 L
Traueido Delecha Qpiox. g v J

Figura 12. Respuesta de Kevin al item [c]y [d] de la actividad 2 del Taller 5.

Como se puede ver en la expresion de Kevin tomada textualmente del recuadro
rojo de la figura 12 (y en relacion con las operaciones que se encierran en el
recuadro amarillo), dice que ‘las distancias tienden a cero cuando se aproxima
a 3], esas acciones y expresiones al parecer le permitieron decidir sobre la exis-
tencia del limite de la funcion en ese punto. El investigador quiso sequir inda-
gando al respecto, y encontré lo que se muestra a continuacion:

l: ¢Qué sucede con las distancias cuanto mas me aproximo a
K: Las distancias son menores conforme me aproximo a 3]y a [91]

l: Y graficamente, qué esta sucediendo? [muestra el archivo de GeoGebra de la figura 13].
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(4 fxg ).

Figura 13. Archivo en GeoGebra para la actividad 2 del Taller 5.

K. La distancia tiende a ser cero en ambos lados (refiriéndose a los valores en el dominio y en
el rango de la funcion) y asf el limite de la funcion es 28,27 cuando [x] tiende a [3]

l: ¢Qué relacion existe entre la distancia y la existencia del limite?

K: Pues, a medida que los valores estan proximos a (3| la distancia tiende a cero y, ademas,
los valores de estan proximos al limite de la funcion (figura 14).

~
€] Canclusion: Cuondo x Yomo \olowe: o«
> Mo ploximos d
am o decu enkie o< UQ!Q(@_; ton Inas cey Q 3 Afa ey moe Ploximg
= > Ce Cang - A Cl
© a =l ™Mas pajectdo a loe otios kdios ' > cliodo I Heol
=

Figura 14. Respuesta de Kevin al item [f] de la actividad 2 del Taller 5.

Para Mira (2016), este puede ser el paso previo a la conceptualizacion
métrica de limite de una funcion en un punto, que el estudiante coordine la
tendencia de las distancias al punto y de sus imagenes al limite, a fin de
establecer que tienden a cero.

En estas actividades se logré identificar que Kevin esta realizando comple-
mentariedades de la accion y expresion del nivel de formalizacion. Para Pirie y
Kieren (1989) el estudiante en este nivel es capaz de conocer las propiedades
para abstraer las cualidades comunes de las clases de imagenes del concepto
de limite en los diferentes registros de representacion. Aqui esta reconociendo
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que es posible realizar aproximaciones desde el rango con aproximaciones en el
dominio de la funcién, a partir de la disminucion de las distancias. Ademas, cae
en cuenta de que tiene objetos mentales de clases similares construidos a partir
de propiedades observadas con cualidades comunes, al coordinar las distancias
en el rango con las distancias en el dominio de la funcion, al producir entornos
mas reducidos e intentar deducir el limite por la concepcién métrica.

Por ultimo, en el analisis a las respuestas de Kevin durante el desarrollo del
Taller 6: Conocimientos finales, se plantea un enunciado con el proposito de
identificar cémo el estudiante comprende e interpreta el limite de una funcion
en un punto (figura 15).

En esa actividad, Kevin inicia describiendo que el ‘limite de una funcion es
cuando tomo valores cercanos a un punto” aqui es de resaltar que el estudian-
te estd creando una imagen para este concepto. Inferimos lo anterior, porque a
través de esa expresion se evidencia que esta imaginando dos sucesiones
numeéricas que se aproximan a un punto, y que, ademas, esta coordinando las
aproximaciones en el dominio y en el rango para ver si estas coinciden tanto
por izquierda como por derecha (recuadro amarillo de la figura 15).

5. Piense que Carlos es un compafiero suyo y no pudo asistir a la clase de limite de una
funcién, ;cémo,le explicaria el tema a su compaiiero mediante un correo electronico?

Colos 030 wn ew uqn\b.

Bero... £o 1mpoitante caben que el limde dewno (unaon e
Qondo Yo wabies cecamos q  wn punte g eston valores
Son kj'n\ez Yanko ot Jeiecha Como pot lzquieda y Vamog

esla notacion  mute. el aichvo 1

Achuo 1 G los doz ladeiales oea cuando
f—ﬁ Me aceica o de!eclﬁo \1 pat

lm“"’: 9 : lzquietda zon 1quales ef imie

et d =t €t eso

(-) pov 12Qui= 1da ‘ ‘

T Z S no mon \(})o\& no hal! imite
[y o' :
| (41 por derecho Y by cocos en loo aue no ectan
\ \:b:.,(:” / definidos, mie el Achwo 2

Figura 15. Primera parte de la respuesta de Kevin al item 5 del Taller 6.
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En ese sentido, Kevin usa la notacion con el fin de especificar que los limites
laterales de la funcién en ese punto deben ser iguales, y si sucede eso, entonces
el limite existe; ademas el estudiante plantea el caso en que los limites no sean
iguales. Ante estas especificaciones dadas por Kevin podemos identificar que
ha transitado a un nivel de comprension de la imagen, porque esta usando las
imagenes para reconocer las propiedades globales de los objetos matematicos.

De acuerdo con esas imagenes que ha ido desarrollando Kevin, explica el caso
en el cual limite de la funcion no esta definido, a lo que recurre a un ejemplo
particular que se ve en el recuadro amarillo de la figura 16. Alli, el estudiante hace
referencia a que cuando |[x] toma valores proximos a cero por derecha tien-
de a infinito, y cuando [x toma valores préximos a cero por izquierda tiende
a menos infinito. Asi, de tal manera que los limites no coinciden; estas expresiones
evidencian que el estudiante esta en un nivel de observacion de la propiedad
porque logré examinar una imagen mental y determinar distintos atributos aso-
ciados con dicha imagen para determinar la existencia o no del limite.

Ahora Kevin decide expresar el caso en el que existe el limite de la funcion
en un punto, pero este no es igual a la imagen de la funcién en ese punto
(figura 16). El estudiante para ese caso decidio recurrir a la representacion gra-
fica y ademas expreso literalmente “el limite existe porque no es cuando tomo
el valor del punto si no valores cercanos’.

= F s
se wﬁ‘jc vel arwticomel e
o e puede ver !
mue ! Awchvo 3 , 1“ ' )
et
) P 1o
* R
Acchn | \
5 | A :
i b &
LS: { (= 4 Co los ) pesor de que
g . el I’l"\" ecte defmido en OYQ
| \. ] ) N\ ‘06)(7 <l "m'l: f'“:*t‘ poIge no €5

| a 7 A et :
! \ 4 . - ,'\\« "'.‘"J 0 1emMo e\ alor del \*""
| > o ™ valaet ce(Canog

Figura 16. Segunda parte de la respuesta de Kevin al item 5 del Taller 6.

El estudiante fue capaz de conocer las propiedades para abstraer las cualidades
comunes de las clases de imagenes que habia desarrollado durante la secuen-
cia de actividades. Todo lo anterior, nos permite situar a Kevin en un nivel de
formalizacidn para la comprension del limite de una funcién en un punto, esto
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de acuerdo con las complementariedades de la accion y la expresion que se
evidenciaron a lo largo de la secuencia de actividades. Aunque, el lenguaje
usado por Kevin para describir el concepto no tiene un lenguaje matematico
formal, 1a descripcion suministrada en términos de aproximacion, tendencia y
contemplar la disminucién de las distancias tanto en el dominio como en el
rango de la funcién para decidir si existe o no limite de la funcién en ese punto
es equivalente a la definicion matematica apropiada.

5. REFLEXIONES FINALES Y PERSPECTIVAS DE INVESTIGACION

Frente al proposito de la investigacion, de la que se extrae el caso de estudio
aqui reportado, se obtienen las siguientes reflexiones:

* En cuanto a los conocimientos previos de Kevin en relacion con las nocio-
nes de aproximacion y tendencia, se pudo evidenciar que logro identificar
la existencia de estas nociones. Sin embargo, en ese momento usaba otros
términos para referirse a ellas y para realizar aproximaciones numéricas
de acuerdo con el contexto del enunciado.

* La creacion de la imagen del concepto de limite de una funcion en un
punto se posibilito a través del taller donde se trabajaron las nociones de
aproximacion y tendencia, dado que alli Kevin logré identificar y diferenciar
ambas nociones; ademas, de establecer aproximaciones a un valor ["x"|
relacionando las aproximaciones en el dominio de la funcién, con los
valores que toma para esas aproximaciones.

* £l estudiante transité al nivel de comprension de la imagen, porque logro
desarrollar imagenes asociadas a la existencia del limite de una funcién
en un punto. Para este nivel es necesario resaltar la importancia de la
coordinacion entre las aproximaciones realizadas en el dominio y en el
rango de la funcién, porque le permitieron al estudiante identificar que
cuando x tiende a ld| el limite de la funcion tiende a [L} esto sucede
cuando las aproximaciones realizadas coinciden o, en el otro caso, identi-
ficar cuando no existe el limite de la funcién en un punto. El estudiante
en este nivel muestra que ha logrado alcanzar la comprension de las
imagenes que ha creado hasta el momento, debido a que logra usar las
diferentes formas de representar una funcion para analizar el limite de una
funcién en un punto.
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* De acuerdo con el analisis de las respuestas de Kevin frente a las activi-
dades relacionadas con la concepcion dinamica y 6ptima del limite de una
funcién en un punto, se identificé que: para el nivel de observacion de la
propiedad, el estudiante logrd buscar en el rango de la funcion valores
proximos al limite; esto fue posible al analizar y comparar las distancias
entre las aproximaciones realizadas y el mismo limite. Ademas, consiguio
analizar las distancias de los valores correspondientes en el dominio de
la funcion, analisis que con el apoyo de GeoGebra y de los applets dise-
fados por los investigadores (utilizados en las actividades de exploracion
dirigida) nos permite identificar que se favorece una mejor visualizacion.

* En las actividades desarrollas en el taller de conocimientos finales, se logrd
identificar que Kevin realiz6 complementariedades de la accion y expresion
asociadas al nivel de formalizacion, dado que logré identificar las propiedades
para abstraer cualidades comunes de las clases de imagenes que habia
logrado construir para el limite de una funcién en un punto en el desarrollo
de todas las actividades. Aunque, el lenguaje usado por Kevin no es formal,
la descripcion suministrada es equivalente a la definicion matematica del
concepto, al mantener el rigor y al realizar aproximaciones e identificar la
disminucion de las distancias tanto en el dominio como en el rango de
la funcion para decidir si existe o no limite de la funcién en ese punto.

La investigacién hace un aporte a la teoria de Pirie y Kieren, especificamente
para el concepto de limite de una funcion en un punto, puesto que la caracte-
rizacion de los niveles permite identificar y describir la comprension que logran
los estudiantes cuando participan de un curso de calculo diferencial. Ademas,
la secuencia de actividades es una contribucion a la matematica educativa para
que pueda ser usada por profesores de educacién media o educacion superior
en sus aulas de clase para favorecer la comprensiéon de dicho concepto.

Es necesario resaltar que uno de los elementos particulares de la secuencia
de actividades, es el uso de las nociones de aproximacion y tendencia como un
acercamiento a la comprension del limite de una funcién en un punto, porque
retoma el dinamismo que se esconde detras de la definicion formal del concep-
to de Iimite de una funcién. Ademas, se da una articulacion entre el uso de un
software de matematica dinamica y el trabajo a lapiz y papel realizado durante
la investigacion. El estudio mostro la importancia del proceso de comunicacion
entre el profesor y los estudiantes, pues permite el debate y la resignificacion de
ideas a la luz de los apoyos didacticos que se ofrecen en el aula de clase.
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Resumen: La aplicacion de los resultados de las investigaciones cientificas y
tecnoldgicas a la practica de la ensenfanza es conflictiva por su caracter des-
criptivo, explicativo y predictivo y la exigencia de evitar los juicios de valor
subjetivos en el desarrollo de las mismas. La practica educativa requiere, sin
embargo, tomar decisiones sobre las acciones que se deben realizar para
mejorar los procesos de ensefnanza y aprendizaje, lo que implica la adopcion
de juicios de valor. La manera en que se aborda este dilema depende de cémo
se concibe la Didactica, de los marcos teoricos que se usan en la investigacion
y de los diferentes paradigmas de investigacion en que se apoyan. En este
trabajo analizamos esta problematica discutiendo el papel de los juicios de
valor en las ciencias basicas y aplicadas, asi como las nociones de praxeologia
y paradigma didactico de referencia introducidas en la Teoria Antropoldgica de
lo Didactico. Se justifica, ademas, la necesidad de establecer una interfaz entre la
investigacion cientifico-tecnologica y la practica reflexiva mediante la cual se
identifiquen criterios de idoneidad, que sinteticen y estructuren los resultados
de dichas investigaciones, con la mirada puesta en su aplicacion para
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producir cambios fundamentados, segun propone el Enfoque Ontosemidtico
en educacion matematica.

Palabras clave: Investigacion cientifica, tecnologia, paradigmas, prdctica reflexi-
va, educacion matemdtica, articulacion de teorias.

Abstract: The application of results of scientific and technological research to the
teaching practice is conflictive, due to its descriptive, explanatory, and predictive
nature and the demands of avoiding subjective value judgements in scientific
and technological research. Educational practice requires, however, making decisions
about the type of actions to be taken to improve teaching and learning processes,
which implies the adoption of value judgements. The way in which this dilemma
is approached depends on how Didactics is conceived, the theoretical frameworks
used in research and the different research paradigms on which they are based.
In this paper, I reflect on this problematic by discussing the role of value judgements
in basic and applied science, as well as the notions of praxeology and didactic
paradigm of reference introduced in the Anthropological Theory of Didactics. |
also suggest the need to establish an interface between scientific-technological
research and the reflective practice by identifying criteria of suitability that synthesise
and structure the results of such research, as proposed by the Onto-semiotic
Approach in mathematics education.

Keywords: Scientific research, technology, paradigms, reflective practice, math-
ematics education, networking theories.

1. INTRODUCCION

En una primera etapa de didlogo entre teorias y enfoques de investigacion en
didactica de las matematicas Gascén y Nicolas (2017, p. 26) plantearon la cues-
tion de “dHasta qué punto, en qué forma y en qué condiciones, la didactica
puede (o incluso debe) proponer juicios valorativos y normativos que proporcio-
nen criterios sobre cémo organizar y gestionar los procesos de estudio?’. La
respuesta que dan estos autores desde el punto de vista de la Teoria Antropo-
l6gica de lo Didactico (TAD) (Chevallard, 1992; 1999) fue clara: “la didactica de
la matematica, considerada como una ciencia, no esta legitimada para
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presentar, como resultados de la investigacion, prescripciones normativas ni
juicios de valor de ningun tipo” (Gascon y Nicolds, 2019, p. 42).

En Godino et al, (2019) dimos una respuesta diferente a esta cuestion desde
el punto de vista del Enfoque Ontosemiotico (EOS), al asumir que la Didactica
tiene, ademas de un componente cientifico, y por tanto, descriptivo, explicativo
o predictivo, otro componente tecnologico que debe dar respuestas fundamen-
tadas sobre como intervenir en los procesos educativos para hacerlos lo mejor
posible. Ademas, en el campo de la educacion se vienen desarrollando teorias
dirigidas a la practica que describen métodos sobre como mejorar la ensenan-
za y el aprendizaje: “Una teoria de diseno educativo es una teoria que ofrece
una guia explicita sobre la mejor forma de ayudar a que la gente aprenda y se
desarrolle” (Reigeluth, 2000, p. 15).

En una nueva fase del didlogo entre teorias didacticas Gascon y Nicolas
(2021) llaman la atencién a las siguientes cuestiones que tienen que ver con
las relaciones entre la investigacion didactica y la practica docente:

¢Qué postulados fundamentan la investigacion didactica que lleva a cabo una comu-
nidad cientifica y las practicas docentes que promueve para alcanzar los fines educa-
tivos que, de manera mas o menos implicita, propugna dicha comunidad? Y, en ultima
instancia, {como se relaciona la investigacion didactica que desarrolla una comunidad
cientifica con la practica docente que promueve? (Gascon y Nicolas, 2021, p. 9)

Este no es un tema nuevo en la investigacion educativa. El esfuerzo analitico por
definir problemas abordables con precisién dentro de la investigacion didactica
lleva, en general, a centrar la atencién en aspectos puntuales, con una finalidad
fundamentalmente descriptiva y explicativa, con frecuencia alejados de la proble-
matica docente del aula. Esta puede ser una de las razones de la brecha entre la
investigacion y la practica, que es un problema permanente en el campo de la in-
vestigacion educativa (English y Kischner, 2016; Korthagen, 2007; MclIntyre, 2005).

Gascon y Nicolas (2021) avanzan la posicion de la TAD sobre estas cuestiones
proponiendo un esquema metodoldgico para su andlisis que, puede ser aplicado
desde otros marcos teoricos y facilitar el didlogo entre los mismos. En particular,
proponen usar la nocion de praxeologia de investigacion en lugar de “teoria
didactica’, asi como la de paradigma didactico asumido por una comunidad de
investigadores. Estas nociones inciden simultaneamente sobre la praxis cientifica
y la practica docente que promueve, constituyendo asi herramientas para explicar
las relaciones entre ambas y para avanzar en el didlogo entre teorias.
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El hilo argumental del trabajo de Gascén y Nicolas (2021) se sustenta en que
la investigacion cientifica es una actividad humana que aborda un campo de
problemas con técnicas o estrategias metodologicas, basadas en principios para
producir conocimiento descriptivo, explicativo, o predictivo. Estos autores insisten
en que, de los resultados obtenidos de la investigacion cientifica, no se derivan
directamente normas de cémo intervenir en los procesos educativos, debido a la
propia naturaleza del conocimiento cientifico. Esas normas de intervencion sobre
la practica incorporan juicios de valor que no se derivan de la investigacion em-
pirica. En todo caso, es necesario explicitar los fines que se pretenden conseguiry
los medios para lograrlos, los cuales son dependientes del modelo epistemoldgico
de referencia en que se basa la actividad cientifica, esto es, la teorfa o praxeolo-
gia de investigacion. Concluyen el trabajo indicando que, para profundizar en el
diadlogo entre diferentes praxeologias de investigacion didactica (PID), serd preciso
contrastar los fines educativos y los modelos epistemoldgicos subyacentes de los
paradigmas asumidos por cada una de ellas. Sera imprescindible contrastar la
compatibilidad entre los paradigmas didacticos asumidos, en la practica, por las
diferentes PID. “Pero, antes de enfocar el didlogo en estos términos, sera preciso
discutir si las nociones de praxeologia de investigacion didactica (PID) y de pa-
radigma didactico asumido por una PID son pertinentes o deben sustituirse por
otras” (Gascén y Nicolas, 2021, p. 36).

En este trabajo abordamos las nuevas cuestiones que proponen Gascén y
Nicolas (2021), analizando previamente los constructos de praxeologia, programa
y paradigma de investigacion, asi como la nocion de paradigma didactico de
referencia, como herramientas de analisis de cualquier actividad humana vy, su
particularizacion al caso de la actividad didactico-matematica. Estudiaremos la
dimension axiologica inherente a cualquier actividad humana, esto es, la nocién
de valor y juicio de valor. Contrastaremos la visioén subjetivista sobre los valores
de Max Weber, sobre la que se apoyan Gascon y Nicolas (2021) en sus reflexio-
nes epistemoldgicas sobre la Didactica, con la concepcion social y racional de
los valores que proponen otros autores (Lacey, 2003; Rugina, 1998), y con la
vision de la educacion como sociotecnologia de Bunge (1998). Esta concepcion
ampliada de la Didactica y de los juicios de valor, desde nuestro punto de vista,
aporta luz a los dilemas en los que estan atrapadas algunas teorias respecto de
la relacion entre la teorfa didactica y la practica de la ensenanza.

El trabajo lo organizamos en los siguientes apartados. Después de esta
introduccién, abordamos en la Seccion 2 el problema de los valores y juicios de
valor en las ciencias naturales y sociales. En la Seccion 3, analizamos el uso del
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término praxeologia como filosofia de la accion y como constructo para el
analisis epistemologico y didactico que propone la TAD. En la Seccion 4 dis-
cutimos la nocion de paradigma de investigacion en las ciencias naturales y
sociales, proponiendo un modelo con cuatro tipos o categorias de paradigmas,
atendiendo al énfasis en la comprension de los fendémenos o el uso de los
resultados de la investigacion. Este modelo ayuda a clarificar el tipo de inves-
tigacion mixta y compleja que se realiza en la Didactica. El dilema entre
investigacion cientifico-tecnologica y la practica reflexiva nos lleva a proponer
la elaboracion de una teoria de la idoneidad didactica (Seccion 5), centrada
en la identificacion y estructuracion de los juicios de valor compartidos por
diferentes praxeologias de investigacion que ayude a superar la brecha entre
la teorfa y la practica educativa. En la Seccién 6 analizamos la nocion de
paradigma didactico de referencia formulada por Gascon y Nicolas (2021)
proponiendo un desarrollo de esta. En la tltima seccién incluimos una sinte-
sis del trabajo y proponemos algunas cuestiones abiertas sobre la articulacion
de paradigmas didacticos en educacion matematica.

2. EL PAPEL DE LOS VALORES Y LOS JUICIOS DE VALOR EN LAS
CIENCIAS NATURALES Y SOCIALES

Gascon y Nicolas (2021) consideran que los fines educativos en una institucion
docente y los fines de referencia de una praxeologia de investigacion (como, por
ejemplo, la TAD) “se sittian en la ‘esfera de los valores' (Weber, 2010), caen fue-
ra de la ‘esfera del conocimiento’y, en consecuencia, no pueden ser establecidos
racionalmente” (p. 16). Consideran por ello que la ciencia didactica no esta
legitimada para enunciar como resultados de investigacion, ni juicios de valor,
ni prescripciones normativas de ningun tipo (Gascon y Nicolas, 2019). Nuestra
concepcion sobre la Didactica difiere de la sostenida por los autores y de mane-
ra especial sobre el papel de los valores y juicios de valor en la teoria y la
practica educativa.

En este apartado presentamos una sintesis de posiciones sobre los valores
en la investigacion cientifica y tecnologica diferente de la sostenida por Weber
(2010). Asi, encontramos que Rudner (1953) argumenta que los cientificos emi-
ten y se apoyan en juicios de valor, esto es, que dichos juicios estan esencial-
mente implicados en los procedimientos de la ciencia. Esto es asi porque el
cientifico acepta o rechaza hipétesis, y puesto que ninguna hipotesis cientifica
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se verifica por completo, al aceptar una hipotesis el cientifico debe tomar la
decision de que la evidencia es lo suficientemente fuerte, o que la probabilidad
es lo suficientemente alta para justificar la aceptacion de la hipotesis. El grado
de seguridad que debemos tener antes de aceptar una hipdtesis dependera de
la gravedad de un error. “Obviamente, nuestra decision respecto a las pruebas
y a como de fuertes son “suficientemente fuertes’, va a estar en funcién de la
importancia, en el sentido tipicamente ético, de cometer un error al aceptar o
rechazar la hipotesis’ (Rudner, 1953, p. 2).

Lacey (2003) sostiene que hay momentos en las practicas de investigacion
en los que los valores pueden desempenar un papel legitimo y a veces indis-
pensable y, por tanto, rechaza que los juicios de valor y las declaraciones car-
gadas de valores deban excluirse por completo de la investigacion cientifica.
Propone distinguir tres aspectos o momentos logicos de la investigacion cienti-
fica sobre los que hay que tomar decisiones, en las cuales los juicios de valor
desempenan papeles diferentes:

M1: Adopcion de la estrategia
M2: Aceptacion de datos, hipdtesis y teorias
M3: Aplicacion del conocimiento cientifico

Nadie duda de que los juicios de valor deben tener un papel en M3, ya que en
esta categoria las cuestiones de legitimidad y eficacia deben ser relevantes; es
en los otros dos momentos donde se suele negar que tengan un papel legitimo.
Sin embargo, Lacey (1999) argumenta que pueden tener un papel indispensable
en M1, en la adopcién de una estrategia investigativa, aunque no en M2. Si no
se adopta una estrategia (paradigma o tradicion de investigacion), no se puede
definir lo que se considera una investigacion valiosa o significativa y, entre otras
razones, no se pueden abordar de forma coherente y sistematica las siguientes
cuestiones: qué preguntas plantear; qué clase de posibilidades identificar; qué
tipos de explicaciones explorar; qué categorias desplegar, tanto en las teorias
(hipdtesis) como en los informes de observacion; qué fenémenos observar, medir
y experimentar; y qué procedimientos utilizar.

Rugina (1998) analiza el problema de los valores y los juicios de valor en
las ciencias naturales y sociales, y elabora una teoria para abordarlo de manera
racional. Considera que toda cosa de cualquier naturaleza (material o intelec-
tual), por la que expresemos un interés tiene valor. Un enunciado o una propo-
sicion mediante la cual se afirma o niega un valor en forma imperativa de

234 EDUCACION MATEMATICA, VOL. 35, NUM. 1, ABRIL DE 2023



Didlogo entre la Teoria Antropolégica de lo Didactico y el Enfoque Ontosemiotico en Educacion Matematica..

‘deberia” o “debe’, constituye un juicio de valor. Incluso en las ciencias natu-
rales son inevitables los valores y los juicios de valor, porque se utilizan
muchos recursos (humanos y naturales) para la investigacién y éstos son
valores. Los resultados de los numerosos proyectos de investigacion en aplica-
cion tienen importantes efectos positivos y negativos en el medio ambiente y
conllevan importantes consecuencias sociales, econémicas y financieras, no sélo
para el presente sino también para las generaciones futuras.

El principio de Weber (2010) sobre la neutralidad ética del cientifico indica que
‘no hay lugar en la ciencia para los juicios de valor”. Sin embargo, las ciencias
sociales estan asociadas a los valores y, en consecuencia, se inclinan a utilizar
términos y supuestos cargados de ellos. Se razona que los estudios sociales y
economicos no pueden alcanzar el estatus de ciencia moderna a menos que se
evite el uso de términos de valor como categorias explicativas y de esta manera
se satisfaga el principio de Weber. Rugina (1998) considera que este principio
tiene que ser reexaminado, pero no con el propoésito de demolerlo o refutarlo ca-
tegoricamente. Concluye con estos resultados que: (1) no hay lugar en la ciencia
para los valores y los juicios de valor personales y subjetivos; (2) hay espacio en
la ciencia para los valores y juicios de valor sociales y objetivos con el requisito
de que se apoyen en una prueba logica y/o empirica.

Consideremos el enunciado siguiente: “Si unas circunstancias son similares
a C, se aceptan los principios Py se quiere conseguir el fin F, entonces se deben
aplicar los Medios M para obtener los mejores resultados’. Dicho enunciado no
es un juicio de valor subjetivo, sino racional o fundamentado, y por tanto com-
partible para una comunidad. Esta es la teoria sobre los valores de Rugina
(1998), que es un desarrollo critico de la teoria de valores subjetivos de Max
Weber y estd fundamentada en una teoria de la verdad, no como corresponden-
cia, sino como consenso en el seno de una comunidad (Habermas, 1997).

Una posicion similar sobre los valores en las ciencias sociales la encontramos
en Bunge (2016).

Cuando todos los miembros de un grupo muy numeroso aprecian lo mismo en una
situacion similar, se puede hablar de valores impersonales y universales, como la
salud y la alimentacion, la convivencia y la solidaridad, la verdad y la eficacia, etc.
(Bunge, 2016, p. 381)

Sostiene, ademas, que el objetivo de la tecnologia es esencialmente diferente
del de la ciencia basica y que para las sociotecnologias, como es el caso de la
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educacion, es consustancial el paso del es al deberia 'y por tanto estd impreg-
nada de valores:

Para comenzar, en tanto la ciencia —ya sea natural, social o socionatural- estudia el
mundo, la tecnologia idea maneras de cambiarlo: es el arte y la ciencia de hacer las
cosas del modo mas eficiente. Si se prefiere, la tecnologia idea modos racionales de
saltar del es al deberia. En la ciencia, el cambio deliberado, como el que se produce
en un experimento, es un medio para llegar al conocimiento. En tecnologia es al revés:
aqui, el conocimiento es un medio de modificar la realidad. (Bunge, 1998, p. 324)

Considera que debemos distinguir e interrelacionar, tres campos diferentes: ciencia
(O), tecnologia (1) y praxis (P). Las relaciones entre ellas pueden resumirse de la si-
guiente manera: C & T & P, donde “<" denota interaccion. Toda actividad practica
puede ser objeto de una tecnologia, y a su vez toda tecnologia eficaz puede fun-
darse en y justificarse por una o mas ciencias; ademas, toda ciencia puede usarse
para construir o fortalecer la correspondiente tecnologia, la cual puede utilizarse
para orientar la correspondiente actividad practica.

3. UNA VISION AMPLIADA DE LA NOCION DE PRAXEOLOGIA

En educacion matematica el constructo praxeologia es uno de los basicos de la
TAD, en el que se incorpora y hace operativa la vision antropologica de la mate-
matica como actividad humana. No obstante, el término también es usado en
algunos enfoques filosoficos sobre la accion eficiente y en sociologia. En esta
seccion se analizan esos usos y sus posibles conexiones.

3.1. LA PRAXEOLOGIA COMO DISCIPLINA

El término praxeologia (o praxiologia) se viene usando para referirse al ambito de
reflexion filosofica sobre la accion humana, entendida como conducta compro-
metida con un proposito. La praxeologia como disciplina ha sido desarrollada de
manera independiente por dos escuelas de pensamiento diferentes, la escuela
austriaca liderada por von Mises (1949) focalizada en el campo de la economia
y de las ciencias sociales y la polaca liderada por Kotarbinski (1965), con una
orientacion hacia la filosofia de la accion eficiente. También, encontramos el
término para describir la metodologia de investigacion de Pierre Bourdieu como
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praxeologia social. “La praxeologia es una antropologia universal que tiene en
cuenta la historicidad, y por tanto la relatividad, de las estructuras cognitivas, al
tiempo que registra el hecho de que los agentes ponen universalmente en fun-
cionamiento dichas estructuras histéricas” (Bourdieu y Wacquant, 1992, p. 139).
Seguin von Mises (1949):

La teoria moderna del valor amplia el horizonte cientifico y extiende el campo de los
estudios econémicos. De la economia politica de la escuela clasica surge la teorfa
general de la accion humana, la praxeologia. ... Ninguin tratamiento de los problemas
economicos propiamente dicho puede evitar partir de los actos de eleccion; la eco-
nomia se convierte en una parte, aunque la mejor elaborada hasta ahora, de una
ciencia mas universal, la praxeologia. (Von Mises, 1949, p. 3)

La praxeologia busca la formulacion de un sistema de recomendaciones y
advertencias de validez técnica general y el estudio de la dinamica de progreso
de las capacidades humanas, para lo cual procede a la descripcion analitica de
los elementos de la accion y las variadas formas de la accion: agentes, material,
medios y métodos, objetivos, productos, etc.

El praxiologo se preocupa por encontrar las generalizaciones mas amplias posibles
de caracter técnico. Su objetivo es la técnica del trabajo bueno y eficaz como tal,
indicaciones y advertencias importantes para todo trabajo que pretenda alcanzar la
maxima eficacia. (Kotarbinski, 1965, p. 1)

Segun Bunge:
La praxiologia, o teoria de la accion, es el estudio de las caracteristicas generales de la
accion humana individual y colectiva. Puede considerarse como el fundamento de

la sociotecnologia o bien como la mas basica y general de todas las teorias sociales,
aunque, por desdicha, no la mas avanzada. (Bunge, 1998, p. 332)
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3.2. LA PRAXEOLOGIA COMO CONSTRUCTO

Chevallard (1992; 1999) ha propuesto usar el término praxeologia para indicar
no una disciplina sino a un constructo o herramienta tetrica para el analisis de
la actividad humana en cualquier campo, aunque pensando inicialmente en Ia
actividad matematica y didactica. Con el fin de estudiar conjuntamente las prac-
ticas de las personas al resolver determinados problemas o realizar las tareas
(praxis) y el discurso que acompana dicha practica (logos) llama praxeologia al
par <Praxis, Logos>, desglosado a su vez en la cuaterna <Tarea, Técnica, Tecno-
logia y Teorfa>, donde las dos primeras componentes se refieren a la praxis y las
dos ultimas al logos.

Este constructo tiene la virtud de senalar que en la practica o actividad hu-
mana no hay solo conceptos y procedimientos, esto es, discurso teorico o logos,
sino también problemas que son la razdn de ser de los conceptos y maneras de
actuar. Sin duda este constructo es Util para el andlisis a nivel macro de la acti-
vidad realizada por comunidades de practicas, colectivos profesionales, escuelas
de pensamiento y paradigmas de investigacion. Se puede hablar de praxeologias
matematicas, didacticas, médicas, etc, con un lenguaje y metodologia comun.

En educacion matematica se han propuesto otros constructos teoricos para
describir la actividad de los sujetos cuando resuelven problemas vy, los conoci-
mientos y competencias que se ponen en juego, con una funcionalidad similar
al constructo de praxeologia. Asi la nocion de concepto como tripleta (Vergnaud,
1990), <Situaciones-problemas, Invariantes operativos, Representaciones> trata de
vincular el concepto con la actividad del sujeto, los problemas y las representa-
ciones materiales. En el Enfoque Ontosemiotico (EOS) (Godino et al, 2007; Font et
al, 2013) se introduce la nocién de significado pragmadtico de un objeto como el
sistema de practicas operativas, discursivas y normativas, que se ponen en juego
en la solucion de determinadas situaciones problemas, en su doble version insti-
tucional y personal (Godino y Batanero, 1994). En cierto modo estos constructos,
aunque han surgido con relacion al analisis de los conocimientos y competencias
matematicas, son aplicables a cualquier actividad humanay responden, por tanto,
a la misma problematica epistemoldgica y cognitiva que el constructo praxeologia
introducido en la TAD. Igual ocurre con la nocion de teoria que propone Radford
(2008) para orientar los estudios de articulacién de teorfas, distinguiendo tres
componentes <Cuestiones Principios, Métodos); este uso metonimico de teoria
para designar la tripleta va en la misma direccion que la nocion de praxeologia
de investigacion (Artigue et al, 2011).
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Los constructos de praxeologia matematica y praxeologia didactica son Utiles
para el analisis y comparacion a nivel macro de la actividad matematica y
didactica que realizan grupos de personas o incluso personas individuales.
También puede ser relevante para describir la actividad de investigacion que
llevan a cabo distintos colectivos que comparten determinados principios, pro-
blemas y metodos. En cierto modo, la praxeologia de la TAD constituye el cons-
tructo central de un marco de la accion humana que aporta elementos
originales con relacion a otras teorias de la accion, como es la conexion entre
el componente de la praxis (tareas y técnicas) y el componente del logos (tec-
nologia y teoria). No obstante, la comparacion con otras teorias de la accion
puede senalar algunas limitaciones del constructo y desvelar su filiacion con los
paradigmas positivistas de la investigacion cientifica.

Desde el punto de vista del EOS, que también incorpora elementos propios de
una teorfa de la accion, aunque restringida a la actividad matematica y didactica,
el modelo de cuatro componentes que propone la TAD para la nocion de praxeo-
logia, <Tarea, Técnica, Tecnologia, Teoria>, podria completarse en algunos puntos:

(1) La idea de tarea refiere a algo que se hace o hay que hacer, pero no expli-
cita en si misma el fin o intencionalidad de las practicas, que debe ser la
resolucion de determinadas situaciones-problemas o cuestiones. Esto no
quiere decir que la TAD no tenga en cuenta la razén de ser de cualquier
actividad, que es la resolucion de determinadas cuestiones o problemas.
La formulacion de cuestiones de distintos grados de generalidad es un
aspecto clave en la TAD.

(2) Los elementos que se destacan son los medios (técnicas) y la justificacion
racional del uso de dichos medios (tecnologia y teoria), quedando fuera del
constructo los juicios de valor que siempre acompanan a toda actividad
humana, esto es, el componente axiologico. No incluir un nexo entre la
praxis y el logos dificulta salvar la brecha entre teorfa y practica. El analisis
de los valores y los juicios de valor, en particular, de la eficiencia de la acti-
vidad de los sujetos y colectivos cuando abordan la solucion de problemas
debe ser un componente explicito de las praxeologias. Ciertamente, para que
esto sea posible es necesario superar las limitaciones del modelo axiolégico
de Weber, que considera los valores como algo esencialmente subjetivo, y
por tanto, no abordables desde el punto de la investigacion cientifica.

(3) No incluye el detalle de los tipos de objetos y procesos que configuran el
logos, lo que dificulta la realizacion de analisis a nivel micro de la actividad:
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este estudio microscopico requiere herramientas mas finas y especificas
para cada ambito de accion. Esta es la razén por la que en el EOS se ha
introducido la nocion de configuracion ontosemiotica de practicas, objetos
y procesos para el andlisis fino de la actividad matematica, y la nocién de
configuracion didactica, sus tipos y secuenciacion, para el de la actividad
didactica (Godino, Batanero y Font, 2019).

Como afirma Bunge (1998), la accion humana, ya sea individual o social, esta
controlada por la valoracion, explicita o tacita.

En efecto, lo que desencadena nuestras acciones es la necesidad o el deseo de
alcanzar metas valiosas o evitar resultados sin valor. Y, cuando son racionales, esas
acciones se planifican y examinan a la luz de juicios de valor; por otra parte, sus
resultados se evaltian en términos de eficiencia, moralidad o ambas. (p. 359)

Ademads, la experiencia y la deliberacion sobre los valores y las maneras de
realizarlos se condensan finalmente en reglas o normas. Una norma o regla es
una prescripcion para hacer algo. La forma general de una regla es: para alcan-
zar el objetivo O con los recursos R, seleccione entre estos y construya un medio
M, y realice la accion A con la ayuda de M. Una regla es social si cualquiera de
sus tres componentes —objetivo, medios o accion considerada— es social o, al
implementarla, tiene un impacto social. Y una regla social es una regla moral si
las acciones que gobierna mejoran el bienestar de otros sin impedir que nadie
satisfaga sus necesidades basicas.

La triple dialéctica entre fines, valores y medios es propia de toda praxeologia,
cualquiera que sea el campo disciplinary paradigma, bien de las ciencias natu-
rales o sociales. La eleccion de los Medios se hace aplicando Valores, aquello
que se considera mejor o peor para los Fines que se pretenden. Los juicios de
valor estan siempre presentes, incluso en la actividad cientifica y tecnoldgica en
el campo de las ciencias naturales. Es pertinente tener en cuenta el tipo de
accion regulada por normas que describe Habermas (1999), ya que incluso la
practica matematica incluye una parte esencial de ese tipo de acciones. No todo
el trabajo matematico consiste en la resolucion creativa de nuevos problemas
para los cuales no se conocen reglas de como resolverlos. Los procedimientos
y algoritmos e incluso las definiciones matematicas son reglas que se deben
seguir para realizar la tarea de una manera eficiente. En el caso de la actividad
didactica son esenciales las acciones comunicativas, orientadas a la
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comprension y el mutuo entendimiento. Este tipo de practicas comunicativas no
quedan reflejadas en el constructo praxeologia didactica.

Toda praxeologia investigativa debe incluir un programa gnoseoldgico, esto
es, focalizado en la elaboracion de conocimientos cientifico-tecnoldgicos, y un
programa axiologico focalizado en la intencionalidad, eficiencia, idoneidad (valo-
res, principios axioldgicos) de las practicas humanas, sean estas operatorias,
discursivas o normativas. Con esta vision ampliada, el constructo praxeologia
sale del campo de la reflexion filosofica sobre la accion eficiente (praxiologia)
para convertirse en una herramienta de analisis gnoseoldgico y axioldgico de
la actividad humana en cualquier campo cientifico y tecnologico. Aunque en
cada campo de actividad, la cuaterna praxeoldgica debe ser complementada
con herramientas mas finas que permitan un analisis mas detallado de los tipos
de objetos y procesos que intervienen y emergen de la praxis y el logos corres-
pondiente, asi como de los criterios de racionalidad o eficiencia de tal actividad.

4. PARADIGMAS DE INVESTIGACION SEGUN LA DUALIDAD
COMPRENSION-USO

Un aspecto que se interpreta en este trabajo es que la vision de la investigacion
cientifica que adoptan Gascon y Nicolas para la Didactica esta fuertemente rela-
cionada con el tipo de investigacion basica o fundamental propia de las ciencias
naturales, alejada de otras visiones mas amplias de la indagacién en el campo de
las ciencias sociales, y en particular en la educacion. Para dilucidar las relaciones
entre la investigacion y la practica educativa que promueve una praxeologia de
investigacion hay que abordar el problema de cémo se concibe la Didactica.
Consideramos necesario explicitar qué entendemos por investigacion y qué
tipos diferentes existen, ya que los fines que se persiguen en cada caso pueden
ser diferentes, como también los medios que se desarrollan y aplican, y los
resultados que se obtienen. Esto nos lleva a explicitar qué entendemos por
paradigma de investigacién, dado que el término paradigma es polisémico?

2 Los paradigmas son definidos por Kuhn como ejemplos aceptados de la practica cientifica real, que
incluyen a un mismo tiempo, ley, teoria, aplicacion e instrumentacion, los cuales proporcionan una serie de
modelos de los que surgen tradiciones especialmente coherentes de investigacion cientifica. Esta tesis, el
concepto principal de paradigma, ha sido atacada por su vaguedad y poca exactitud. La primera critica a
Thomas Kuhn versé sobre las multiples y confusas definiciones que dio del término ‘paradigma’ en La

EDUCACION MATEMATICA, VOL. 35, NUM. 1, ABRIL DE 2023 241



Juan D. Godino

En Godino et al (2019) hemos mencionado la postura del EOS sobre el
caracter tanto cientifico como tecnoldgico de la Didactica. Sequidamente profun-
dizaremos en esta cuestion ya que el analisis de las relaciones entre la investi-
gacion cientifica y tecnologica y la practica de la ensefanza, esto es, entre
teorfa y practica, reclaman la atencion de otros paradigmas y de las relaciones
que se establecen entre los mismos.

Consideramos los paradigmas de investigacion como clases o tipos de pra-
xeologias investigativas que comparten el nucleo central de la praxis y del logos.
Nos parece util distinguir cuatro tipos de paradigmas teniendo en cuenta la
dialéctica entre comprensién y uso, la cual se puede aplicar a la investigacion
en cualquier campo, bien de las ciencias naturales o sociales. Nos apoyamos en
el modelo del “Cuadrante de Pasteur” de Stokes (1997), interpretado en Godino
(2021) para la investigacion educativa.

Stokes (1997) clasifica las investigaciones segin una matriz con cuatro cel-
das. En filas distingue si la investigacion esta o no inspirada por la busqueda de
comprension fundamental de los fendmenos; en columnas, si estd o no inspirada
por el uso o aplicacién practica. De esta manera, el cuadrante | se considera
como investigacion basica-aplicada (ejemplo, la desarrollada por Louis Pasteur);
el cuadrante Il investigacion fundamental o basica-pura (como la de Niels Bohr); el
cuadrante Ill, 1a identificacion de fendmenos singulares; el cuadrante IV, investiga-
cién aplicada pura (p. e, la de Thomas Alva Edison). En la figura 1 interpretamos
estos cuadrantes e indicamos algunas praxeologias de investigacion en educacion
matematica que pueden ser representativas de cada caso.

Las investigaciones cientifica y tecnologica (cuadrantes | y II) pretenden
describir, explicar y predecir fenémenos; se caracterizan por la generalidad, el
control de variables, el diseno experimental y los métodos cuantitativos. Por
tanto, el paradigma de las mismas es el propio de las ciencias naturales, basi-
camente de tipo positivista (Cohen et al, 2007).

El cuadrante lll, en el caso de la educacion, se puede representar con la
indagacion de tipo naturalista en sus diferentes versiones (etnografias, estudios
de casos, biografias..). El cuadrante IV puede estar representado por la practica
reflexiva (investigacion-accion en sus diferentes versiones); el foco de atencién
es la mejora de la practica, bien de manera colaborativa o individual. Los cua-
drantes Il y IV se caracterizan por investigar fenomenos singulares, la

estructura de las revoluciones cientificas. Margaret Masterman (1975) identifica hasta 21 formas diferentes
en las que Kuhn utiliza la palabra paradigma.
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interpretacion, la etnografia, la observacion participante, los métodos cualitativos,
definiendo de este modo los paradigmas propios de las ciencias sociales y de
manera particular las ciencias de la educacion, las cuales son vistas por Bunge
(1998) como sociotecnologias.

Un paradigma de investigacion refiere, por tanto, a grandes categorias o tipos
de praxeologias investigativas que comparten elementos destacados de las mis-
mas (positivismo, constructivismo, etnografia, practica reflexiva, etc). Asi podemos
hablar de praxeologias positivistas (como la desarrollada por la TAD), praxeolo-
gias interpretativas/ etnograficas, sociocriticas, holisticas (EOS), etc. El programa
de investigacion refiere a una secuencia temporal de las actividades realizadas

o planificadas por la comunidad correspondiente.

Investigacion
inspirada por
la busqueda
de la
comprension
fundamental

si

NO

Investigacién inspirada por el uso

NO

Sl

Investigacion fundamental
(Basica pura)

Investigacion de disefio
(Basica aplicada)

]
:EMR

Investigacion naturalista
(Fenomenas singulares)

-

Investigacion-accion
(Aplicada pura)

TSD: Teoria de Situaciones Didacticas; ID-I: Ingenieria
Didactica de Investigacién; |D-D: Ingenieria Didactica de
Desarrollo; TAD: Teoria Antropolégica de lo Didactico; EMR:
Educacion Matematica Realista; EOS: Enfoque
Ontosemiodtico; TID: Teoria de la ldoneidad Didactica.

Figura 1. Tipos de investigaciones.

Como ejemplos de posibles praxeologias de investigacion a incluir en cada
cuadrante, en la figura 1 hemos incluido, en el cuadrante | la Educacién

EDUCACION MATEMATICA, VOL. 35, NUM. 1, ABRIL DE 2023

243



Juan D. Godino

Matematica Realista (EMR) (Freudenthal, 1991; Van den Heuvel-Panhuizen vy
Drijvers, 2014), en el Il la Teoria de Situaciones Didacticas (TSD) (Brousseau, 2002)
y la Teoria Antropologica de lo Didactico (TAD), si bien en estos casos, cuando
se aplican ingenierias didacticas de desarrollo (ID-D) tienen también intersec-
ciones con el cuadrante .

EI EOS incluye principios y herramientas para realizar investigaciones focaliza-
das tanto en la comprension como en el uso. El médulo de la Idoneidad Didactica
(TID) pretende ser una herramienta que sirva de apoyo para las indagaciones
profesionales, razén por la cual la representamos entre los cuatro cuadrantes.

5. LOS CRITERIOS DE IDONEIDAD COMO JUICIOS DE VALOR SOCIALES
FUNDAMENTADOS

En este apartado reflexionamos sobre el constructo idoneidad introducido en
diversos trabajos relacionados con los procesos didacticos (Godino et al, 2007;
Godino, 2013; Breda et al, 2018), pero que puede ser Util para analizar la eficiencia
en cualquier praxeologia de investigacion, aplicando un enfoque no weberiano
a la nocion de juicio de valor en la ciencia. Partimos de la base de que, en las
ciencias sociales, y en particular, las educativas, es posible formular criterios de
idoneidad, en forma de juicios de valor, se deberia hacer esto y no aquello, en
las circunstancias en que dichos juicios tienen caracter social y se explicita un
fundamento para su formulacion.

Las emisiones o manifestaciones que llevan asociadas pretensiones de rectitud
normativa o de veracidad subjetiva, de forma similar a como otros actos llevan
asociada una pretension de verdad proposicional o de eficiencia, satisfacen el requi-
sito esencial para la racionalidad: son susceptibles de fundamentacion y de critica.
(Habermas, 1999, p. 34)

Los criterios de idoneidad no tienen pretensiones universales de validez sino de-
pendientes de los contextos de accion; sin embargo, conllevan una racionalidad,
por lo que pueden ser objeto de escrutinio cientifico.

En el EOS se entiende la idoneidad didactica de un proceso de ensenan-
za-aprendizaje como el grado en que este (o una parte del mismo) retine ciertas
caracteristicas que permiten calificarlo como 6ptimo o adecuado para conseguir
la adaptacion entre los significados personales logrados por los estudiantes
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(aprendizaje) y los significados institucionales pretendidos o implementados
(ensefianza), teniendo en cuenta las circunstancias y recursos disponibles (entor-
no). Este constructo sirve de punto de partida para desarrollar una teoria de la
idoneidad de la actividad didactica (TID-EOS), ya que aborda una problematica
especifica (identificacion de juicios de valor compartidos en el seno de la comu-
nidad de educacién matematica, su formulacion y estructuracion), cuyo aborda-
je se apoya en un conjunto de supuestos sobre las caracteristicas de los juicios
de valor y procedimientos para su elaboracién y progresivo refinamiento.

Los criterios de idoneidad no son entendidos como reglas positivistas a
seguir o ejecutar como si fueran las normas de edificacién de una estructura
fisica. Por el contrario, se conciben como una trama de juicios de valor com-
partidos por una comunidad y fundamentados en los principios del sistema
tedrico EOS. Los sujetos encargados de su aplicacion tienen que interpretary
sopesar cada criterio para alcanzar un equilibrio dinamico entre sus diferentes
facetas, a fin de optimizar local y circunstancialmente la idoneidad de la acti-
vidad correspondiente (sea actividad de investigacion, matematica o didactica).
Se prefiere usar el término idoneidad y no eficiencia o calidad por el caracter
de principio interpretable y adaptable al contexto y circunstancias que se
atribuye a cada criterio (Breda et al, 2018).

Los criterios de idoneidad didactica no son reglas de obligado cumplimiento
ni juicios de valor subjetivos sino principios heuristicos que sintetizan los resul-
tados de las investigaciones cientificas y tecnoldgicas en educacion matematica.
La mayoria de estos criterios son compartidos por diversas praxeologias de
investigacion, como se indica en Godino (2013) y en Godino (2021). Se ofrecen
como herramienta de apoyo de la indagacion individual o colaborativa del
profesional de la educacion, que debera interpretar y adaptar a sus circunstan-
cias particulares los criterios globales y especificos para cada componente del
proceso instruccional, ponderando el peso relativo a cada criterio.

La TID se podria apoyar en otros marcos tedricos diferentes del EQS, por lo
que sienta las bases de un programa de investigacion orientado a la identifica-
cion de los juicios de valor implicados en cada una de las facetas y componen-
tes de una praxeologia de investigacion, asi como la comparacion y articulacion
de criterios entre distintas praxeologias. En Godino (2021) se inicia la compara-
cion de los principios didacticos de la Teorfa de Situaciones Didacticas, 1a Teoria
Antropolégica de lo Didactico, la Educacién Matematica Realista y los criterios
de idoneidad basados en EOS.
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Una teoria de la idoneidad para una actividad humana establece un nexo entre
la investigacion cientifica-tecnolégica y la practica reflexiva, ayuda en la toma de
decisiones para abordar la triple dialéctica entre Fines, Valores y Medios, la cual
recae en el practico reflexivo. Los juicios de valor se pueden analizar, comparar,
articular de manera racional. Toda actividad humana incorpora principios de efi-
ciencia, incluso la actividad matematica; por esta razon la idoneidad didactica se
puede ampliar a idoneidad matematica, idoneidad econémica, etcétera.

Con esta vision general, una Teoria de la Actividad Idonea serd un sistema
de juicios de valor —se deberia hacer esto y no aquello— sobre como proceder
para realizar una actividad de la mejor manera posible, teniendo en cuenta el
contexto y circunstanciales especificas en que tal actividad tiene lugar. Estas
teorias pueden ser implicitas o explicitas, personales o sociales, espontaneas o
fundamentadas en resultados de investigaciones basicas o aplicadas, asi como
de la practica reflexiva de los agentes implicados en la actividad.

6. PARADIGMAS DIDACTICOS, SUS TIPOS Y COMPONENTES

Gascon y Nicolas (2021) proponen la nocion de paradigma didactico de refe-
rencia PDR ligado a una praxeologia de investigacion educativa que incluye
cuatro elementos: PDR (Paradigma Didactico de Referencia) = Modelo Epistemo-
l6gico de referencia, Fines, Medios y Fendmenos de referencia. Simbolicamente,
PDR = [MER, FR, MR, @R].

Esta herramienta teorica se debe complementar con un analisis mas deta-
llado de los aspectos que se incluyen en cada componente, la inclusion de otros
nuevos y analizando su estructura. En primer lugar, nos parece que los compo-
nentes que se anaden al MER para formar el paradigma, esto es, fines, medios
y fenomenos, en realidad son constituyentes de cualquier praxeologia, al menos
en la version ampliada que hemos descrito en la seccion 3. En toda praxeologia
hay unos fines, basicamente la solucion de una clase de situaciones-problemas
0 cuestiones, y unos medios (técnicas y tecnologias). Los fenomenos son regu-
laridades observadas en la contingencia que son explicadas en términos del
logos correspondiente, y por tanto son nuevos conocimientos que incrementan
el acervo de la tecnologia y teoria. En el logos se deberia distinguir un nucleo
basico formado por los principios o supuestos asumidos por la comunidad, y los
resultados del trabajo realizado en la solucion de los problemas.
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Como hemos indicado, dado que el andlisis de los fines, medios y fendmenos
deben ser aspectos por considerar en toda praxeologia, sea sobre la actividad
didactica o de otro tipo, no parece pertinente incluir estos componentes como
algo definitorio de un paradigma didactico. El término paradigma se debe reser-
var para clases o tipos de praxeologias investigativas. Los tipos de paradigmas
generales y basicos descritos en la seccion 4 son también aplicables al caso de
las praxeologias didacticas: positivismo, etcétera.

Es necesario explicitar en el modelo epistemolégico de referencia (MER) el
aspecto ontolégico, que debe ser diferenciado de la epistemologia, reconociendo
la naturaleza y tipos de objetos matematicos y los procesos implicados en su
emergencia. Los cuatro componentes de una praxeologia, <Tarea, Técnica, Tec-
nologia y Teoria>, si bien pueden ser suficientes para algunos analisis a nivel
macro, pueden ser insuficientes para otros analisis a nivel micro. En el marco
del EOS la nocion de configuracion de practicas, objetos y procesos es una
ampliacion de la nocion de praxeologia matematica que permite reconocer la
complejidad ontosemiotica del conocimiento matematico, lo que aporta nuevas
explicaciones a hechos cognitivos y didacticos claves en los procesos de ense-
nanzay aprendizaje.

En el caso de las praxeologias didacticas consideramos que se deben tener
en cuenta otros aspectos, como son los modelos instruccional, ecolégico y cog-
nitivo-afectivo (figura 2), los cuales no estan contemplados de manera explicita
en el concepto de praxeologia didactica, dada la generalidad con la que se
define el concepto de praxeologia. Esto tiene consecuencias en el tipo de fend-
menos que se pueden identificar y explicar.
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Figura 2. Componentes y estructura de un paradigma didactico.

En la parte inferior de la figura indicamos los aspectos o dimensiones que se
incluyen como constituyentes del componente gnoseoldgico (conocimientos) de
una praxeologia didactica. El analisis del contenido, los patrones de interaccion
y medios instruccionales propios de la ensefanza se contempla con el modelo
epistemologico-ontoldgico y el modelo instruccional. La ensenanza tiene lugar
en un contexto que la condiciona y hace posible, cuyo analisis se realiza con el
modelo ecoldgico. La finalidad de esa actividad de ensefanza estd dirigida a
promover el aprendizaje de los estudiantes, cuyo analisis requiere la aplicacion
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de un modelo cognitivo-afectivo. Como resultado de esa actividad de investiga-
cion se obtienen conocimientos que pueden consistir en la identificacién de
fendmenos didacticos, entendidos como regularidades explicables en el marco
tedrico que se esta aplicando en el diseno empirico.

En las praxeologias didacticas, como en cualquier otra, se debe incluir el
componente axioldgico, que en el caso del EOS esta formado por el sistema de
criterios de idoneidad didactica, los cuales estan estructurados y son derivados
de los modelos epistemoldgico, ontoldgico, instruccional, ecologico y cogniti-
vo-afectivo. La aplicacién en la practica educativa de los resultados de las inves-
tigaciones que se derivan de una praxeologia de investigacion no es directa.
Esta aplicacion requiere la intervencion de otra comunidad usualmente diferen-
te de la comunidad que interviene en las investigaciones de tipo | y Il (figura 1).
Se trata de la comunidad de los profesores de matematicas que tienen que
implementar el tipo IV de indagacién profesional y, como se indica en la figura
2, supone la triple dialéctica entre fines, medios y valores. Entre las dos clases
de investigacion hay una brecha, la divisoria entre teoria y practica, cuya supe-
racion requiere el desarrollo de un modulo de conexion, que en el caso del EOS
estd formado por la Teoria de la Idoneidad Didactica (TID).

7. REFLEXIONES FINALES

Segun lo indicado en las secciones anteriores, la Didactica no se puede considerar
solo como una disciplina cientifica, porque su objetivo no puede limitarse a des-
cribir y explicar una parcela de la realidad, como son los procesos de ensefanza
y aprendizaje. Tiene que actuar sobre esa parcela para cambiarla, estudiando
como hacer dichos procesos lo mas idoneos posibles. Ese objetivo es propio de la
tecnologia la cual, no obstante, se apoya en la investigacion cientifica para fun-
damentar los cambios que se proponen, comprendiendo los procesos educativos
y los factores que los condicionan y soportan. Incluye, por tanto, un modulo de
investigacion basica. Esto es general para toda accion humana, que tiende de ma-
nera natural a ser lo mas eficiente posible, discriminando las acciones mas o me-
nos eficientes, mas o menos preferibles para satisfacer los objetivos pretendidos.

Incluso la concepcion de la Didactica como disciplina cientifica y tecnolégica,
atendiendo a la problematica de los cuadrantes |y Il indicados en la figura 1
(investigacion fundamental y basica aplicada) es limitada, ya que en las ciencias
sociales y en particular en educacion se estan aplicando otros paradigmas de
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investigacion que abordan las cuestiones y enfoques caracteristicos de los cuadran-
tes Il y IV. Se trata de los paradigmas interpretativo / etnografico (cuadrante Ill) y
practico reflexivo (cuadrante V). Entre ellos hay una brecha para cuya superacion
es necesario abordar un programa de investigacion que conecte los resultados
de la investigacion cientifico-tecnoldgica con la practica profesional.

La postura de Max Weber sobre la abstencion de emitir juicios de valor en
el caso del conocimiento cientifico es consecuencia de su caracter descriptivo,
explicativo y predictivo. Pero este no se aplica a la sociotecnologia cuyo objetivo
es cambiar o mejorar una parte de la realidad social o educativa. Un fin esencial
de la Didactica es mejorar la educacién, por lo que tiene que identificar y pro-
ducir normas de actuacion, basadas no en opiniones, gustos o preferencias
subjetivas, sino fundamentadas en la investigacion cientifica y tecnolégica.

La complejidad de los procesos sociales, como son los de ensenanza y
aprendizaje, lleva a que las aplicaciones de las ‘normas educativas’ tienen que
ser interpretadas y aplicadas localmente por el profesorado, bien de manera
individual o colaborativa. Esto es, dichas normas no se pueden considerar como
reglas a seguir de manera inflexible, sino como principios o heuristicas. Las
regularidades y fenomenos observables y explicables en el marco de una teoria,
en el caso de las disciplinas educativas tienen un caracter contextual y tienen
que ser interpretadas y aplicadas por agentes individuales segun el caso.

Por esta razon, en el EOS preferimos hablar de criterios de idoneidad diddctica,
no criterios 0 normas de calidad (Breda et al, 2018), que seria mas propio de las
reglas aplicadas a la produccion en el caso de las ciencias y tecnologias de la
naturaleza. Es importante reconocer que, de la investigacion educativa, en sus
facetas cientifica y tecnoldgica, se producen resultados que aspiran a cambiar
para optimizar de la manera mas idonea posible la ensefanza y el aprendizaje.
En consecuencia, se debe incluir, como un componente de los paradigmas di-
dacticos de referencia, la sintesis de criterios de idoneidad didactica derivados de
un programa asociado a una praxeologia de investigacion, como propone el EQS.

Las reflexiones incluidas en este articulo aportan nuevos aspectos al didlogo
entre la TAD y el EOS iniciado en D'Amore y Godino (2007). Son inducidas por
los postulados y herramientas de la TAD presentados por Gascon y Nicolds
(2021) en su andlisis de las relaciones entre el modelo epistemoldgico de las
matematicas vigente en una institucion didactica y las practicas docentes que
es posible desarrollar en la misma.

Aunqgue nuestro estudio es basicamente tedrico, las reflexiones sobre los juicios
de valory los paradigmas didacticos tienen claras implicaciones para los procesos
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de formacion de profesores y la practica docente. Nuestra interpretacion para el
campo de la educacion de los cuatro tipos de investigaciones del Cuadrante de
Pasteur (Stokes, 1997) (figura 1) atribuye un papel clave al trabajo de los profesores
(cuadrante IV), revelando la necesidad de elaborar herramientas de conexion entre
los restantes cuadrantes. Esa es la finalidad de la TID desarrollada en el marco del
EOS mediante la cual se aborda el programa axiologico que debe acompanar al
programa gnoseoldgico propio de cualquier praxeologia de investigacion didactica
(figura 2). De esta manera se establecen también relaciones entre la investigacion
basica (Ciencia) y la investigacion-accion (Practica) en el esquema propuesto
por Bunge (seccion 2). En nuestro caso, la herramienta idoneidad didactica esta
siendo ampliamente utilizada para analizar las secuencias didacticas disenadas e
implementadas por los profesores, con el fin de lograr una adecuada ensenanza de
las matematicas (Breda, 2020; Morales y Font, 2019; Garcia Marimoén et al, 2021).
También se estd empleando para organizar programas de formacion centrados
en la reflexion sobre la practica docente (Burgos et al, 2020; Esqué y Breda, 2021;
Giacomone et al, 2018).
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Resumen: El presente documento relata una experiencia de clase en el area de
matematicas en el Grado de Maestro de Educacion Primaria en la Universidad
de Cadiz. Dicha experiencia consistio en la realizacién de un taller combinando
conocimientos y destrezas asociados a los ambitos geométrico y de medida de
las matematicas. En el cual se pretendia que los alumnos analizaran y reflexio-
naran acerca de los conocimientos relacionados con ambos ambitos de las mate-
maticas para la resolucion de una actividad cercana a la vida real, y desarrollaran
competencias necesarias para su futura profesion docente. En esta experiencia
de clase se trabaja desde una matematica realista contextualizada en la profesion
docente, alejandolo del modelo tradicional de ensefianza y estimulando a los
estudiantes para que construyan su propio conocimiento desde su particular
autonomia y experiencia. Se muestran las producciones de los estudiantes futuros
maestros de educacion primaria y se ofrecen algunas conclusiones derivadas de
la actividad. Se presenta este trabajo como una contribucion de buena practica o
iniciativa de innovacion docente a modo de experiencia motivadora para orientar
a otros docentes en el campo de la educacion.
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Palabras clave: conocimiento matemdtico; ensenanza de las matemadticas;
competencia matemadtica; geometria y medida, formacién de profesores.

Abstract: This document describes an experience of class in the mathematics
area in the Primary Education Degree at the University of Cadiz. Specifically,
in the subject of Mathematical Knowledge II. This experience consisted in the
realization of a workshop combining knowledge and skills associated with
the geometry and measure knowledge of the mathematics. In this workshop, the
students must analyse and reflect on the knowledge for the resolution of an
activity close to the reality, and they will develop necessary skills for their
future profession. In the classroom experience, we work from a realistic
mathematics contextualized in the teaching profession, moving it away from
the traditional teaching model and stimulating students to build their own
knowledge from your own autonomy and experience. The productions of
future primary school teachers are shown, and some conclusions derived from
the activity are offered. This work is presented as a contribution of good
practice or teaching innovation initiative like a motivating experience to guide
other teachers in the field of education.

Keywords: mathematical knowledge; mathematics teaching; mathematical
competence; geometry and measure, teacher professional development,

1. INTRODUCCION

Este articulo tiene el propdsito de dar a conocer una experiencia de clase de
alumnos universitarios futuros maestros de educacion primaria en matematicas.
Es el resultado de una investigacion que persigue como uno de sus objetivos
evaluar los conocimientos adquiridos por los maestros en formacién a la hora
de realizar dicha experiencia, asi como las competencias desarrolladas en su
ejecucion. Por tanto, en esta investigacion se entrelazan diferentes tematicas,
como son la formacion de futuros maestros, el conocimiento matematico del
futuro profesor y las competencias profesionales. La preocupacion de un bajo
nivel en matematicas de los jovenes derivado de los ultimos informes PISA
realizados por la Organizacion para la Cooperacion y el Desarrollo Econémicos
(2018) pone en evidencia la necesidad de prestar atencion a la formacion de
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quienes ensenaran matematicas en un futuro. En consecuencia, se ha disenado
una experiencia de clase para los alumnos del Grado de Maestro de Educacion
Primaria de la Universidad de Cadiz entrelazando el ambito geométrico y el de
medida de las matematicas en forma de taller.

Las consideraciones de conexiones internas dentro de una misma materia
corresponden con la perspectiva competencial de estructuras curriculares inter-
nacionales como el National Council of Teachers of Mathematics (2003), que
también recoge la Orden de 17 de marzo de 2015 del curriculo de Educacion
Primaria en Andalucia. Es necesario relacionar conceptos para no ver los bloques
tematicos en el area de matematicas como independientes y dar importancia al
hecho de que las matematicas no son ideas aisladas e inconexas. Se presenta
dicho taller como la vinculacion entre dos ramas de las matematicas y como la
oportunidad ideal para que los alumnos experimenten de primera mano un
trabajo de conexion curricular. Es decir, comprender como se conectan y rela-
cionan dos ambitos matematicos entre si, y como se puede con ello interpretar
la realidad que nos rodea (Albarracin y Badillo, 2018).

La idea de realizar un taller de conexion curricular en el area de matematicas
con maestros en formacion, viene de tener en cuenta los propios principios que
desarrolla la Orden del 17 de marzo de 2015. Concretamente, el articulo 3 versa
sobre principios para el desarrollo del curriculo donde en el punto 4 habla del
diseno de tareas motivadoras que favorezcan la capacidad de aprender por si
mismos, haciendo uso de materiales diversos. Ademas, el articulo 4 habla de
orientaciones metodoldgicas de actividad y participacion del alumnado. La mejor
manera de que el alumnado, futuros maestros, aprenda como deberia ensenar
matematicas el dia de manana es que ellos en primera persona experimenten
situaciones-problema reales. Estos maestros en formacién deberan conseguir
que su alumnado aprenda y comprenda un conocimiento matematico determi-
nado (Zabalza-Beraza y Zabalza-Cerdeirina, 2012), y una forma es que ellos
experimenten el mismo proceso cognitivo para tomar conciencia de las dificul-
tades de dicho proceso. Se trata de ir mas alla de la ensenanza tradicional
dando la posibilidad al estudiante de experimentar una situacion de aprendiza-
je de construccion de conocimiento y reflexion acerca de dicha construcciéon. En
el campo de la didactica de la matematica Azcarate y Cardenoso (2021), indican
que la forma de elaborar el conocimiento profesional de un docente es a través
de la interaccién directa con los problemas profesionales. Dicho conocimiento
profesional no debe ser transferido, sino construido por cada discente en forma-
cion mediante procesos reflexivos sobre sus particulares situaciones vy,
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analizandolas con otros companeros y/o con los profesores. [gualmente, Zabalza
(2011) expresa que un docente se forma a partir de sus propias experiencias
vividas en los diferentes niveles de educacién, y que asi serd como el maestro
confecciona su propio modelo didactico de ensenanza. También, Zabalza-Beraza
y Zabalza-Cerdeirina (2012) expresan la idea de que los docentes y educadores
son un modelo por imitar por nuestros estudiantes, mas alla de los contenidos
a explicar pues el alumnado se nutre de la forma en que piensa el docente, lo
que ven hacer y como se les trate. De esta forma el estudiante desarrolla una
fuerte empatia hacia modelos de vida sensatos, disfrutan de lo que estan hacien-
do y se motivan para la profesion para la que se estan formando.

Es necesario hacer conscientes a los maestros en formacion que sus pecu-
liares concepciones sobre el conocimiento, el aprendizaje y ensenanza de dicho
conocimiento, es parte fundamental del saber profesional. Ademas, dicho saber
profesional es un proceso formativo donde los conocimientos y creencias son
parte esencial, donde el conocimiento se construye mediante la interaccion del
conocimiento que ya posea con la nueva informacion surgida en situaciones
problema relevantes que posibiliten la puesta en comun de ideas, conjeturas y
soluciones o incluso la confrontacion de estas entre iguales para generar un
aprendizaje significativo. Lo fundamental es fomentar el aprendizaje de otra
persona y promover la participacion de los estudiantes en un proceso construc-
tivo en una nueva vision de la ensenanza. s decir, crear situaciones estimulan-
tes donde el estudiante tenga el control sobre su propio proceso de
aprendizaje y aprendan en mayor profundidad (Ruiz-Huerta, 2009). Con ello se
pretende dar un mayor nivel de protagonismo y autonomia a los estudiantes
planteando una docencia centrada en el aprendizaje y no en la ensenanza.

En el siguiente apartado se expone la fundamentacion teérica que sustenta
nuestra investigacion para posteriormente describir el contexto de realizacion
de la experiencia de formacion, asi como el analisis de esta y los productos
finales creados por los futuros maestros de educacion primaria. Finalmente, se
presentan las conclusiones de esta investigacion.

2. MARCO TEORICO

Lo que se aprende en los primeros cursos del Grado de Maestro de Educacion
Primaria, sienta las bases sobre las cuales se edifica el conocimiento matema-
tico puesto al servicio de la ensefanza. Engloba, basicamente, aquello de lo que
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debe disponer un docente para generar una buena ensefianza. Shulman (1986)
fue el precursor de la linea de investigacion sobre la formacién del profesor, con
una propuesta de categorias para conceptualizar la clase de conocimiento
requerido en la ensenanza de cualquier materia. Ball et al (2008) orientan la
investigacion de Shulman hacia las matematicas, e identifican seis dominios de
conocimiento matematico para ensenar, destacando el conocimiento comun del
contenido y el conocimiento especializado del contenido. Gonzato et al. (2011),
incorporan un tercer aspecto como conocimiento ampliado del contenido. En su
investigacion estos autores muestran que los maestros en formacion consiguen
resolver correctamente las tareas geomeétricas relacionadas con los conocimien-
tos comun y ampliado, pero muestran debilidades en el conocimiento especia-
lizado en el sentido de tener dificultades para identificar los objetos y procesos,
asi como en justificar sus procedimientos. Sgreccia y Massa (2012), definen el
conocimiento especifico del contenido como aquel que corresponde a los usos
especificos que surgen en el proceso de ensefanza, a las adecuaciones, adap-
taciones y secuenciaciones realizadas por el docente para transformarlo en
contenido ensenable, conocimiento y habilidades matematicas. Estos dominios
estan definidos, asi como sus subdominios en la teoria desarrollada por Carrillo
et al (2022). Dentro del dominio del conocimiento matematico por parte del
maestro, se define el subdominio del conocimiento de los temas (KoT — Knowle-
dge of Topics) como el conocimiento sobre propiedades, para describir o carac-
terizar un concepto, su definicién (es) o sus diferentes registros. También define
el conocimiento de la estructura matematica (KSM - Knowledge of the Structure
of Mathematics) como el conocimiento de las relaciones o conexiones entre
distintos contenidos matematicos, y el conocimiento de la practica matematica
(KPM - Knowledge of Practices in Mathematics) como el de las formas de crear
o producir que son propias de la actividad matematica (Vasco-Mora et al, 2016,
Montes et al, 2022). Existen otros dominios que no son aqui definidos pues no
son objeto de estudio relacionado con nuestra investigacion.

Las personas piensan y aprenden a través de experiencias cuando un suje-
to piensa e interpreta lo sucedido. Interpretar la experiencia significa pensar en
la accion antes y después de ejecutarla, analizar cdmo los objetivos se relacionan
con el propio razonamiento de la situacién (Guzman y Saucedo, 2015). En esta
misma linea, Larrosa (2003), sefiala que a partir de la experiencia es posible dar
sentido a lo sucedido. Es por ello por lo que se plantea una experiencia de
ensenanza contextualizada de las matematicas, donde se haga predominar y
dar sentido a los conceptos y nociones necesarios para la resolucion de esta
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frente al aprendizaje de destrezas, algoritmos o férmulas memorizadas en situa-
ciones descontextualizadas. Se deben trascender los procesos de ensefanza y
aprendizaje basados en la exposicion magistral en el aula, y poner a los estu-
diantes en contacto con la realidad que los rodea. Al vivir la experiencia de
la situacion-problema real, se pretende que el alumnado sea creativo e
innovador, situacion indispensable para atender a los problemas del mundo
real a los que se enfrentard profesionalmente, idea basica de nuestro taller.

Igualmente, Zabalza-Beraza y Zabalza-Cerdeirina (2012) expresan que para
facilitar el aprendizaje el docente debe saber motivar, saber organizar situaciones
de aprendizaje adaptadas a los estudiantes, asi como supervisar y tutorizar sus
actividades y ayudarles a resolver dificultades. En dichos momentos de aprendi-
zaje, el estudiante debe entender no solo lo que se hace sino como se hace,
dando sentido al conocimiento al vincularlo con experiencias directas incremen-
tando asi la intervencion del alumnado resultando en un aprendizaje efectivo.

Que un maestro en formacion posea un conocimiento completo de la mate-
ria a impartir en un futuro profesional, fue el primer pilar fundamental a la hora
de crear el taller e iniciar esta investigacion. Para poder ensenar, el profesor debe
tener conocimientos soélidos del tema que esta ensefando que le permitan
ayudar al alumno a comprender, aparte del soporte didactico del que disponga
(Torres, 2015). Dicho conocimiento matematico determina la gestiéon que se
produzca en el aula del proceso de ensenanza y aprendizaje (Llinares, 1998).
Igualmente, Fernandez-Enguita (2006) en su articulo sobre la importancia del
profesorado dice que la efectividad de la funcion del profesor consiste en ele-
mentos que dependen de ¢l mismo, como conocer lo que tiene que ensenar,
saber estructurarlo y explicarlo, es decir, saber organizar un proceso de ense-
nanza y aprendizaje mostrando la utilidad de lo que ensena logrando una
minima empatia con el alumnado. Esta publicacion aparece en la Revista de
Educacion, editada por el Ministerio de Educacion Espanol, dentro del ndmero
monografico de 2006 dedicado a la tarea de ensenar donde concluyen que
cualquier pais necesita contar con un profesorado de calidad sea cual sea el
nivel educativo.

El segundo pilar fundamental para la creacion del taller, fue tener en cuen-
ta las competencias que todo maestro en formacion debe desarrollar y adquirir
para su futura profesion, es decir, los conocimientos, habilidades y actitudes que
capacitan para el buen desempeno de la profesion docente, viendo la ensefnan-
za como una vision compleja que requiere de una formacion especializada. Con
el inicio del Plan Bolonia, se cred una organizacion educativa encargada de
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coordinar el Espacio Europeo de la Educacion Superior, donde una de las medi-
das implementadas fue la creacion de los grados universitarios que se imparten
hoy en dia (Bejarano-Franco, 2008). Estos cambios en la educacion trajeron
consigo la reduccion de horas de clase y de ratio de alumnos por clase, asi como
el énfasis en el aprendizaje auténomo del estudiante y por competencias. Es en
la universidad donde se establecen los fundamentos tedricos y practicos del
saber profesional y donde los estudiantes adquieren las herramientas basicas
de actitudes y técnicas docentes para el desempeno de su profesion futura como
maestros de educacion primaria (Zabalza-Beraza y Zabalza-Cerdeirina, 2012).
Una buena formacién docente debe responder a las caracteristicas generales
de una formacion profesional, asi como a las caracteristicas de la etapa educa-
tiva en donde vayan a ejercer. La direccion de la ensenanza actual por compe-
tencias, creando situaciones de experiencias estimulantes e intensas para el
desarrollo personal y la integracion social constituyen el eje didactico de las
buenas practicas (Zabalza, 2012). Las competencias que se han considerado en
nuestro caso son la de comunicacion, la digital, la social y la matematica, de las
cuales se habla a continuacion.

Para un futuro maestro, el adecuado desempeno de su labor docente depen-
de de la capacidad de comunicacion, es decir, de las habilidades que posibilitan
la apropiada participacion del sujeto en situaciones donde intervenga la comu-
nicacion. Relacionada con dicha competencia encontramos que la voz, el tono,
la posicion del cuerpo, asi como las palabras y gestos que se usan, son parte
fundamental para dominar dicha competencia. Convertirse en un docente con
excelencia desarrollando una buena comunicacion educativa permitird estable-
cer una relacion educativa de calidad entre el futuro maestro y su alumnado.
Hacer que los alumnos se expresen en publico les hace perder el miedo al
ridiculo y verglienza, asi como tener que improvisar para adaptarse a cada
persona o situacion (Tijeras y Monsalve, 2018).

Una de las dimensiones del marco europeo sobre la competencia digital es
la comunicacion y colaboracion, asi como la creacion de contenidos digitales y
resolucion de problemas. En Espana (Instituto Nacional de Tecnologias Educa-
tivas y Formacion del Profesorado, 2017), este marco europeo se ha traducido
en diversas iniciativas relacionadas con la competencia digital. Las Tecnologias
de la Informacién y Comunicacion (TIC) son cada vez mas usadas en el entorno
educativo como practicas innovadoras en las distintas etapas educativas. Por
ello es necesario que un maestro en formacion adquiera dicha competencia
digital para desarrollar actividades pedagogicas en un futuro profesional
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facilitando la incorporacion de las TIC en la educacion. Un docente requiere de
habilidades y destrezas en el uso de diversas y diferentes TICs para efectuar una
praxis profesional tanto de gestion como de acceso al conocimiento. Rodri-
guez-Garcia (2019) realizo una investigacion en el Grado de Maestros de Edu-
cacion Primaria y concluye que 53% de la muestra participante acaba la
titulacion con un nivel competencial digital intermedio y 41% con un nivel
basico general, adquirido de forma autodidacta o a través de asignaturas del
grado. Por otro lado, Pegalajar (2017), concluye en su investigacion que se debe
potenciar la formacion didactica del docente en el quehacer diario hacia el uso
de las TIC para la atencion a la diversidad, hacia las posibilidades didacticas en
el proceso de ensefanza-aprendizaje de aquellos alumnos que presentan nece-
sidades especiales. De esa forma dice favorecer su inclusion y normalizacién de
las condiciones de vida del alumnado dentro del aula. Finalmente, como apun-
ta el documento creado por la Organizacion de las Naciones Unidas para la
Educacion, la Ciencia y la Cultura (2008), la formacion profesional de los maes-
tros se integra en un marco mas amplio de reforma educativa. Es necesario
desarrollar en los estudiantes habilidades indispensables para el siglo XXI 'y
lograr que los docentes utilicen recursos TIC para mejorar sus estrategias de
ensenanza de manera que ayude a optimizar la calidad del sistema educativo
a fin de contribuir en el desarrollo econoémico y social del pais.

Hoy en dia la sociedad demanda la formacion de individuos con habilidades
que les permita desempenarse no solo en la escuela, sino en su entorno coti-
diano como profesionales y ciudadanos responsables. Aprender matematicas es
un proceso en donde los individuos deben desarrollar la comprension de con-
ceptos, dominio de procedimientos y habilidades matematicas en la medida en
que abordan situaciones que les demandan poner en juego sus conocimientos,
habilidades, competencias e integrar experiencias (Vargas-Alejo et al. 2018). Ser
competente en matematicas, significa poseer:

1. Comprension conceptual, donde se deben aprender conceptos, operaciones
y relaciones matematicas.

2. Fluidez procedimental, o lo que es lo mismo, desarrollar la habilidad para
llevar a cabo procedimientos de manera flexible, eficaz y eficiente.

3. Competencia estratégica en el sentido de saber formular, representar y re-
solver problemas matematicos.

4. Razonamiento adaptativo, siendo esta la capacidad de explicar y justificar
su propia forma de pensar de manera légica y reflexiva.
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5. Disposicién productiva para poseer una concepcion de la matematica como
disciplina util y valiosa, y una nocion de si mismo de confianza en las pro-
pias capacidades.

El desarrollo de la competencia matematica requiere la creacion de un proceso
de aprendizaje activo/constructivo, contextualizado y colaborativo, donde el estu-
diante construye significados y conocimientos matematicos realizando tareas
junto a sus iguales. El desarrollo de conocimiento sobre conceptos y habilidades
sigue un proceso evolutivo que va desde los sistemas conceptuales burdos, poco
estructurados a sistemas conceptuales mas robustos, organizados y formalizados,
acordes con las experiencias de la persona (Lesh y Yoon, 2004). La comprensién
de los conceptos se incrementa y robustece en la medida en que el individuo
comunica y comparte sus modelos cognitivos con otros. En este sentido, el
conocimiento desarrollado por una persona se refleja, no solo en la descripcion
de los conceptos, los procedimientos y los calculos utilizados, sino en la expli-
cacion de estos de forma oral y/o escrita. Se considera que el intercambio entre
iguales permite comparar, contrastar, unificar y consolidar ideas respecto a las
nociones y conocimientos matematicos que se ponen en juego, para profundizar
y reflexionar sobre ellos para la ejecucion de la experiencia formativa. El proce-
so de desarrollo de conocimiento es social, donde la reflexion colectiva redunda
en el avance hacia niveles de comprension cada vez mas altos respecto al
conocimiento matematico puesto en juego en cualquier actividad. Por lo tanto,
es importante propiciar que los alumnos comuniquen sus interpretaciones en
diferentes formas y contextos a sus companeros y al instructor (Vargas-Alejo et
al, 2018) para conseguir un aprendizaje social y significativo.

La competencia social habilita a las personas para participar plenamente en
la vida civica gracias al conocimiento de conceptos, estructuras sociales y poli-
ticas, y al compromiso de participacién democratica (Pages, 2009). La finalidad
de dicha competencia es preparar a las personas para participar en la vida social
en comunidades cada vez mas diversificadas y poder resolver conflictos. Para
desarrollar esta competencia en el ambito educativo se hace necesario trasladar
al aula problematicas reales y generar conexiones entre diferentes conocimien-
tos. Se debe incentivar al alumno en el aula al didlogo, al trabajo en equipo, en
hacer que experimente situaciones reales y tenga que realizar acciones concre-
tas de colaboracion, comunicacion, debate y pensamiento critico.

Como tercer pilar fundamental de esta investigacion se ha tenido en cuenta la
idea de autonomia educativa, habilidad indispensable en la nueva realidad social,
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que permite al alumno ser capaz de fortalecer otras competencias y habilidades
en distintos aspectos de su vida académica, profesional y personal. Un alumno,
cuando trabaja de manera autonoma, va autocontrolandose, planificando sus
estrategias, corrigiendo sus errores y conociendo sus limitaciones, apoyandose en
los recursos y regulando su propia conducta, en el sentido de actuar segun su
criterio y conocimientos y se va adaptando a la situacion. Toro (2004), considera
que el estudiante universitario pueda hacer un uso constructivo y creativo de su
autonomia, es decir, deberia generar, integrar, apropiarse y aplicar el conocimiento.
Para ello, el docente universitario deberfa crear un ambiente fértil (dotado con
un conjunto de recursos e instrumentos) para despertar el deseo de aprendizaje.
La configuracion de ambientes ricos en estimulos deberia ser el marco principal
de la actuacion docente. Los ambientes de aprendizaje propician el desarrollo,
aprendizaje y socializacion de los estudiantes en los distintos ambitos curriculares.
Por otro lado, Vera-Pérez (2013) concluye que la educacion es una herra-
mienta para la autorrealizacion del estudiante, que requiere de calidad, y cuyos
mecanismos deben centrarse en sus necesidades basicas de aprendizaje. La
educacion de calidad debe generar desarrollo de la autonomia y crear estudiantes
constructivos de su aprendizaje. Esta idea de autonomia educativa forma parte
de algunas corrientes pedagogicas y de los objetivos de desarrollo sostenible de
la Organizacién de la Naciones Unidas (2015). Concretamente el objetivo 4 sobre
educacion, pretende garantizar una educacion inclusiva, equitativa, de calidad y
promover oportunidades de aprendizaje. Ademas, critica que mas de la mitad de
los nifos y adolescentes de todo el mundo no estan alcanzando los estandares
minimos de competencia en lectura y matematicas. Tres de sus metas son:

e De aqui a 2030, asegurar el acceso igualitario de todos los hombres y las
mujeres a una formacion técnica, profesional y superior de calidad, inclui-
da la ensenanza universitaria. (Organizacion de las Naciones Unidas
[ONU], 2015)

* De aqui a 2030, aumentar considerablemente el numero de jovenes y adul-
tos que tienen las competencias necesarias, en particular técnicas y profe-
sionales, para acceder al empleo, el trabajo decente y el emprendimiento.
(ONU, 2015)

* De aqui a 2030, asegurar que todos los alumnos adquieran los conoci-
mientos teoricos y practicos necesarios para promover el desarrollo soste-
nible, entre otras cosas mediante la educacion para el desarrollo sostenible
y los estilos de vida sostenibles, los derechos humanos, la igualdad de
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género, la promocion de una cultura de paz y no violencia, la ciudadania
mundial y la valoracion de la diversidad cultural y la contribucion de la
cultura al desarrollo sostenible. (ONU, 2015)

3. IMPLEMENTACION DE LA ACTIVIDAD

Con base en el marco tedrico expuesto se ha creado un ambiente de aprendi-
zaje rico y estimulante para despertar el deseo de aprender del estudiante v,
pueda desarrollar un aprendizaje autonomo. Atendiendo a sus necesidades de
formacion de conocimiento matematico para trabajar las técnicas de documen-
tacion, observacion, analisis, reflexién y argumentacién, asi como las competen-
cias sociales, de comunicacion, digital y matematica.

3.1. CREACION DEL TALLER

El primer paso fue la creacion del taller por parte del docente para establecer las
nociones, procedimientos y competencias matematicas que los alumnos debian po-
ner en practica. El conocimiento matematico necesario es: definiciones, propiedades
y caracteristicas de los poligonos, poliedros y cuerpos de revolucion; construccion
de sus desarrollos, planos bidimensional (2D) y plegado de estos; construccion
y visualizacion de una figura tridimensional (3D) a partir de otras figuras por
composicion; y analisis de figuras para calculo de dreas y volimenes. De esta
forma se pone en practica un conocimiento concreto de geometria (contenido
matematico-subdominio KoT), relaciondndolo con el de medida (conexiones entre
contenidos—subdominio KSM), con la utilidad real de las matematicas y las formas
de crear o producir propias del trabajo matematico (subdominio KPM). Las compe-
tencias por desarrollar eran la social (trabajo en equipo), comunicativa (exposicion
oral e informe escrito del trabajo), digital (realizacion de la presentacion o video)
y matematica (conocimiento, procedimientos, argumentaciones y razonamientos
del trabajo realizado). La evaluacion final tendria en cuenta todos estos aspectos.
Por ello, esta se dividia en la calificacion del objeto creado, del informe con las
correspondientes reflexiones y la presentacion por parte del alumnado del trabajo
realizado durante la ejecucion del taller (presencial en clase o a través de video).

El taller consistia en la creacién de un objeto 3D original formado por dife-
rentes poliedros y/o poligonos combinando varios materiales para
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posteriormente realizar un informe escrito a modo de diario, recogiendo toda la
informacién relevante del proceso de creacién, asi como detallando la utilidad
del objeto y los conocimientos matematicos basicos de geometria y de las mag-
nitudes, junto a su medida, implicados en la construccion de dicho objeto.
También el alumnado tuvo que hacer el desarrollo 2D de uno de los poliedros
que forma parte del objeto, como una figura Unica en el plano a escala, donde
tenfan que calcular su area total y su volumen, poniendo de manifiesto sus
conocimientos matematicos en todo el proceso.

3.2. PARTICIPANTES

El contexto en el que se ha desarrollado la experiencia de formacion de maestros
es en el area de matematicas del Grado de Maestro de Educacion Primaria en
la Universidad de Cadiz, durante tres cursos seguidos 2018/2019, 2019/2020 y
2020/2021 en la asignatura de Conocimiento Matematico Il (donde solo se traba-
ja el conocimiento, no su didactica, es decir, no el como ensenar, sino el qué deben
ensefar los maestros). Las horas del taller se intercalaban con horas tedricas y
practicas de implementacion del temario de la propia asignatura. Con lo que
se realizaba el taller a la misma vez que el alumnado adquiria el conocimiento
necesario para implementarlo en la experiencia, dado que se asume que la cons-
truccion del conocimiento es progresiva. El numero de alumnos/as que realizo
el taller fue de 199, siendo de 61 en el curso 2018/2019, de 68 en 2019/2020 y
de 70 en 2020/2021, agrupados en equipos de entre tres y seis personas, dando
lugar a 13 grupos de trabajo, en los tres cursos. Todos los grupos en ambos cursos
presentaron sus producciones con mayor o menor éxito en su ejecucion.

La experiencia se desarroll6 durante dos clases practicas de hora y media
de duracién elaborando el objeto, asi como planteando al profesorado las dudas
surgidas durante la realizacion de este o pidiendo consejo. Se destino otra clase
para que el alumnado expusiera su trabajo al resto de companeros y el docen-
te pudiera calificar dicha exposicion. Particularmente, por falta de tiempo esta
tercera clase en los cursos 2019/2020 y 2020/2021 fue sustituida por la realiza-
cion de un video a modo de presentacion e igualmente evaluable. Cabe mencion
especial el curso 2020/2021 debido a la situacion mundial derivada del Covid-19.
Las clases se desarrollaron virtualmente estando los alumnos en sus casas y el
alumnado tuvo que ir elaborando el objeto y el informe por partes. Cuando la
situacion sanitaria lo permitio, el alumnado pudo reunirse para encajar las
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diferentes piezas o partes del objeto y completarlo, terminar a su vez el informe
y realizar la presentacion en formato video.

3.3. ANALISIS DE LAS PRODUCCIONES DE LOS ESTUDIANTES

Los estudiantes presentaron trabajos de tematicas muy diversas, usando dife-
rentes materiales y multitud de formas geométricas combinando tanto poliedros
como poligonos. Los resultados fueron muy satisfactorios, donde la gran mayo-
ria obtuvieron una aceptable o buena calificacién, siendo algun trabajo exce-
lente, demostrando su esfuerzo y dominio de la materia en cuestion, asi como
la correcta evolucion de su aprendizaje.

En la parte de evaluacion y analisis de los trabajos presentados se buscaba
que el alumnado demostrara los conocimientos matematicos adquiridos, asi
como las competencias desarrolladas. Los conocimientos aparecian reflejados
en el objeto creado, en el sentido de una buena composicion de figuras, creacion
de estas, plegado de desarrollos planos, proporcionalidad de las partes del obje-
to y visualizacion del mismo. También los conocimientos matematicos aparecen
contemplados en el informe escrito a modo de conceptos y procedimientos, y en
el dialogo de la presentacion del trabajo. Estos conocimientos forman parte de
la competencia matematica, asi como las argumentaciones y razonamientos
utilizados en el informe y presentacion para explicar el objeto creado. La com-
petencia comunicativa es evaluada en el informe escrito y en la presentacion o
video, y en este ultimo también la competencia digital. Y en el desarrollo del
taller, la competencia social es evaluada como el trabajo en equipo.

A continuacion, se presentan algunos de los objetos creados por los alumnos
en los tres cursos analizados a modo de ejemplos de la experiencia realizada.

La figura 1 son dos ejemplos concretos de objetos realizados por el alumna-
do del curso 2018/2019. A la izquierda un coche de la pelicula Cars, que a su
vez era un estuche en su interior (apertura en la parte de atras) y un sacapun-
tas en la parte delantera. Los estudiantes en su informe presentaron este objeto
como un proyecto a realizar en su futura clase de primaria donde conectarian
las TIC (ver la pelicula), las artes plasticas con las matematicas (formas geomé-
tricas) asi como la utilidad de estuche como objeto cotidiano de la clase. En la
misma figura 1, derecha, se muestra un barco pirata, donde los estudiantes
presentaron un proyecto conectando la lengua y gramatica con las matematicas,
pues los nifos de primaria de forma individual deberian de escribir una
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redaccion de aventuras para fomentar la imaginacion, creatividad y desarrollar
la lecto-escritura, aparte de construir el barco.

d

Figura 1. Ejemplos de objetos elaborados por parte del alumnado en el curso 2018/2019,
izquierda el coche — estuche y derecha un barco pirata.

En la figura 2 derecha se muestra un Papa Noel que era una maquina de cara-
melos en su interior con un dispositivo de dispensador en la parte posterior. Las
alumnas crearon este objeto pensando en relacionar las matematicas con la
Navidad y ademas que sirviera como objeto de la clase para que cuando un
alumno participara realizando una pregunta o dando respuesta a alguna otra
se llevara un caramelo (premio). Con la misma idea de proyecto, hacer un obje-
to de clase para fomentar y premiar la participacion de los nifos de primaria,
en el curso 2019/2020 un grupo presentd una maqueta de canastas, donde
cada una de ellas tenia una puntuacion, la cual se sumaria como premio a la
nota final del alumno cada vez que este participara de algiin modo en clase. La
eleccion de las canastas fue porque entre todos los miembros del grupo eligie-
ron el baloncesto como deporte favorito.
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Figura 2. Ejemplos de objetos elaborados por parte del alumnado en el curso 2018/2019
(derecha - Papa Noel - maquina de caramelos) y 2019/2020 (izquierda = campo canastas
- puntos). La utilidad de los dos objetos era el premiar la participacion en clase de sus
futuros alumnos de primaria.

El tema de los animales (figura 3) es el mas repetido pues el proyecto que pre-
sentan es realizar un animal conectando las ciencias naturales con las mate-
maticas, pudiendo analizar el habitat, costumbres y anatomia del animal, asi
como las formas geométricas con las que ha sido construido (igual que en el
resto de objeto elaborados por el alumnado). Estos ejemplos corresponden a
trabajos presentados en los tres cursos que se realizo la experiencia.
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Figura 3. Ejemplos de animales elaborados por el alumnado durante los tres cursos.

Otros ejemplos de proyectos presentados del curso 2019/2020 (izquierda) y del
curso 2020/2021 (derecha) se muestran en la figura 4. El primero de ellos
(izquierda) relacionaria las matematicas con la naturaleza y la geografia de
Espana, pues la idea seria crear una cueva con estalactitas y estalagmitas (pira-
mides de diferentes bases) y que los futuros alumnos de primaria buscaran
acerca del proceso de creacion de estas, y donde existen cuevas en Espana
donde poder encontrar dichos fenomenos. El segundo objeto (figura 4 derecha)
se corresponde con un proyecto relacionando las matematicas y una vida salu-
dable al ser este un frutero que consta de diversas frutas creadas a partir de
diferentes poliedros.
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Figura 4. Ejemplos de objetos elaborados por parte del alumnado en el curso 2019/2020
(izquierda) y 2020/2021 (derecha). La imagen izquierda es una cueva con estalactitas y
estalagmitas creadas con piramides de diferentes bases y la derecha es un frutero con

frutas de diversas formas.

Finalmente, otros dos ejemplos de proyectos presentados por el alumnado, en
el curso 2020/2021. El primero (figura 5 izquierda) relacionaria las matematicas
con la sociedad y cultura arabe tan presente en Espana, concretamente en la
zona sur donde nos encontramos (provincia de Cadiz, comunidad autdnoma de
Andalucia). El segundo objeto (figura 5 derecha) es un proyecto matematico
donde relaciona las formas geomeétricas de las partes del robot y la magnitud
dinero puesto que la utilidad del objeto era de hucha donde los ninos de pri-
maria podrian guardar las monedas que les dieran sus padres y/o abuelos.

Figura 5. Ejemplos de objetos elaborados por parte del alumnado en el curso 2020/2021,
siendo la imagen izquierda un castillo y derecha un robot hucha.
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Del andlisis de las producciones presentadas se puede ver que la creatividad

tuvo un papel importante en la realizacion de este taller, no solo por el objeto
a realizar, sino también por el proyecto o utilidad relacionada con el mismo, asi
como por la diversidad de materiales usados para su creacion. lgualmente se
desprenden de la lectura de los informes, algunas dificultades por las cuales
pasaron durante la ejecucion de este y como lo solucionaron:
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Los grupos de alumnos que realizaron animales o el robot (figuras 3y 5
derecha) no sabian muy bien qué medidas tomar de cada parte del animal/
robot para que quedara lo mdas proporcionado posible. La solucion que
adoptaron fue la de crear varias piezas de distintos tamanos, empezando
por un cuerpo mas pequeno del que inicialmente habian considerado, para
que al montar el objeto tuviera consistencia y proporcionalidad (problemas
con las medidas iniciales a considerar).

Otra dificultad fue como hacer para que los cilindros de las patas pegaran
bien con los prismas trapezoides de los pies (figura 3), 0 como conseguir
pegar la cabeza con el cuerpo y que se sostuviera (figura 3 derecha y 5
derecha) o como crear las esferas y pegarlas a la torre cilindrica del cas-
tillo (figura 5 izquierda), es decir, dificultades con el montaje de piezas u
objetos de diversas formas (problemas en la composicion de la figura total
completa).

Otra dificultad era como tenian que pegar los desarrollos 2D de las piezas,
para que realmente se creara la forma buscada. Esta dificultad fue debida
a que no se les permitio comprar plantillas de desarrollos 2D de figuras
geometricas regulares. Ellos mismos tenian que construir los desarrollos,
recortar y pegar ese desarrollo 2D para convertirlo en la figura geométrica
correspondiente en 3D (problemas con el dibujo y posterior plegado de
desarrollos planos de poliedros o cuerpos de revolucion).

Otra adversidad fue la de mecanismos interiores de funcionamiento, que los
propios alumnos/as se propusieron como retos. Ejemplos de ellos son los obje-
tos de la figura 2, la maquina de caramelos y la cancha de baloncesto. A base
de ingenio y su creatividad, ambos grupos consiguieron que el mecanismo
funcionara a la perfeccion, combinando canales con barreras por donde bajar
la bola o caramelo en cuestion (dificultad con la creacién del mecanismo inte-
rior del objeto).

Finalmente, otra de las dificultades era pensar en el proyecto o idea o uti-
lidad didactica del objeto. En lugar de crear el proyecto o idea principal y
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después crear el objeto especifico, su plan de trabajo ha sido el contrario
en la mayoria de los casos. Empiezan por lo concreto, y luego piensan en
el proyecto/idea/utilidad del mismo. En algun caso concreto, esta parte del
informe no estaba bien definida, muy poco desarrollada y explicada, y con
poco sentido didactico (dificultad a la hora de pensar en un proyecto real y
util para ninos de primaria).

4. DISCUSION Y CONCLUSIONES

Ante el requerimiento del Espacio Europeo de Educacion Superior de nuevas
practicas metodoldgicas, y puesto que el trabajo experimental permite el refuerzo
del aprendizaje, el taller de geometria y de medida que se ha realizado, se pres-
cribe como complemento a la tradicional forma de ensefanza, en la firmeza de
consolidar la calidad y la excelencia en la docencia universitaria. A través de la
realizacion de este taller, los alumnos ponen de manifiesto su comprension o
su posible falta de esta de los distintos conceptos y conocimientos geométrico
y de medida requeridos para la realizacion del taller. Ademas de poner en prac-
tica los conocimientos adquiridos, la ejecucion de esta experiencia resulta total-
mente aconsejable porque ayuda a los alumnos a mejorar sus competencias y
habilidades personales. Y es que esta experiencia permite la conexion entre el
alumnado universitario y la utilidad de las matematicas en la vida real, lo que
motiva una implicacién con su propia formacion.

El taller fue valorado positivamente por parte del alumnado como parte
fundamental de su formacion, pues tuvieron que aplicar el conocimiento adqui-
rido en la asignatura y hacerlo realidad, es decir, crear un objeto real con dife-
rentes materiales y recursos para, posteriormente, en el informe escrito
entregado y en la exposicion o video realizado analizar las diferentes formas
geomeétricas que componian el objeto, asi como la resolucion del drea y volumen
de una de sus partes y, por lo tanto, realizar un proceso de medicion. Los futuros
maestros que participan en esta experiencia recurren a nociones y conceptos
matematicos, asi como a sus relaciones para construir figuras geométricas. ks
decir, el maestro en formacién recurre a su propio conocimiento de las matema-
ticas que debe ensenar el dia de manana. Pone de manifiesto en la ejecucion
de este taller los tres subdominios del dominio del conocimiento de la materia
que todo maestro debe poseer. Dicha experiencia resulta beneficiosa para los
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estudiantes evidenciando un trabajo centrado en objetos matematicos y de las
posibilidades formativas que estas experiencias otorgan a los futuros profesores
de matematicas, donde se hacen predominar y dar sentido a los conceptos y
nociones necesarias para su resolucion.

LLa mayoria de los maestros en formacién que participaron de esta experien-
cia, mostraron una competencia de comprension conceptual de geometria y de
medida bastante robusta. Su fluidez procedimental se manifest6 en el uso ade-
cuado de razonamientos y habilidad para resolver la situacion-problema plan-
teada con capacidad para explicar y justificar el objeto desarrollado. Durante el
desarrollo de la experiencia en clase, asi como en el informe y exposiciones
finales (en clase de manera presencial o a través de videos) realizadas con el
uso de tecnologia, mostraron evidencias de confianza en sus conocimientos,
habilidades y capacidades. El desarrollo de la competencia matematica requie-
re la creacion de un proceso de aprendizaje contextualizado y colaborativo,
donde el estudiante construye significados y conocimientos matematicos reali-
zando tareas junto a sus iguales. Por esto se concluye que esta experiencia
contribuye el desarrollo de la competencia matematica.

La realizacion del taller les hizo ganar confianza en si mismos, de que su
proceso de aprendizaje era el correcto, asi como el desarrollo de las destrezas
matematicas y competencias relacionadas. Usando palabras de los propios estu-
diantes, se fomentan capacidades relacionadas con la creatividad y originalidad,
y que se puede trabajar a la vez que te diviertes, existiendo siempre coordinacion,
debate y didlogo entre los miembros del grupo, desarrollando la competencia
social pues han trabajado en equipo, han recibido sugerencias del profesor y/u
otros alumnos y de la observacion del trabajo de los demas alumnos.

En cuanto a las competencias digital y de comunicacion, esta actividad de
clase ha favorecido su desarrollo. El uso de las TIC para crear el video o presen-
tacion le hace al alumnado poner en practica sus destrezas con la tecnologia o
la falta de ellas. Se busca que ellos mismos desarrollen esas habilidades técni-
cas, si carecen de ellas o las mejoren con su autoaprendizaje o autonomia.
I[gualmente, hablar en publico les hace perder el miedo al ridiculo o vergliienza,
asi como tener que improvisar, algo tan necesario para su futuro profesional. El
cuidado de la voz, su entonacion o escritura del discurso o su capacidad de
explicar, son puntos clave que se trabajan en esta actividad mediante el informe
y la presentacién. La efectividad de la funcion del profesor consiste en elemen-
tos que dependen de él mismo, como conocer lo que tiene que ensenar, saber
estructurarlo y explicarlo. La comprension de los conceptos se incrementa y
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robustece en la medida en que el individuo comunica y comparte sus modelos
cognitivos con otras personas.

Las buenas practicas (Zabalza, 2012) deben conocerse, es decir, la identifi-
cacion, andlisis y muestra de experiencias practicas en los diferentes niveles del
sistema educativo puede aportar ideas a otros educadores para llevarlas a la
practica en su actividad docente. Es una manera de dar a conocer y transferir a
otras situaciones docentes como punto de referencia y/o contraste. Esta investi-
gacion puede servir para orientar a otros docentes en su actividad formadora
en matematicas de maestros en formacion, en particular para quienes deseen
llevar a cabo en el aula experiencias motivadoras para sus estudiantes. Final-
mente, se desea destacar que este trabajo contiene ideas fundamentales para
tener en cuenta por parte de un profesor formador de formadores, ademas de
reflexionar y repensar la ensenanza a nivel de cuerpo docente. Nuestra expe-
riencia es interesante para la docencia pues un docente que quiera innovar
precisa conocer de otros procesos de formacion que incidan mas en la metodo-
logia que en los contenidos, con mayor dedicacién a las practicas que a la
extension de nociones conceptuales.
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Mas de uno, pero menos de dos. La ensenanza
de las fracciones y los decimales en la educacion
basica. David Block Sevilla

Margarita Ramirez Badillo*

Esta obra, en dos volumenes, aborda el estudio de contenidos muy sensibles y
cercanos a las dificultades que los maestros enfrentan en las aulas y, pretende
contribuir a una mejor comprension de los nimeros racionales y su ensenanza.

El autor, con cerca de 40 anos de trabajo ininterrumpidos en la investigacion
sobre la ensenanza y el aprendizaje de las matematicas, tiene un particular
interés en el estudio de la didactica de las estructuras multiplicativas en la edu-
cacion basica, mismo que se ha hecho patente a través de su incursiéon en
diferentes vertientes, entre ellas, el disefio y experimentacion de situaciones
didacticas, estudios de practicas de ensenanza en escuelas multigrado y escue-
las de organizacion completa y conocimientos adquiridos fuera de la escuela,
en especial con adultos no alfabetizados. Es reconocida su participacion en
proyectos de desarrollo curricular, a través de la elaboraciéon de programas, libros
para el maestro y libros de texto, ademas de su invaluable contribuciéon a la
formacion de recursos humanos, tanto en programas de posgrado como en la
formacion continua de profesores. Ademas de su destacada labor en la investi-
gacion, se interesa en que esta trascienda, y asume el compromiso de que llegue
a diversos destinatarios a través de sus numerosos articulos y publicaciones para
maestros. Su principal referente teorico es la Teorfa de las Situaciones Didacticas
creada por G. Brousseau.

! mramirezba@yahoo.com.mx
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La cercania del autor con el trabajo que los maestros realizan en las aulas,
asi como la sensibilidad para identificar asuntos cruciales en la ensefanza de
las matematicas, lo llevaron a concretar su experiencia en esta obra, cuyo pro-
posito central es profundizar en el conocimiento matematico y didactico de las
fracciones y los decimales. Cabe destacar que la mayor parte del material que
se incluye, es producto de la investigacion sobre el tema.

En cuanto a la estructura general, ambos tomos incluyen un original prélo-
go escrito por el Dr. Luis Manuel Aguayo, en el que mediante diversas analogias
da cuenta de las particularidades de esta obra, asi como del caracter profundo,
dinamico vy riguroso con el que se analiza la problematica relacionada con la
ensenanzay el aprendizaje de las fracciones y los decimales. En la introduccion,
el lector encontrard un panorama amplio de los aspectos que se abordan en
los dos volumenes; en ella se anticipa la funcién de los problemas y los diferen-
tes papeles que juegan las fracciones en cada tipo de problema, ya sea que se
usen para expresar medidas, relaciones entre una parte y un todo, operadores
multiplicativos, o nimeros abstractos; asimismo se anuncia la forma en que se
estudiaran los decimales, como un subconjunto de las fracciones. En este apar-
tado también se incluyen los objetivos en los que se conjugan las intenciones
especificas que orientan el estudio de las fracciones y los decimales, con los
relativos a los conocimientos tedricos sobre didactica de las matematicas.

Los capitulos que componen esta obra son: Volumen I: 1. Las fracciones y la
medida,y 2. Los decimales y la medida. Volumen II: 1. Las fracciones y la division;
2. Las fracciones en el papel de razonesy 3. Fracciones y decimales como ope-
radores multiplicativos.

En Las fracciones y la medida, el autor toma como punto de partida uno de
los problemas que estan en el origen de las fracciones: determinar una medida
cuando la unidad que se usa no cabe un numero entero de veces en lo que se
quiere medir. En este capitulo se aborda el significado clasico de las fracciones
como partes de unidad y se estudian las nociones de equivalencia, orden y
densidad, las fracciones como puntos en la recta, asi como las operaciones
aditivas, incluyendo el calculo mental.

En Los decimales y la medida, se estudian los decimales como un subconjunto
de los racionales. Dado su uso generalizado y la tendencia a aplicar los mismos
principios que se usan en los nimeros naturales, al grado de ocultar las diferencias
entre ambos conjuntos numéricos, el autor optd por proponer primero el estudio
de las fracciones comunes, después las caracteristicas exclusivas de las fracciones
decimales y, finalmente la expresion de estas mediante la escritura decimal.
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Las fracciones y la division, aborda la estrecha relacion entre la division de
numeros naturales en situaciones de reparto y las fracciones. Si bien la accion de
medir puede llevar al fraccionamiento de unidades, también la accion de repartir
lo hace; por otra parte, las fracciones permiten que todas las divisiones de nimeros
naturales, excepto entre cero, tengan un cociente. El autor propone un reflexivo
trabajo didactico que propicia la conciliacion de dos definiciones de fraccién: como
parte de unidad y como cociente de dos enteros, relacion que no es evidente y
suele no ser objeto de estudio en la escuela.

Las fracciones en el papel de razones, se dedica al estudio de la fraccion como
expresion, ya no de una medida de cantidades, sino de una relacion de tipo mul-
tiplicativo que hay entre ellas, es decir, la fraccion como expresion de una razon.
En la ensenanza, las razones estan en la base de otras nociones que se estudian
en la educacion basica, como la proporcionalidad, en especial el porcentaje y la
escala, y la multiplicacion de fracciones. La propuesta que se hace en este capitulo
aborda, al principio, situaciones en las que las fracciones se dejan implicitas y las
razones se expresan mediante parejas de numeros naturales, lo cual da lugar a
razonamientos sobre la proporcionalidad; en un segundo momento las fracciones
se hacen explicitas es su papel de razones.

En el ultimo capitulo, Fracciones y decimales como operadores multiplicativos,
se propone analizar la ruptura de significados entre la multiplicacién de numeros
naturales y la multiplicacion de fracciones y decimales, en donde la idea misma
de “multiplicar” cambia; la multiplicacion ya no es una operacion que siempre
‘agranda’, ni se puede calcular siempre mediante una suma repetida. Detras de la
multiplicacion por fracciones y decimales estan las nociones de proporcionalidad,
como razon, escala, porcentaje, probabilidad, entre otras, que ofrecen la posibilidad
de incidir en el estudio de la multiplicacién. Para acceder a la nocion de multiplica-
cién de numeros racionales, el autor propone un abordaje simultaneo desde dos
tipos de problemas multiplicativos: los que implican relaciones de proporcionalidad
entre magnitudes, y otros, sobre el calculo del area de rectangulos.

Cabe aclarar que el orden en que se presentan los capitulos no representa
la ruta que se sigue en el estudio en la primaria o secundaria; en cada uno hay
aspectos que pueden ser motivo de estudio en diferentes grados.

En cada uno de los apartados, el autor toma como punto de partida pregun-
tas auténticas de alumnos para, a partir de ellas, incursionar en una serie de
actividades que consisten fundamentalmente en un trabajo de analisis sobre
fragmentos de clase, lecciones de libros de texto para alumnos de primaria y
secundaria, procedimientos de alumnos y su evolucion, propuestas didacticas
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para trabajar en el aula (que implican observar y tomar notas del trabajo reali-
zado), asi como problemas para ser resueltos por los propios maestros. Estas
actividades tienen en comun el hecho de estar acompanadas de numerosas
interrogantes y propuestas para la reflexion, ademas de incorporar el estudio de
nociones especificas sobre didactica de las matematicas, como institucionaliza-
cion, equilibracion didactica, reticencia, variables didacticas, situacion adidactica,
obstaculo didactico, obstaculo epistemologico, el papel del error, entre otras.

En cada volumen se incluye un solucionario; en la version digital esta el
vinculo para ir a la respuesta y para regresar del solucionario al texto. Las notas,
una amplia bibliografia, y propuestas para la profundizacion en temas especifi-
cos, ofrecen al lector la oportunidad de ampliar su horizonte. La mayor parte de
las actividades puede ponerse en practica en el aula y estdan acompanadas de
la leyenda aula. Asimismo, de destacan las actividades que son para primaria
0 secundaria.

Esta obra, que incluye cerca de 90 actividades, se elabor6 en forma de taller.
Si bien es un libro pensado fundamentalmente para la formacién continua de
profesores, también esta dirigido a formadores de docentes, estudiantes de for-
macion inicial, estudiantes de posgrado y disenadores de curriculo.

Se sugiere estudiarlo en grupo o, al menos, con un colega; el analisis de
procedimientos de los alumnos, las discusiones a que dan lugar las actividades
en colectivo, enriquecen la experiencia. Como lo sefnala el Dr. Aguayo en el
prologo, al hacer una analogia con Rayuela de Julio Cortazar, “es un libro que
se desdobla en multiples libros” cuya lectura puede hacerse desde diferentes
entradas; se puede seguir el orden de los capitulos, o elegir un nivel o grado
especifico para primaria o secundaria, poner a prueba en sus propias aulas, u
optar por las actividades propuestas especificamente para los profesores.

Por ultimo, cabe destacar que la generosidad del autor para su publicacion
en version digital e impresa, de libre acceso, conlleva la intencion y el compro-
miso de convocar a todos los que tengan interés por ampliar y compartir su
experiencia sobre el estudio de estos temas y formar comunidades de estudio
en los centros de trabajo, en donde no haya barreras para acceder a los mate-
riales. La comunidad académica celebra y da la bienvenida a esta nueva obra.
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INTRODUCCION

La Sociedad Mexicana de Investigacion y Divulgacion de la Educacién Matematica
(SOMIDEM) organizé en este afo 2023 un primer congreso, llamado SOMIDEMI,
como parte de varios proyectos con el fin de concretar el siguiente objetivo de-
clarado en sus estatutos:

Actuar como un foro académico internacional en lengua espanola en el que se
discutan problematicas y hallazgos en torno a la ensenanza y el aprendizaje de las
matematicas en diferentes contextos (Acta constitutiva de SOMIDEM)

Tales proyectos fueron concebidos a partir de la reciente convocatoria a afiliarse
a la SOMIDEM vy la consecuente incorporacion de mas de 150 investigadores y
profesores interesados en participar en ella. Se formd una comision voluntaria

! Universidad Auténoma de Guerrero, México, adamian@uagro.mx, https://orcid.org/0000-0002-0372-4392.
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3 Universidad Auténoma Metropolitana, Unidad Lerma, México, s.palmas@correoler.uam.mx, https://
orcid.org/0000-0003-1175-5938.

* Instituto Politécnico Nacional, México, mosanchez@ipn.mx, https://orcid.org/0000-0002-1391-9388.
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de 17 asociados para planear el congreso SOMIDEMI, quienes se reunieron en
varias ocasiones, bajo la coordinacion de Mario Sanchez Aguilar, para estable-
cer los lineamientos y la logistica para llevarlo a cabo.

El formato de la organizacion del congreso estuvo basado en el establecimien-
to de 18 Grupos de Trabajo Tematicos (GIT) con sendos temas de investigacion.
Cada grupo estuvo liderado por tres asociados, en promedio, quienes promovieron
la participacion de su GIT y, organizaron la discusion al interior del grupo. Para
participar en un GTT, los interesados enviaron un manuscrito de cuatro paginas
con una breve exposicion de una investigacion concerniente a la tematica del
grupo. Los GTT continuaran trabajando en la fase posterior al evento enfocada en
la elaboracién de las memorias del congreso.

El Congreso SOMIDEM1 se celebro del 9 al 14 de marzo de 2023, a través
de Zoom. En total se aceptaron 98 articulos provenientes principalmente de
distintas regiones de México, pero también se recibieron articulos escritos o
coescritos por colegas de Argentina (1), Chile (5), Colombia (8), Espana (3), Esta-
dos Unidos (3), Paises Bajos (1) y San Marino (1).

Un rasgo importante de SOMIDEM1 consistio en dedicar un dia para la reunion
y discusion de problematicas concernientes a los jovenes investigadores, llamado
dia Jovenes Investigadoras e Investigadores en Educacién Matematica (JIIEM).

EL DIA JIIEM

Se celebro el 9 de marzo de 2023 como evento inaugural del congreso SOMI-
DEM1 con dos objetivos en el horizonte.

* Brindar a los participantes oportunidades formativas relacionadas con el
quehacer de la investigacion en educacion matematica.

 Constituir espacios de encuentro entre jovenes de Méexico y de otras lati-
tudes que les permitieran compartir y dialogar sobre trabajos de investiga-
cion que tuvieran en marcha al momento del evento.

El evento permitio a jovenes investigadoras e investigadores compartir y discutir

sus propuestas y disenos de investigacion en un ambiente de colaboracion y
retroalimentacion.
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Buscando lograr estos objetivos, el Dia JIIEM ofrecié a sus participantes una
programacion que contd con una bienvenida, dos conversatorios, dos talleres,
cinco salas de discusion simultaneas y una clausura.

La bienvenida fueron unas palabras de Mario Sanchez Aguilar (Instituto
Politécnico Nacional) y Marfa Garcia Gonzalez (Universidad Autonoma de Gue-
rrero y presidenta de la SOMIDEM). Posteriormente, los responsables del Dia JIEM
tomaron la palabra para comentar el origen y la concepcion de este dia, asi como
los objetivos que se pretendian lograr con su realizacion y la programacion de
actividades. Por tratarse de la inauguracién conjunta de SOMIDEML1 y JIIEM, la
asistencia a esta bienvenida lleg6 a las 100 personas conectadas en vivo —nume-
ro maximo de usuarios permitido por la sala de Zoom utilizada.

El primer conversatorio del dia estuvo a cargo de Mario Sanchez Aguilar,
quien dialog6 con los asistentes sobre la importancia de la escritura de articulos
de investigacion como una actividad social. A lo largo de la charla, diversos
temas fueron puestos sobre la mesa, entre los cuales se destacan: (a) publicar
es una forma de trascender y de no “dejar en el aire” el conocimiento adquirido
y construido; (b) administrar el tiempo es necesario para poder escribir articulos
de investigacion; (c) tener en cuenta la evaluacion y retroalimentacion de los
revisores es importante, aun cuando el articulo no sea aceptado; y (d) la eleccion
de la revista es de suma importancia a la hora de enviar un articulo a evaluacion.
Ademas, se abordé el asunto de la dimension emocional y personal de cada
investigador como uno de los factores que influyen en la escritura de articulos
cientificos, y de la que poco se habla en la academia.

El primer taller fue desarrollado por Maria Garcia Gonzalez, quien se enfocd
en la reflexion sobre los elementos a considerar al enviary realizar arbitrajes de
un articulo cientifico, ejemplificando con la revista Educacion Matemdtica. La
tallerista expuso los diferentes procesos de arbitraje, destacando la importancia
de la transparencia y objetividad del proceso de evaluacion, asi como el proce-
so mediante el cual se eligen las o los posibles revisores para un articulo.
Durante el taller, la presentadora expuso los diferentes procesos de arbitraje,
enfatizando en los modelos mas comunes utilizados por las revistas cientificas:
simple-ciego, doble-ciego o abierto. Se discutieron aspectos como la importancia
de elegir el enfoque teorico y metodolégico adecuado para el estudio y la pre-
sentacion de los resultados de una investigacion, de manera clara y concisa.
También se reflexiond sobre la necesidad de contextualizar los hallazgos y
mostrar su relevancia para la comunidad cientifica y la sociedad en general. En
este sentido, se destaco la importancia de que las y los jovenes investigadores
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reciban retroalimentacion constructiva y rigurosa para mejorar sus habilidades
de investigacion y escritura cientifica.

En cuanto a las salas de discusion, se lograron confeccionary llevar a cabo
cinco en las que, en su conjunto, se presentaron y discutieron 16 trabajos aca-
démicos en diferentes etapas de desarrollo y de diferentes niveles de grado,
provenientes de México (14) —Guerrero (7), Ciudad de México (5) y Puebla (2)-,
Argentina (1) y Colombia (1). El proposito de estas salas fue el de ofrecer a los
ponentes un espacio para la difusion de sus trabajos de investigacion y la
retroalimentacion conjunta, tanto por sus pares de sala como por un educador
matematico experimentado bajo la figura de invitado experto. En este ultimo rol,
las salas de discusion contaron con la participacion de Mario Sanchez Aguilar,
Apolo Castaneda Alonso (Instituto Politéecnico Nacional), Erika Garcia Torres
(Universidad Auténoma de Querétaro), Ulises Xolocotzin Eligio (CINVESTAV) y
Armando Morales Carballo (Universidad Autonoma de Guerrero). La moderacion
de las salas estuvo a cargo de los responsables del Dia JIIEM, asi como de las
colegas invitadas Daysi Julissa Garcia-Cuéllar (Pontificia Universidad Catolica
del Pert) e Ingrid Quilantan Ortega (Universidad Autonoma de Guerrero).

El segundo taller a cargo de Gustavo Martinez-Sierra (Universidad Autonoma
de Guerrero), quien trato con las y los jovenes el tema de la utilidad y potencial del
uso de un manager de referencias y bases de datos para la revision de Ia literatura
de investigacion en educacién matematica. El manager utilizado fue Mendeley y
la base de datos fue Google Académico. Este taller mostré la manera de organizar
y actualizar datos bibliograficos segun las necesidades del investigador, logrando
con ello la creacion automatica de informes bibliograficos. Algunas de las bonda-
des que se trataron en el taller sobre este gestor bibliografico fueron: (a) ayudar
a organizar y gestionar las referencias bibliogréficas; (b) exportar las referencias
internas; (c) crear y redisenar la bibliografia en variados formatos internacionales;
(d) insertar citas y bibliografia mientras se esta escribiendo un articulo; y (e) con-
sultar y descargar documentos desde el propio gestor.

El segundo conversatorio y ultima actividad del dia se llevé a cabo bajo la
conduccion de Melissa Andrade-Molina (Pontificia Universidad Catolica de Val-
paraiso), quien mostré de una manera amena las ilusiones, tensiones y sinsa-
bores que se tienen en el inicio al mundo de la investigacion en educacion
matematica. Asi, se habld de las cuestiones que van mas alla de lo académico
y que permean la practica y vida de los investigadores. A lo largo de la actividad
se habld sobre los prejuicios por la falta de experiencia, la presion por hacer
algo innovador que tenga impacto, el hecho de que no siempre se puede
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investigar lo que se quiere y como esto se relaciona con situaciones institucio-
nales. Para concluir, se destaco la importancia de rodearnos de personas que
puedan apoyarnos en el trayecto académico, ya que quizas, en algun momento,
puedan convertirse en coautores o coinvestigadores en algun proyecto.

A modo de cierre del recuento del Dia JIIEM, destacamos el pais de origen de
las y los jovenes asistentes a este evento. En efecto, no solo nos acompanaron
jovenes provenientes de México, sino también de Argentina, Brasil, Chile, Colombia,
Ecuador, Espana, Estados Unidos, Hungria, Perti y Venezuela. Esto nos da una
muestra del alcance internacional que el Dia JIIEM tuvo en su primera edicion.

PROSPECTIVA DEL CONGRESO SOMIDEM Y DEL DIA JIIEM

El congreso SOMIDEM1 con su seccion del Dia JIIEM, es el resultado del entusias-
mo y trabajo conjunto de un gran niimero de profesionales interesados en la edu-
cacion matematica y su desarrollo. Para su continuacion en ediciones posteriores
de congresos SOMIDEM tiene el potencial de convertirse en un evento académico
periodico para reconfigurar y potenciar a la comunidad de educadores matema-
ticos de México y mas alla. No obstante, hay mucho trabajo pendiente por hacer.

En el caso particular de SOMIDEMI, una tarea proxima a desarrollarse es la
elaboracion y publicacion de sus memorias. En este proceso estaran involucra-
dos todos los participantes del congreso, quienes tendran la oportunidad de
extender sus escritos presentados durante el evento. Dichos escritos seran some-
tidos a una evaluacion entre pares para incrementar la calidad de las memorias
de SOMIDEM1.

Es también necesario definir otros aspectos del congreso como su periodici-
dad, la posible inclusion de conferencias plenarias o mesas redondas, entre otros.
Estos aspectos seran discutidos y acordados por el Comité Cientifico, el cual esta
integrado por sus lideres de grupo, incluyendo los lideres del Dia JIIEM.

En lo que al Dia JIIEM se refiere, algunos de los desafios que se vislumbran
para sus ediciones futuras son:

* Lograr la participacion de jovenes mexicanos(as) de otros estados del pais,
diferentes de Guerrero, Ciudad de México y Puebla.

» Aumentar la participacién de jovenes extranjeros(as) provenientes de Ibe-
roameérica, para promover asi la internacionalizacion del evento.
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* Mejorar los procesos de captacion, organizacion y evaluacion de propues-
tas de trabajo para las salas de discusion.

* Extender el desarrollo de JIIEM a mas de un dia, y con ello: (a) flexibilizar
los horarios; (b) diversificar los tipos de actividades; y (c) crear mejores
condiciones para la realizacion de actividades practicas, como los talleres.

e Garantizar una mayor equidad de género en cuanto a las y los invitados
al evento.
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