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EDITORIAL https://doi.org/10.24844/EM3702.00

Editorial

Ernesto Alonso Sanchez Sanchez!

Estimados lectores,

El 12 de agosto de 2021 asumi el cargo de Editor en jefe de Educacion Mate-
madtica, por lo que después de cuatro anos, el proximo 12 de agosto, lo entrega-
ré a los doctores. Maria Garcia Gonzalez y Humberto Gutiérrez Pulido. Aprovecho
para desearles una excelente gestién en su labor de ser editores de la revista
Educacion Matemdtica y que, como a mi, sea una experiencia rica en conoci-
miento de nuestros pars y de mucho aprendizaje.

La leccion mas importante que tuve fue la de poder valorar de primera mano
la importancia y eficacia del trabajo colectivo. Los primeros dias de mi tarea
como editor, revisé todo lo que debia coordinar, corregir, promover y resolver a
la luz de un proyecto editorial que habia imaginado para la revista. Pero, facil-
mente me di cuenta de que era tal la cantidad de asuntos que debia atender
para dar continuidad, y otros para promover, que me desbordaban con mucho
y, conclui, que iba a ser imposible atenderlos con eficacia.

En estas circunstancias, descubri que estaba planteando mal mi tarea y que
mi labor como editor en jefe no era echarme a mis espaldas todos esos asuntos
que quedaban bajo mi responsabilidad, pues para el momento en que asumi la
jefatura editorial, ya habia una estructura consolidada alrededor de la revista que
incluia una comunidad de colegas profesionales con diferentes capacidades y
con gran disposicion para colaborar con ella de distintas maneras. Asi fue como
surgio la idea de invitar a quienes identifiqué con un fuerte compromiso con la
revista para formar un Consejo Directivo (el nombre vino después) para asumir
en conjunto las tareas del Editor en jefe. Con ellos reelaboramos y desarrollamos
un plan editorial mas realista que el que habia imaginado y, mas aun, nos distri-
buimos, a lo largo de cuatro anos, tareas practicas cotidianas como la de hacer
las evaluaciones técnicas de los manuscritos que se reciben todos los dias. Y
aprovecho este espacio para manifestar mi profundo agradecimiento y admiracion
a los miembros del Consejo Directivo por su invaluable apoyo y dedicacion.

! Departamento de Matematica Educativa, Cinvestav, esanchez@cinvestav.mx, https://orcid.org/0000-
0002-8995-7962
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Editorial

El cuerpo de editores de seccion, lo constituyen doctores especialistas en edu-
cacion matematica de diferentes paises de Iberoamérica, como se puede apreciar
en los créditos de la revista en su pagina de presentacion. En el plan editorial que
imaginabay con base en la experiencia de participacion en otras revistas, pensaba
implementar uno de seguimiento de los procesos de gestién de la evaluacion
de los manuscritos con tiempos prestablecidos y recordatorios programados. No
obstante, cambié mi percepcion porque la actividad de gestionar un manuscrito
no es mecanica ni predecible del todo, ya que cada editor de seccién recibe una
propuesta y realiza la gestion en diferentes condiciones y contextos, de modo que
no se puede esperar que los procesos sean uniformes. Pedirle a un editor de sec-
cion que se comprometa con un calendario prestablecido es ignorar su realidad y
propiciaria declinaciones frecuentes por motivos diferentes al de su competencia
académica y de gestion. Por lo demas, me encontré con la grata experiencia de
que la mayoria de los editores de seccion llevaron los procesos con mucho profe-
sionalismo en plazos razonables. Por lo que les agradezco su apoyo y dedicacion.

La actividad de los arbitros es la principal promotora de la discusion y la
calidad académica; son los que leen a profundidad los manuscritos, deciden
acerca de la pertinencia de sus contenidos y, en su caso, sugieren cambios
para fortalecer o mejorar puntos finos de la exposicion. Hasta ahora, la eva-
luacién por pares es una via para reconocer y apoyar el desarrollo del cono-
cimiento cientifico porque juzga sobre la calidad, el rigory la validez cientifica
de los articulos antes de su publicacion. Durante los 37 afos de existencia de
la revista Educacion Matemdtica la comunidad de educadores matematicos
que contribuyen en su desarrollo ha ido forjando sus propios estandares, los
cuales se emparejan con los de otras revistas internacionales. Como resultado
de este desarrollo hemos podido hacer explicitos algunos criterios heuristicos
para hacer las evaluaciones técnicas y de pertinencia de los manuscritos que
nos llegan. Estos mismos criterios pueden servir a su vez a los arbitros para
orientar sus evaluaciones, se pueden consultar estos criterios en el editorial
Criterios de revision y evaluacion de manuscritos en Educacion Matematica
(https://doi.org/10.24844/EM3602.00), dirigido a Articulos de investigacién; en
el editorial Criterios de revision y evaluacion de contribuciones a la docencia
(https://doi.org/10.24844/EM3603.00), enfocado en Contribuciones a la Docen-
cia, o en el editorial Ensayos y Revisiones de Literatura en Educacién Mate-
matica: caracterizacion y criterios de evaluacion (https://doi.org/10.24844/
EM3701.00) correspondiente a Ensayos y revisiones o estados del arte.
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Editorial

Los insumos de la revista son los informes de investigacion empirica o teo-
rica que nos envian para someterse a evaluacion. Los autores que deciden enviar
sus trabajos son los principales pilares de la existencia de la revista. Nuestra
funcion o misién es coadyuvar con los autores, investigadores y profesores
interesados en la educacion matematica, para entender y crear alternativas para
mejorar la ensenanza de las matematicas. Los invito a que nos sigan conside-
rando para difundir sus investigaciones.

Por otra parte quiero compartir informacién sobre algunos aspectos cuanti-
tativos que ofrecen una perspectiva general del desarrollo de la revista en este
periodo que culmina.

En el periodo de diciembre de 2021 a febrero de 2025 se recibieron 507
manuscritos y, de estos, se publicaron 101, por lo que el indice de aceptacion
fue aproximadamente del 20%. Cada manuscrito pasa por una revision técnica
y de pertinencia realizada por los miembros del Consejo directivo. En esta revi-
sion aproximadamente 40% de manuscritos pasa a evaluacion formal y de estos
la mitad son admitidos para su publicacion.

En los 12 numeros que correspondieron al periodo del editor en jefe saliente,
se publicaron 101 en la modalidad de articulo, 13 contribuciones a la docencia'y
3 ensayos, los cuales se distribuyeron como se muestra en las tablas siguientes:

Tabla 1. Distribucion de articulos por afio y numero vs modalidad

ARo 2021 2022 2023
Namero 33(3) 34(1) | 34(2) | 34(3) 35(1) | 35(2) | 35(3)
Articulos 10 9 10 11 8 8 8

Contr. a la docencia - 2 1 2 - 2 -
Ensayos 1 - - - - 1 -
11 11 11 13 8 11 8
2024 2025
36(1) | 36(2) | 36(3) 37(1) | 37(2)
6 7 9 7 8
1 1 1 1 2
- 1 - - -
7 9 10 8 10
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Editorial

Con relacion a la distribucion de autores por nacionalidad, 1a tabla 2 incluye
solo los articulos en los que todos los autores solo pertenecen a un mismo pais
(Las siglas para abreviar a los paises corresponden a un cddigo internacional:
https://es.wikipedia.org/wiki/ISO_3166-1_alfa-2)

Tabla 2. Frecuencia de autores por pais.

MX ES CL AR PT PE €0) BR Uy
25 16 12 9 8 4 3 2
DO PR TN us Total
1 1 1 1 85

El resto de los articulos son firmados por autores que pertenecen al menos a
dos paises. Cada pareja o terna en la siguiente lista corresponde a los paises
de las nacionalidades de los autores (varias de ellas corresponden a mas de un
articulo, pero omitimos las frecuencias), el orden en cada pareja o terna de
paises no necesariamente corresponde con el orden en el que aparecen en el
articulo y en varios casos el numero de autores es mas que dos o tres. Se han
reordenado poniendo al comienzo el pais que aparece con mas frecuencia:

Duplas: MX-CL, MX-CU, MX-CR, MX-CO, MX-ES, MX-AR, MX-CL, ES-DE, ES-SE,
ES-IT, ES-AR, ES-CL, ES-PE, ES-EC ES-CR, IT-FR, NL-US, BR-PT.
Triples: MX-ES—-CA, ES—- CL-BR, CL-BR-DE.

En la tabla siguiente se presenta la frecuencia de articulos cuyo contenido se
enfoca en el estudio de profesores, sin distinguir el nivel escolar, y luego la
distribucién entre los niveles de Basico e Infantil, Medio basico, Medio superior
y Superior. Los clasificados como Transversal se refieren a temas de caracter
general que son independientes del nivel escolar.

Tabla 3. Frecuencia de articulos por contenido

Nivel

Prof.

Bel

MB

MS

S

Trans.

Frecuencia

31

29

13

12

22

10
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Editorial

Los anteriores datos dan una idea de la cobertura de la revista en diferentes
aspectos que, pueden permitir una valoracién sobre el avance en el cumplimiento
de su misién de propiciar un foro para la discusiéon y desarrollo de la educacion
matematica a nivel internacional y, en especial, en el ambito iberoamericano.

Para concluir quiero reconocer la importancia del papel de la Sociedad
Mexicana de Investigacion y Divulgacion de la Educacién Matematica (SOMI-
DEM) y la Universidad de Guadalajara (UdeG) para que la revista pueda
pertenecer al grupo selecto de revistas Acceso Abierto Diamante, pues gracias
al financiamiento que la UdeG, y eventualmente SOMIDEM, proporcionan a
la revista podemos mantener la gratuidad para los autores y lectores. Agra-
dezco también al equipo técnico que me ha apoyado durante estos cuatro
anos, en especial a Imelda Inclan y la empresa Formas e Imagenes quienes
se encargan de la revision de estilo y 1a edicién de los manuscritos. También
estoy en deuda con la labor de José Luis Lopez, quien ha sido mi brazo
derecho para todo lo concerniente a la gestion de la revista.

Ernesto Sanchez
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ARTICULOS DE INVESTIGACION https://doi.org/10.24844/EM3702.01

Abordaje de las matematicas desde la perspectiva
historico-cultural con infantes

Approach to mathematics from a historical-cultural perspective
with infants

Yolanda Montserrat Mejia Chavez,!
José Alfonso Jiménez Moreno?

Resumen: El presente articulo recupera la experiencia de implementacion de
una propuesta didactica para el aprendizaje de las matematicas en un prees-
colar publico rural en el noroeste de México, como propuesta posterior a la
ensefanza remota de emergencia (ERE) implementada por la pandemia por
el virus SARS-CoV-2 y su transicion a la presencialidad. La propuesta se diseio
como herramienta de apoyo desde el enfoque historico-cultural, retomando el
concepto de zona de desarrollo proximo (ZDP) y la interaccion social para
potenciar el desarrollo del pensamiento matematico. Entre los principales hallaz-
gos se encuentra el trabajo colaborativo entre educadoras y familias como
medio para fomentar el desarrollo del pensamiento matematico, asi como la
interaccién entre preescolares como elemento fundamental en la formacion
de conceptos cientificos de caracter matematico. Se reconoce el entorno socio-
cultural, asi como el uso de simbolos y signos como elementos para fomentar
el aprendizaje de las matematicas.

Fecha de recepcion: 24 de abril de 2024. Fecha de aceptacion: 27 de marzo de 2025.

!nstituto de Servicios Educativos y Pedagogicos de Baja California, ymejiac@edubcmx / mcyolandam@
gmail.com, https://orcid.org/0009-0002-7713-8123

2 Facultad de Ciencias Politicas y Sociales. Universidad Nacional Autonoma de México, alfonsojimenez@
politicas.unam.mx / alpsic@gmail.com, https://orcid.org/0000-0003-0704-7883
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Abordaje de las matematicas desde la perspectiva historico-cultural con infantes

Palabras clave: ensenanza y formacion, psicologia de la educacion, aprendi-
zaje, cognicion, pensamiento

Abstract: This article recovers the experience of implementing a didactic proposal
for learning mathematics in a rural public preschool in northwestern Mexico,
as a proposal after the remote emergency teaching (ERE) implemented due to
the SARS-CoV-2 pandemic and its transition to face-to-face teaching. The
proposal was designed as a support tool from the historical-cultural approach,
taking up the concept of the zone of proximal development (ZDP) and social
interaction to enhance the development of mathematical thinking. Among the
main findings is the collaborative work between educators and families as a
means to promote the development of mathematical thinking, as well as the
interaction between preschoolers as a fundamental element in the formation
of scientific concepts of a mathematical nature. The sociocultural environment
is recognized, as well as the use of symbols and signs as elements to promote
the learning of mathematics. .

Keywords: teaching and training, psychology of the education, learning, cog-
nition, thinking

INTRODUCCION

La ensenanza de las matematicas en las escuelas publicas mexicanas de edu-
cacion basica, esta determinada por objetivos y contenidos regulados por las
intenciones del Estado Mexicano, representadas por la Secretaria de Educacion
Publica (SEP). Bajo este escenario, es posible considerar que las practicas edu-
cativas, en sus diversos niveles responden a una linealidad propia del discurso
matematico escolar, cuyas cualidades principales son su caracter hegemonico,
con un discurso y estructura oficial (Reyes-Gasperini, 2016). En la educacién
basica mexicana, esta disciplina es considerada como fundamental, sin embar-
go, ha sido también aquella con mayores indices de reprobacion (Reyes-Gas-
perini, 2016). Esta situacion es de preocupacion en todos los niveles educativos,
y asi lo fue particularmente bajo el contexto de la pandemia por el virus SARS-
CoV-2. El pasado 11 de marzo de 2020, la Organizacion Mundial de la Salud
(OMS) realizé el anuncio sobre la pandemia causada por el nuevo coronavirus
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Yolanda Montserrat Mejia Chavez, José Alfonso Jiménez Moreno

2019 (COVID-19), dando origen al cierre de actividades y confinamiento domici-
liario como medidas para mitigar contagios (OPS, s/f).

Ante dicho escenario, los sistemas educativos tuvieron que adaptarse para
salvaguardar el derecho a la educaciéon y a la salud de nifos, nifas y adoles-
centes alrededor del mundo. De manera particular, en México, se implementaron
estrategias para continuar la educaciéon de los alumnos desde casa, mediante
la ensenanza remota de emergencia (ERE). Lo cual implicé la participacién
directa de las familias en los procesos de ensefanza-aprendizaje, por lo que la
SEP promovi6 la creacién de la plataforma virtual Aprende en casa, para poner
a su disposicion materiales educativos digitales y la emision de clases por tele-
vision como recursos de apoyo. Sin embargo, la mayoria de los recursos presen-
tados consistian en la extraccion directa de los contenidos en los libros de texto
gratuitos, sin espacios para llevar a cabo una autoevaluacion y retroalimentacion
de lo aprendido como elementos interactivos que motivaran el aprendizaje y
cumplieran con las necesidades reales de los usuarios (Cazales et al, 2020).

En el estado de Baja California, ubicado al noroeste del pais, se realizaron
diversas acciones como apoyo a la estrategia nacional Aprende en casa. De
manera particular, en preescolar preocupd la posibilidad de enfrentar problemas
de rezago educativo en asignaturas clave, como la lengua o las matematicas.
Mediante una entrevista con la Autoridad Educativa del nivel preescolar de la
Secretaria de Educacion de Baja California (SEBC), se reconocieron algunas acciones
dirigidas a las y los educadores para implementar la ERE, como el diseno de mate-
riales didacticos, Webinars para el manejo de las herramientas digitales de Google
y la colaboracion con el Consejo Nacional de Fomento Educativo (CONAFE) para
la difusion de cuadernillos de trabajo dirigidos a las comunidades en situaciones
de vulnerabilidad, como las escuelas rurales, las cuales carecian de infraestructura
tecnologica idonea. Es importante mencionar, que se priorizo la atencion de la
lengua y las matematicas para el diseno de los materiales didacticos como parte de
las actividades programadas previas a la pandemia como lineas de accion ante el
rezago educativo identificado mediante pruebas estandarizadas como la Evalua-
cién Nacional de Logro Académico en Centros Escolares (ENLACE) aplicadas en
el nivel primaria en anos anteriores, es decir, incluso previo a la pandemia, eran
areas académicas de interés en México.

Estos recursos de apoyo fueron difundidos a través de la pagina oficial de
la SEP y su estructura burocratica, mediante la figura de supervisoras o inspec-
toras de zona que invitaban a las educadoras y educadores a su uso, asi como
de manera impresa en algunas comunidades que la SEBC consideraba como
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Abordaje de las matematicas desde la perspectiva historico-cultural con infantes

vulnerables; sin embargo, el alcance en su difusion e implementacion no resul-
t6 el esperado. Ademas de los problemas asociados a la presencialidad, se
sumaron las caracteristicas de los diversos contextos en que se sittan los centros
escolares que comprenden el nivel preescolar en el estado, caracterizado mayo-
ritariamente por zonas rurales, en las cuales las disposiciones tecnoldgicas
caracteristicas de la ERE no eran homogéneas entre la poblacién. Si bien las
escuelas rurales se caracterizan por problematicas mas alla de lo tecnoldgico
(por ejemplo, acceso a servicios basicos, condiciones de acceso a las escuelas,
entre otros), la falta de homogeneidad de infraestructura fue de relevancia par-
ticular bajo el contexto de la pandemia y las diversas formas de accién estable-
cidas por las autoridades escolares. Bajo estas condiciones, se consider6 que las
oportunidades de interaccion social resultan fundamentales para impulsar el
desarrollo de conceptos matematicos en los preescolares, no solo por las condi-
ciones que generd la pandemia, sino también debido a la relevancia que la
formacion de conceptos matematicos tiene para el desarrollo psicolégico e inte-
lectual infantil.

El presente articulo muestra el desarrollo y los resultados de un material
didactico de apoyo para la ensenanza de las matematicas en preescolares tras
el retorno a la presencialidad. Este ejercicio se fundamenté en la teoria histéri-
co-cultural de Vygotsky (2009) y su implementacion en contextos rurales del
noroeste de México. La intencion de este material responde a promover el pen-
samiento matematico en preescolares de zonas rurales, considerando un con-
texto temporal caracterizado por el retorno a actividades presenciales tras dos
anos de pandemia e implementacion de la ERE. Para ello, se describen las bases
teodrico-conceptuales que fundamentaron los materiales didacticos, incluyendo,
ademas, algunas experiencias en la materia; la metodologia de trabajo, los
resultados obtenidos, para finalizar con las conclusiones del ejercicio.

ELEMENTOS TEORICOS Y CONCEPTUALIZACION

La ensenanza de las matematicas en la educacion preescolar mexicana se
fundamenta en discursos oficiales y un curriculum establecido por el Sistema
Educativo Nacional, con contenidos nacionales articulados de manera progre-
siva para responder a un perfil de egreso comun, que comprende el trayecto
formativo de nifos y nifas entre 0y 15 anos de edad. La asignatura que integra
contenidos matematicos, se denomina Saberes y Pensamiento Cientifico, y su
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abordaje en preescolar, por tanto, responde a una estructura lineal y progresiva
en la busqueda del objetivo final, que consiste en desarrollar habilidades como
indagar, interpretar, modelizar, argumentar y explicar el entorno (SEP, 2022).

No obstante, en virtud de las caracteristicas del contexto y momento histori-
co, se desarrollé una propuesta de material didactico con base en la perspectiva
histérico-cultural propuesta por el ruso Lev Semionivich Vygotsky (2009), ello
debido a su particularidad de entendimiento del desarrollo. Esta teoria permite
comprender al desarrollo de conceptos matematicos no como consecuencia de
factores bioldgicos y madurativos, sino desde de las oportunidades de interaccion
social con las que los ninos cuentan (Wertsch, 1985). De esta manera, el desa-
rrollo estd conformado por dos lineas de origen distinto: los procesos elementa-
les o basicos (de origen bioldgico, relacionados con la inteligencia practica
caracteristica de los animales) y las funciones psicolégicas superiores (de origen
sociocultural, Unicas de la especie humana). Bajo esta perspectiva, se considera
que el desarrollo no se ejecuta de manera lineal o biologica, en la que se avan-
za en maduracion conforme la persona crece, sino que responde a una evolu-
cion del tipo espiral donde el sujeto atraviesa siempre el mismo punto
avanzando hacia un estadio superior (Vygotsky, 2009), siempre en funcion de
las condiciones que su contexto permita, dado que los procesos psicolégicos
son, en un primer momento, sociales y, posteriormente, la persona los internali-
za. De esta manera, para Vygotsky, lo individual emerge de lo colectivo (Ursini,
1996), y, en particular en la formacion de conceptos matematicos, la forma de
ensenanza conducira a su desarrollo (Talizina, 2001).

Por tal motivo, el proceso del desarrollo del pensamiento matematico en
ninas y ninos en edad preescolar no se entiende solo como la adquisicion de
contenidos particulares, sino que depende de la maduracion de los procesos
elementales como la capacidad de hacer uso de herramientas o instrumentos
para transformar el entorno fisico que le rodea; por supuesto, como todo con-
cepto cientifico, requiere de la adquisicion de conceptos matematicos (Talizina,
2001). A su vez, su experiencia con el contexto le brindard elementos para
impulsar el desarrollo de las funciones psicolégicas superiores, relacionadas con
el entorno sociocultural, como el uso del lenguaje y de sistemas de signos como
la escritura y los numeros (Vygotsky, 2009). Esta perspectiva considera que los
ninos y ninas poseen experiencias matematicas antes de ingresar a la escuela
y fuera de dicho espacio formal, de manera que el desarrollo del pensamiento
matematico esta determinado por la interrelacion existente entre los conceptos
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formales, propios del ambito escolar y aquellos de origen espontaneo, producto
de su interaccién con el entorno (Vygotsky, 2009).

Para estudiar la manera en que se desarrollan las funciones psicolégicas
superiores, Vygotsky (2009) utilizo un método cualitativo de observacién de la
conducta, basado en la resolucion de problemas en tareas que involucraban
el uso de signos como dibujos, letras y numeros. En el primer estadio, el nino
no cuenta con experiencias previas suficientes para resolver la tarea solicitada;
sin embargo, tras su exposicion prolongada a la misma logra comprender qué es
lo que se requiere para resolver el problema y es entonces donde pasa al siguiente
estadio, en el cual, el nino esta consciente de la funcionalidad de los signos.

La perspectiva historico-cultural reconoce a la escuela como una oportunidad
importante para impulsar el desarrollo del pensamiento de las ninasy los ninos
y acompanarlos para alcanzar su maximo potencial. Para ello, es necesario
considerar las implicaciones pedagdgicas del concepto de Zona de Desarrollo
Proximo (ZDP). De acuerdo con Rojas (2018), la ZDP hace referencia a la distan-
cia entre la capacidad de resolver independientemente un problema vy la reso-
lucion de un problema bajo la guia de un adulto o en colaboracién con otro
compafero mas capaz. Para su puesta en practica es necesario identificar este
distanciamiento y ademas proporcionar una variedad de ayudas y herramientas
para que el alumno, de manera activa, logre resolver el problema planteado.

En relacion con las funciones psicoldgicas superiores y el desarrollo del
pensamiento matematico y sus conceptos asociados, es necesario plantear obje-
tivos 0 metas de aprendizaje que constituyan una oportunidad no solo de poner
en practica la ZDP, sino que también sean congruentes con los métodos cuali-
tativos de observacion de conductas y recuperen la relacion del alumno con el
entorno y la escuela. Es por ello que se consideraron como referentes los con-
tenidos curriculares de matematicas en preescolar y las etapas de desarrollo
cognoscitivo de Jean Piaget; particularmente la etapa preoperacional, que ade-
mas de comprender la edad preescolar mantiene un paralelismo con la progre-
sion lineal propuesta por la SEP para el logro del perfil de egreso en preescolar
en la disciplina de matematicas. A partir de este ejercicio de analisis, se definie-
ron como objetivos de aprendizaje el trabajo con los conceptos de numero,
forma y suma/resta (Mejia y Jiménez, 2025).

EDUCACION MATEMATICA, VOL. 37, NUM. 2, AGOSTO DE 2025 15



Yolanda Montserrat Mejia Chavez, José Alfonso Jiménez Moreno

- E rl ...|.|:..-‘-.nn|.-'..|..1.--"q [« laxificnclin y h 4 Bebacinmrs [ ) 1
lus ubsjrtes em gl ‘“‘*"‘:‘*’“'“"' caunales Smms Y i
ki shfetos 'md:‘ 1:dmi: s
Fanckim shmbolicn eifoseite de Represemiacion de In::m:‘:
Identificacin de 1s e |_I: F la percepoim del
Heconocumsento de poicain de ohpsica :IIII:__"L'_‘J“.M: e 2o debisjos AgTegNr
Jiss s, usoa ¥ TSNS v Sy o simbaodos .
funciones Lresplasamimis "tn“ r:‘:'“:"_ Reoonocimionto de _:n""'l:,:'l =
oo referendias v ..;'NF',! 2 ':,,m_ paironcs de “, -E:Iu 2
BprscE: i ul:‘h.-llw.u-:-lllulu?n ovguminacibn ded -.-:.:u.rull'n
Erilka I-;i'nli -r-‘:‘.u.r: _=_' LT,
\, VAN PN N AN /

Figura 1. Contenidos para la ensenanza de las matematicas SEP (2022) en la Edu-
cacién Preescolar y su relacion con la etapa preoperacional de Jean Piaget (Papalia
et al, 2010). Fuente: Mejia y Jiménez (2025).

Como se puede apreciar, los cinco rasgos que componen la etapa preoperacio-
nal estan estrechamente relacionados con los contenidos oficiales para la ense-
nanza de las matematicas en preescolar, manteniendo concordancia con una
postura lineal y progresiva del desarrollo del razonamiento matematico. Por su
parte, Vygotsky considera los postulados genéticos de Jean Piaget en sus obras
como un referente al hablar sobre los procesos biolégicos y madurativos que
intervienen en el desarrollo del pensamiento (2006), pero no se limita a ello. De
tal forma que, al recuperar elementos socioculturales, este proceso responde mas
a una evolucion del tipo espiral, pasando por diferentes estadios, independiente
de la edad, como se abordd con anterioridad.

En la ensenanza para la formacion de conceptos matematicos, es bastante
comun que se considere como base a la perspectiva genética piagetana, ya que
la seriacién de procesos y conceptos, asi como su articulacién, fungen como
base formativa (Talizina, 2001). Sin embargo, desde la perspectiva vigotskyana,
la formacion de conceptos cientificos, entre ellos los matematicos, no se desa-
rrollan de forma espontanea o genética, sino que requiere de la ensefianza y
guia; es decir, del proceso colectivo (Ursini, 1996).
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De esta manera, en la formacion de conceptos matematicos debe considerar-
se, como base, las operaciones légicas basicas, los tipos necesarios de la activi-
dad simbolica y semidtica, y relaciones elementales; sin olvidar algunos axiomas
para la descripcion de las magnitudes y operaciones logicas (Salmina, 2001). En
la formacién de estos elementos, que son la base para potenciar la formacién
de conceptos matematicos de mayor complejidad en primaria y secundaria, la
adquisicion de signos es fundamental; los signos, herramienta propia que per-
mite la interiorizacion de procesos psicologicos (Ursini, 1996), permitiran la co-
dificacion elemental para potenciar el pensamiento matematico (Salmina, 2001).

De acuerdo con Talizina (2001), la formacién de conceptos matematicos
en el contexto escolar requiere alejarse de la memorizacion; en ese sentido, la
figura docente debe buscar la manera en que lasy los nifios relacionen los con-
ceptos con elementos tangibles para promover la abstraccion que requieren las
matematicas. En ese mismo sentido, y con base en la postura histérico-cultural,
Salmina (2001) sugiere que la formacién de conceptos matematicos incluye la
codificacion de signos y simbolos como medio de promocion de pensamiento,
buscando su uso dentro de problemas propios de lo cotidiano. La simbolizacion
a la cual refiere Salmina no se reduce solo al lenguaje, sino también a la utili-
zacion de dibujos, animales u otros objetos. De esta manera, una didactica de
esta naturaleza favorecera que los estudiantes busquen comprender situaciones
por medio del idioma matematico; en el caso de niveles educativos elementales,
como preescolar y primaria, sera importante rescatar la experiencia cotidiana
de las y los estudiantes (por ejemplo, a través de ejercicios de compra-venta),
poniendo como centro la estructura de la base orientadora para la solucion de
problemas, mas que lo aritmético en si (Nikola y Talizina, 2001).

Considerando los postulados de Vygotsky, se asume que el desarrollo del
pensamiento matematico puede darse mediante la exposicion de los conceptos
espontaneos que los nifos y las ninas poseen con aquellos de origen formal
mediante tareas o retos que les demanden estimular su lenguaje, su inteligencia
practica (uso de herramientas) y el uso de signos, en experiencias de interaccion
social con adultos, pares mas experimentados o mediante la interaccion espon-
tanea entre pares y su entorno. De esta manera, para el infante el significado de
las palabras pasa de un estado primitivo a ser reemplazadas por generalizacio-
nes mas complejas al poner en practica sus funciones intelectuales -la atencion
deliberada, la memoria ldgica, la abstraccion, la habilidad para comparar y dife-
renciar- avanzando en su desarrollo y a su vez, conduciéndose a la formacién
de verdaderos conceptos (Vygotsky, 2006). En lo particular, desde el enfoque
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histdrico-cultural, los conceptos matematicos son una forma de conceptos cien-
tificos, los cuales, a diferencia de los espontaneos, se desarrollan de forma de-
liberada, con el apoyo de docentes y bajo una necesaria interaccion social; de
esta manera, el rol de la escuela es la de crear contextos y materiales con los
que, las y los estudiantes se familiaricen con conceptos cientificos (Ursini, 1996).
El desarrollo de conceptos, tanto cientificos como espontdneos, forman parte de
la estructura que dan los procesos psicologicos superiores, caracteristicos del
desarrollo internalizado. Por lo tanto, y en concordancia con este panorama, el
presente trabajo se establecié como objetivo favorecer el desarrollo del pensa-
miento matematico en los preescolares de una escuela rural en Ensenada, Baja
California, bajo la perspectiva de la teoria historico-cultural de Vygotsky.

Algunas experiencias recuperadas sobre el desarrollo del pensamiento matema-
tico en infantes se desarrollaron en México, Chile y Colombia; no obstante, existe
poca evidencia empirica sobre intervenciones fundamentadas Unicamente en la
perspectiva historico-cultural, por lo que los referentes que se presentan constituyen
aproximaciones al abordar elementos como el trabajo colaborativo, el didlogo y la
recuperacion de elementos contextuales para el abordaje de las matematicas.

El estudio llevado a cabo en Chile por Mujica y Marquez (2022), se centro
en analizar las caracteristicas esenciales de las categorias del desarrollo del
pensamiento matematico y las estrategias didacticas que emplean las educado-
ras con alumnos entre 2 y 4 anos. Se entrevisto a siete educadoras, y los resul-
tados mostraron tres tipos de situaciones didacticas implementadas: las
actividades concretas, que implican la clasificacion, seguimiento de patrones,
conteo, resolucion de problemas, reconocimiento de tamanos, orientacion espa-
cial y el trabajo con materiales concretos para construiry agrupar, las actividades
cotidianas, como buscar pares de calcetines, ordenar objetos por color, poner
cubiertos en la mesa (izquierda-derecha), clasificar juguetes, plantas o semillas
y subir y bajar sillas; y juegos con tableros, de encaje y de construccion. De
acuerdo los autores, los resultados obtenidos muestran que el desarrollo 16gico
matematico estd concebido como un proceso cognitivo que requiere desarrollar
competencias para la adquisicion de conocimientos y no necesariamente pro-
cesos basicos de las matematicas, de manera que pueda evolucionar otras areas
de aprendizaje a la par. Asimismo, reconoce que considerar las actividades
cotidianas en los ambientes dulicos permite que los alumnos estén familiariza-
dos con los procedimientos y operaciones a desarrollar a partir de su entorno
social y cultural; sensibilizando a los ninos hacia la utilidad y uso del pensa-
miento matematico en la vida cotidiana.
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En lo que respecta a la investigacion realizada en Colombia por Sanchez y
Garcia (2021), se llevd a cabo la validacion de un protocolo para mejorar las
habilidades matematicas de 59 nifos colombianos de escuelas publicas entre
7'y 10 anos con bajo rendimiento. Se aplico una prueba diagnostica TEDI-MATH
para evaluar competencias bdsicas, como: contar, enumerar, la comprension del
sistema numérico, operaciones logicas, operaciones y estimacion de tamano.
Posteriormente, se implementd un programa para desarrollar el valor numérico
(mayor-menor, igual), medicion, organizacion de series de numeros e identifica-
cion de numeros compuestos. La mediacion se llevo a cabo mediante el didlogo
con los ninos. Entre los principales hallazgos, se evidenciaron mejorias en las
diferentes competencias matematicas, como la ejecucion de sumas y restas, no
obstante, en lo que respecta a los conocimientos conceptuales no existieron
diferencias significativas. Lo cual, se atribuyd a un nivel de vocabulario medio-ba-
jo en los ninos que no les permitié beneficiarse del entrenamiento, concluyendo
que un buen repertorio verbal es sumamente importante para el desarrollo de
competencias matematicas y el razonamiento para la extraccion de reglas y
resolucion de problemas.

Finalmente, el estudio realizado en México por Albarran (2022) consistio en
un proyecto de intervencion con alumnos de tercer grado en un preescolar
publico. El proceso comprendio la implementacion de juegos en equipo bajo la
guia de un docente con el objetivo de propiciar la colaboracion entre los estu-
diantes para mejorar sus aprendizajes en el campo de matematicas. Las activi-
dades propuestas se relacionaron con problematicas cercanas a los estudiantes
y la propuesta curricular del Plan de Estudios 2017 para la Educacion Preesco-
lar. Los estudiantes eligieron con quién trabajar, en equipos de hasta cinco
integrantes. Los juegos se realizaron dentro del aula y consistieron en juegos
de mesa que les implicaron dialogar y tomar decisiones en conjunto para resol-
ver problemas, siendo monitoreados por el docente y evaluados mediante la
observacion con una lista de cotejo, rubricas y los trabajos de los estudiantes.
Entre los principales hallazgos, se destacaron mejoras en la resolucion de pro-
blemas en colaboracion, utilizando marcas y recursos propios y se observaron
avances en sus habilidades de conteo. Ademas, se percibié un incremento en
el interés de los alumnos al manifestar gusto por trabajar en colaboracion,
observando una mejoria en la convivencia del aula. No obstante, se reconocio
que el trabajo colaborativo representd un reto, especialmente en cuestiones
relacionadas con su organizacion.
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Las investigaciones referidas, si bien no parten desde el mismo marco teori-
co-conceptual que el presente trabajo, reafirman elementos importantes en la
formacion de conceptos matematicos. Por ejemplo, la recuperacion de elementos
contextuales como antecedente a la formacion de conceptos abstractos (Nikola y
Talizina, 2001), asi como el uso de signos y simbolos como precursores del apren-
dizaje matematico (Salmina, 2001). De esta manera, son consideraciones impor-
tantes en la implementacion de estrategias didacticas para la formacion
matematica, ya que reafirman elementos clave por considerar dentro de la delimi-
tacion de propuestas orientadas a la formacion de conceptos matematicos.

METODO

Con el fin de cumplir con el objetivo propuesto, se elaboraron materiales orien-
tados principalmente a las docentes, con recursos pedagogicos y didacticos para
fortalecer los procesos de ensefianza y aprendizaje relacionados al pensamien-
to matematico. La metodologia se basé en los postulados del paradigma histo-
rico-cultural debido a las posibilidades que ofrece para el desarrollo y el
aprendizaje en funcion de las interacciones que los estudiantes tienen con su
medio, asi como la incorporacion de signos y simbolos como herramientas de
consolidacion de conceptos matematicos. Su viabilidad radica en la convivencia
entre pares y con el entorno para vincular las necesidades formativas en mate-
maticas con postulados sobre la ZDP 'y la interaccion social, con la intencién de
brindar apoyo a la practica docente en el contexto post-pandémico y las carac-
teristicas normativas de la educacion preescolar. Para ello se busco la vincula-
cion de los contenidos en la propuesta didactica con algunos elementos del
curriculum vigente en ese momento, de manera que su implementacion pudie-
ra ser de utilidad para las docentes en los procesos normativos que su funcion
les demanda. Finalmente, y en atencién a los comentarios recibidos por las
docentes participantes, se optd por concretar la propuesta didactica en un libro
de orientaciones con materiales anexos para trabajar con los preescolares y sus
familias; de tal forma que puedan consultarlos las veces que deseen para tra-
bajar con ellos dentro del aula de manera regular y con las familias en casa.
El escenario donde se llevo a cabo el proyecto consistié en un jardin de nifios
rural de organizacion completa ubicado en el poblado Lazaro Cardenas, en el
municipio de Ensenada, Baja California. El contexto en que se inscribe la escue-
la estd caracterizado por una poblacion con altos niveles de analfabetismo y
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rezago educativo, ya que de acuerdo con las cifras publicadas por el Instituto
Nacional de Estadistica y Geografia (INEGI) durante la pandemia, de la poblacion
total, correspondiente a 3,381 habitantes, 213 personas de 15 afnos en adelante
no saben leer ni escribir un recado; ademas, de un total de 220 nifos y ninas
con edades entre 3 y 5 afos (edad preescolar) 127 no asistian a la escuela
(INEGI, 2020).

Para determinar el contenido de la propuesta, se tuvo un acercamiento con
una educadora, tres madres de familia y nueve estudiantes. Las técnicas e ins-
trumentos empleados fueron la entrevista y un cuestionario tipo prueba, para te-
ner una aproximacion al nivel de logro en el aprendizaje de los preescolares con
relacion a los contenidos curriculares priorizados por la SEP para la ensefanza
de las matematicas en pandemia. La aplicacion de los instrumentos se realizd
mientras el centro escolar operaba bajo la modalidad de trabajo a distancia.

De manera general, los preescolares mostraron evidencia de desempeno
basico en los aprendizajes matematicos fundamentales establecidos por la SEP.
Adicionalmente, mediante las entrevistas con las madres de familia y la educa-
dora del grupo se encontr6 la existencia de algunas barreras comunes para
implementar la ERE, como la falta de recursos tecnoldgicos disponibles, la ausen-
cia de formacién para su implementacién y poca motivacion por parte de los
involucrados para continuar el proceso de ensenanza-aprendizaje bajo dicha
modalidad (Mejia et al, 2024). Por tal motivo, se considerd prioritario fortalecer
en la institucion la ensenanza de las matematicas en los preescolares, recupe-
rando como un elemento central la socializacién entre pares para impulsar el
desarrollo de conceptos matematicos acordes con la edad preescolar.

En cuanto al desarrollo de los materiales, se considerd la colaboracion con
tres educadoras para valorar la viabilidad de la propuesta didactica al compar-
tir sus experiencias con los materiales y sugerencias para la mejora tras su
implementacion, buscando favorecer el aprendizaje entre paresy la colaboracion
con las familias al recuperar a estos ultimos como parte del proceso de ense-
nanza-aprendizaje, por lo tanto, su actuacion resultd crucial.

Derivado de este acercamiento se generd la propuesta didactica. Su organi-
zacion consiste en tres fichas de trabajo, presentadas a manera de cuadernillo,
donde se buscé favorecer la apropiacion de tres conceptos formales derivados
del ejercicio previo de analisis: nimero, figura y suma/resta (figura ). Las tema-
ticas de cada ficha se seleccionaron acorde a las principales actividades pro-
ductivas de la localidad, considerando a su vez, situaciones cotidianas comunes
y los intereses de los preescolares. De tal manera, la distribucion consistié en lo
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siguiente: para trabajar el concepto formal de nimero, se definio la tematica “El
Mercado’, para el concepto formal de figura “La Galeria de Arte’, mientras que
para el concepto formal de suma/resta, “La Granja".

Cada ficha de trabajo esta dividida en tres secciones: docente, alumnos y
familias; de manera que el abordaje del concepto formal pueda ser trabajado
por los preescolares desde esos tres escenarios bajo la guia del docente. A
manera de presentacion, se incluyd informacion sobre el sustento teorico de la
propuesta didactica, integrando algunos referentes tedricos de la Teoria Histori-
co-Cultural. En lo que respecta a la presentacion de las fichas, se incluyd un
listado de habilidades o conocimientos que se estarian movilizando al trabajar
con cada concepto formal, enlistados con circulos de diferentes colores para
ubicar con mayor facilidad cuales se estarian poniendo en practica en cada
tarea de aprendizaje.

Temdtica contral: El merendns
Conceplo formal: Minmbero
Habilidades vo conocimientos a movilizar en los precscolares:
. Llses ale Jos aluneros
@ cConteo
- Identificaciony de 1o nuieros escrlos
Escriira de los ninnéros ¥ representacion de camtidadaes
@ Resolucién de problemas con los elementos en distinms colecciones

Lo de monedas

Figura II. Concepto formal y listado de conocimientos y/o habilidades
a movilizar en la presentacion de la ficha de trabajo “El Mercado’.

Las tareas de aprendizaje propuestas en cada ficha describen algunas sugeren-
cias de actividades que podrian realizarse con los alumnos de manera grupal
y mediante el trabajo colaborativo, incluyendo algunas preguntas que podrian
propiciar el didlogo y la reflexion del concepto formal a trabajar. Para cada ficha
se proponen hasta cuatro tareas de aprendizaje, las cuales pueden ser trabaja-
das de manera repetida y sin orden secuencial, de tal forma que el docente sea
el responsable de su distribucion. Las tareas propuestas varian en: espacios de
dialogo, resolucion de problemas con materiales concretos y/o herramientas
didacticas de la seccién de alumnos, momentos de registro, juego simbdlico y
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actividades para realizar con la familia desde casa o con su entorno. Asimismo,
se enlistan imagenes en miniatura de los materiales didacticos anexos al cua-
dernillo correspondientes a cada ficha en las secciones de alumnos y familias
al final de su presentacion, para que el docente tenga mayor claridad sobre su

distribucion.
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Figura lll. Presentacion de los materiales anexos a utilizar en las secciones “alumnos” y
‘familias’ en las tareas de aprendizaje correspondientes a la ficha de trabajo “El Mercado’.

Las tareas de aprendizaje donde se demanda el trabajo colaborativo, incluyen
una serie de tablas donde se especifican: el objetivo o meta en comun para cada
equipo, los roles de participacion y la cantidad sugerida de alumnos; asi como
las caracteristicas que debe cumplir cada integrante para ser asignado a un rol.
De esta manera, los equipos estarian conformados por alumnos con niveles de
logro diversos para propiciar la puesta en marcha de la ZDP entre pares median-
te el apoyo mutuo. Para llevar un mejor control y seguimiento de las manifesta-
ciones de los estudiantes al interactuar con la propuesta didactica, se presentan
como anexos en cada una de las fichas, un listado de actividades exploratorias
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e instrumentos para valorar de manera previa el nivel de logro de los alumnos
con respecto al concepto formal a trabajar y el listado de conocimientos y habi-

lidades que se movilizaran.

24

Tarea 4: ; Famos de compras!
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Figura IV. Tablas de equipos, roles y especificaciones en la tarea de
aprendizaje 4 correspondiente a la ficha “El Mercado’”.

Para la ejecucion de la tarea de aprendizaje senalada (figura IV), se brindaron
como herramientas didacticas imagenes reales de los posibles productos a ofertar
en la tienda escolar (frutas y vegetales variados), stickers de precios con nimeros
del 1 al 10 y en blanco para poner en practica el registro de cantidades; monedas
de 1 peso en representacion real (moneda nacional mexicana), tarjetas portatiles
con los numeros del 1 al 10 al frente y la cantidad de monedas correspondien-
tes al reverso (en imagenes de tamafo real para facilitar la yuxtaposicion); asi
como una tabla de equivalencias con los numeros del 1 al 10 y monedas de
1 peso correspondientes (figura Ill). La manera en que los preescolares utilicen
las herramientas didacticas estara determinada por el docente, quien a lo largo
de las tareas de aprendizaje se encargara de proporcionarlas a los estudiantes
segun las actividades a realizar, considerando las sugerencias establecidas en el
cuadernillo. De manera especifica, en la tarea 4 (figura IV), que implica el trabajo
en equipo y el juego simbolico, se espera que los alumnos utilicen las imagenes
de los productos y las etiquetas de precios para organizar la tienda escolar. Mien-
tras que la tabla de equivalencias y las tarjetas portatiles sirvan de apoyo a los
vendedores y compradores para corroborar las cantidades de dinero que reciben
al cobrar, o bien, al pagar, segun sea el caso, movilizando habilidades como el
conteo, la identificacion de los nimeros escritos, la resolucion de problemas con
los elementos en distintas colecciones y el uso de monedas convencionales; tal
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como se senala en la presentacion de la ficha y en la tarea de la actividad con
los circulos de colores (figuras Il y IV).

Ahora bien, para valorar las manifestaciones de los preescolares durante
la aplicacion de las fichas y al finalizar cada tarea de aprendizaje, se incluyo
una guia de observacion como instrumento de evaluacion, para incitar al
docente a llevar un seguimiento evaluativo procesual, teniendo como Unico
proposito la identificacion de los cambios y/o permanencias en las manifes-
taciones de los preescolares. Es decir, en correspondencia con la perspectiva
tedrica seleccionada, no se busco en ningun momento la comprobacion de
logro de cada elemento movilizado respecto a un estandar en particular, sino
identificar si existieron cambios o mejoras en su aprendizaje.

Las secciones de alumnos y familias consisten en materiales didacticos de
otra naturaleza, puesto que el principal destinatario de la propuesta didactica
es el docente. La seccion de alumnos consistio en un cuadernillo anexo con
materiales didacticos recortables y armables disenados en hojas de tamano
tabloide, los cuales, como se mencioné anteriormente, forman parte del desarro-
llo de las actividades que se proponen en la seccidon del docente y tienen como
proposito fungir como herramientas que apoyen la resolucién de los problemas
planteados en cada tarea. En cuanto a la seccion de las familias, se incluyen
tareas de aprendizaje que el docente puede imprimir y entregarles de manera
directa, para realizar en casa y, llevar un seguimiento a las tareas de aprendi-
zaje que se realizan en la escuela. De esta manera, el docente decide cémo
gestionar la propuesta didactica y el manejo de los materiales didacticos en cada
seccion de las fichas que la comprenden.
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Figura V. Imagen de la propuesta diddctica y materiales anexos que
se proporcionaron a las docentes para llevar a cabo el pilotaje.

Al concluir la etapa de diseno de la propuesta didactica se realizd un acer-
camiento con las docentes para acordar la manera en que se llevaria a cabo
el pilotaje. Por ejemplo, cada educadora trabajaria con una ficha durante un
mes, con el fin de valorar su aplicaciéon. Se invité a las educadoras a poner
en practica el codiseno del material, al ajustar de acuerdo con su experien-
cia los materiales didacticos, las tareas de aprendizaje, instrumentos de
evaluacion y demas elementos que consideraran necesarios para la mejora
de la propuesta; de manera que pudieran apropiarse del recurso didactico y
a su vez, este proceso impactara en su formacion para la ensenanza de las
matematicas en preescolar.
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Figura VI. Imagen de la reunion con las docentes donde se
presento la propuesta didactica.

Finalmente, tomando como principal fuente de informacion las experiencias de
las docentes con la propuesta didactica se procedio con la ultima etapa del
proyecto de intervencién, centrando la atencion en la evaluacion de la propues-
ta para emitir una mejor version y proporcionar informacion que no solo bene-
ficie a la los involucrados, sino a futuras investigaciones.

RESULTADOS

Mediante las entrevistas con las educadoras que pilotaron la propuesta didac-
tica disenada, se recabd informacion sobre su estructura, el proceso de codisenio
que les implico el llevar los materiales didacticos a la practica y los resultados
que obtuvieron mediante su implementacion. Por tal motivo, la informacion se
presenta organizada en las tres categorias de analisis anteriormente descritas.

Con relacién a la estructura de la propuesta didactica, especificamente sobre
la claridad de la misma, los conceptos trabajados, las tematicas sugeridas y los
instrumentos de evaluacion que se incluyeron en cada una de las fichas, se
encontro que las educadoras valoraron su presentacion como concreta, ordena-
da, clara y especifica; por lo que es posible afirmar que hubo una orientacion
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adecuada para el manejo de los materiales didacticos. Lo anterior muestra
concordancia con los siguientes testimonios:

E3: “Todo me parecié muy ordenado, muy especifico y sobre todo ubicar las habilidades que
se van a favorecer en los nifios, eso me ayudo bastante’.

E2: "Me gusto que también venian las preguntas sugeridas para hacerle a los nifios”.

El:  ‘Todas las actividades como venian ahi estaban bien explicadas, también los materiales
estaban pues muy concreto y claro en las especificaciones”.

Con respecto al manejo de los conceptos formales, expresaron haber experimenta-
do complejidad para su abordaje, debido a no haberlos trabajado con anterioridad
y en un caso, por tratarse de alumnos de segundo grado. Algunos comentarios
fueron los siguientes:

E3: “En cuestion de la maduracion de mis ninos, creo que todavia el uso del numero es
un poco dificil” (Concepto formal: nimero).

E2: “Trabajé con un grupo de segundo, entonces, si se tuvo que, digamos, bajar un po-
quito de nivel” (Concepto formal: forma).

El: ‘Introducirlos como a esta parte de agregar y quitar niimeros fue un reto” (Concepto

formal: suma/resta).

En virtud de los testimonios de las docentes se puede apreciar la importancia que
las educadoras le otorgan al grado escolar para el manejo de los contenidos de
aprendizaje, de acuerdo con su experiencia, los preescolares requieren de mayores
niveles de desarrollo para lograr la apropiacion de los conceptos matematicos que
se plantearon, lo cual se observa en dificultades para llevar a cabo la realizacion
de las diferentes tareas de aprendizaje que se proponen en las fichas de trabajo.

En lo que respecta a las tematicas propuestas, se encontré un consenso
sobre la pertinencia de las mismas de acuerdo con el contexto en que se situa
el centro escolar y los intereses de los preescolares:

E3: ‘El mercado alld donde estamos es algo que ellos ven en su contexto” (Temdtica: El
Mercado).
E2: ‘Estuvo muy padre el que no se llamaba como tipicamente lo trabajamos de ‘las figu-

ras geometricas son estas cuatro, conocelas' y ‘édénde mas hay?, sino que lo vimos
de otra manera las cosas y senti que se vio mas como a la realidad de los ninos’
(Tematica: La Galeria de Arte).
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El: ‘Si se apego totalmente al contexto de los alumnos y creo que esto permitié también
que ellos mostraran mucho interés en hacer las actividades, incluso en algunas cosas
ellos sabfan mas que lo que yo les estaba compartiendo, ya todos tenian conocimien-
tos previos de esto, y si, por lo mismo creo que fue totalmente apegado a los intereses
de ellos y su realidad” (Temdtica: La Granja).

En lo que respecta a los instrumentos de evaluacion que se sugirieron en cada
ficha, tanto para la valoracion diagnostica como para la evaluacion procesual,
se encontré que el disefo de los mismos les resultd adecuado para orientar los
procesos de evaluacion, asi como para recabar informacion sobre los conoci-
mientos previos de los estudiantes. Ademads, de acuerdo con una educadora
existieron mas elementos en la ficha que le permitieron llevar a cabo la valora-
cion de las manifestaciones de sus alumnos:

El: “Conlos cuestionamientos y los puntos que venian en la parte de arriba me fui guiando
para hacer mis anotaciones e incluso también en los espacios que venian en las tareas
que se les dejaban a los nifos que se registraban tal cual las respuestas de los nifios”.

En la categoria de analisis sobre el codiseno en la practica docente, se recuperaron
las experiencias de las educadoras al momento de trabajar la ficha seleccionada
con los preescolares y sus familias. Se considera como un trabajo de codiseno
por la naturaleza de sus comentarios, orientados en la busqueda de la mejora de
la propuesta didactica; realizando énfasis en aquellos aspectos que considera-
ron funcionales y aquellos que podrian mejorarse o en su defecto, tuvieron que
ajustar al momento de implementar la ficha. Entre los principales hallazgos, se
encontré un consenso sobre las dificultades experimentadas en relacion con el
trabajo entre pares, principalmente por la falta de familiaridad con esta metodo-
logia de trabajo. Las siguientes afirmaciones pueden dar cuenta de ello:

E3: “Lo que mas me causo conflicto fue la organizacion en cuestion de los roles, en la or-
ganizacion de la dinamica para trabajar la ficha porque me impacientaba un poco, yo
queria observar, queria estar atenta, pero todavia mis ninos estan como muy depen-
dientes, y para todo estan ‘profe, profe’ y para todo requerian que estuviera cerca”.

E1:  “Viene muy claro como la comision de cada uno de los ninos, pero no sabia si tal cual
era trabajarlo de manera simultanea o cémo era que se tenia que llevar a cabo’.
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Como se puede apreciar, existe confusion sobre la manera en que esta
metodologia de trabajo podria ser implementada con los preescolares, posible-
mente como consecuencia del trabajo de formacion de conceptos numeéricos a
través de la articulacion lineal de la seriacion de contenidos, cuya ensenanza
tiende a la individualizacion y homogeneizacion, caracteristicas acordes con la
didactica piagetana (Talizina, 2001); en ese mismo sentido, el trabajo entre pares
fomenta el desarrollo de capacidades complejas, elemento no necesariamente
considerado dentro de la didactica piagetana. Por otra parte, dos educadoras
mencionaron que existieron otros factores que influyeron en la manera en que
propiciaron el trabajo entre pares: la baja asistencia de los estudiantes y por otro
lado la numerosa cantidad de estudiantes en el grupo. Ante ello, ambas educa-
doras realizaron ajustes en la cantidad de preescolares para la conformacion
de los equipos de trabajo y asignaron los roles disponibles de acuerdo con sus
necesidades de aprendizaje.

En adicion a lo anterior, se recuperaron las experiencias de las educadoras
con las diferentes tareas de aprendizaje en cada ficha de trabajo. Al respecto,
todas realizaron ajustes relacionados con la presentacion de los materiales de
apoyo que se sugerian para los preescolares. En cuanto a la funcionalidad de los
mismos, una educadora menciond que los preescolares con quienes aplicé la
ficha de trabajo utilizaron el material didactico sugerido de una manera diferen-
te a la esperada, es decir que los alumnos adaptaron el material de acuerdo a
sus necesidades:

E2: “Ellos tomaban el binocular y lo tenian asi (hace sefia de que lo estan observando por
la parte del lente), lo usaban mas bien como apoyo visual pero no se lo ponian, sino que
lo tenfan en su mano e iban buscando algtin objeto que se le pareciera (..) se lo ponian
para hacerlo en el salon, pero luego lo bajaban para comprobar que si era lo que esta-
ban viendo”.
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Figura VII. Imagenes sobre el uso de los

binoculares en la ficha “La Galeria de Arte”.

Nota: La imagen fue proporcionada por la
educadora en cuestion.

Por otra parte, otra educadora expres6 que uno de los materiales didacticos que
trabajo resultod funcional para sus estudiantes sin necesidad de realizar algun
ajuste:

E3: "Me gustaron mucho los cuadritos de los nimeros y las monedas atrds, fue muy funcio-
nal, lo utilizaban adecuadamente para establecer las comparaciones, checaban el pre-
cio en la etiqueta de la fruta y en la etiqueta grande”.

A proposito de los escenarios anteriores es importante reiterar que se buscé la
apropiacion de los materiales didacticos motivando a las educadoras a través
de la descripcion de las actividades a realizar los ajustes que consideraran
necesarios para atender las caracteristicas particulares de sus grupos. De tal
forma que el proceso de codiseno, ademas de coadyuvar a la renovacion de la
propuesta didactica mediante una nueva version sustentada en los resultados
del pilotaje, debe ser visto como un proceso continuo.

Finalmente, en relacion con los resultados de la propuesta didactica obtenidos
en el pilotaje, las educadoras mencionaron informacion relacionada con la motiva-
ciony el aprendizaje de los preescolares, asi como sobre el proceso de aprendizaje
entre pares que los alumnos experimentaron y la participacién de las familias.
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Si bien de este punto no es posible realizar alguna inferencia sobre el grado de
consolidacion de conceptos matematicos, entre los principales hallazgos, se en-
contré que todas las educadoras percibieron el interés y gusto en los preescolares
para realizar las tareas de aprendizaje propuestas en las diferentes fichas. Incluso,
dicha motivacion pudo ser percibida desde casa por parte de las familias en un
grupo, quienes lo expresaron con una de las educadoras:

El: “No me habian hecho ese tipo de comentarios como de ‘ay mi nifio esta bien interesado’
y eso si lo noté como algo nuevo y algo bueno, ellos mismos notaron el interés de los
ninos por estar trabajando esta tematica, estas actividades'.

Este escenario podria reflejar la importancia de considerar el entorno in-
mediato de los estudiantes a la hora de proponer situaciones de aprendizaje
dentro del aula. De tal forma que, la ficha “La Granja”, resultdé un tema de interés
para los preescolares que trabajaron con las tareas de aprendizaje que ahi se
proponen y, en consecuencia, podria ser un factor que incidiera en sus procesos
de aprendizaje.

S P

Figura VII. Producto de una tarea de aprendizaje en la ficha

‘La Granja’, elaborada por los preescolares y la educadora que la

implementd durante el proceso de pilotaje. Nota: La imagen fue
proporcionada por la educadora en cuestion.
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En contraparte, una educadora pudo observar que los preescolares experi-
mentaron dificultad para mantener la atencion prolongada en algunos momen-
tos, a pesar de haber percibido motivacion en ellos al trabajar con la ficha
seleccionada;

E3: “Fue un poquito dificil que mantuvieran la atencion (.) entonces traté de que fueran las
sesiones cortas y de que tuvieran la oportunidad de participar en el rol que les interesaba”

Lo anterior, de acuerdo con sus comentarios, se atribuye al hecho de que todos los
preescolares en el equipo se encontraban interesados en participar bajo el
mismo rol, por lo que tuvo que realizar ajustes para que pudieran hacerlo de
manera ordenada.

En cuanto a los resultados obtenidos relacionados con el aprendizaje de los
preescolares, todas las educadoras identificaron cambios en sus manifestaciones
al realizar una comparacion entre el inicio de la aplicacion de la ficha de traba-
joy al finalizar su implementacion:

El: “Creo que conforme avanzaron las actividades si logre ver un avance en ellos en cuan-
to a sus aprendizajes. Al principio se les dificultaba mucho el recordar cuantos huevos
produce cada gallina y al momento de plantearselos ya en un problema se les dificulta-
ba el cdmo conectar eso, pero ya al final casi la mayoria del grupo si lo lograba, entonces
si hubo un avance” (Concepto formal: suma/resta).

E3: “Logré observar y percatarme de ciertos aprendizajes en los nifios y cierfos cambios,
avanzaron mas en el conteo ordenado, en la correspondencia de las monedas, en esos
cuadritos que te digo que les sirvio mucho, donde estan los ndmeros y las monedas y
avanzaron también en la identificacion del numero” (Concepto formal: nimero).

E2: “En la actividad uno, la de 'las formas en mi entorno’ muchos se guiaron por el color, ya
ves que estd el binoculary en la parte de la figurita pues tiene distintos colores, ellos
iban a explorar pero decian, ‘es que es lo mismo’, porque era el mismo color de lo que
estaba en el salén, y yo de nuevo, pero mira la forma, mira los lados que tiene, y algunos
no, pero muchos otros si empezaron a encontrar distintos objetos que iban con esa fi-
gura del binocular y eventualmente si lograron encontrar, a lo mejor no todos, pero
aquellos que no lo lograron digamos que no lo logran en muchos temas” (Concepto
formal: forma).

De acuerdo con el primer testimonio, los preescolares lograron llevar a cabo
sumas y restas con materiales concretos, avanzando en la comprension de su
funcionalidad y los elementos que se necesitan para su operacién, que se
refleja en la capacidad de memorizar cuantos huevos produce una gallina
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para tomarlo como referencia al agregar o quitar elementos de acuerdo con
las consignas dadas en una tarea situada en un contexto real. En el caso del
concepto formal de numero, la educadora menciona cambios significativos
observables con respecto a la funcionalidad del signo (numeros) para realizar
actividades cotidianas como comprar o vender utilizando monedas, lo cual se
manifiesta en la mejora de habilidades como el conteo, representacién de
cantidades e identificacion de numeros escritos. En lo que respecta a la ultima
aportacion, se menciona que algunos preescolares avanzaron en discriminar
objetos de acuerdo con sus caracteristicas y las diferentes figuras geomeétricas
proporcionadas, guiados también por los cuestionamientos de la docente,
poniendo en practica el intercambio de saberes al confrontar sus conceptos
espontaneos y el concepto formal de forma al interactuar con el entorno. Si
bien, estos testimonios no demuestran un dominio de los conceptos formales
de numero, forma y suma/resta, representan un primer acercamiento desde su
funcionalidad en situaciones cotidianas que les resultan familiares. Por ello,
se considera que la exposicion prolongada con las tareas propuestas, guiadas
mediante el didlogo e intercambio con otros, eventualmente permitiria la inter-
nalizacion de los mismos y su posterior dominio.

Por otro lado, y de acuerdo con el ultimo testimonio, existieron preescolares
en los que no se observaron avances relacionados con su aprendizaje. Al res-
pecto, otra educadora expreso lo siguiente:

E3:  ‘Tengo ciertos casos de nifios que no logro ver avance, pero ahi depende ya de la ma-
duracion de los alumnos, son nifos que han venido bajitos desde un principio y los
cambios de ellos van muy lentos (.) son nifios que los papas no tienen tiempo para
atenderlos y se nota”.

Es importante mencionar que la participacién de las familias, especificamente
para el caso de los preescolares que se mencionan, podria haber sido un factor
que influye en el estancamiento de su desarrollo y sus procesos de aprendizaje.
La ficha de trabajo implementada comprendié tareas de aprendizaje en la sec-
cion de las familias para continuar con la apropiacién del concepto formal
desde casa, por lo que valdria la pena indagar con los padres de familia sobre
los resultados obtenidos en dichas tareas de aprendizaje y de esta manera
establecer con mayor sustento una correlacion.

EDUCACION MATEMATICA, VOL. 37, NUM. 2, AGOSTO DE 2025 35



Yolanda Montserrat Mejia Chavez, José Alfonso Jiménez Moreno

En contraparte, existieron casos donde los preescolares manifestaron avances
en habilidades o conocimientos relacionados a la tematica de la ficha presentada;
lo cual puede ser percibido mediante el siguiente comentario de una educadora:

E3:  ‘“Ciertos nifos ya lograban dar la feria [cambio], ‘esto te sobra’, ‘ve a comprar otra cosa,
ya empezaban a hacer ellos esa correspondencia y esa valoracion de ver que tienes
mas dinero y ve a ver qué mas te alcanza” (Tematica: EI Mercado).

De manera adicional, se recuper6 informacion sobre los resultados obtenidos al
propiciar el trabajo colaborativo dentro del aula, relacionada con el aprendizaje
entre pares. De acuerdo con dos educadoras, los preescolares con mayor domi-
nio del concepto formal o con mayor familiarizacion con las actividades lograron
apoyar a quienes presentaban dificultades para realizar las tareas de aprendi-
zaje propuestas en las fichas:

E2: “Entre los dos o tres nifios, yo apoyandome de quienes ya lo habian hecho el dia anterior
como que medio guiaran a los que no habian ido y se habian perdido la actividad (.)
cada quien tenia una imagen distinta cada equipo y entre los dos o tres nifos que eran
tomaban las figuritas para hacer los dibujos".

E1: “Algunos lograban hacer eso, apoyar a su companero y le ayudaban, decfan ‘mira, ocu-
pas tantas monedas), los que tienen mayor dominio lograban apoyar a los demas’.

Otro de los hallazgos mas relevantes consistié en el relato de una de las edu-
cadoras, al haber confrontado su percepcion sobre la manera en que habia
estado propiciando el trabajo entre pares en su practica diaria, reconociendo
que haber trabajado con la ficha seleccionada representd un reto tanto para
ella como para sus estudiantes:

E1: Yo no consideraba que fuera un area de oportunidad en mi grupo porque pues si habia
implementado otras actividades de que trabajan en equipo, pero creo que tal cual estas
actividades y estas fichas si propician el que sea un trabajo en colaborativo (.) fue un
reto, pero si se logré también al final".

Finalmente, se recab¢ informacion sobre la participacion de las familias median-
te la puesta en marcha de las tareas de aprendizaje en la seccion “familias” de
cada una de las fichas. Al respecto, dos educadoras manifestaron haber perci-
bido una participacion menor a la esperada:
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E3: ‘Tengo la verdad varios padres de familia que ambos trabajan y no tienen mucho tiem-
po, de hecho, no los veo, son ninos que van por ellos las niferas o cuidadoras, abuelitas,
entonces yo sé que para ellos es dificil apoyarlos, por eso te comentaba que no todos
cumplieron con la tarea (.) los que lo lograron hacer son los mas participativos’.

E2: “Yo me doy cuenta que ellos son los que hacen las tareas. Que si bien, se las fui pres-
tando para que las fueran haciendo con calma y todo, pero yo me doy cuenta (..) varios
no se esforzaban un poquito mas para profundizar ya sea porque ellos tampoco cono-
cen tanto la informacion o porque no tienen ganas, entonces hubo pocos donde se veia
reflejado el trabajo del nifo".

Como se menciona en parrafos anteriores, este panorama podria ser un deto-
nante en los resultados de aprendizaje de los preescolares que las educadoras
percibieron como imperceptibles o inexistentes. Desde este planteamiento, resul-
taria interesante analizar la relacion existente entre el contexto escolar y el
entorno familiar de los preescolares para impulsar el desarrollo de su pensa-
miento matematico y niveles de aprovechamiento académico en el campo dis-
ciplinar de matematicas.

DISCUSION Y CONCLUSIONES

Como se puede apreciar, el presente proyecto de intervencion provee elementos
novedosos, por el enfoque tedrico que lo sustenta, los contenidos de aprendiza-
je que se proponeny los destinatarios (docente, alumnos y familias, de manera
conjunta); componentes que le distinguen de los materiales didacticos distribui-
dos por la SEP para todo el sistema educativo. En cuanto al objetivo de la inter-
vencion educativa, que consistio en disenar una propuesta didactica que
proporcionara tanto a las educadoras, como a sus alumnos y familias elementos
para favorecer el pensamiento matematico, aprovechando los postulados vigots-
Kianos en materia de la ZDPy la interaccion social; conforme a los resultados
obtenidos en el pilotaje de la misma, se puede afirmar que se alcanzo el pro-
posito trazado.

Asimismo, se retomaron los planteamientos de Sanchez y Garcia (2021)
respecto a la importancia del vocabulario, como elemento base para la com-
prension y resolucién de problemas matematicos. La propuesta centré sus
objetivos en tres conceptos matematicos: numero, forma y suma/resta como
metas de aprendizaje. Las educadoras manifestaron haber experimentado
complejidad para su abordaje, a pesar de recibir una orientacion clara sobre
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cdémo trabajarlos dentro del aula propiciando el didlogo, con preguntas clave.
Ello podria dar cuenta de la necesidad de un vocabulario informal (aludiendo
a los conceptos espontaneos) con los cuales establecer asociaciones para tener
referencias que les permitan conectar sus saberes previos con los conceptos
formales que la escuela propone. Es aqui donde se realza la importancia que
el entorno familiar representa en los procesos de desarrollo de los infantes,
puesto que estos agentes podrian posibilitar o limitar la adquisicion de un
bagaje cultural (representado en este caso, como un vocabulario amplio y
variado) que le permita establecer relaciones entre sus experiencias y conoci-
mientos y los contenidos o metas de aprendizaje que la escuela propone. En
el mismo sentido, desde la perspectiva historico-cultural, el lenguaje se erige
como la herramienta intelectual mas relevante para el desarrollo psicologico,
ya que favorece la internalizacion; es decir, el transito de las funciones psico-
logicas desde el plano social, hacia el individual. De acuerdo con Vygotsky
(2006), esto es crucial para lograr una convergencia entre los conceptos for-
males e informales, por lo que el rol de las familias puede ser determinante
en los procesos de escolarizacion de las matematicas y en sus procesos de
aprendizaje en general.

Ahora bien, el considerar como objetivos de aprendizaje los conceptos mate-
maticos de numero, forma y suma/resta, representa a su vez la oportunidad de
ampliar las posibilidades de actuacion de los docentes en educacion preescolar
para ensenar matematicas. Lo anterior, debido a que brinda mayores oportunida-
des para proponer un abordaje centrado en la funcionalidad de las matematicas,
partiendo de elementos de su contexto y de sus saberes, sin importar su edad o
grado escolar, propiciando la colaboracion y la puesta en marcha de la ZDP, asi
como reconociendo el rol de las familias en el proceso de ensenanza-aprendizaje.
De tal forma, se estaria pasando de un enfoque normativo y lineal, centrado en
el manejo de técnicas o procedimientos especificos acordes a un tiempo y edad
determinado y secuencial, a la aplicacion misma de la matematica en la vida
diaria y en la comprension de su funcionalidad. La viabilidad de esta premisa
radica en las manifestaciones percibidas por las educadoras en sus estudiantes
y en las familias de los mismos, traducido en el incremento en la motivacion de
los alumnos para aprender matematicas bajo esta perspectiva tedrica, tal y como
concluyeron Mujica y Marquez (2022) en su estudio.

En adicion con lo anterior, se espera que, mediante la implementacién pro-
longada de estos materiales didacticos, los docentes de educaciéon preescolar
puedan introducirse a nuevas practicas que impacten de manera directa en el
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proceso de ensenanza-aprendizaje de sus estudiantes, favoreciendo el trabajo
colaborativo entre pares y con las familias. Para ello, se motiva a dichos actores
a poner en practica el codisefio de los materiales didacticos de manera indefi-
nida; y que, de manera gradual y organica puedan incorporar elementos de la
teoria historico-cultural en su practica para favorecer el pensamiento matema-
tico con los preescolares a su cargo. A su vez, este proceso permite pasar de la
reproduccion del discurso Matematico Escolar a la problematizacion de la mate-
matica escolar (Reyes-Gasperini, 2016), avanzando en practicas que permitan
otra manera de relacionarse con el conocimiento matematico escolar asumien-
do liderazgo y autonomia.

La pandemia por la Covid-19 evidencio la gran influencia del espacio escolar
como una oportunidad para desarrollar el aprendizaje de los estudiantes, espe-
cialmente en el campo disciplinar de matematicas. Por ello, se resalta la necesidad
de planificacion de estrategias y uso de materiales didacticos que promuevan la
convivencia, asi como la internalizacién de las funciones psicoldgicas superiores.
Asimismo, y de acuerdo con las percepciones de los sujetos participantes, se dio
cuenta de la importancia de ofrecer oportunidades de interaccion social entre pares
como una estrategia metodoldgica en el proceso de ensefanza-aprendizaje. Por tal
motivo, el trabajo colaborativo podria representar una modalidad de trabajo viable
para el desarrollo del pensamiento matematico en preescolares. Sin embargo, para
implementar esta estrategia didactica de manera adecuada, debe ser vista como una
metodologia; es decir, debe ser considerada mas alla de cuestiones organizativas
a la hora de implementar las actividades escolares, asignando roles especificos
a cada estudiante y ubicando a los mismos de acuerdo con sus habilidades y
conocimientos previos. Lo anterior, como una forma de abonar a las dificultades
que podrian experimentarse durante la puesta en marcha de esta metodologia,
como se menciona en Albarran (2022), que responden mayormente a cuestiones
de organizacion para su ejecucion.

En cuanto a las limitaciones enfrentadas al desarrollar el proyecto, giran en
torno al marco historico contextual en que se situd, ya que durante la fase
diagnostica el centro escolar se encontraba implementando la ERE; por lo que
al momento en que se procedid con el diseno de la propuesta didactica para la
fase de intervencion se encontraban en los primeros meses de haber regresado
a la escuela presencial, mientras que en el pilotaje de la misma a casi el térmi-
no del ciclo escolar en cuestion. Por tal motivo, se considera que los cambios en
la modalidad escolar ofertada por la unidad receptora podrian haber influido en
los resultados obtenidos.
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Finalmente, mediante los resultados obtenidos en la fase de intervencion
educativa, se pudo percibir que la perspectiva histérico-cultural representa un
reto para el trabajo de la matematica escolar en las aulas de educacion prees-
colar, por lo que la transicién de una ensenanza de las matematicas desde el
saber matematico representa un desafio a enfrentar. No obstante, es importante
reconocer la existencia de una necesidad latente por intervenir con respecto a
la manera en que se ha abordado esta disciplina de manera historica, puesto
que, mediante pruebas estandarizadas y de manera regular en las aulas, sigue
existiendo un nivel de aprovechamiento inferior al esperado, previo a la pande-
mia (como se identifico en el Programa Operativo Anual de Baja California) y
posterior a ella; de acuerdo con la valoracion diagndstica realizada previo a la
intervencion en el centro escolar participante (Mejia et al, 2024). De tal forma,
la presente intervencion educativa constituye una aproximacion a practicas
fundamentadas en el redisefno del discurso matematico escolar, buscando el
empoderamiento docente y la problematizacion de los contenidos curriculares
(Reyes-Gasperini, 2016) correspondientes al campo formativo de pensamiento
matematico para la educacion preescolar.
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Resumen. Se compara la construccion de un sistema representativo de datos
cuantitativos en condicion individual y diadica, en sexto y séptimo grado. El
proposito es analizar las posibilidades que plantea una condicion con respec-
to a la otra. El estudio tuvo dos fases: individual (n=102) y diadica (n=40). La
tarea proponia, a partir de un conjunto primario de datos, construir una tabla
que vinculara las frecuencias de dos variables: grado (cualitativa nominal) y
altura (cuantitativa discreta). Se analizé: (a) el tipo y nivel de formato represen-
tativo producido en condicion individual y diadica; (b) el sistema
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representativo producido por la diada y su relacion con las producciones indi-
viduales previas de sus integrantes. Se observd baja proporcién general de
formatos tabulares (<10%) y predominancia de listas, especificamente, basadas
en intervalos de altura (58.8% individual: 75.0% diadico). Se corrobora la dificul-
tad que plantea construir tablas como forma de ordenamiento de datos cuan-
titativos cruzados, observada en otros antecedentes. Aun asi, el trabajo diadico
(colaborativo), comparado con el individual, se asocié con una mayor proporcion
de producciones avanzadas, lo cual coincide con una perspectiva sociocons-
tructivista del conocimiento.

Palabras clave. Alfabetizacién estadistica; Tablas; Listas; Sistemas externos de
representacion; Interaccion entre pares; Transnumeracion

Abstract. The study aims to compare the construction of a representative system
for quantitative data in individual and dyadic conditions among sixth and
seventh-grade students. The purpose is to analyze the possibilities that one
condition presents in relation to the other. The study comprised two phases:
individual (n=102) and dyadic (n=40). The task involved constructing a table
linking the frequencies of two variables, based on a primary set of data: grade
(nominal qualitative variable) and height (discrete quantitative variable). The
analysis included: (a) the type and level of representative format produced; (b)
the representational system produced by the dyad and its relation to the prior
individual productions of its members. A low overall proportion of tabular formats
was observed (<10%) with a predominance of lists, specifically based on height
intervals (58.8% individual; 75.0% dyadic). The difficulty involved in constructing
tables as a way of organizing cross-tabulated quantitative data, as observed in
previous studies, is confirmed. Nonetheless, dyadic (collaborative) work,
compared to individual work, was associated with a higher proportion of
advanced productions, which is consistent with a socio-constructivist perspective
of knowledge.

Keywords. Statistical literacy: Tables; Lists; External representation systems; Peer
interaction; Transnumeration
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INTRODUCCION

El estudio de tablas y graficos estadisticos constituye un objeto de interés para la
investigacion educativa (Estrella et al, 2017). La comprension de tablas y graficos
es un punto central dentro de la ensenanza actual, por la exposicion permanen-
te de los estudiantes a diversos tipos de informacion provenientes de medios y
redes sociales. Interpretar, construir, utilizar y comunicar tablas o graficos no solo
constituyen competencias estadisticas basicas, sino también requisitos cruciales
para la vida social contemporanea, caracterizada por la abundancia de datos y
noticias ambiguas (Gal, 2022; Gal y Geiger, 2022). Asi, las tablas y graficos cons-
tituyen objetos culturales (Arteaga et al, 2011), cuya apropiacion critica es clave
para la formacion de una educacion ciudadana o estadistica civica (Engel, 2019;
Gal, 2002; Geiger et al, 2023).

Desde una mirada psicoldgica, las tablas y graficos constituyen sistemas
externos de representacion, es decir, herramientas que facilitan y organizan el
pensamiento (Marti, 2009). Desde una perspectiva interaccionista (Andersen
et al, 2009; Pozo, 2017), el conocimiento se produce a partir de mediaciones
representacionales objetivas y materiales aportadas por la propia cultura. Dichas
mediaciones se corresponden con aquellos dispositivos culturales que soportan
y extienden las funciones mentales, y que se constituyen como un elemento
intrinseco de dichos procesos. Precisamente, las tablas y graficos son ejemplos
de tales dispositivos culturales.

El presente trabajo se interesa especialmente por un tipo particular de tablas,
que son las tablas estadisticas (Lahanier-Reuter, 2006). Si bien existe una creen-
cia generalizada sobre la simplicidad que implicaria interpretar o construir una
tabla estadistica, la identificacion de diferentes procesos cognitivos involucrados
sugiere un mayor grado de complejidad (Marti et al, 2011). A su vez, las tablas
estadisticas tienen una relacion directa con el conocimiento cientifico, en tanto
constituyen una de las formas privilegiadas de representacion de conceptos
abstractos y de los datos producidos en la investigacién (Pallauta et al, 2021).
En el caso especifico de Argentina (el contexto sociocultural del presente traba-
jo), los nucleos prioritarios de aprendizaje (Ministerio de Educacion, 2011a,
2011b) incluyen, desde los ultimos grados de primaria, contenidos relativos con
la lectura de tablas y graficos estadisticos.

Este estudio retoma el proposito de analizar la construccion de tablas como
formas de ordenamiento de datos primarios. En la literatura, dicho proceso fue
abordado principalmente en contexto de resolucion individual, es decir, un
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sujeto trabajando de manera solitaria. Este trabajo aborda dicho proceso en un
marco intersubjetivo (especificamente, entre pares), lo cual es menos considera-
do en las investigaciones, a pesar de que en la actualidad es habitual el traba-
jo en equipo en las aulas. La consigna solicita, a estudiantes de sexto y séptimo
grado, construir una tabla que combine las frecuencias de dos variables, pre-
sentes en un conjunto mayor de datos primarios. En este marco, se plantean las
siguientes interrogantes: équé tipos de formatos representacionales se producen?
¢Estas producciones presentan variaciones seguin ocurran en condiciéon indivi-
dual o diadica (con un companero/a)? éDe qué manera se integran las produc-
ciones iniciales de cada sujeto en la posterior produccién diadica?

El estudio propone dos objetivos. El primero, es comparar la construccion de
un sistema representativo de datos cuantitativos en condicion individual y diadica.
El sequndo, es indagar la relacion entre la produccion diadica y las producciones
individuales de los sujetos. Ambos objetivos refieren a estudiantes de sexto y séptimo
grado de primaria que trabajaron en una consigna que solicitaba construir una
tabla que vincule las frecuencias de las categorias de dos variables (coincidencia
implicita con la nocion de tabla de contingencia). A pesar de esta instruccion es-
pecifica, a literatura sugiere que es esperable que los sujetos produzcan diferentes
tipos de sistema de ordenamiento de datos, mas y menos analogos al formato
convencional de una tabla de contingencia (Marti et al, 2011).

MARCO TEORICO
LAS TABLAS ESTADISTICAS COMO SISTEMAS EXTERNOS DE REPRESENTACION

La apropiacion cognitiva de tablas y graficos se vincula con el concepto de
alfabetizacién grafica (Balchin y Coleman, 1966; Pérez-Echeverria et al, 2010;
Postigo y Lépez-Manjén, 2015), lo que refiere a la capacidad para leer, compren-
dery construir representaciones visuales, es decir, para comunicar informacion
que no puede transmitirse de forma eficaz mediante palabras o simbolos mate-
maticos. Las tablas y graficos, al igual que otros soportes, han sido entendidos
como sistemas externos de representacion, que poseen una materialidad y espe-
cificidad inherentes, incluso irreductibles a los procesos cognitivos internos de
referencia (Marti, 2009). Esto implica pensarlos como auténticas herramientas y
soportes del pensamiento (Pérez-Echeverria et al, 2010; Vygotsky, 1931/1988), lo
que trasciende una funcién de facilitacion del conocimiento, para ser pensados
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como elementos intrinsecos de este. La apropiacion de estos sistemas represen-
tacionales implica un proceso de reconstruccion, que —a su vez- repercute en
las propias posibilidades cognitivas internas del sujeto (Pozo, 2017).

La apropiacion de un sistema externo de representacion puede vincularse
con tres procesos cognitivos basicos y complementarios: su lectura (o compren-
sién), su produccion y su uso (Marti, 2009). A nivel conceptual, existe un con-
senso general sobre los posibles niveles de lectura de graficos, basado en
Curcio (1989): nivel 1, describir (leer los datos); nivel 2, interpretar (leer entre los
datos); nivel 3, inferir (leer mds alld de los datos). A esto se puede agregar un
nivel 4, vinculado con una lectura critica del sistema y vinculada al contexto (leer
detrds de los datos; Shaughnessy, 2007). Estos niveles pueden extrapolarse a la
lectura de tablas (Batanero, 2001).

El concepto de tabla estadistica refiere a una estructura grafica rectangular
bidimensional, integrada por filas y columnas, que permite representar los datos
de una o mas variables, y la relacion entre estas (Estrella, 2014). Por lo general,
dichas representaciones se basan en la combinacion de elementos categoricos
(como las categorias de variable) y cuantitativos (por ejemplo, valores de frecuencia
correspondientes). Dentro de esta generalidad, es posible diferenciar tres tipos de
tablas estadisticas (Lahanier-Reuter, 2006 Pallauta et al, 2022a). La tabla de datos
coincide con la nocién clasica de matriz de datos. Cada fila contiene la informacion
de un caso, excepto la primera que generalmente contiene las etiquetas de la o
las variables consideradas. Cada columna contiene la informacion de una variable
(excepto la primera que generalmente se utiliza para identificar cada caso). Por su
parte, la tabla de distribucién de una variable representa los valores de frecuencia
de cada modalidad. La primera columna muestra las categorias de la variable.
La o las columnas restantes pueden referir a diferentes tipos de frecuencia (por
ejemplo, absolutas, relativas, acumuladas, etc), e incluir una columna final derecha
con los totales. Por ultimo, la tabla de doble entrada representa la relacion cruzada
entre las frecuencias de dos variables, en general, categdricas. En este sentido,
también se la entiende como una tabla de contingencia, aunque esta también
puede combinar mas de dos variables.

En la tabla de doble entrada, una variable se representa en las filas y la otra
en las columnas, permitiendo observar la relacion entre ellas y analizar su dis-
tribucion conjunta. Las celdas contienen los valores de frecuencia resultantes
del cruce de las correspondientes categorias de las variables. Ademas, presenta
celdas marginales con los totales de frecuencia, por fila, por columna y genera-
les. Las tablas de doble entrada son una representacion tabular importante, pues
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permiten visualizar y conectar la estadistica descriptiva con las propiedades
elementales de probabilidades (Calderon Torres et al, 2023). Ademas, permiten
interpretar la posible relacién entre las variables categoricas.

LAS TABLAS EN LA ALFABETIZACION ESTADISTICA Y EL PENSAMIENTO
TRANSNUMERATIVO

El concepto de alfabetizacion estadistica refiere a un conjunto de dimensiones
(competencias) relacionadas con el manejo de datos estadisticos, que incluyen
el muestreo de unidades, la representacion de datos, su reduccion, analisis de
probabilidades, de inferencia, de variacion y el pensamiento critico en la toma
de decisiones (Schield, 2006; Watson, 2009; Watson y Callingham, 2003). Parti-
cularmente, la lectura, interpretacion y construccion de tablas estadisticas (Gea
et al, 2022; Pallauta et al, 2023) son parte de la dimension ‘representacion de
datos’(Callingham y Watson, 2017; Schield, 2011; Watson y Smith, 2022). Las
tablas sirven como herramientas efectivas para resumir, organizar, comunicary
analizar datos (Estrella et al, 2017; Garfield y Gal, 1999; Pallauta et al, 2022a).

También, la lectura y construcciéon de tablas cuantitativas son parte del pen-
samiento estadistico (Wild y Pfannkuch, 1999). Desde esta perspectiva, una de
las dimensiones del pensamiento estadistico son los “tipos fundamentales del
pensamiento estadistico” (p. 227), y como parte de esos tipos se encuentra la
transnumeracion de datos. Esta remite al cambio entre representaciones de datos
para obtener una mayor comprension del fenémeno a investigar (Chick, 2004;
Chick et al, 2005; Estrella y Olfos, 2015). Chick (2004) postula un conjunto de
diez técnicas transnumerativas, cada una de las cuales implica algun cambio
en la representacion. A continuacion, se mencionan las mas relevantes para este
trabajo. Clasificacion: los datos se organizan segun un criterio (no surgen nue-
vas variables). Agrupacion: los datos se agrupan seguin un criterio, como inter-
valos de clase; esto genera una nueva variable derivada de la original. Seleccion
de subconjunto: se elige un subconjunto especifico de datos para lograr mayor
comprension. Cambio de tipo de variable: una variable numérica se presenta en
téerminos categoricos, o una categoria se presenta en términos numéricos u
ordinales. Cdlculo de frecuencias: se determinan las frecuencias de las categorias
o0 valores de una variable; las frecuencias se pueden considerar como una nue-
va variable. Cdlculo de proporciones: frecuencias en relacion con un total, crean-
do una nueva funcién variable. Graficacion: se grafican algunas o todas las
variables (en la forma actual).
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Chick y Watson (2001) también proponen tres niveles en la produccion de
tablas y graficos: uniestructural, centrado en un aspecto particular del conjunto
de datos o un subconjunto; multiestructural, enfocado en varios aspectos de
informacion, a menudo de manera secuencial, por ejemplo, representando una
sola variable; relacional, que implica la comprension integrada de las relaciones
entre diferentes aspectos de la informacion, por ejemplo, realizando una tabla
de doble entrada.

APRENDIZAIE A TRAVES DE LA INTERACCION ENTRE PARES

Desde una perspectiva socioconstructivista, la interaccién con otro/s constituye una
experiencia central para la construccion del conocimiento (Doise y Mugny, 1984;
Vygotsky, 1931/1988). Asi, el sentido de estudiar la apropiacion cognitiva de tablas
estadisticas en un marco interactivo trasciende un cambio de escenario social y
toma un significado tedrico especifico. Tradicionalmente, una visién constructivista
clasica propone un concepto de experiencia que iguala la manipulacion solitaria
de los objetos fisicos y la interaccion con los demds, como factores del desarrollo
cognitivo y de la construccion de conocimiento (Piaget, 1950/2001). En cambio,
una posicion socioconstructivista sostiene una diferencia cualitativa entre las dos
formas de experiencia mencionadas, claramente en favor de la segunda (Psaltis
etal, 2009). Los contextos de interaccién con otros/as, ya sea el adulto y los pares,
serfan ambitos propicios para la construccion de conocimiento, porque los demas
aportan puntos de vista alternativos al del propio sujeto, generando un proceso
de descentracion y posterior reestructuracion cognitiva, o porque se generarian
procesos de negociacién compartida de significados. Por contrapartida, cuando
un sujeto trabaja de manera individual con un objeto (sin mediacién de otro), si
bien son posibles ciertas reestructuraciones cognitivas, estas no poseerian el nivel
de profundidad alcanzado cuando el entorno es social (Castellaro y Peralta, 2020;
Doise y Mugny, 1984; Vgotsky, 1931/1988).

El trabajo con otro/s o intersubjetivo puede conceptualizarse de dos maneras,
segun la distincién propuesta por Mejia-Arduz et al. (2018). Por un lado, el estar
con otro/s puede entenderse como un proceso de negociacion entre posiciones
individuales para llegar a un acuerdo. Asi, este logro implica una tensién o
conflicto entre las propias posiciones epistémico-sociales de los sujetos que
interactuan, cuya resolucion exige un consenso basado en el intercambio de
argumentos. Por otro lado, el trabajo intersubjetivo puede conceptualizarse como
un proceso de complementacion interpersonal, que emerge a partir de Ia
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co-construccion de un campo de significacion compartida, de caracter irreduc-
tible a las individualidades de quienes interactuan. Esta segunda conceptuali-
zacion coincide mayormente con la nocion de colaboracion.

El presente trabajo asume una posicion tedrica que marca una diferencia cua-
litativa entre interaccion social y trabajo individual. Asi, una unidad social, aunque
sea minima como una diada, resulta emergente e irreductible con respecto a los
individualidades que la integran (Rogoff, 2003; Wertsch, 1998). En términos figura-
dos, el trabajo conjunto entre un “Sujeto A"y un “Sujeto B" implica una “Diada C', y
no simplemente a una “Diada AB’. Lo anterior fundamenta el sentido de comparar
la producciéon de un sistema representacional estadistico en contexto individual
(lo predominante en la literatura) y producirlo junto a otro/a, como ocurre en una
diada. Precisamente, lo segundo es lo menos atendido en la literatura.

ANTECEDENTES

LA LITERATURA PREDOMINANTE: APROPIACION DE TABLAS ESTADISTICAS COMO
PROCESO INDIVIDUAL

El trabajo forma parte de un proyecto de investigacion mas amplio, cuyo propo-
sito es el estudio de los procesos de apropiacion de tablas estadisticas dentro
del marco de interaccion entre pares. La mayoria de los estudios analizaron este
proceso en condicion individual, es decir, un individuo trabajando de manera
solitaria. A su vez, estos estudios se enfocan predominantemente en su lectu-
ra y refieren a diferentes niveles educativos: preescolar (Ruesga et al, 2005),
primario (Estrella y Estrella, 2020; Gabucio et al, 2010; Sepulveda et al, 2018),
secundario (Gabucio et al, 2010; Gonzalez et al, 2021; Pallauta et al, 2022b;
Pallauta et al, 2023) y superior (Canadas et al, 2013; Garcia-Garcia et al, 2019).

La construccion de tablas (y graficos) ha sido menos abordada que su lec-
tura. Un antecedente clave es Marti et al. (2011), quienes estudiaron la produc-
cion individual de tablas de doble entrada a partir de una lista de datos
primarios, en estudiantes catalanes de quinto y sexto (de primaria), séptimo y
octavo (de secundaria). Los datos basicos a ordenar referian a un grupo escolar
ficticio, ordenado en forma de lista (también podria considerarse como tabla o
matriz de datos, siguiendo la clasificacion antes mencionada). El conjunto de
datos primarios estaba integrado por 25 nombres de estudiantes, el ndmero
ordinal de cada uno dentro de su clase, su edad y su altura. La consigna
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solicitaba construir una tabla que indicara cuantos nifos y cuantas ninas (varia-
ble nominal género) median menos de 130 cm, cuantos median entre 130y 149
cm, cuantos median entre 150 y 169 cm, y cuantos eran mas altos que 169 cm
(intervalos de una variable continua, recodificada en intervalos).

Aunque la consigna solicitaba construir una tabla que vinculara dos varia-
bles, lo cual coincidiria a priori con un formato de tabla de doble entrada, los
sujetos realizaron diversos tipos de producciones. Esa diversidad respondio a
dos formatos basicos: listas y tablas. Desde esta perspectiva, una lista se carac-
teriza por presentar informacién en una manera secuencial y lineal; enumera
una serie de elementos; estos se organizan con base en una unica dimension
espacial, que puede ser horizontal (por ejemplo, dividiendo los elementos con
comas o guiones) o vertical (por ejemplo, con guiones verticales). Entre las listas,
Marti et al. (2011) subdiferenciaron aquellas sin un criterio de agrupacién defini-
do, ordenadas segun género, ordenadas segun intervalos de altura, ordenadas
segun género y altura. Por su parte, el objeto “tabla” presenta informacién en una
manera combinada o cruzada; no enumeran sino que combinan valores de
recuento de categorias; se organizan con base en la combinacion de las dimen-
siones horizontal y vertical; implica un mayor nivel de seleccién y sintesis que la
lista. Entre las tablas se diferenciaron dos tipos principales: tablas cruzadas con
los nombres de los casos en sus celdas y tablas cruzadas que contenian valores
de frecuencia en las celdas (de doble entrada, en sentido estricto).

De manera complementaria, Marti et al. (2011) plantearon una relacion entre
tipos especificos de produccion y niveles de competencia en el dominio de ese
proceso. El criterio de base fue el nivel de ajuste de la produccién a la consigna
de la tarea (diferenciar intervalos de altura), lo que permitié distinguir entre
producciones correctas e incorrectas. Las correctas fueron los dos tipos de tabla,
y dos tipos de lista, ordenadas segun intervalos de altura y segun género y
altura. Las demas producciones se consideraron como incorrectas. Uno de los
principales resultados del estudio fue que la distribucion de formatos producidos
no vario significativamente entre los grados educativos considerados. Esto indi-
caria el importante desafio cognitivo que implica la construccién de una tabla
cruzada de datos. Mas alla de que la consigna indique construir una tabla que
combine las frecuencias de dos variables (tabla cruzada), en muchos casos se
producen sistemas alternativos cuyo formato se aleja del “ideal” o “esperado’”.

Estrella y Estrella (2020) analizaron la produccion de listas y tablas en suje-
tos mas jovenes, de tercer grado de primaria. El estudio se dio en el marco de
una clase cuyo objetivo era ordenar y organizar datos para obtener informacion
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sobre un contexto determinado. Para ello, se propuso un tema que resultara de
interés para los estudiantes, relativo a las colaciones que estos y estas habian
consumido el dia previo a la leccién. En base a la informaciéon brindada por
cada estudiante, los profesores disefaron una lamina que contenia un dibujo
representativo de la colacion que cada uno habia consumido, es decir, habia
tantos iconos como alumnos/as (30). A partir de esa lamina inicial, se propuso
una consigna de trabajo, consistente en ordenar y organizar los datos relativos
a las colaciones para que los nifios/as determinaran si su alimentacion era
saludable o no. También aqui se identificaron diferentes tipos de produccion,
listas y tablas, predominando las primeras (77%). En este caso, se tratd de una
tarea con una consigna mas abierta que la propuesta por Marti et al. (2011), ya
que no especificaba la construccion de un formato particular (tabla) sino que
ello quedaba a criterio de los propios estudiantes.

Pallauta y otros también analizaron la construccion de tablas en estudiantes
espanoles de nivel secundario. Un ejemplo de estas tareas consistia en interpretar
un diagrama de barras que reportaba informacién sobre el sexo y tipo de deporte
preferido de un grupo de casos (Pallauta et al, 2021). Con base en esa informacién,
los estudiantes debian registrar las frecuencias absolutas cruzadas correspondientes
en las celdas de un sistema tabular predefinido. Casi la mitad de los estudiantes
tradujo correctamente un grafico de barras dobles a una tabla de contingencia. En
esa tarea, el principal conflicto semidtico observado fue el calculo incorrecto de las
frecuencias marginales. Ademas, aunque cerca del 40% de los estudiantes justifico
correctamente una afirmacion utilizando los datos del grafico, alcanzando asi el nivel
superior de lectura del grafico y la tabla, solo una minoria logré ese nivel cuando la
pregunta requeria conocimiento del contexto. En otro estudio, Pallauta et al. (2022c)
analizaron la construccion de tablas univariadas, donde se requeria registrar fre-
cuencias absolutas y relativas de las categorias de una variable. Aunque la mitad
de los participantes logré un correcto calculo de las frecuencias absolutas, solo 15%
lo alcanzd con respecto a las frecuencias relativas. También identificaron diversos
conflictos semidticos como la confusion entre frecuencias relativas, porcentuales
y absolutas, asi como procedimientos erroneos en el calculo de estas frecuencias.

A pesar de la relevancia de estos antecedentes, debe establecerse una dife-
renciacion con respecto a Marti et al. (2011), Estrella y Estrella (2020) y el estudio
que aqui se presenta. En estos ultimos interesa especialmente captar la produc-
cion “espontanea’ o “desde cero” del sistema representativo (por ejemplo, con
formato de tabla). Por tal motivo, tiene sentido diferenciar, entre producciones
tipo lista o tablas. En cambio, en los estudios de Pallauta y colaboradores
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(Pallauta et al, 2021; Pallauta et al, 2022¢), “construccién” se entiende como un
proceso que ocurre sobre un formato tabular de base (filas, columnas y celdas)
ya aportado por la propia consigna de la tarea. En dichos antecedentes, el foco
estuvo en analizar la traduccién de los datos presentes en un grafico hacia una
tabla, en forma de valores de frecuencia, pero no incluia la creaciéon del forma-
to base, como se propone en el presente estudio.

APROPIACION COGNITIVA DE TABLAS ESTADISTICAS EN EL MARCO DE INTERACCION
ENTRE PARES

En relacion con los contextos interactivos entre pares, hay antecedentes relativos
a la lectura de tablas de doble entrada, en diadas de estudiantes de sexto y
séptimo grado (Castellaro et al, 2023, 2024; Castellaro y Roselli, 2019, 2020,
2022). Estos trabajos parten del supuesto de Curcio (1989), quien propone cua-
tro niveles de lectura grafica, ya mencionados mas arriba, y que aqui se aplican
a las tablas. La tarea de lectura de la tabla de doble entrada estuvo inspirada
en la propuesta por Gabucio et al. (2010). Castellaro et al. (2023, 2024) y Caste-
llaro y Roselli (2019, 2022) se han ocupado especialmente de analizar las varia-
ciones de la propia interaccion sociocognitiva durante la lectura colaborativa de
una tabla de doble entrada. Entre los principales hallazgos figura la influencia
de la composiciéon sociocognitiva de la diada (simetria-asimetria entre las com-
petencias especificas de los sujetos) sobre la dinamica interactiva (Castellaro et
al, 2023, 2024); los efectos de la afinidad sociofectiva o amistad, como regula-
dora de las asimetrias relacionales que puedan darse durante la interaccion
(Castellaro y Roselli, 2019); la influencia del nivel de dificultad de los items sobre
la ocurrencia de situaciones de conflicto sociocognitivo, y su posterior resolucién
de manera relacional o epistémica (Castellaro y Roselli, 2022).

Por su parte, Castellaro y Roselli (2020) estudiaron diferentes modalidades
de integracion entre las perspectivas individuales de los sujetos y la perspec-
tiva construida posteriormente por la diada, sobre la lectura de la tabla de
doble entrada. En otros términos, analizaron cémo se traslada la posicidn
individual de cada uno de los sujetos sobre el problema, a la posicién colec-
tiva construida luego por ambos. Los resultados mostraron la superioridad del
desempeno diadico sobre el individual, en términos del nivel de lectura de la
tabla. También se identificaron diferentes modalidades de integracién entre
lectura individual y diadica. Por ultimo, se observd la influencia del nivel de
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complejidad del item y de la composicion sociocognitiva de la diada sobre
modalidades especificas de respuesta construidas por esta.

Los antecedentes mencionados en este subapartado abordaron la lectura de
una tabla de contingencia ya construida, en un marco de interaccion entre pares.
El presente trabajo se diferencia de los anteriores en que se estudia un proceso
distinto, como es la construccion de un sistema tabular, como forma de ordena-
miento de un conjunto primario de datos. Incluso, podria postularse que construir
una tabla resultaria mds demandante que leerla (Salsa y Gariboldi, 2018) porque
lo primero implica necesariamente lo segundo, pero no de manera inversa.

METODO
PARTICIPANTES

El estudio tuvo dos fases: individual y diadica (se describen en el siguiente
subapartado). En la fase individual participaron 102 estudiantes de sexto
(M=11.82 anos; DE=0.36) y séptimo (M=12.99 anos; DE=0.43) grado, de una
escuela de gestion oficial ubicada en una localidad cercana a Rosario (San-
ta Fe, Argentina). De esa cantidad inicial, 80 estudiantes participaron en la
fase diadica posterior, agrupados en 40 diadas. La pérdida de casos desde
la fase individual hacia la fase diadica se dio por ausencia escolar durante
el dia de realizacién de la sequnda o por no prestar consentimiento (propio o
del adulto responsable) para esa segunda etapa. Los sujetos fueron selec-
cionados por disponibilidad.

Dentro de la institucion escolar, el estudio se realizé en dos anos académicos
consecutivos. En el primer ano, sexto grado contaba con dos divisiones (‘A" y
‘B") y séptimo con una unica division (“A”); la investigacién se realizé en esos
tres cursos. En el sequndo ano, a los fines de ampliar la muestra, solo se relevo
sexto grado, porque los estudiantes de séptimo ya habian participado en el ano
anterior en su condicién de estudiantes de sexto grado. Esto explica que de los
102 casos que trabajaron en la fase individual, 76 eran de sexto y 26 de séptimo.
Esta proporcién fue similar en la fase diadica. A su vez, se optd por considerar
a ambos grados como parte de una muestra Unica porque no habia diferencias
marcadas entre sus producciones (Castellaro et al, 2025; Marti et al, 2011).
Ademas, esta ausencia de diferencias marcadas entre ambos grados se recon-
firmo posteriormente a partir de los andlisis preliminares de este estudio.
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El estudio se enfocd en sexto y séptimo grado porque constituyen los dos
grados escolares de finalizacion de primaria en los cuales el Ministerio de Edu-
cacion (2011a) de Argentina plantea objetivos curriculares explicitos vinculados
con “... interpretar y organizar informacion presentada en textos, tablas y distintos
tipos de graficos, incluyendo los estadisticos” (p. 26). Si bien lo anterior es parte de
la planificacion gubernamental, los participantes no habian recibido ensefanza
sobre tablas estadisticas antes de comenzar la actividad aqui reportada. Esta
informacion fue proporcionada por las docentes responsables de matematicas.

Antes de comenzar la intervencion se cumplieron los requerimientos éticos
respectivos, que incluy6 consentimiento informado de los propios participantes
y de un/a adulto/a responsable.

FASES DEL ESTUDIO

El estudio tuvo dos fases. Primero, 102 sujetos produjeron un sistema de repre-
sentacion en condicion individual. Luego, 80 de esos sujetos trabajaron junto
con un companero/a, en una tarea similar, pero de manera diadica (40 diadas).
La logica global del estudio fue experimental o manipulativa (Ato et al, 2013)
porque se analizd la variacion intencional entre condicion individual y diddica,
sobre la produccién del formato representacional estadistico, en condiciones
relativamente controladas. En sentido estricto, se traté de un estudio cuasiexpe-
rimental porque no hubo conformacién de las condiciones por azar (Ato et al,
2013),y por la posible influencia de factores aleatorios que implica su realizacion
en el propio contexto escolar.

Fase individual

La tarea fue una adaptacion de la propuesta por Marti et al. (2011). Esta comen-
zaba por la siguiente consigna:

La siguiente lista presenta los datos de un grupo de estudiantes que asisten a otra
escuela. Con esos datos CONSTRUYE UNA TABLA que muestre cudntos estudiantes
de sexto grado y cudntos estudiantes de séptimo grado miden menos de 130 cm de
altura, cuantos miden de 130 a 149 cm, cuantos miden de 150 a 169 cm y cuantos
miden mas de 169 cm.
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El conjunto primario de datos estaba ordenado en forma de lista, integrada

por 25 estudiantes. En relacion con cada caso se especificaba: numero ordinal
dentro de la lista, nombre y apellido, grado escolar, edad y altura (figura 1).

Neambre Ajpritida Grada Edad Alrra
1 Az T Abaga T sexws | llanes | 12%am

Pahla Al L7, 15 1) mhas 170 em

Hsamuns | Tinenas Ela b 1S o 6% g
+ L T Garcin Rl 1E mifiore 171 em
X Aawin Fernander ST 1L afit 154 om
& Fatins Caargis St 12 s 1K om
T [Ei 418 [he ko Samnncs Sexto 15 mifiori 172 emi
& Aligmel il S I ¥ afiorn 173 g
L] Andre tanlirn St 1.2 afion. 1% em
1] Ml ek Moleie SENNT 1D miiok 147 co
11 Mafla ChomcT St LI mfiome 157 em
12 Sl Cany S 12 afioss 6% om
1} Mowens A S 12 mifiore 142 om
14 Ty Flutun S 11 mhos L3 em
13 Alduns Crinades St L2 i 145 em
14 Emupue 1AL ] Sepiam LE mfiore 141 em
7 Eva 1= 1] S iy 128 cm
14 Alica Aforeme Sexto L o 1#am
1% Wihon Pawke Sy 1.2 mhiess 167 omi
] LT Pty Sy 11 s &4 em
pd | Fisua Mlatings Sz 1.3 o 1M e
b Julia Feorneers Senz 12 mfios 1 om
i) Frmcsoo S der Sl LE o 18 em
bl Assomi Toleds Sl L& oy 60 &m
25 Lagic Vg Sy LS e 1452 om

Figura 1. Conjunto de datos primarios a ordenar.
Adaptado de Marti et al, 2011.

Debajo del conjunto de datos, se agregd un texto complementario, para reforzar
la instruccién explicita de construir una tabla que combine las frecuencias de
grado y altura (intervalo)

56

() PARA TENER EN CUENTA... Recuerda que una TABLA (como la que debes cons-
truir) permite ordenar la informacion en filas (horizontales) y columnas (verticales).
La combinacién de esas filas y columnas forman celdas o espacios, que te mostra-
ran cuantos estudiantes de cada grado miden determinada altura.
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La consigna original propuesta por Marti et al. (2011) solicitaba diferenciar inter-
valos de altura (idénticos a los utilizados en este estudio), pero en funcién del género
de los casos (nifas y ninos). Ademas, la variable género no estaba explicitada en la
lista original de datos, sino que debia inferirse a partir del nombre de cada sujeto
presente en la lista. Por recomendaciones éticas y para evitar el sesgo de género,
en el presente estudio se adecu6 dicha consigna, sustituyendo la variable nominal
género (nifas y ninos) por otra de similar escala de medicién, que fue el grado
escolar (sexto grado y séptimo grado). Al mismo tiempo, como el grado escolar no
podia inferirse de los datos explicitos de la lista (como si era el caso del género en
la version anterior, que se deducia a partir del nombre de cada sujeto), se agregd
una columna extra que explicitaba el grado escolar al que pertenecia cada caso.

El material incluia un cuadernillo que contenia la consigna correspondiente,
la lista con los datos del grupo ficticio de estudiantes, una pagina en blanco con
el titulo, Construye la Tabla en esta hoja, y una pagina final sin texto que podia
utilizarse como borrador. Esta fase individual se realizé al interior de cada clase
escolar y la administracion fue colectiva (todos los estudiantes trabajando en
simultdneo y en la misma aula). El tiempo de realizacion oscilo entre 10 y 30
minutos, segun el caso.

Fase diadica

Durante la semana posterior, los estudiantes realizaron la misma tarea pero en
diadas, compuestas por dos companeros/as de la misma clase. Estudios previos
(e.g, Castellaro y Roselli, 2018, 2019) sugieren que una variable interviniente en
el trabajo entre pares son los niveles de competencia especifica (relativa a la
tarea) de los sujetos, y la similaridad o diferencia entre estos. Por tal motivo, las
diadas fueron conformadas tratando de distribuir de la manera mas homogénea
posible el nivel de produccién individual de sus miembros (basico o avanzado;
ver seccion “Analisis de las producciones’). Asi, se conformaron tres tipos de
diada: simetria basica (n=13), integradas por dos sujetos con producciones basi-
cas; simetria avanzada (n=11), integradas por dos sujetos con producciones
avanzadas, y asimetria (n=16), integradas por dos sujetos con diferentes niveles
de produccién. Esta conformacion se dio independientemente del grado escolar,
al considerar a todos los sujetos como parte de una muestra Unica, como se
menciond en la seccion “Participantes’.

La actividad de la condicion diddica fue idéntica a la propuesta en la fase
individual, con excepcién de dos puntos. Primero, el fragmento de la consigna
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‘..construye una tabla..” (variante individual) fue sustituido por “..construyan
JUNTOS una tabla” (variante colaborativa). Segundo, se agregd una oracion final
que enfatizaba el caracter colaborativo de la actividad:'Es muy importante que
trabajen juntos, dialogando y en equipo’.

La fase diadica se realizo en un lugar diferente al aula habitual de clases,
que consistia en un salon de usos multiples. No se establecio un tiempo limite
para realizar la tarea, aunque esto se detuvo cuando se observo agotamiento o
desmotivacion persistente. En esta fase diadica, al igual que en la fase individual,
la recopilacion de datos fue realizada en equipo por los cuatro autores del tra-
bajo, todos miembros del mismo grupo de investigacién. Ningun investigador
intervino durante la actividad, se limitaron a supervisar que los sujetos compren-
dieran la consigna del trabajo, al inicio de la actividad.

ANALISIS DE LAS PRODUCCIONES

Los tipos de sistema producidos fueron categorizados segun una adaptacion de
Marti et al. (2011) y se presentan en la tabla 1. El primer autor codifico el total
de las producciones. Para evaluar concordancia entre observadores, 20% de las
producciones fueron codificadas independientemente por el tercer autor. El
acuerdo entre estos superé 90%. Cuando hubo discrepancias, estas fueron
resueltas por discusion.

Tabla 1. Tipos de producciones observados

Categoria Definicion Ejemplo* Nivel de
produccion
Lista Reproduccion literal de la Basico
reproduccion lista original de datos que
(LR). integra la consigna.
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Lista
ordenada
segun curso
(LO).

Lista
ordenada
segun altura
(LA).
Ordenamiento
de los casos
segun una
Unica
dimension
(horizontal o
vertical), sin un
intento de
tabulacién
cruzaday
diferenciados
segun altura.

Ordenamiento de los ca-
so0s segln una unica di-
mensién  (horizontal o
vertical), sin un intento de
tabulacion cruzada y dife-
renciados segun el grado
escolar (sexto o séptimo).

Por alturas netas, ordena-
das en sentido creciente o
decreciente (LAN).

Por intervalos de altura
implicitos, es decir, si bien
no hay rotulos o encabe-
zados, se observa un or-
denamiento tacito (LA

Representacion individual y diddica de datos cuantitativos...

Basico

Basico

Basico

Por intervalos de altura
explicitados como tales, es
decir, por rotulos o enca-
bezados (LAE)

Avanzado
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Lista Ordenamiento de los ca- Avanzado
ordenada s0s seglin una unica di-
segun curso e mension  (horizontal o
intervalos de  vertical), sin un intento de
altura (LCA).  tabulacién cruzada vy dife-
renciados segun altura y
grado escolar.

Tabla cruzada La informacion se presenta v Avanzado
con nombres  en celdas, resultantes del
(TN). cruce de intervalos de altu-

ra y grado escolar. Sin em-
bargo, estas contienen los
nombres de los casos y no
un valor de frecuencia o
recuento de resumen.

Tabla de La informacioén se presen- Avanzado
frecuencias ta en celdas, resultantes ; ;
cruzadas (TF).  del cruce de intervalos de

altura y grado escolar. Es-

tas contienen valores de

frecuencia o recuento,

como resumen de casos

(tabla convencional de

doble entrada).

Otro (0). Producciones sin un criterio definido o identificable de construccion. Basico
También incluye la no realizacién de la tarea, o solo una produccion
incipiente.

* Nota. Los ejemplos corresponden a producciones individuales o colaborativas.

Luego, los diferentes tipos de producciones fueron asociados con un nivel es-
pecifico: basico o avanzado. Esto se determino siguiendo a Marti et al. (2011),
quienes propusieron diferenciar producciones “correctas’ e “incorrectas’, segun su
adecuacion al componente principal de la consigna, que era comparar el numero
de ninos y ninas en cada intervalo de altura. En el presente estudio, la categoria
‘correcta” e “incorrecta’ fue sustituida por ‘basica” y “avanzada’, respectivamente, y
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se sustituyo la variable género (ninas y ninos) por grado (sexto y séptimo). Asi, se
consideraron como “avanzadas’ a las siguientes categorias: tablas con nombres,
tablas de frecuencias, listas ordenadas por combinacién de intervalos de altura
y grado, listas ordenadas segun intervalos de altura explicitos. En cambio, las
producciones “basicas” fueron: listas reproduccion, listas por grado escolar, listas
por alturas netas y listas por intervalos implicitos.

LOGICA DEL ANALISIS

Se propusieron dos pasos analiticos correspondientes con los dos objetivos del
estudio. Primero, se compard la proporcion de formatos producidos en condicion
individual y diddica. Aunque las diadas estaban integradas por una parte de los
sujetos que ya habian participado de la fase individual, inicialmente se consi-
dero que las condiciones de estudio (individual y diddica) contaron con unida-
des de andlisis diferentes entre si. En la condicion individual, la unidad de
analisis fue la produccion de cada individuo (n=102); en la condicion diadica,
la unidad de analisis fue la produccién de cada diada (n=40). Un diseno clasico
de medidas dependientes no solo incluiria los mismos participantes en ambas
condiciones, sino también la misma unidad de medicion. Por consiguiente, en
este primer momento, se trataron a ambas condiciones como independientes,
ya que la meta era comparar las distribuciones de respuestas entre dos “‘grupos’,
es decir, respuestas individuales, versus, respuestas diadicas. El criterio de inde-
pendencia aqui propuesto también encuentra fundamento a nivel conceptual.
Como se planteo en la Introduccion, se asume que una produccion social (en
este caso, diada) resulta emergente e irreductible con respecto a las individua-
lidades de sus integrantes (Mejia-Arauz et al, 2018; Rogoff, 2003; Wertsch, 1998).
En otras palabras, como las diadas son nuevas unidades (formadas por sujetos
que antes participaron de manera individual), sus producciones no pueden
emparejarse una a una con las producciones individuales.

El segundo paso analitico es complementario del anterior. En el primero, el foco
estuvo puesto en evaluar si la distribucion de los formatos cambia entre las condi-
ciones, tratando las unidades de analisis como independientes. El nuevo analisis
plante6 un enfoque alternativo que relaciona las producciones individuales previas
de los integrantes de la diada y la posterior produccion de la propia diada (por
ejemplo, qué tan frecuentemente un formato diadico coincide con ambos, uno o
ninguno de los formatos individuales producidos previamente por sus integrantes).
Esto se considerd desde dos criterios: (a) los tipos (cualidad) de formatos producidos;
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(b) el nivel (calidad) de los formatos producidos. En cuanto al punto (a), se analizé
la igualdad o diferencia entre los tipos de produccion individuales previas de los
integrantes de la diada, y si el tipo de produccion diadica era nueva o similar con
respecto a los primeros. Por su parte, en cuanto al punto (b), las producciones se
agruparon en dos niveles de complejidad (basico-avanzado) segun el criterio de la
tabla 1. En este caso, se considero el nivel de las producciones individuales previas de
los integrantes de la diada (basico-basico, avanzado-avanzado y basico-avanzado)
y el nivel de la produccion lograda posteriormente por la propia diada (basico o
avanzado). Mas adelante, la Tabla 4 resume los dos criterios.

En sintesis, a través de ambos analisis se buscé aportar miradas complemen-
tarias. El primero, brinda un panorama general de las diferencias entre condi-
ciones; el segundo, permite profundizar en como la diada construye su
produccion en funcién de las producciones individuales previas de sus integrantes.

RESULTADOS
COMPARACION DE LAS PRODUCCIONES EN CONDICION INDIVIDUAL Y DIADICA

La tabla 2 presenta las tipos de producciones observados en las condiciones
individual y diadica.

Tabla 2. Frecuencias (con porcentajes por fila) de tipo de formato
producido segun condicion.

Condicién LR LC LA LCA N TF 0] Total

Individual 7 4 60 3 7 1 20 102
(69 B9 (688 (29 (69 (10 (196) (100.0)

Diadica 2 1 30 4 0 1 2 40
(50) (25 (7500 (1000 (00 @5 GO (1000

Total 9 5 90 7 7 2 22 142

(63) (35 (634 (49 (49 @4 (155 (1000

Nota. (LR) Lista reproduccién; (LC) Lista ordenada segtin curso; (LA) Lista ordenada segtn altura; (LCA) Lista
ordenada segun curso e intervalos de altura; (TN) Tabla cruzada con nombres; (TF) Tabla de frecuencias
cruzadas; (O) Otro.
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En ambas condiciones (individual y diadica), el formato mas observado fue
lista agrupada por altura (LA), incrementandose en las producciones diddicas
(75.6%) por sobre las individuales (58.8%). De manera mas especifica, en relacion
con los subtipos de formatos de lista ordenados por altura (por intervalos expli-
citos, intervalos implicitos y valores netos) en condicion individual, predominé
aquel basado en intervalos explicitos de altura (LAE; f=39, 65.0%), seguido por
intervalos implicitos (LAI; =12, 20.0%) y, finalmente, por alturas netas (LAN; f=9,
15.0%). Estas proporciones fueron similares en la condicion diddica (LAE; f=20,
66.7%; LAI; =3, 10.0%; LAN; f=7, 23.3%). El resto de las producciones tipo lista
(lista reproduccién, lista por curso, lista por curso y altura) sumaron 13.7% de la
condicion individual y 17.5% de la condicion diadica. La proporcién total obser-
vada de formatos tipo tablas cruzadas (con nombres y de doble entrada) fue
baja, considerando que representd 7.9% de las producciones individuales (f=8)
y 25% de las diddicas (f=1). Incluso, predominaron las tablas con nombres (y
no frecuencias) en sus celdas, sobre todo en la condicién individual.

También, se propuso una agrupacion de los datos anteriores, para incluir un
analisis de la asociacion entre condicion de trabajo (individual y diddica) y el
tipo de produccién. El criterio de agrupamiento fue si las producciones proponian
alguna forma de ordenamiento basado en alturas, acorde con la componente
principal de la consigna de trabajo. De esta manera, por un lado, se agruparon
las categorias que no cumplian este criterio (reproduccion de lista, lista por
curso y otros); por el otro, se agruparon las producciones que si lo cumplian
(listas por altura, listas por curso y altura, tablas cruzadas con nombres, tablas
cruzadas de frecuencias). Como puede observarse en la tabla 3, las primeras
predominaron en la condicion individual, y las sequndas predominaron en la
condicion diadica. Como se dijo, en este paso analitico las condiciones se con-
sideraron como independientes por tratarse de unidades de andlisis diferentes
entre si (individuo y diada, respectivamente). Bajo este supuesto, se utilizo la
prueba Chi cuadrado para considerar una posible asociacion entre la condicion
de trabajo y el nivel de las producciones, ambas variables consideradas como
nominales. Esta prueba arrojo un resultado positivo ([x*(1) = 4.86, p = 0.027],
lo que indica una asociacion estadisticamente significativa entre el tipo de
condicién (individual o diadica) y el nivel alcanzado en las producciones. Es
decir, los datos muestran que el nivel de produccién tiende a variar segun el
tipo de participacion: las producciones de nivel basico se observaron con mayor
frecuencia en la condicion individual, mientras que las de nivel avanzado fueron
mas frecuentes en la condicién diddica.

EDUCACION MATEMATICA, VOL. 37, NUM. 2, AGOSTO DE 2025 63



Mariano Castellaro, Nadia Soledad Peralta, Juan Manuel Curcio, Maria Agustina Tuzinkievicz

Tabla 3. Frecuencias (con porcentajes por fila) de tipos de formato
reagrupados, segun condicion.

Condicion LR/LC/O LA/LCA/TN/TF Total
Individual 31 71 102
(304) (69.6) (100.0)
Diddica 5 35 40
(125) (875) (100.0)
Total 36 106 142
(254) (74.6) (100.0)

Nota. (LR/LC/O) Agrupacién de Lista reproduccion, Lista ordenada seguin curso y Otros; (LA/LCA/TN/TF)
Agrupacion de Lista ordenada segun altura, Lista ordenada seguin curso e intervalos de alturaTabla cruzada
con nombres, Tabla de frecuencias cruzadas.

RELACION ENTRE PRODUCCION DIADICA Y PRODUCCIONES INDIVIDUALES PREVIAS

Este analisis complementario relacioné la produccion diddica con las produc-
ciones individuales previas de sus integrantes. Especificamente, se consider si
los tipos de producciones individuales previas eran similares o diferentes entre
si, y —a su vez- si el tipo de produccién diadica posterior era nuevo o similar
con respecto a las primeras. Las cuatro situaciones resultantes se mencionan
en la tabla 4.

Tabla 4. Criterios de analisis de la relacion entre produccion diadica
y producciones individuales previas.

Criterios de Producciones Produccién diadica posterior
analisis individuales previas

Tipo de Similares entre si Nueva

produccién

Similar (ejemplo en figura 2)
Diferentes entre si Nueva (ejemplo en figura 3)

Similar a una de las producciones
individuales (ejemplo en figura 4)
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En las diadas cuyos integrantes tuvieron producciones individuales similares
entre si, 1a produccion diadica final tendié a reproducir ese mismo tipo inicial
(16 de 17 casos). La figura 2 ilustra esta situacion: cada sujeto produce indivi-
dualmente una lista ordenada por altura, con base en recuentos netos, lo cual
se traslada al formato diadico.

Sujeta 2 Dioda

Figura 2. Ejemplo: Relacion entre producciones individuales similares y reproduccion de
ese formato por la diada (lista por alturas netas).

En cambio, cuando los tipos de producciones individuales fueron diferentes entre
si, una parte de las producciones diadicas resultaron nuevas (10 de 23). La
figura 3 muestra el caso del sujeto 1 que habia producido una lista basada en
altura (recuentos netos) y el sujeto 2 un intento de lista ordenada por curso; la
produccion diadica resultd nueva, puesto que lograron construir una lista basa-
da en intervalos explicitos de altura.
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[l

Sufeto 1 Sufeto 2

Figura 3. Ejemplo: Relacién entre producciones individuales diferentes (lista por alturas
netas - lista ordenada por curso) y produccién de un formato nuevo por la diada (lista por
intervalos explicitos de altura).

Por su parte, el resto de las diadas, cuyos integrantes tenian producciones ini-
ciales diferentes entre si, logré una produccion diddica coincidente con la emi-
tida por uno de los integrantes en la produccion individual (13 de 23). La figura
4 presenta dicha situacion.

£

Sujeto 1 Sueto 2

Figura 4. Ejemplo: Relacién entre producciones individuales diferentes y produccion diadica
similar a una de las producciones individuales iniciales.

En sintesis, si las producciones individuales iniciales eran similares entre si, fue
mas probable que la produccion diddica repitiera o reproduciera ese mismo
formato. En cambio, la posibilidad de que la diada genere una produccion dia-
dica nueva, con respecto a ambas producciones individuales anteriores, se
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increment6 cuando estas eran diferentes entre si; mas alla de que también se
hayan observado diadas que reprodujeron el formato producido previamente
por uno de sus integrantes.

La relacion entre produccion diddica y producciones individuales previas
también se indago considerando el nivel de las mismas. Las producciones se
agruparon en dos niveles de complejidad (basico y avanzado), segun los criterios
de latabla 1. En general, las diadas cuyos integrantes contaban con producciones
iniciales de similar nivel, tendieron a mantenerlo en la produccion colaborativa.
En este sentido, de las 13 diadas cuyos integrantes habian realizado formatos
individuales basicos, dos lograron una produccion colaborativa avanzada (el
resto mostrd producciones diadicas basicas). Por su parte, solo una de las once
diadas con formatos individuales avanzados mostraron una produccion diddica
de nivel basico (retroceso). Finalmente, en las 16 diadas cuyos miembros con-
taban con producciones individuales de diferente nivel (basico-avanzado), 13
mostraron producciones avanzadas en la fase colaborativa (en tres diadas res-
tantes predomind una produccion basica).

Finalmente, se analizé la posibilidad de que la diada propusiera un tipo de
produccion nuevo o ya propuesto en la fase individual, en combinacién con el
nivel de las producciones individuales previas (tabla 5).

Tabla 5. Relacién entre produccion diadica y producciones individuales

Producciones individuales de los Produccién diadica posterior
integrantes de la diada
Total
Nivel Tipos Nueva  Similar a una de  Similar a ambas
las prod. indiv. prod. indiv.
Dos basicas Similares 1 - 4 5
Diferentes 3 5 - 8
Dos avanzadas Similares 0 - 7 7
Diferentes 2 2 - 4
Una basicay una Similares - - - -
avanzada Diferentes 5 1 - 16
Total Similares 1 0 11 12
Diferentes 10 18 0 28

Nota. El signo — indica "no aplica”.
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La tabla 5 también permite observar la posibilidad de que la diada propon-
ga un tipo de produccién nuevo o ya propuesto en la fase individual, pero en
combinacion con el nivel de las producciones individuales. En este sentido, se
habla de tres composiciones diadicas, seguin el nivel de las producciones indi-
viduales previas de los compaferos/as: simetria basica (ambos sujetos habian
realizado producciones individuales de nivel basico), simetria avanzada (ambos
sujetos habian realizado producciones individuales de nivel avanzado) y asime-
tria (un sujeto habia realizado una produccion individual de nivel basico y el
otro una de nivel avanzado). En las diadas con simetria basica, cuando los
sujetos habian realizado producciones individuales de un mismo tipo, la ten-
dencia fue mantener ese mismo tipo en la fase diadica (4 de 5 casos). En cam-
bio, si los tipos de respuestas basica individuales eran diferentes entre si,
aumentd la posibilidad de una produccién diddica nueva (3 de 8), aunque
también se observé una tendencia a trasladar uno de los tipos producidos ini-
cialmente por uno de los sujetos (5 de 8). En las diadas con simetria avanzada
se observd una tendencia similar. Por su parte, en las diadas asimétricas, la
mayor parte de las producciones diadicas coinciden con la perspectiva individual
del sujeto de nivel avanzado (11 de 16).

DISCUSION

El presente estudio propuso indagar los siguientes interrogantes: {qué tipos de
formatos representacionales se producen? {Estas producciones presentan varia-
ciones seguin ocurran en condicién individual o diddica (con un companero/a)?
¢De qué maneras se integran las producciones iniciales de cada sujeto en la
posterior produccion diddica? En este sentido, se propusieron dos objetivos. El
primero, fue comparar la construccién de un sistema representativo de datos
cuantitativos en condicién individual y diddica. El segundo, fue analizar la rela-
cion entre la produccion diadica y las producciones individuales de los sujetos.
Ambos objetivos refieren a estudiantes de sexto y séptimo grado de primaria que
trabajaron en una consigna que solicitaba construir una tabla que vinculara las
frecuencias de las categorias de dos variables (coincidencia implicita con la
nocion de tabla de contingencia). El foco de interés estuvo puesto en la cons-
truccion de tablas de contingencia, puesto que la consigna solicitaba explicita-
mente construir una tabla que describiera las frecuencias (‘cudntos/as’) cruzadas
de dos variables especificas, presentes en un conjunto primario de datos. La
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dificultad que planteaba esta construccion implicd la observacion de formatos
alternativos, que se alejaron en mayor o menor medida al esperado, segun las
instrucciones de la tarea.

Uno de los principales hallazgos refiere a la baja proporcion de formatos
tabulares observados, tanto en condicion individual como diadica. En ambos casos,
el total de tablas, ya sea con nombres en sus celdas o con frecuencias, no supe-
ré el 10% de las producciones (tabla 2). Este resultado coincide con la literatura,
en tanto ya se habia reportado la dificultad para construir tablas en general, y
especialmente de contingencia (Marti et al, 2011). Pareceria que los sujetos no
tienen en cuenta a la tabla como una herramienta cognitiva que les permita
organizar y clasificar variables. Tampoco parece que la tabla sea un objetivo
ensenado en el aula escolar (como esta planteado en las planificaciones guber-
namentales), aunque sea usada y/o aprendida por algunos/as estudiantes. Otros
trabajos también han mostrado una menor predileccion de los estudiantes a
ordenar datos mediante la construccion de tablas, en comparacion con otros sis-
temas (Chick y Watson, 2001; Estrella y Estrella, 2020; Pallauta et al, 2022¢). Mas
alla de estos antecedentes, una posible hipotesis era que el trabajo diadico facili-
tara 1a produccion de dichos sistemas, pero esto no ocurrié en relacién con el
formato especifico de tablas de contingencia.

El tipo de producciéon claramente predominante fue tipo lista (72.5% en
condiciéon individual; 92.5% en condicion diddica), especificamente, aquellas
agrupadas segun altura. Esta tendencia se acentud en la condicion diadica. Si
bien la construccion de una lista segun altura se aleja del formato esperado
para una tabla de contingencia (Estrella y Estrella, 2020), indica un intento de
adhesion a lo planteado por la consigna que, en parte, requeria ordenar los
datos en intervalos de altura (Marti et al, 2011). Pareceria que para los estudian-
tes resulta mas accesible pensar y organizar los datos a partir de una Unica
dimension, expresada horizontal o verticalmente, aun en niveles como sexto y
séptimo grado. En cambio, organizar los datos a partir de la combinacién de dos
variables implica un auténtico desafio para la mayoria de los sujetos. Desde la
perspectiva de Chick y Watson (2001), la distincién entre producir listas y tablas
implicaria la contraposicion entre, por un lado, los niveles uniestructural y mul-
tiestructural (mayormente asociados con la produccion de listas), y por el otro,
el nivel relacional (mayormente ligado a la produccion de sistemas que cruzan
dos variables, como es el caso de las tablas de contingencia).

También se analizo el nivel de las producciones. Partiendo del criterio de Marti
et al (2011), se distinguieron dos niveles, basico y avanzado, segun el grado de
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respuesta a la demanda principal de la consigna, que era comparar el nimero
de estudiantes de sexto y séptimo grado en cada intervalo de altura. Por un lado,
las producciones “avanzadas’ fueron los dos tipos de tablas (con nombres y con
frecuencias), lista ordenada por intervalos de altura explicitos y lista ordenada
por altura y curso. Por el otro, las producciones “basicas’ correspondieron a las
categorias lista reproduccion, lista por grado escolar, lista por alturas netas, lista
por intervalos implicitos. En este aspecto, se observo que la condicion diadica no
siempre implica una produccién de mayor complejidad que la lograda por sus
integrantes en condicion individual. En este sentido, los resultados remiten a las
tres situaciones basicas propuestas por Watson y Chick (2001), quienes diferencian
entre lifting (avance), hovering (mantenimiento) y falling (retroceso). Sequramente,
estos desenlaces dependan de las dinamicas relacionales que dan lugar a estos
procesos, lo cual serd indagado en futuros trabajos.

La mayoria de los estudiantes con los que se trabajo fueron capaces de ge-
nerar un ordenamiento de los datos de acuerdo con la demanda de la tarea, y
esto se incremento parcialmente en el trabajo entre pares. Ahora bien, la dificultad
aparece cuando se trata de construir especificamente un sistema tabular, y mas
aun si deben reportarse valores de frecuencia. Desde la perspectiva de Chick
(2004), podria afirmarse que los estudiantes de estos niveles (sexto o séptimo
grado) logran las técnicas transnumerativas mas simples, tales como ordenamiento,
agrupamiento, seleccion de subconjunto de datos, cambio de tipo de variable (en
este caso, la recodificacion de la altura en intervalos) y graficacién; sin embargo,
la mayor dificultad aparece en torno a las técnicas mas sofisticadas como célculo
de frecuencias y de proporciones, que aplican a tablas de contingencia.

Por ultimo, este trabajo también analizo el pasaje de las producciones indi-
viduales de los sujetos y su integracion en la produccion diadica posterior. La
principal conclusion es que la posibilidad de una construccién diddica nueva se
da cuando hay diferencias entre las producciones iniciales individuales, es decir,
a partir de la disidencia. De lo contrario, cuando estas ultimas son similares, la
tendencia a nivel diadico es mantener el mismo tipo de produccion. Este resultado
coincide con Castellaro y Roselli (2020), en el cual se habia realizado un analisis
similar, pero referido a la lectura (no la construccién) de una tabla de contingencia.

La disidencia entre las producciones individuales, entendida como un factor
potencial de nuevas producciones diadicas, puede vincularse con ciertos aspec-
tos del paradigma general sostenido por la teoria del conflicto sociocognitivo
(Perret-Clermont, 2022). En este sentido, la diferencia inicial entre las posiciones
de los sujetos es una condicion para la construccion de una respuesta diadica
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nueva (Peralta y Roselli, 2016). Mas aun, cuando lo anterior aplico a diadas cuyos
integrantes habian logrado producciones individuales de nivel basico (simetria
basica), en algunos casos la produccién diadica nueva implicé un mayor nivel
que las iniciales. También es posible que esta disidencia inicial entre los forma-
tos individuales derive en una produccién diddica similar a la propuesta previa-
mente por uno de los sujetos. Esto corresponderia con una situacion de
influencia social, positiva o negativa, dependiendo de si la diada logra construir
un formato mas o menos complejo. Dichos procesos de influencia social asimé-
trica pueden explicarse por diferentes factores, como ser relativos a la competencia
especifica (Asterhan et al, 2014), o mas ligados a aspectos psicosociales como
personalidad (Nussbaum, 2002), afinidad socioafectiva (Castellaro y Roselli, 2019),
género (Psaltis et al, 2009), entre otros.

CONCLUSION

Respecto a los interrogantes y objetivos planteados, el trabajo aporta tres con-
clusiones principales. Primero, la produccion de tablas estadisticas, especifica-
mente de contingencia, como sistema de representacion de relaciones entre
variables, constituyd un proceso de alta demanda cognitiva para los estudiantes
de sexto y séptimo grado. En el caso de la tabla de contingencia, los datos
representan la frecuencia con la que se observan las combinaciones de los
valores de las categorias (o clases) de esas variables. Ante la dificultad que
plantea la construccion de una tabla de doble entrada, el sistema representativo
mas recurrente, y de preferencia para los estudiantes, es el sistema tipo lista,
basado en una sola variable y presentada horizontal o verticalmente, y organi-
zado segun intervalos de la variable en estudio. Esto ultimo sugiere un intento
de adhesion a la consigna, por lo cual se puede concluir que el nivel general
de las producciones fue medio-avanzado (Marti et al, 2011). En segundo lugar,
el trabajo diadico se asocié con una mayor proporcion de producciones avan-
zadas, en comparacion con el trabajo individual; sin embargo, también se obser-
varon situaciones de neutralidad —e incluso retroceso— de lo diadico sobre lo
individual, por lo cual resta profundizar en las dinamicas relacionales involucra-
das. Y tercero, la posibilidad de una construccion diddica nueva, con respecto a
las producciones individuales, aumenta cuando estas son diferentes entre si,
aunque en un marco de simetria de nivel basico o avanzado.
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Aunque la produccién de tablas fue analizada en el marco de interaccion
entre pares, debe recordarse que el foco del estudio estuvo puesto exclusiva-
mente en el producto final logrado por la diada (el sistema representacional
construido), quedando pendiente el analisis de la dindmica intersubjetiva ocu-
rrida durante la actividad. Este punto constituye un elemento central para pro-
fundizar en la comprension de la construccion colaborativa de listas y tablas,
por ejemplo, analizando el discurso conversacional de los sujetos. Futuras inves-
tigaciones apuntaran en esta direccion. Ademas, el estudio se focalizo en estu-
diantes de sexto y séptimo grado, por lo cual seria interesante ampliarlo a cursos
anteriores y posteriores dentro del sistema educativo.

En cuanto a las limitaciones del estudio, se identificaron dos principales. Una,
se empled un enfoque cuasiexperimental en contexto natural (aula escolar).
Todo esto tuvo que llevarse a cabo para fomentar la factibilidad y ecologia del
estudio, aunque sin resignar requisitos basicos de validez interna. Y la otra, si
bien se asegurd que los estudiantes no habian trabajado contenidos estadisticos
durante el ano académico (a través de una entrevista con la maestra responsa-
ble), no se controlaron directamente competencias matematicas generales y/o
especificas de los sujetos.

La investigacion se centro en estudiantes de sexto y septimo grado, resaltan-
do la importancia de abordar estas habilidades desde temprana edad en el
curriculo educativo (Estrella y Estrella, 2020), en entornos individuales como
colaborativos. Los hallazgos podrian tener implicaciones para el diseno de estra-
tegias de ensenanza y evaluacion en el ambito de la lectura y representacion
de datos. A su vez, la identificacion de diferentes niveles de competencia indivi-
dual en la construccion de tablas sugiere la importancia de abordar las necesi-
dades y habilidades especificas de cada estudiante. Fomentar que los
estudiantes analicen datos en formatos diversos, se comuniquen eficazmente y
aboguen por sus propias representaciones, es crucial para mejorar la alfabeti-
zacion estadistica (Watson, 2009; Watson y Smith, 2022). Como se mencion¢ al
inicio del articulo, la mayor parte de los antecedentes (ajenos o propios) han
abordado la lectura de tablas. El presente trabajo permitié abordar un proceso
complementario, como es la construccion de un sistema tabular, como forma de
ordenamiento de un conjunto primario de datos. Los resultados confirman la
idea de la complejidad que implica dicho proceso, incluso mas marcada que en
relacion a su lectura.
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Estrategias que usan estudiantes de tercer ano
de Educacion Primaria cuando resuelven una
tarea de pensamiento funcional

Strategies used by third-year primary school students when
solving a functional thinking task
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Lissett Valenzuela,> Danilo Diaz-Levicoy®

Resumen: Esta investigacion busca caracterizar las estrategias que manifiestan
estudiantes de tercero de Educacion Primaria en una tarea que implica pensa-
miento funcional. Para ello, se elabord una entrevista semiestructurada que se
aplico de manera individual a cuatro estudiantes de tercero de primaria (8-9 anos
de edad). La entrevista llevo asociada una tarea de pensamiento funcional cuya
funcion involucrada fue f{x) = x+1, en un contexto cercano a los estudiantes. Se
realiz6 un analisis de contenido de las producciones de cada uno de los estu-
diantes a las siete preguntas que involucro la tarea. Entre los resultados se
destaca que los estudiantes fueron capaces de utilizar estrategias centradas en
las relaciones funcionales de correspondencia y covariacion. Ademas, fueron
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capaces de responder a una pregunta general desde la particularizacion y la
generalizacion de una relacion funcional. Los resultados sugieren que los estu-
diantes de estas edades educativas son capaces de involucrarse adecuada-
mente con tareas que llevan asociadas el concepto de funcion.

Palabras clave: Pensamiento funcional, Pensamiento algebraico, A/gebra tem-
prana, Generalizacién, Educacion Primaria.

Abstract: This study aims to characterize the strategies employed by third-grade
elementary school students in a task involving functional thinking. To achieve
this, a semi-structured interview was designed and individually administered
to four third-grade students (ages 8-9). The interview was linked to a functional
thinking task involving the function f(x) = x+1, presented in a familiar context
for the students. A content analysis was conducted on each student's responses
to the seven questions included in the task. The findings indicate that students
were able to employ strategies focused on functional relationships of
correspondence and covariation. Additionally, they successfully responded to a
general question by particularizing and generalizing a functional relationship.
These results suggest that students at this educational stage can effectively
engage with tasks involving the concept of function.

Keywords: Functional thinking, Algebraic thinking, Early algebra, Generalization,
Primary Education.

INTRODUCCION

La ensenanza tradicional del algebra escolar basada en la manipulacion del
simbolismo algebraico y procesos mecanicos junto, con el enfoque curricular,
donde la ensenanza de la aritmética que antecede a la ensenanza del algebra,
ha provocado durante anos dificultades en los aprendizajes algebraicos de los
estudiantes (Lins y Kaput, 2004; Molina, 2009; Kieran, 2007). Como una forma
de abordar esta brecha surge la propuesta curricular early algebra (algebra
temprana) que pretende subsanar aquellas dificultades que los estudiantes
enfrentan cuando abordan nociones algebraicas por primera vez. Particularmen-
te, el lineamiento central del early algebra busca la promocién de modos de
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pensamiento algebraico desde de los primeros niveles educativos. Se pretende
otorgar un caracter algebraico a la aritmética presente en el curriculum de mate-
matica, de esta manera se invita a los estudiantes a resolver tareas que involucren:
la identificacion de patrones, relaciones y propiedades matematicas, fomentar
habitos de pensamiento centrados en la observacién de la estructura que sub-
yace a la matematica y realizar procesos de generalizacion de estructuras y
relaciones matematicas (Blanton y Kaput, 2005).

El pensamiento funcional es considerado un tipo de pensamiento algebraico
y un enfoque para introducir ideas algebraicas a partir de los primeros niveles
educativos (Canadas et al, 2018). Se centra en las relaciones entre cantidades que
covarian y la generalizacion de las mismas y tiene a la funcién como contenido
protagonista (Blanton, 2008; Smith, 2008). En este trabajo, siguiendo a Shliemann
et al (2011), asumimos que las operaciones aritméticas pueden ser consideradas
como funciones. Dichos autores consideran que la aritmética se ocupa de esa
parte del algebra en la que ndmeros y medidas particulares, son tratados como
instancias de ejemplos mas generales, fomentando asi procesos de representacion
y generalizacion, habilidades propias del pensamiento algebraico. Por ejemplo, la
multiplicacion por dos (la tabla del dos) puede ser concebida como una funcién
de proporcionalidad (Morales et al, 2023).

Las ventajas asociadas a este pensamiento en Educacion Primaria son diver-
sas, entre ellas se destacan: a) promueve de manera intuitiva el concepto de
funcién a través de las relaciones entre las cantidades, la representacion y la
generalizacion; b) ayuda a desarrollar habilidades para distinguir la relacién
entre cantidades e identificar la regularidad de la situacion dada; c) es un medio
para promover la resolucion de problema y, d) es considerada como una meta
disciplinar (Kaput, 2008; Blanton, 2008; Rico 2006; Torres et al, 2022). Dadas
estas ventajas, no es de extranar que varios paises hayan incorporado elemen-
tos del pensamiento funcional en sus curriculos (Merino et al, 2013; Morales y
Parra, 2022). Por ejemplo, el curriculo chileno sugiere que los estudiantes deben
ser capaces de identificar relaciones entre cantidades de tal manera que explo-
ren como el cambio de una cantidad afecta a la otra (Ministerio de Educacién
de Chile [MINEDUC], 2012).

Desde un punto de vista investigador, el pensamiento funcional ha sido
motivo de interés en los ultimos anos, se han realizado esfuerzos considerables
para caracterizarlo en estudiantes de edades escolar tempranas. Por ejemplo,
hay estudios que sugieren que estudiantes de primero y sequndo de Educacion
Primaria son capaces de abordar tareas de relaciones funcionales usando
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estrategias basadas en la relacion de correspondencia, evidenciando la estruc-
tura de la relacion funcional y usando la representacion verbal para generalizar
dicha relacion y estructura (p. ej, Morales et al, 2018; Torres et al, 2021). A pesar
de estos esfuerzos, auin quedan lineas abiertas por explorar respecto a como
estudiantes de niveles educativos iniciales son capaces de transitar desde la
aritmética al algebra a través del proceso de generalizacion, en un contexto
funcional del algebra escolar (Torres et al, 2023).

Este estudio pretende, de acuerdo con las consideraciones anteriores, dar
respuesta al siguiente objetivo de investigacion: caracterizar las estrategias que
manifiestan estudiantes de tercero de Educacion Primaria en una tarea que implica
pensamiento funcional. Al abordar este objetivo se busca aportar mas evidencia al
cuerpo de conocimiento existente sobre el pensamiento funcional de estudiantes
de las primeras edades educativas. Ademas, intenta dar orientaciones novedosas
para abordar la generalizacion de una relacion funcional en el aula.

MARCO CONCEPTUAL Y ANTECEDENTES
EARLY ALGEBRA

El early algebra es una propuesta curricular que surge en los Estados Unidos
como forma de potenciar el aprendizaje del algebra a partir de los primeros
niveles educativos, como consecuencia de las dificultades y los errores que han
manifestado los estudiantes desde el enfoque tradicional y mecanicista del alge-
bra escolar (Kaput, 2000; Molina, 2009). En los ultimos afos, investigaciones en
torno al early algebra han evidenciado que los estudiantes tienen capacidades
para abordar de manera exitosa tareas con nociones algebraicas adecuadas a
sus edades, en contraste con lo que se pensaba hace algunas décadas (Brizuela
et al, 2015). Por consiguiente, esta propuesta busca potenciar el curriculum
tradicional, de tal modo que le otorga a la aritmética un caracter fuertemen-
te algebraico. Se pretende que los estudiantes puedan promover aprendizaje
algebraico a través de distintas practicas centradas en la justificacion, repre-
sentacion, razonamientos y la generalizacion, esta ultima sobre las relaciones
matematicas a través de representaciones cada vez mas sofisticadas. El early
algebra posee un amplio abanico de posibilidades con las que se pretende la
introduccion de los elementos algebraicos, se tienen distintos enfoques como: el
pensamiento relacional, el estudio de la aritmética generalizada y el pensamiento
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funcional (Canadas y Molina, 2016). Este trabajo se centra en el enfoque del
pensamiento funcional y sus elementos, dado que es uno de los recomendados
para abordar nociones algebraicas a partir de los primeros niveles educativos.

PENSAMIENTO FUNCIONAL

El pensamiento funcional se considera un tipo de pensamiento algebraico basa-
do en la construccion, descripcion y razonamiento con y sobre las funciones y
los elementos que la constituyen (Cafadas y Molina, 2016). Tiene como objeto
establecer relaciones de dependencia entre dos 0 mas conjuntos de datos inmer-
sos en situaciones cotidianas (Canadas y Fuentes, afio). Asimismo, el pensa-
miento funcional, se evidencia cuando un estudiante explicita la relacion entre
las cantidades variables y de esa manera puede abstraer el razonamiento hacia
una regla general, que puede descubrirse mediante un proceso inductivo (Cana-
das y Molina, 2016). Ademas, es cuando este mismo estudiante, una vez que ha
centrado su atencion en la relacion entre las cantidades variables, es capaz de
generalizar y justificar esas relaciones, usando representaciones que pueden
abarcar el lenguaje natural u, otros centrados en lo pictorico, tabular, grafico,
simbolico o algebraico (Blanton et al, 2015; Smith, 2008). En este sentido, la
justificacién es un elemento clave en el pensamiento funcional, dado que favo-
rece su desarrollo y permite evidenciar cuando un estudiante resuelve tareas
asociadas a este pensamiento (Pinto et al, 2023; Thanheiser y Sugimoto, 2022).
Ademas, de acuerdo con Blanton et al. (2011), la justificacién busca la formula-
cion de argumentos para validar conjeturas o afirmaciones.

RELACIONES FUNCIONALES COMO ESTRATEGIAS DE RESOLUCION

Las estrategias son secuencias de procedimientos que se realizan sobre con-
ceptos y relaciones matematicas (Rico, 1997). En este contexto, se considera como
estrategia a la actuaciéon que realiza un resolutor frente a una tarea matemati-
ca. En la ensenanza y estudio del algebra escolar las formas de establecer
relaciones funcionales (Kaput, 1998), suelen ser consideradas como estrategias
de resolucion de un problema que implica el concepto de funcion. Por ejemplo,
en Morales y Parra (2022) se observa que futuros profesores emplean estrategias
centradas en las relaciones entre cantidades que covarian. Diversos autores (p.
ej, Amit y Neria, 2008; Merino et al, 2013) destacan la necesidad de indagar
sobre las estrategias que emplean estudiantes de primeros niveles educativos
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en la resolucion de problemas en el contexto funcional. En este sentido, las
estrategias podrian implicar tres tipos de relaciones, estas son: recurrencia, corres-
pondencia y covariacion (Confrey y Smith, 1991). La primera de ellas, es la mas
elemental de todas e implica la localizacion de una relacién entre las cantidades
de la secuencia de una de las variables involucradas en la tarea (Blanton, 2008).
Un ejemplo de este tipo de patron se observa en la figura 1, la solucién se logra
enfocando la atencion en la columna de la variable dependiente, usando el
patron de sumar uno a la cantidad anterior. La complejidad que tiene este patron
es que, para hallar una cantidad distante de una anterior, requiere el conoci-
miento de todas las cantidades anteriores de la secuencia de la variable.

Variable Variable
independiente (x) | dependiente (i)
1 6 +1
2 7
3 8 +1
4 9 +1

Figura 1. Relacién de recurrencia

Por su parte, la correspondencia se refiere a la relacién entre pares correspondien-
tes de las cantidades de las variables involucradas (dependiente e independiente)
(Confrey y Smith, 1991; Smith, 2008). Identificar la correspondencia implica encontrar
una regla que permita determinar un valor de la variable dependiente dado un valor
de la variable independiente (Blanton et al, 2011). Por ejemplo, en la figura 2, se
indica con la flecha horizontal la relacion de correspondencia, esta determinada por
la regla de sumar cinco a cada una de las cantidades de variable independiente
con el fin de hallar el valor de la variable dependiente correspondiente.

Variable Variable
independiente (x) | dependiente (v)

| 1 6 1

\ 2 7
: 3 g o
+] W

4 2

+3

Figura 2. Relacion funcional de covariaciéon y correspondencia
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La relacién de covariacion se asocia al cambio simultdneo y coordinado
entre las cantidades de ambas variables. Es decir, determinar como las can-
tidades de las variables varian al mismo tiempo. Implica centrarse en cémo
los cambios de las cantidades de la variable independiente influyen en las de
la variable dependiente (Blanton et al, 2011). Un ejemplo de este tipo de relacion
se observa en las flechas curvas de la tabla de la figura 2, a través de la varia-
cion entre las cantidades de la variable independiente se halla una cantidad de
la variable dependiente. Es decir, se suma uno entre dos cantidades consecutivas
de la variable independiente, por tanto, se suma uno entre dos cantidades con-
secutivas de la variable dependiente.

Para Smith (2008), un trabajo centrado en las relaciones funcionales de
correspondencia y covariacion, permite avanzar en la construccion de elementos
clave de la nocion de funcion vy, evidenciar el pensamiento funcional de quienes
las utilizan. Lo anterior se debe a que estas relaciones funcionales requieren
enfocarse en las formas de variacion entre las cantidades de las variables (Mora-
les et al, 2018).

En los ultimos anos diversos investigadores se han centrado en las relaciones
funcionales de estudiantes de los primeros niveles educativos como una forma
de evidenciar su pensamiento funcional. Por ejemplo, Stephens et al. (2012) evi-
denciaron que estudiantes entre 8 a 10 anos, fueron capaces de transitar desde
la recurrencia y covariacion hasta la correspondencia, en un contexto de experi-
mento de ensefnanza. Resultados similares fueron encontrados por Tanisli (2011)
con estudiantes de entre 9 a 10 anos, pero en una tarea de tablas de funciones.
Pinto et al. (2019) establecieron que la relacion funcional identificada con mayor
frecuencia por estudiantes de 9 anos es la correspondencia. Warren y Cooper
(2006) encontraron que estudiantes de 9-10 anos identificaron la recurrencia y
correspondencia en una tarea de pensamiento funcional y alcanzaron la genera-
lizacion de esta ultima relacion. Incluso hay estudios con estudiantes de menos
edades (6 anos) que demuestran ser capaces de evidenciar relaciones funcionales
de correspondencia y covariacién en una tarea de pensamiento funcional (Mo-
rales et al, 2018). Segun los antecedentes consultados, todos los investigadores
coinciden en que es necesario sequir ahondando en las relaciones funcionales
de estudiantes de los primeros niveles educativos, como una forma de caracterizar
el pensamiento funcional y generar un cuerpo de conocimiento consistente que
permita su contribucion en la ensenanza del algebra escolar.
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REPRESENTACIONES

Las representaciones externas se entienden como “notaciones simbolicas o gra-
ficas, especificas para cada nocién, mediante las que se expresan los conceptos
y procedimientos matematicos, asi como sus caracteristicas y propiedades mas
relevantes” (Castro y Castro, 1997, p. 96). Estas representaciones, por un lado,
llevan a los estudiantes al descubrimiento de objetos matematicos abstractos
(Molina, 2014), y, por otro lado, son valiosas para la investigacién, dado que
evidencian en las producciones el pensamiento que manifiestan los estudiantes
cuando resuelven tareas matematicas (Merino et al, 2013).

Desde el pensamiento funcional, las representaciones verbales, pictoricas,
tabulares, graficas y simbolicas adquieren relevancia, porque facilitan a los
estudiantes entender el comportamiento de la funcion y a su vez demuestran
la presencia de tales pensamientos (Blanton et al, 2011; Canadas et al, 2016;
Canadas y Molina, 2016). Por ejemplo, la representaciéon verbal, que refiere al
lenguaje natural, oral o escrito, permite expresar los conceptos matematicos, y,
por ende, las relaciones funcionales y su generalizacion (Canadas y Figueiras,
2011; Morales et al, 2023). En cambio, la representacion pictérica alude a recur-
sos visuales como los dibujos, es primordial por ser propia y original de los
estudiantes que resuelven tareas matematicas (Blanton et al, 2011; Canadas y
Figueiras, 2011). Por otro lado, la representacion simbdlica, aborda lo alfanume-
rico y su sintaxis, es descrita mediante una serie de reglas y procedimientos (Rico,
2009). Este sistema involucra simbolos y signos propios de la matematica, y
requiere de un nivel de sofisticacion mayor, dado que expresa de manera exac-
ta y precisa las relaciones entre las cantidades variables en una tarea de pen-
samiento funcional (Azcarate y Deulofeu, 1990; Blanton, 2008).

Los estudios que hay en tareas de pensamiento funcional sugieren que estu-
diantes de edades entre 9 a 10 son capaces de usar representaciones simbadlicas
y verbales como formas de expresar la generalizacion de la relacion funcional
(Urena et al, 2019). Por su parte, Pinto et al. (2023), con estudiantes de las mismas
edades que el estudio anterior, identificaron que al principio recurrian a una re-
presentacion numeérica y Unica, pero a medida que fueron avanzando en la tarea,
los estudiantes lograron abordar una relacion funcional expresando sus argumen-
tos de manera cada vez mas sofisticada, por ejemplo, como una representacion
simbolica. Medrano et al. (2022) sugieren que estudiantes de entre 8-9 afnos son
capaces de producir representaciones mas sofisticadas, es decir, usan letras para
solucionar tareas en un contexto funcional del algebra escolar.
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GENERALIZACION

Los estudiantes cuando ingresan a la escolaridad poseen capacidades naturales
para realizar y expresar procesos de generalizacion de estructuras matematicas
(Mason, 1999; Socas, 2011). Desde esta perspectiva, se considera que el desa-
rrollo del pensamiento algebraico consiste, en gran medida, en aprovechar y
potenciar esas capacidades naturales de los estudiantes. Generar instancias de
generalizacion en los estudiantes implica ofrecerles oportunidades para que
busquen, identifiquen y expresen regularidades, con la finalidad de desarrollar
su pensamiento critico y capacidades para resolver problemas de manera mas
eficiente (Molina, 2009). En el contexto del pensamiento funcional, Kaput (2000)
indica que la generalizacion es:

(..) extender deliberadamente el rango de razonamiento o comunicacion mas alla
del caso o casos considerados, identificando explicitamente y exponiendo similitud
entre casos, 0 aumentando el razonamiento o comunicacion a un nivel donde el
foco no son los casos o situacion en si mismos, sino los patrones, procedimientos,
estructuras, y las relaciones a lo largo y entre ellos (p. 6).

En este sentido se considera que la generalizacion se logra, entre otros procesos,
por medio de casos particulares, lo que implica un razonamiento inductivo. Esto
es, a través del trabajo organizado de casos particulares se busca la identifica-
cion del patron que se establece entre las cantidades que covarian y su relacion
con la regla general (Canadas y Castro, 2007). Sin embargo, Mason (1996)
menciona que también es posible llegar a la generalizacion a través de un
ejemplo geneérico, esto quiere decir que es posible generalizar por medio de un
unico ejemplo o caso particular con caracteristicas determinadas.

Los estudios sobre generalizacion en pensamiento funcional dan cuenta de
que los estudiantes de los primeros niveles educativos son capaces de genera-
lizar, pero lo hacen de distintas formas. Por ejemplo, Morales et al. (2016) en un
estudio con 30 estudiantes de 6 a 7 anos, mostraron que algunos de ellos res-
pondieron por medio de un caso particular (particularizaron), mientras que otros
generalizaron verbalmente la relacion funcional de correspondencia. Pinto y
Canadas (2018) evidenciaron que estudiantes de 9 afios de edad fueron capa-
ces de generalizar la relacién de correspondencia y lo hicieron desde la espon-
taneidad (sin necesidad de preguntar de manera general) y desde una
pregunta inducida para tal proceso. Por su parte, Morales et al. (2018), también
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encontraron que estudiantes de 6 a 7 anos expresaron la generalizacion de la
relacion de correspondencia de manera verbal. Torres et al. (2021) dieron cuen-
ta que estudiantes de entre 7 a 8 anos de edad son capaces de generalizar la
estructura subyacente a una relacion funcional que viene dada en la tarea
propuesta. En un estudio posterior, los mismos autores (Torres et al, 2023) evi-
denciaron que un estudiante de 7 afios en una tarea cuya funcion fue f{x) = x + 3,
generalizo verbalmente a partir de casos particulares, pasando de una genera-
lizacion aritmética a una generalizacion algebraica. Esto quiere decir que el
estudiante transitd desde la accion “sumar tres” a la accion ‘siempre mas tres’,
evidenciando asi una transicion del pensamiento aritmético al algebraico.

METODOLOGIA
TIPO DE INVESTIGACION

Esta investigacion es de tipo cualitativa, dado que busca comprender opiniones,
experiencias y significados que los participantes atribuyen a una tarea determi-
nada (Monje, 2011). Por su parte, Hernandez et al. (2014) indican que este tipo
de investigacion, con frecuencia, se basa en métodos de recoleccién de datos
sin medicion numérica, los cuales, ademas, no son estandarizados ni predeter-
minados completamente. Ademas, esta investigacion se enmarco en un estudio
de casos, dado que buscamos indagar en profundidad el trabajo de estudiantes de
tercero de Educacion Primaria cuando resuelven tareas que implican relaciones
funcionales (Stake, 1999).

SUJETOS DE INVESTIGACION

Cuatro estudiantes de tercero de educacion primaria (8 - 9 anos) de un estable-
cimiento municipal de la ciudad de Talca, Chile. Su seleccion fue de manera
intencionada. Para obtener respuestas que caracterizaran al curso y evitar sesgos
en las respuestas a la tarea se consideraron estudiantes que estaban en la media
de rendimiento académico. De acuerdo con la informacion otorgada por la
profesora del curso y de acuerdo con el programa curricular, estos estudiantes
no contaban con experiencias previas en tareas relativas al pensamiento fun-
cional. Sin embargo, contaban con experiencias en trabajos con tareas de patro-
nes numeéricos, calculo de adiciéon y sustraccion tanto escrito como mental, y
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ademas presentaban facilidad para verbalizar sus respuestas a las tareas. Esto
ultimo fue un elemento clave, porque la principal fuente de informacién fue la
representacion verbal.

ENTREVISTA SEMIESTRUCTURADA Y TAREA DE INVESTIGACION

Se disen6 una tarea que promueve el pensamiento funcional en estudiantes de
educacién primaria y estuvo dada por la funcion f{ix)=x+1. Se ha considerado esta
funcion como una forma de corroborar las estrategias que emplean los estudian-
tes cuando resuelven dichas tareas. Se planteo esta tarea de manera individual a
cada uno de los cuatro estudiantes, en el contexto de una entrevista semiestruc-
turada, en una sala de clase de su establecimiento. La entrevista no tuvo limite de
tiempo, su duracion fue de entre 20 y 30 minutos. La tarea se refiere a un contexto
cercano a ellos, el crecimiento de los circulos del cuerpo de una oruga (variable
dependiente) y la cantidad de dias que transcurrian (variable independiente): esta
es la historia de una oruga que cuando pasa un dia su cuerpo crece, de modo
que cuando pasa un dia la oruga tiene dos circulos en su cuerpo y cuando pasan
dos dias la oruga tiene tres circulos en su cuerpo.

En la entrevista, luego de plantear el enunciado, se propusieron siete pre-
guntas elaboradas siguiendo las orientaciones del razonamiento inductivo de
Canadas y Castro (2007). Esto es que, a partir de preguntas sobre casos parti-
culares pequenos, grandes y un caso general, se pretendia que los estudiantes
llegaran a la generalizacion de la relacion funcional. En la tabla 1 se detalla el
tipo de caso y su descripcion, preguntas planteadas y las estrategias y la repre-
sentacion esperada por parte del estudiante.
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Tabla 1. Descripcion de las preguntas de la tarea

Tipo de caso

Descripcion

Pregunta planteada

Estrategia y
representacion esperada

Caso pequeno
consecutivo

Caso pequeno
no consecutivo

Caso grande
no consecutivo

Pregunta
general

Son aquellas preguntas en
que se pide encontrar la
cantidad de la variable de-
pendiente en los primeros
casos de la relacion fun-
cional. Se relacionan a un
ambito numérico pequefio
de la relacion funcional y
a su vez consecutivos.

Son aquellas preguntas en
que se pide encontrar la
cantidad de la variable de-
pendiente en los primeros
casos de la relacion fun-
cional. Se relacionan a un
ambito numérico pequeno
de la relacién funcional y
no son consecutivos.

Son aquellas preguntas
en que se pide encontrar
casos grandes y aislados
en la relacién funcional,
los cuales requieren la
identificacion de un pa-
tron (relacion funcional).

Es aquella pregunta que
busca la generalidad de
la relacion funcional.

1. Ahora cuando pasan tres
dias ¢Cuantos circulos ten-
drd en su cuerpo?

2. Cuando pasan cuatro dias
éCudntos circulos tendrd la
oruga en su cuerpo?

3. Cuando pasan cinco dias
¢Cuantos circulos tendra la
oruga en su cuerpo?

4. Ahora daremos un saltito.
Cuando pasan diez dias
éCuantos circulos tendra la
oruga en su cuerpo?

5. Cuando pasan 50 dias
¢Cudntos circulos tendrd la
oruga en su cuerpo?
6. Cuando pasan 100 dias
¢Cuantos circulos tendra la
oruga en su cuerpo?

7. Si no conocemos la canti-
dad de dias que ha pasado
¢Como  podemos  saber
cuantos circulos tendra el
cuerpo de la oruga?

Se espera que los estu-
diantes manifiesten estra-
tegias de covariacion y
correspondencia, usando
una representacion ver-
bal, concreta, pictérica y/o
simbdlica.

Se espera que los estu-
diantes manifiesten estra-
tegias de correspondencia,
usando una representa-
cién verbal, pictorica y/o
simbolica.

Se espera que los estu-
diantes manifiesten estra-
tegias de correspondencia,
usando una representa-
cién verbal o simbolicas.

Se espera que los estudian-
tes manifiesten la generali-
zacion de la relacion
funcional de corresponden-
cia, usando una representa-
cion verbal o simbolica.
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Ademas, cada estudiante contdé con material concreto que representaba a
los circulos del cuerpo de la oruga, que, en caso de requerirlo, fueron utilizados
al momento de responder las preguntas de la tarea. Es decir, cuando el estu-
diante requeria representar los datos del problema, podia hacer uso del material
concreto (figura 3).

Figura 3. Material concreto usado en la tarea:
circulos que representan el cuerpo de la oruga.

TECNICA DE ANALISIS Y CATEGORIZACION

Para el andlisis de la informacion empleamos la técnica del analisis de conte-
nido (Fernandez, 2002). Se hizo la transcripcion de cada una de las entrevistas.
Posteriormente, cada integrante del grupo de investigacion analizé las transcrip-
ciones y fotografias de las producciones de los estudiantes, para determinar
evidencia, o no, de pensamiento funcional en las respuestas a cada pregunta
de la tarea. A continuacion, el grupo consensud el analisis individual realizado
para establecer las categorias definitivas. Las categorias se establecieron a par-
tir de: el marco conceptual de esta investigacion (Blanton et al, 2015; Canadas
y Molina, 2016; Morales et al, 2023; Smith, 2008); los antecedentes que sugieren
indagar sobre las relaciones funcionales y representaciones de estudiantes de
primeras edades educativas como una forma de caracterizar el pensamiento
funcional (Blanton et al, 2011; Morales et al, 2023; Pinto et al, 2023; Smith,
2008); un analisis a priori de las respuestas de los estudiantes permitié conso-
lidar las categorias de analisis en estrategias funcionales y no funcionales. Las
categorias de analisis se muestran en la tabla 2.
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Tabla 2. Descripcion de categorias de analisis

Categorias Sub - categoria Descripcion

Estrategias No funcionales  Sin evidencia de relacion funcional: aplicaciéon de operatoria
sin relacion entre cantidades.
Respuesta directa: responde de manera adecuada, pero sin
justificar.
Patron recursivo: sumar de uno en uno las cantidades de la
variable dependiente, pero sin relacion entre cantidades.

Funcionales Covariacion: relacién entre como la variacién de la cantidad
de la variable independiente afecta a la cantidad de la varia-
ble dependiente.

Correspondencia directa: sumar uno a la cantidad de la
variable independiente.

Correspondencia inversa: Restar uno a la cantidad de la varia-
ble dependiente.

Generalizacion  Particulariza Responde con un caso particular, por ejemplo: cuando pasan
veinte dias son veintiuno circulos en el cuerpo de la oruga,
cuando pasan cincuenta dias son cincuenta y un circulos en
el cuerpo de la oruga. También se incluyen respuestas como:
‘porque los dias aumentan en uno los circulos del cuerpo
aumentan en uno también”.

Generaliza Generalizacion de la correspondencia: cuando responde
‘siempre hay que sumar uno a la cantidad de dias para obte-
ner la cantidad de circulos” o indicios de esta respuesta.
Generalizacion de la covariaciéon: cuando responde: “porque
cambia la cantidad de dias también cambia la cantidad de
circulos en el cuerpo’.

RESULTADOS

En primer lugar, se muestran resultados de los cuatro estudiantes a cada una
de las siete preguntas de la tarea (tabla 3). Se asigné a cada estudiante un
numero para respetar su anonimato y distinguirlo de otros. Finalmente, se mues-
tra una comparacion del trabajo realizado por cada uno de los estudiantes de
acuerdo a las trayectorias de estrategias usadas en las preguntas de tarea.
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Tabla 3. Respuesta de los estudiantes por preguntas

Estudiante Numero de pregunta
W 1 2 3 4 5 6 7
Al Cv v Cv Pr/Cv Cv Crd Cri*
A2 Cv Cv Cv Crd Crd Crd Crd*
A3 Cv Rd v Cv Crd Crd v
Ad Pr Cv Cv Crd Crd Crd Crd*

Nota: Cv = Relacién covariacién; Pr = Patrén recursivo; Rd = Respuesta directa; Crd =
Correspondencia directa; Cri = Correspondencia inversa; * = generaliza; ** = particulariza

Pregunta 1

En la tabla 3 se observa, que en la pregunta 1, tres estudiantes (A1, A2 y A3)
utilizaron la estrategia de covariacion. Estos estudiantes se centraron en la
variacién existente entre las cantidades de la variable independiente (cantidad
de dias) y su incidencia en las cantidades de la variable dependiente (cantidad
de circulos de la oruga). Un ejemplo caracteristico de esta estrategia fue la res-
puesta de Al, cuando se le pregunté por la cantidad de circulos que tendra la
oruga cuando han pasado tres dias, respondio: “Cuatro [..], cada dia se le agre-
ga una pelotita”. A partir de esta respuesta se observa una relacién entre la
cantidad de dias con la cantidad de circulos (variable dependiente), es decir, por
cada dia que pasa se debera agregar un circulo (pelotita).

En esta pregunta, A4 fue el unico que utilizd la estrategia de patrdn recursivo,
respondi¢ “Cuatro [..] iba como uno en uno (referenciando a las cantidades de
la variable dependiente)’. Este estudiante solo se enfoco en la relacion existente
entre las cantidades relativas a la variable dependiente que, en este caso, es
sumar uno para hallar la cantidad siguiente.
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Pregunta 2

En cuanto a la pregunta 2, tres estudiantes (A1, A2 y A4) utilizaron la estrategia
de relacion funcional de covariacion. Una respuesta representativa de esta estra-
tegia fue la manifestada por Al, como se muestra en el siguiente fragmento de
entrevista.

1. Entrevistadora (E): &Y por qué crees que son 5 circulos?

2. Al: Porque se le agrega uno y pasa otro dia (anteriormente, se habia
preguntado por la cantidad de circulos de la oruga cuando pasan cuatro
dias).

3. E:¢Quieres decir que si pasa otro dia se le agrega uno?

4. Al:Si

Como se observa, Al solo se enfocd en la relacion existente entre las cantidades
relativas a la variable independiente, esto es, aumenta la cantidad de dias en
uno y la cantidad de circulos del cuerpo también lo hace en uno (ver linea 2).
Este estudiante mostro consistencia en su respuesta ya que en la pregunta
anterior también habia usado esta estrategia. Ademas, se confirma esta estrate-
gia en la representacion verbal y pictérica realizada en la guia, como se obser-
va en la figura 4.
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Figura 4. Representacion pictorica y verbal estrategia covariacion

Ademas, en la justificacion de la respuesta de Al se observa una generalizacién
de la relacion de covariacion, cuando se le pregunté sobre la forma de hallar la
cantidad de circulos de la oruga, respondié “Que crece una bolita cada dia [.]
va creciendo uno en uno al pasar los dias’. Al entiende que la cantidad de
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circulos dependerd de la variable independiente y, en este caso, si los dias
aumentan en uno, la cantidad de circulos también lo hace.

Finalmente, en esta pregunta se observa que solo uno de los cuatro estu-
diantes (A3) utilizé la estrategia de respuesta directa, respondio “cinco [..] tendra
cinco pelotitas’, sin justificar su respuesta.

Pregunta 3

Respecto a la pregunta 3, se observa que todos los estudiantes utilizaron la
estrategia de covariacion. Se destaca la respuesta de A3 porque generalizo esta
relacion funcional, cuando la entrevistadora le pregunt6é sobre cémo lo hizo,
respondid: “ahora tiene 6 pelotitas porque cada dia le agrego uno’, dejando en
evidencia que cuando las cantidades de la variable independiente aumentan
en uno, las cantidades de la variable dependiente también lo hacen en uno.

Pregunta 4

En esta pregunta se observan distintas estrategias manifestadas por los 4 estu-
diantes. Por ejemplo, se destacan las respuestas de Al y A3 que emplearon la
estrategia de covariacion. Sin embargo, A1 empled dos estrategias en esta pre-
gunta, inicialmente, respondio con el patron recursivo: ‘le agrego una pelota’
(refiiendose a la cantidad de la variable dependiente). Posteriormente, la entrevis-
tadora le recordd que hay un salto de cinco a diez dias y le repite la pregunta
sobre la cantidad de circulos que tendra la oruga, pasados diez dias, Al respon-
di6 nuevamente “del dia cinco al llegar al diez [.] serian once’. En esta respues-
ta se observa una estrategia de covariacion, a partir de la variacion de las
cantidades de la variable independiente (diferencia entre cinco y diez), obtuvo
la cantidad de la variable dependiente, en este caso once (sumo cinco a seis,
que estuvo dado por la pregunta anterior).

Por su parte, A2 y A4 utilizaron la estrategia de correspondencia directa,
siendo la primera vez que emergio esta estrategia. Un ejemplo caracteristico de
esta estrategia es el de A4, cuando justifico su respuesta de la siguiente manera:
‘le agregué uno entonces ahora que son diez dias para mi son once [haciendo
mencion de los circulos de la orugal’. En la respuesta anterior se observa que
A4 hall6 la cantidad de la variable dependiente con tan solo sumar uno a la
cantidad de la variable independiente. Esta estrategia es relevante porque
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permite hallar todas las cantidades de la variable dependiente dadas las de la
variable independiente.

Pregunta 5

En esta pregunta relativa a un caso particular grande no consecutivo, Al fue el
unico que utilizo la estrategia de covariacion, esto demuestra consistencia entre
sus respuestas, ya que en las preguntas anteriores también la utilizd. A conti-
nuacién, se muestra un fragmento de entrevista que evidencia la relacion de
covariacion empleada.

E: Entonces ¢Cudntas esferas tendria en el dia 50?
Al: 51 bolitas.

E: Ahora explicame como sabes que son 51 bolitas.
Al: porque cada dia va creciendo una bolita mas.

o N o

Mientras que, A2, A3 y A4 utilizaron la estrategia de correspondencia directa. Un
ejemplo caracteristico de esta estrategia fue la respuesta de A2, cuando la entre-
vistadora le pregunto por la cantidad de circulos que tendra la oruga cuando
hayan pasado cincuenta dias, ¢l respondio6 ‘“tiene 1 circulo mas [.] cincuenta y
va a tener 1 mas”. Como se observa, para hallar la cantidad de circulos solicita-
dos en la pregunta, le bastd solo con sumar uno a la cantidad de la variable
independiente. Se destaca la consistencia en la respuesta de este estudiante
pues en la pregunta anterior también respondié haciendo uso de esta estrategia.
Asi mismo se observa en la representacion verbal y simbolica realizada en su
ficha de trabajo (figura 5).

f"!ful‘\?d'uﬁ APONQ. Lo ollow T e ] LGy
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Flgura 5. Estrategia de correspondencia directa usando la representacion verbal y simbdlica.
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Pregunta 6

En esta pregunta relativa a un caso particular grande no consecutivo, se obser-
VO que los cuatro estudiantes utilizaron la estrategia de correspondencia direc-
ta, esto quiere decir que cuando se les pregunt6 por la cantidad de circulos
pasados cien dias, respondieron que la cantidad de circulos es cien mas uno,
es decir, ciento uno. Por ejemplo, A4 respondi¢ lo siguiente:

9. E: Ahora Al la oruga llegé al dia cien. {Cuantos circulos tendrd en su
cuerpo si han pasado 100 dias?
10.  A4: Ciento uno.
11. E: Explica como lo sabes.
12. A4: Porque le agrego uno.

Pregunta 7

En la pregunta que buscaba la generalizacion se observo que dos estudiantes
(A1 y A3) generalizaron una relacion funcional. Al lo hizo a través de la estra-
tegia de correspondencia inversa, tal como se observa en el siguiente fragmen-
to de entrevista.

13. E:(.) Si no conocemos la cantidad de dias que han pasado, écomo po-
demos saber cuantos circulos tendra el cuerpo de la oruga?

14. Al: Quitando la cantidad de circulos.

15. E: Pero, si no sabemos cuantos dias son.

16. Al: Le quitamos una pelotita a la oruga y obtenemos el resultado.

17. E: &Y por qué ahora quitarias pelotitas si siempre agregas?

18.  Al: Para saber el resultado de dias que han pasado.

Como se observa en el fragmento anterior, A1 en lugar de justificar cémo se
encuentra la cantidad de circulos cuando no se sabe la cantidad de dias, lo hizo
explicando la forma en que se halla la cantidad de dias dada una cantidad
indeterminada de circulos, tal como se observa en las lineas 16 y 18. Este estu-
diante entiende que para hallar la cantidad de dias basta solo con quitar uno
a la cantidad de circulos de la oruga.
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Por su parte, A3 generalizd como se muestra en el siguiente fragmento de
entrevista.

19. E: Si no sabemos cuantos dias han pasado eso va a seguir, se le sigue
agregando uno.

20. A3: Entonces pasa un dia y se le agrega uno.

21. E:Ya iSe le agrega uno a qué entonces?

22. A3:Ala oruga.

23. E: Pero, icon relacidon a qué?

24. A3: Alos dias.

En el fragmento anterior se observa que, frente a la pregunta general de la
entrevistadora, A3 responde a través de la variacion entre las cantidades varia-
bles. Esto es que cuando las cantidades de la variable independiente cambian
en uno, las cantidades de la variable dependiente también lo hacen, tal como
se observa en la linea 22. A3 entiende que un cambio en las cantidades de la
variable independiente tiene una incidencia en las cantidades de la variable
dependiente.

Por ultimo, A2 y A4 solo particularizaron en la pregunta general. Ellos justi-
ficaron sus respuestas a través de un caso particular. Por ejemplo, cuando la
entrevistadora les preguntd icomo podemos saber cudntos circulos tendrd el
cuerpo de la oruga? A2 mencion6 “por ejemplo, si tenemos 100 dias que pasa-
ron tendremos 101 circulos [..] contando los circulos y si tiene 50 dias va a tener
51 circulos’. Esta misma respuesta se muestra en la representacion verbal que
A2 escribié en la ficha (figura 6).
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Figura 6. Respuesta usando la particularizacion.
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Por su parte, A4, ante la misma pregunta, respondi6 “sumandole un circulo’,
pero no explicd a qué cantidad se le suma dicho circulo, la entrevistadora, para
ahondar en su respuesta, le propuso diversos casos particulares, como se mues-
tra en el siguiente fragmento de entrevista.

25. E: Por ejemplo, si yo tuviera 500, icuantos circulos tendria la oruga?
26. A4:501.

27. EY, 607

28. Ad:61.

Se observa que, si bien A4 entendio que para hallar la cantidad de circulos del
cuerpo de la oruga se suma uno a la cantidad de la variable independiente,
requirio de casos particulares para dar cuenta de este proceso.

TRAYECTORIA DE ESTRATEGIAS UTILIZADAS POR LOS ESTUDIANTES
A partir de la tabla 3 se diseno la tabla 4 que aborda las trayectorias de estra-
tegias empleadas por cada uno de los cuatro estudiantes en las preguntas de

la tarea.

Tabla 4. Trayectoria de estrategias utilizadas

Tipo de Trayectoria Estudiante (estrategias)
1 cambio estrategia Cv - Crd)
2 cambios estrategias Pr- Cv-Crd)

Cv - Pr/Cv - Crd - Cri)
Cv-Rd-Cv-Crd-Cv)

3 0 mas cambios estrategias

A2 (
A4 (
Al (
A3 (

Nota: Cv = Relacién covariacién; Pr = Patron recursivo; Rd = Respuesta directa; Crd = Co-
rrespondencia directa; Cri = Correspondencia inversa.

A nivel grupal se observa la flexibilidad que manifiestan los estudiantes al
resolver la tarea propuesta en este estudio, dejando en evidencia que no hay
una Unica forma de abordarla, dado que los estudiantes usaron distintos enfo-
ques para su resolucion.

A nivel individual, se observa que A2 fue el que realizé solo un cambio de
estrategia, dado que pasé de la relacion de covariacion a la de correspondencia
directa. Por su parte, A4 empled dos cambios de estrategias, inicialmente evidencio
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un patron recursivo, pasando a una covariacion y finalizando con una relacion
de correspondencia directa. Finalmente, se observd que dos estudiantes, Al y A3,
realizaron cuatro cambios de estrategia. Al inici6 con una covariacion, siguio
con un patron recursivo y una covariacién, ambas en la misma pregunta (tabla
3), posteriormente, cambié a la estrategia de correspondencia directa, finalizando
con una correspondencia inversa. Por su parte, A3 comenzé con la estrategia de
covariacion, a continuacion, manifestd una respuesta directa (sin evidenciar relacion
funcional), seguidamente volvié a utilizar la covariacion, posteriormente utilizé la
estrategia de correspondencia directa y finalizd con una covariacion.

DISCUSION Y CONCLUSIONES

A la luz de los resultados obtenidos, se pone de manifiesto que estudiantes de
tercero de Educacién Primaria (8 a 9 afios) evidencian estrategias relacionadas
con el pensamiento funcional, tales como la covariacion y la correspondencia.
Este hallazgo es destacable porque implica que estudiantes de estas edades son
capaces de involucrarse en tareas asociadas al concepto de funcién, contenido
critico en la ensenanza del algebra escolar (Brizuela et al, 2015; Canadas vy
Molina, 2016). Se observa que todos los estudiantes manifestaron ambas estra-
tegias funcionales centradas en la covariacion y la correspondencia directa. Lo
anterior confirma los hallazgos sobre el pensamiento funcional en estudiantes
de Educacion Primaria de investigaciones previas, en contextos internacionales
y en el contexto chileno (p. ej, Pinto et al, 2023), Lo que pone de relieve la
capacidad de estudiantes de edades tempranas para responder satisfactoria-
mente a una tarea de funciones (p. ej, Canadas et al, 2016; Morales et al., 2018;
Pinto y Canadas, 2018; Torres et al, 2021).

Con respecto a la trayectoria de estrategias utilizadas por los cuatro estudiantes
durante la tarea, se observd que todos ellos hicieron cambios en sus estrategias
iniciales (tabla 4). Se destaca que A4 a pesar que comenzo la tarea con una es-
trategia no funcional (patron recursivo), posteriormente logré emplear estrategias
centradas en la relacion funcional de covariacion y correspondencia. A su vez,
los estudiantes A2, A3 y A4 iniciaron la tarea con la estrategia funcional de co-
variacion e hicieron el cambio a una estrategia de correspondencia directa. Esta
situacion se podria explicar porque, en las primeras preguntas, al estar compues-
tas por casos consecutivos, pudieron incidir las expresiones ‘los dias aumentan
en uno por tanto los circulos aumentan en uno también” (covariacién) o “sumar
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uno” (patrén recursivo). En las preguntas de casos particulares no consecutivos
y grandes (de la pregunta 5 en adelante) los cuatro estudiantes cambiaron a la
estrategia de correspondencia directa. El resultado anterior es relevante porque,
por un lado, la forma en que se presentaron las preguntas de la tarea supone
en los estudiantes un cambio de estrategia importante para abordarla. Por otro
lado, una tarea de pensamiento funcional puede ser abordada desde diferentes
estrategias funcionales como la covariacién y correspondencia. Resultados simi-
lares a los anteriores se encuentran en Morales et al. (2018), cuando estudiantes
de Educacion Primaria abordan una tarea de pensamiento funcional desde la
correspondencia y la covariacion. En cuanto a la generalizacion, se observd que
los estudiantes lo hicieron a través de las estrategias funcionales de covariacion y
correspondencia inversa. Este resultado resulta interesante porque los antecedentes
de investigacion sugieren que en una tarea de pensamiento funcional la estrategia
mas factible a ser generalizada es la correspondencia en lugar de la covariacion
(Morales et al, 2018; Pinto y Canada, 2018). Por su parte, hubo estudiantes (A2 y
A3, tabla 3) que generalizaron la relacion de covariacion de manera espontanea,
misma modalidad que se observa en el trabajo de Pinto y Canada (2018), pero
con la relacién de correspondencia. Esto sugiere que puede haber estudiantes de
estas edades que pueden llegar a la generalizacion de una relaciéon funcional
sin la necesidad de inducir dicho proceso. Si bien, hubo estudiantes (A2 y A4)
que particularizaron en lugar de generalizar la relacion funcional implicada en
la tarea, creemos que ellos podrian hacerlo con un poco mas de orientacion por
parte de la entrevistadora, dado que descubrieron la regularidad de sumar uno a
la cantidad de la variable independiente, aunque solo en casos particulares. Lo
anterior, sugiere que la generalizacion tal cual se propone no es una tarea facil
para algunos estudiantes y que requiere trabajo importante desde la instruccion.

Una linea de continuidad que permitiria describir el proceso de generaliza-
cion de estudiantes de estas edades, serfa profundizar en la forma en que logran
pasar de la generalizacion aritmética a la generalizacion algebraica. En términos
de Torres et al. (2023), lo anterior ocurre porque la forma de generalizar alge-
braica dio cuenta de la generalizacion aritmética realizada. Seria interesante
generar instancias para que los estudiantes pasen de expresar “‘sumando uno’
a la expresion “siempre se debe sumar uno’.

Los resultados de este trabajo coinciden con los planteamientos de Blanton
y Kaput (2005) quienes defienden que la evidencia de la capacidad de los
estudiantes respecto al pensamiento funcional, puede responder a las preguntas
sobre écdmo el pensamiento funcional podria incorporarse en el programa de
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estudio de matematica? y icudles serian las estrategias mas adecuadas para tal
fin en los primeros niveles educativos? Sin embargo, estas interrogantes suponen
un desafio importante tanto para la continuacion de la investigacién en pensa-
miento funcional, como para la ensenanza del dlgebra escolar.

De acuerdo con los resultados de esta investigacion, se considera que activida-
des que promueven el pensamiento algebraico en edades tempranas, pueden ser
un recurso que guie a los profesores de Educacion Primaria para favorecer este
tipo de pensamiento en sus estudiantes. Por ejemplo, el profesor podria abordar
situaciones centradas en las relaciones entre cantidades usando el razonamiento
inductivo (Canadas y Castro, 2007), como una forma de lograr la generalizacion
a partir de casos particulares. Al considerar tareas de este tipo, se podrian ampliar
aquellos enfoques con los cuales se acostumbra a promover el pensamiento
algebraico en Educacion Primaria, dado que, por lo general a nivel curricular, la
ensenanza del dlgebra estd centrada solo en el estudio de patrones, ecuaciones e
inecuaciones, relegando el trabajo sobre la generalizacién de relaciones funcionales
a niveles educativos mas avanzados (Morales y Parra, 2022).

Esta investigacion busca contribuir a la caracterizacion del pensamiento
funcional en edades tempranas a partir de la categorizacion de las estrategias
que se evidenciaron en las producciones de los estudiantes. De esta manera, se
aporta al cuerpo de conocimiento existente sobre el pensamiento funcional con
el interés de que en un futuro préoximo tenga una implicacion curricular y sea
un contenido protagonista en la promocion del algebra escolar.

Finalmente, si bien se realizé un andlisis detallado de las producciones de
cuatro estudiantes, en futuras investigaciones se podria ampliar la cantidad de
estudiantes para confirmar y profundizar en los resultados de este trabajo, con-
siderando estudios cuantitativos y muestras probabilisticas. También, se podria
abordar la tarea aqui presentada en una situacion real de clases para indagar
sobre las producciones de los estudiantes en contextos educativos habituales y
el papel del profesor al orientar el proceso de generalizacion. Por otro lado, seria
provechoso abordar estudios sobre el conocimiento didactico-matematico en
pensamiento funcional de profesores de Educacién Primaria en formacion y en
activo, como una forma de detectar competencias para la promocion del algebra
escolar en niveles escolares tempranos.
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Reflexiones para la planificacion de la ensenanza
de la geometria escolar: Un estudio de caso

Reflections for planning the teaching of school geometry:
A case study
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Isabel Margarita Vargas Calvert? Eduardo Israel Pina Flores*

Resumen: En las ultimas décadas, la planificacion de la ensefanza desafia a
los profesores a poner en juego saberes disciplinarios, pedagégicos y didacticos
adquiridos durante su formacion y en su practica docente. En este articulo se
reportan resultados de una indagacion, realizada en el marco de un acompa-
fnamiento docente que tuvo como objetivo colaborar con profesores de mate-
matica de un liceo municipal, a reflexionar sobre la planificacion de la
ensenanza de la geometria. La metodologia es cualitativa y corresponde a un
estudio de caso. Se recoge informacion a partir de la planificacion escrita por
cada profesor y mediante una entrevista semiestructurada. Los resultados obser-
vados evidencian concepciones tradicionales de ensefanza de la geometria y
débiles previsiones sobre las posibles respuestas de los alumnos ante lo pla-
nificado. Ademads, los profesores involucrados presentan una fragil cultura para
reflexionar durante la planificacién de la ensefanza, poniendo en evidencia
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la inconsistencia entre las concepciones sobre la ensefanza de la geometria
de los profesores y el enfoque constructivista del curriculo escolar.

Palabras clave: Reflexion, Planificacion de la Ensefianza, Medio, Estructuracion
del Medio.

Abstract: In recent decades, school teaching planning challenges teachers to
putinto play disciplinary, pedagogical and didactic knowledge acquired during
their training and in their teaching practice. This article reports the results of
an investigation carried out within the framework of a teaching accompaniment
that aimed to collaborate with mathematics teachers from a municipal high
school to reflect on the planning of the teaching of geometry. The Methodology
is qualitative and corresponds to a case study. Information is collected from
the written planning by each teacher and through a semi-structured interview.
The observed results show traditional conceptions of geometry teaching and
weak predictions about the possible responses of students to what is planned.
Furthermore, the teachers involved have a weak culture to reflect during teaching
planning, which would lead to managing the class in a traditional way,
highlighting the inconsistency between the teachers’ conceptions of teaching
school geometry and the constructivist approach of the school curriculum.

Keywords: Reflection, Teaching Planning, Milieu, Structuration du Milieu.

INTRODUCCION

Las primeras ideas acerca de la importancia de generar procesos reflexivos sobre
la practica de los profesores, y asi evitar caer en improvisaciones y rutinas tradi-
cionales, surgen de los trabajos de Schon (1983, 1987), Dewey (1989), Elliot
(2005); Hart, Alston y Murata (2011), entre otros (citado en Seckel y Font, 2020).

Schon destaca que el pensamiento reflexivo se presenta en dos momentos:
reflexion en la accién y reflexién sobre la accion (Ortiz, 2021, p. 44).

Para Dewey, el pensamiento reflexivo tiene cinco fases que describen un
itinerario desde una idea heuristica de lo que hay que hacer hasta la fase de
comprobacion de hipétesis levantadas en el transcurso de |a reflexion. Las fases
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son: Sugerencia, Intelectualizacion, Hipdtesis, Razonamiento y Conclusion (ver
detalle en Ortiz, 2021, p. 44).

Elliot (2005) plantea la existencia de dos tipos muy diferentes de desarrollo
reflexivo de la practica docente, uno en el que la reflexion inicia la accion y otro
en el que la accién inicia la reflexion (p. 37). Hart, Alston y Murata reportan sus
experiencias con el método del estudio de clases.

Otros aportes a esta linea de investigacion son los de Perrenoud (2011), quien
plantea, al igual que Schon (1983), que la practica reflexiva es un elemento
clave de la profesionalizacion, por tanto, debe desarrollarse desde la formacién
inicial del profesorado, considerando un método para la reflexion y un marco
conceptual especifico de la disciplina que se ensefa. El plantea que una gran
capacidad de reflexionar en la accion y sobre la accion, implica desarrollar
autonomia y responsabilidad profesional.

La investigacion de Parada y Pluvinage (2014), focalizada en ayudar a pro-
fesores de educacion basica a reflexionar sobre la actividad matematica que
promueven en sus estudiantes, mostrd el impacto que las reflexiones realizadas
tuvieron en los esquemas de ensenanza de los profesores. Ademas, reconocieron
que las actividades planeadas pueden transformarse por las interacciones que
se dan en la clase y que sus esquemas pueden flexibilizarse para atender de la
mejor manera las situaciones de aprendizaje.

Breda, Font y Pino-Fan (2018), dan cuenta de otras investigaciones (Giménez
etal, 2013; Pochulu et al, 2016; Seckel, 2016) que senalan que la reflexién de los
formadores de profesores, profesores y futuros profesores sobre su propia practica
se ha potenciado al utilizar como marco de referencia los criterios de idoneidad
didactica, y su desglose en componentes e indicadores, propuesto en el marco del
Enfoque Ontosemiotico de la Cognicion e Instruccion Matematica (EOS).

Hummes et al (2019), indagan en el desarrollo de la reflexion sobre la practica
en la formacion de profesores de matematicas, combinando el uso del Estudio de
Clases y los Criterios de Idoneidad, esta ultima como herramienta metodoldgica
para organizar la reflexion del profesor. Los resultados muestran que los Criterios
de Idoneidad estan presentes en la reflexion realizada por los participantes en el
Estudio de Clase, aunque estos criterios aun no se les han ensenado.

Espinoza y Rios (2017), se propusieron favorecer el andlisis de la practica de
profesores en formacion de octavo semestre, vinculando el uso del diario de campo
con la reflexion sobre la practica. Luego de elaborar criterios unificados para la
elaboracion de un diario que facilite la reflexion sobre la practica, la implementa-
cién de la propuesta de intervencion les permitié observar que la reflexion de los
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estudiantes puntualizd de mejor manera aspectos relevantes de la practica docente,
analizando aspectos que los estudiantes no habian considerado.

Otra perspectiva es la de Schon (1987), citado en Espinoza y Rios 2017, quien
considera que la practica reflexiva es un proceso crucial para perfeccionar nues-
tro trabajo; como ya se senald, Schon distingue entre la reflexion para la accion
y la reflexion sobre la accion (1987) y aboga por un docente que reflexione de
modo permanente sobre su practica de ensenanza con el fin de transformarla.
Este investigador, describio la reflexion como “una continua interaccion entre el
pensamiento y la accion” (p. 281); y al “practico reflexivo” como la persona que
‘reflexiona sobre las comprensiones implicitas en la propia accion, que las hace
explicitas, las critica, reestructura y aplica en la accion futura” (Schon, 1983, p. 50).

Quijano y Corica (2023), analizan la entrevista realizada a un profesor de
matematica de una institucion de San Carlos de Bariloche, Argentina, desde la
perspectiva de las nociones que aporta la Teoria Antropoldgica de lo Didactico.
Las investigadoras se interesan en caracterizar las concepciones del profesor
sobre como se deberia estudiar geometria en el nivel secundario. Sus resultados
muestran que el profesor otorga al estudio de la geometria, igual importancia que
otras dareas de la matematica y permite el desarrollo de habilidades manuales
vinculadas a la representacion de objetos geométricos. Ademas, en sus reflexio-
nes, el profesor senala la importancia de disenar las tareas a partir de diferentes
recursos y orientar la actividad de los estudiantes, sin anticipar los resultados que
se espera que ellos encuentren.

Cuellary Jiménez (2019), analizan su propia practica. Para ello consideran la
planificacion de la ensefianza y la implementacion de una secuencia de tareas
para promover el proceso de definicion, lo que requeria el uso de un software de
geometria dinamica y, dan cuenta de lo valioso del proceso de reflexion para sis-
tematizar acciones en los momentos de disefo y de gestion de la clase. Ademas,
plantean que esta sistematizacion les permitio tener una mirada critica de la
profesion y pudieron identificar sus falencias, aciertos, habitos y sus propias con-
cepciones sobre el proceso de definir una nocién geomeétrica. Asimismo, hacen
énfasis en la forma en que este proceso transformé su conocimiento profesional,
dado que tomaron conciencia de las implicaciones y acciones que se ponen en
juego al ensenar geometria.

A la luz de estos antecedentes, y en el marco de la ejecucion del proyecto
de investigacion DIUMCE PMI-EXB/PNII/09/2017, presentamos un estudio explo-
ratorio acerca de las reflexiones para la accion didactica (Schon, 1983), que
realizan dos profesores de matematica cuando planifican la ensefanza de la
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geometria en dos topicos curriculares de esta area. Para orientar nuestro traba-
jo, formulamos las siguientes preguntas: (Qué caracteriza a las reflexiones rea-
lizadas por los profesores cuando planifican la accién didactica para la
ensenanza? Y ésobre qué aspectos de la ensenanza de la geometria reflexionan
los profesores al planificar sus clases?

MARCO TEORICO

A fin de sistematizar y orientar la descripcion y andlisis de las observaciones
recogidas, nos apoyamos en la nocion de Estructuracion del Medio (EMD) de la
Teoria de Situaciones Didacticas (TSD) (Margolinas y Steinbring, 1993).

Esta teoria, la TSD, emerge en fuerte interaccion con una metodologia de
ingenierfa didactica, desarrollo de conceptos y modelos que ayudan a concep-
tualizar la evolucion del conocimiento matematico (formal o informal) e identi-
ficar los roles del profesor en diferentes fases de esta evolucion
(Mangiante-Orsola et al, 2018, p. 146).

Estas ideas resuenan con el enfoque que Margolinas da a la estructura en
capas definida por Brousseau (1988) para la modelizacién del medio didactico,
ella propone un modelo matricial organizado en fases y niveles para analizar
la interaccion didactica en una clase e identificar y describir diferentes tipos de
funcionamiento didactico en la actividad del profesor y de los alumnos.

En esta teoria la nocion de medio es una componente interna esencial para
explicar el funcionamiento de una situacion didactica (Brousseau, 1988; Margo-
linas, 1995) y tiene un caracter integrador (Brousseau, 1988). Con el proposito
de precisar estas caracteristicas, Margolinas (1995) realiza una ampliacion del
modelo broussoniano, en la que se pueden apreciar: los roles del profesor en
relacion al saber a ensenary a su proyecto de clase; las posiciones del alumno
en la relacion didactica y, ademas, pone en evidencia la interacciéon del profesor
con medios que son propios de su ejercicio docente.
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ESTRUCTURACION DEL MEDIO DIDACTICO (EMD): EL MODELO DE MARGOLINAS

Comenzaremos recordando que, en la TSD, la situacién didactica (S) considera los
sistemas profesor, alumno y medio, simbolizados como (P), (E) y (M) respectivamente.
En el modelo de la EMD, Margolinas (1995) se apoya en la situacion didactica,
anotada (S0) y en el medio (M0), denominado medio de aprendizaje, ademas pro-
pone que a MO lo antecedan tres medios inferiores, simbolizados por (M-3, M-2 y
M-1), con los que el alumno interacta en una fase adidactica y lo sucedan tres
medios superiores simbolizados por (M+1, M+2 y M+3) con los que el profesor
interactia en una instancia de reflexion para la planificacion de la ensenanza.

El modelo de EMD, considera tres fases de interaccion: adidactica, didactica
y sobredidactica. Las fases adidactica y sobredidactica se desarrollan en tres
niveles cada una.

La fase adidactica corresponde a la devolucion de una situacion, la que
requiere de las interacciones autdbnomas del alumno con medios que lo con-
frontan en los niveles -3, -2 y -1 que estan en correspondencia con las posicio-
nes que los alumnos van adquiriendo a medida que el medio de la situacion
evoluciona para aproximarse al aprendizaje esperado. Esta fase les permite
enfrentar la situacion con sus conocimientos personales, estableciendo relacio-
nes con necesidad de comunicarlas a otros y/o de justificarlas frente a la clase.
En esta fase, el profesor pone en funcionamiento el contrato didactico y el pro-
ceso de devolucion. Los medios del profesor son las preguntas y respuesta de
los estudiantes en los diferentes niveles.

La fase didactica describe la accién del profesor ensenando. Se trata de un
nivel de institucionalizacion que recoge lo esencial del aprendizaje en las inte-
racciones del alumno con sus medios y de las acciones (a veces espontaneas)
que el profesor pone en juego para hacer frente a las retroacciones de su medio
y también las acciones de los alumnos. Esto le permite al profesor reconocer el
saber que ha surgido de estas interacciones para luego institucionalizarlo.

Margolinas (1995) ha denominado fase sobredidactica a una instancia de
reflexion para la planificacién de la ensefianza, donde la actividad del profesor,
los medios, las interacciones y el funcionamiento de las situaciones son con-
cebidas como objeto de estudio para el didacta.

En su modelo, Margolinas (1995) pone en evidencia el orden de evolucién de
la situacion y las posiciones simétricas de las acciones del profesor y del alumno
en relacion a la situacion didactica S0. Para ello elabora la siguiente matriz.
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Fase sobre | My Medio dq 55 S-ima.r:if:rl Py Prafeson
didictica construcci on noosférica nooesférico
(Reflexion para
la planificacion | My Medio dq 5p Sitnaci on P2 Profesor
de la Q| provecto construccion constrictor
ensetianza)
My Media 5, Simacion de Eq Esmdiantg Py Profeson
didictico provectos reflexive provectando
Faze didictica My Medio d4 5y Rimacidn Ey Esmdianta Py Profesor
aprendizaje didactica

Fase adidactica) M- Medio dd 5. Siuwacon Ej. Estudianid Py

{actividad referencia aprendizaje aprendiendo Prafesor
AUTATOMA del ohservanda
alumna)

M- Media 8.+ Simacion d4 Ex Eamdianra

abjetive referencia acmando

M-s: Medid 5.5  Sitwacion E;.  Estudiantd
material ohjstiva objetivo

Figura 1. Matriz del modelo de Estructuracion del Medio.
Fuente: Margolinas y Steinbring, 1993

FASE ADIDACTICA

Esta fase, caracteriza las interacciones del alumno con el medio que evoluciona
en los niveles (-3), (-2) y (-1), aproximandose a la situacion didactica en el nivel
0. La flecha azul indica el sentido ascendente de esta fase. En el nivel -3 la
actividad del alumno se inicia en la situacion objetiva S-3, planteada por el
profesor mediante la negociacion de un contrato didactico. En la interaccién
entre el sujeto objetivo E-3 y el medio material M-3, se espera que los estudian-
tes asuman la responsabilidad de interpretar y trabajar de acuerdo a lo que
senala la consigna de la situacion. Se produce la “devolucion de una situacion
adidactica” (Brousseau, 2004).

En el nivel -2, la situacion S-3 ha evolucionado a una situacion de referencia
S-2, que focaliza el objeto del aprendizaje. EI alumno en posicion E-2, actia
sobre el medio objetivo M-2, toma decisiones y pone sus conocimientos al
servicio de lo solicitado en la consigna, pero no es capaz de explicitar, en
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particular sus operaciones cognitivas, puesto que E-2 se encuentra en una
situaciéon de accion y actua en funcion de una estrategia, a menudo, no nom-
brada (Brousseau y Centeno, 1991; Margolinas, 1995).

En el nivel -1, la posicion del alumno es E-1. El se encuentra frente a situa-
ciones de formulacién y de prueba que caracterizan a la situacion de aprendi-
zaje S-1, produciendo relaciones reflexivas en sus interacciones con el medio de
referencia M-1.

Brousseau y Centeno (1991), plantean que, “E-1 aprende de su accion 'y
mientras estd en esta posicion es responsable de su aprendizaje, lo que se
materializa en las decisiones que toma, en relacion al conocimiento” (p. 194).
Estas decisiones no dependen de |a intervencion del profesor.

En la situacion de aprendizaje S-1, el alumno en posicién E-1 discute sus
hallazgos con sus pares, reutilizando los resultados que ha obtenido en posicion
E-2 y también las condiciones del medio objetivo.

En este nivel el profesor en posicién P-1, interacttia con su medio, compues-
to por la interaccion del alumno y el medio de referencia M-1. Las intervenciones
que P-1 realiza en este nivel son las devoluciones. En posicion E-1, el alumno
focaliza acciones de E-2 (el mismo si se presenta la ocasion), por ejemplo, para
comunicar informaciones sobre la accién o bien para debatir su pertinencia.

FASE DIDACTICA

La situacion del nivel cero, S0, es la de ensefianza. SO corresponde a la interac-
cion del medio de aprendizaje M0, el estudiante y el profesor en posiciones EQ
y PO respectivamente. Esta situacion SO es de institucionalizacién y M0 es el
medio de aprendizaje, que se compone de los resultados que los estudiantes y
eventualmente el profesor, produjeron en los niveles anteriores. EQ consolida su
aprendizaje o lo modifica y PO institucionaliza, es decir, ensena.

FASE SOBREDIDACTICA

Esta fase caracteriza las interacciones del profesor con los medios para preparar
la ensefanza. Esta fase se compone de los niveles, +1, +2 y +3.

El tercer nivel +3 es ideoldgico y se denomina noosférico, el segundo nivel
+2 es el pre diseno de la ensenanza y se denomina de construccion y el primer
nivel +1 es el de la preparacion del escenario de la clase, en el cual P+1 preci-
sara la situacion de aprendizaje, representada por S+1.
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En la planificacion de la ensenanza, el profesor adopta distintas posiciones. En
el nivel N+3, “el profesor interpreta el conocimiento a ensefnar a partir del curriculo
y de su propio conocimiento matematico” (Mangiante-Orsola et al, 2018, pp. 150-
151). La situacion noosférica S+3 corresponde a una concepcion del profesor sobre
como aprenden matematica los alumnos, al respecto: “faire des mathématiques,
ce n'est pas appliquer des regles’, “les éleves doivent sexprimer et comprendre’,
(Margolinas, 1995; Margolinas y Steinbring, 1993, p. 254) y también a una relacion
entre el profesor y algunos agentes de la noosfera, por ejemplo el curriculo escolar
o un profesor didacta. En concreto, estas son relaciones del profesor con la noosfera.

El medio de construccion M+3 corresponde a los objetos de ensefianza, sus
proposiciones o propiedades matematicas que el profesor va a ensenar.

El medio M+3 del profesor ha evolucionado y ahora en el nivel +2, la situacion
de construccion, S+2 = M+3, consiste en determinar la mejor actividad para
que los estudiantes encuentren significado a los saberes y a las propiedades que
intenta ensefar. En posicion P+2, disena o selecciona situaciones de ensefanza
y debe construir una estrategia didactica para gestionar su clase.

Magniante-Orsola et al. (2018) plantean que:

El profesor construye o elige un medio (expresado en la forma de un juego) tal que
el conocimiento generado por los estudiantes para ganar sea el conocimiento que
ellos deben aprender y ademas, el conocimiento previo de los estudiantes pueda
ayudarlos a jugar el juego e interpretar la retroalimentacion del medio. (p. 150)

El medio de proyecto M+2, , corresponde a los conocimientos que el profesor
tiene sobre la manera de implementar su estrategia de ensenanza; también
corresponde a situaciones que P+2 conoce sobre los aprendizajes que intenta
lograr en sus estudiantes.

Las interacciones de P+2 con el medio M+2 llevan al profesor a identificar
metas de aprendizaje que le permiten concebir o seleccionar una situacion de
aprendizaje.

En el nivel +1, la posicion del profesor es P+1, donde define una situacion
de proyecto S+1 y prepara el escenario de la clase, o que significa precisar sus
metas de aprendizaje y objetivos, los medios y tiempos didacticos de cada fase,
si las tiene, y el contrato didactico. También, prevé posibles respuestas de los
estudiantes, anticipandose a las dificultades que puedan encontrar, para consi-
derar algunas acciones en el proceso de devolucién (Brousseau, 2004).
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La situacion S+1, de proyecto corresponde a una situacion que se relaciona
con los aprendizajes a lograr. Aqui S+1 = M+2,

En M+1 el profesor interactiia con medios para planificar la ensefanza. Estos
se componen de las reacciones e interacciones de los alumnos que ha obser-
vado en clases anteriores, o bien en aquellas que considera similares (o de las
que tiene conocimiento por sus pares, por investigaciones u otras fuentes).

El andlisis de estas interacciones se inicia en el nivel +3 y evoluciona, con-
siderando la flecha roja en forma descendente, en la matriz de la figura 1, hacia
la situacion didactica, en el nivel 0.

ROL DEL PROFESOR PARA UNA RELACION DIDACTICA

Anexamos el siguiente esquema para representar la actividad del profesor pre-
via a la clase:

ROoOwmmmO R

Fuente: Méndez (2019)

En él se indican los distintos niveles de actividad del profesor. La flecha verde cunva,
de la izquierda, representa la actividad de planificacion de la ensenanza (la que
es descendente), desde lo macro —representado por la noosfera— a lo micro carac-
terizado por la posicion del profesor ensefando, en la fase didactica. Con la linea
gris curva se concibe que la reflexion para la ensefianza no es un proceso lineal,
de hecho, el profesor puede subiry bajar por los niveles para definir la situacion y la
estrategia dptima al tipo de estudiante y al nivel del curso. La flecha verde, vertical,
representa el pasaje de la fase sobredidactica a la fase didactica.
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METODOLOGIA

La metodologia de investigacion es cualitativa, corresponde a un estudio de caso,
que propone describir la actividad del profesor en su reflexion para la planifica-
cion de la ensefanza de un objeto de la geometria y analizar las posiciones, en
el modelo EMD, que este asume a partir de sus decisiones.

El caso corresponde a dos profesores de matematicas de un liceo municipal
de Santiago-Chile, quienes aceptaron una invitacion para participar en un pro-
yecto de vinculacion entre la universidad y la escuela, PMI-EXB/PNII/09/2018.

El profesor, denominado P_A de ahora en adelante, es profesor de matema-
tica, titulado en la Universidad Mayor el ano 2015; al momento de participar en
el proyecto tenia 7 anos de experiencia y se encontraba realizando un reempla-
zo, asumiendo 30 horas pedagdgicas semanales.

El profesor, denominado P_B, se tituld6 como profesor de matematica en la Uni-
versidad de Concepcién el ano 1988; tiene mas de 30 afnos de experiencia profesio-
nal y al momento de participar en el proyecto tenia una carga horaria semanal de
44 horas. Ademas, estaba encargado de coordinar la preparacion de estudiantes
para participar en la Olimpiada Nacional de Matematica, que organiza la Socie-
dad de Matematica de Chile (SOMACH]).

Para analizar las respuestas de los profesores y determinar la posicion en
que se ubican al planificar la ensefianza, sintetizamos los aspectos teoricos
en la tabla 1.
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Tabla 1. Posiciones que adopta un profesor al planificar la ensefianza

Posicién Descripcion Ejemplos

P+3 En esta posicion P+3 revisa las orientaciones ema-  El profesor, considera que los estu-
nadas del saber oficial para planificar la ensenan-  diantes deben:
za; su concepcion ideologica deberia ser coherente  —Realizar una verdadera actividad
con el modelo constructivista del curriculo. matematica.

Reflexiona sobre la complejidad de la triada di- —Expresar sus concepciones y resul-

ddclica, del sistema educativo y su practica peda- tados, comprender el significado de

gogica y didactica. las nociones que aprenden.
—Cuestionar las reglas con las que
resuelven ejercicios y no solo acep-
tarlas y aplicarlas.

P+2 El profesor, reflexiona a fin de seleccionar o dise-  El profesor analiza y evalUa si determi-
nar situaciones de ensenanza y una estrategia nada actividad tiene el nivel adecuado
didactica en coherencia con sus metas de apren- de dificultad para sus estudiantes o si
dizajes, con su concepcion sobre la ensefianzay resulta lo suficientemente interesante
aprendizaje de la matematica y lo que propone para los fines de la ensefianza.
el curriculo escolar.

P+1 El profesor ha definido la situacion de ensenanza, El profesor prevé o se anticipa de

sus metas de aprendizaje, medios y tiempos didac-
ticos. Se anticipa a las respuestas de los alumnos y
a las posibles dificultades que los estudiantes pue-
dan encontrar en el curso de la ensefanza.

manera activa a la forma en que los
estudiantes pudieran abordar mate-
maticamente las tareas en las que
estaran trabajando.

En este estudio, consideramos un diseno de investigacion en 3 etapas; la prime-
ra fue una actividad de planificacion de la ensefanza de dos objetivos de
aprendizaje (O.A), uno de séptimo y otro de octavo basico, realizada por los
profesores individualmente y por escrito, durante la primera reunion de trabajo
del citado proyecto PML.

Cada profesor eligié un O.A. y dispuso de alrededor de 25 minutos, sin con-
tar con textos de apoyo o recursos informaticos, para realizar un borrador de su
planificacion y posteriormente, durante 10 minutos, compartieron lo realizado,
pero no hubo oportunidad de profundizar en ello.

Una vez que el equipo de investigacion reviso las planificaciones, surgio la
necesidad de contactar a los profesores para profundizar en sus propuestas
didacticas.

La segunda etapa corresponde a una entrevista semiestructurada, grabada
y transcrita, que fue realizada a cada profesor por separado y que surgio de la
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necesidad de precisar de mejor manera las decisiones y reflexiones que ellos
realizaron al planificar; las preguntas de la entrevista apareceran a medida que
analicemos el discurso de los profesores.

La tercera etapa corresponde al analisis de las respuestas recogidas.

ACTIVIDAD DE PLANIFICACION PROPUESTA

La situacion planteada es la siguiente: Usted es profesor de 7° (u 82) basico y
le corresponde planificar la ensefianza de la construccion de la bisectriz en 7°
basico (o la ensenanza del vector en 8° basico). Especifique cuantas clases de
45 minutos dedicaria a este tema y realice el o los planes de clase(s) respectivos.

La construccion de la bisectriz se inscribe en el Aprendizaje Esperado: “Cons-
truir rectas perpendiculares, paralelas y bisectrices de angulos, usando instru-
mentos manuales o procesadores geométricos’, programa 7° basico (2011, p.
50). El programa de curso plantea que los alumnos “Bisecan dangulos que se
forman entre rectas oblicuas, utilizando regla y compas” (MINEDUC, 2011, p. 50).

El segundo objetivo de ensenanza, se inscribe en el Aprendizaje Esperado:
‘Caracterizar transformaciones isometricas de figuras planas y reconocerlas en
diversas situaciones y contextos’, programa 8° basico (MINEDUC, 2011, p. 46). El
programa de curso plantea que los alumnos enuncien caracteristicas de los
vectores en el plano, los reconozcan en contextos diversos y ademas caractericen
las traslaciones en el plano.

En relacién a lo anterior, el proposito de esta actividad, fue identificar las
concepciones de los profesores sobre la planificacion de la ensefanza, el len-
guaje que utilizaron, las decisiones que tomaron, si consideraron los aprendi-
zajes previos de los alumnos vy los niveles y posiciones por los que transitaron,
de acuerdo al Modelo de Estructuracion del Medio.

Las decisiones de los profesores quedaron registradas en hojas de trabajo;
a este material le llamaremos en lo sucesivo textualidades.
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ANALISIS DE RESULTADOS

Para analizar los aspectos de interés construimos dos tablas:

Textualidades, codigo de identificacion del profesor

Imagen de la planificacion escrita Transcripcioén de la planificacion escrita

Entrevista Andlisis didactico

En la primera fila de la tabla se identifica al profesor objeto del estudio; la
segunda fila contiene la imagen de la planificacion escrita y a continuacién
la transcripcion de las textualidades, en la tercera fila en adelante, se trans-
cribe 1a entrevista y se analizan las textualidades y las respuestas del profe-
sor, considerando las nociones del modelo de Estructuracion del Medio. Se
han codificado las respuestas y el discurso de cada profesor como ‘P_A" y
‘P_B"; el codigo “I” representa las intervenciones de los/las investigadoras
durante las entrevistas. Las respuestas de los profesores estan numeradas
con numeros arabigos.

ENTREVISTA AL PROFESOR A
En la actividad propuesta, el profesor P_A planifico el aprendizaje de la “Cons-
truccion de angulos y simetrales’, con 2 clases de 90 minutos, para desarrollarlo.

Para este articulo hemos considerado analizar la parte del objetivo de aprendi-
zaje referente a la construccion de angulos.
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Tabla 2. Decisiones y reflexiones de P_A al planificar la ensefianza
de la Construccion de angulos en 7° basico

Textualidades profesor P_A

Descripcion de la imagen:

La imagen contiene los momentos de la clase 1, inicio, desarrollo y cierre y el tiempo didactico de cada uno

de ellos

En el Inicio menciona dos actividades:
- Activacién de conocimientos y

- Sistema de medida de angulos.

El tiempo didactico es de 15 minutos.

Para el Desarrollo plantea dos actividades;
— Modelar procedimientos para la cons-
truccion de angulos, con regla y compas
para pizarra o procesador geométrico.

El tiempo didactico es de 25 minutos.

- Trabajo personal. Se entregan ejercicios
para que los estudiantes los desarrollen.
El tiempo didactico es de 35 minutos.

En el cierre de la clase, la actividad consis-
te en revisar el trabajo de los alumnos.
El tiempo didactico es de 15 minutos.
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Entrevista

Analisis didactico

Pregunta 1. I: En la planificacién, identificaste 3 mo-
mentos de la clase, con sus actividades. En el Inicio
propones: reactivacion de conocimientos (15 minu-
tos) y Sistema de medida de angulos, explicanos
¢como harias el inicio de esta clase?

Respuesta 1. P_A: En la reactivacion de conocimien-
tos, les mostraria cdmo se miden los angulos, qué
significa que un angulo tenga cierta medida, .. En
qué se basa el sistema de medicion de angulos, mos-
trarles qué significa una fraccion de la circunferencia

La respuesta evidencia un modelo de ensenan-
za tradicional, lo que se manifiesta en la expre-
sion ‘les mostraria ..". Esto podria significar que,
en sus relaciones con la nodsfera, P_A en posi-
cién P+3, requiere robustecer su comprension
sobre las tendencias actuales de la ensenanza,
pues su estrategia didactica es poco coherente
con el enfoque de la propuesta constructivista de
las bases curriculares.

El medio M+3 corresponde al conocimiento que
P_A tiene acerca de como medir angulos y su
significado respecto de esta medida.

En posicion P+2, la estrategia de ensenanza que
P A declara, es tradicional: mostrar a los alum-
nos ‘como se miden los angulos y lo que signifi-
ca que un angulo tenga cierta medida’, al
respecto P_A no explicita la manera en que en-
senara la medicion de angulos.

P A también se refiere al sistema de medida
angular, como una fraccion de la circunferen-
cia, sin precisar el significado comparativo que
tiene la medida ni cual es la unidad de compa-
racion angular.

Sobre este ultimo aspecto, hemos constatado, en
los programas de estudio de educacion basica,
que el sistema de medida angular no forma par-
te de los objetos de ensefanza de 7° basico y
que el grado sexagesimal aparece por primera
vez en 4° basico, a raiz de la utilizacion del
transportador para construir angulos y compa-
rarlos. Ademas, el tiempo para realizar el inicio,
podria exceder al tiempo didactico programado
para este momento de la clase.
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Pregunta 2. I: En el desarrollo de la clase, tu planteas-
te, “modelar procedimientos para construir angulos”.
Nos preguntamos: (Qué significa para ti modelar?
¢Como se modela ese procedimiento?

Respuesta 2. P_A: Basicamente la idea es mostrar
un problema .. construir un angulo de 35° .. con
regla y compas para pizarra, o procesador geomé-
trico, trabajando con Geogebra y data, ir mostran-
do cémo hacer el angulo y medirlo. Entonces
después, como con los elementos que voy a tener
(instrumentos geométricos) puedo construir un
angulo de una medida dada.

Para P_A la situacién de construccion S+2 corres-
ponderfa a mostrar la construccion del angulo de
35° y, el medio M+2 corresponde al problema
‘construir un angulo de 35° con regla y compas o
con software geométrico Geogebra”.

L.a nocién de modelar que P_A describe, podria
corresponder a una mnemotecnia, un listado de
pasos que los estudiantes deberfan posterior-
mente reproducir en sus ejercicios personales.
Esta nocion de modelar, no es coherente con lo
que el curriculo nacional plantea, ‘modelar con-
siste en descubrir regularidades o patrones y ser
capaz de expresar esas caracteristicas fluidamen-
te, sea con sus propias palabras o con un lengua-
je mas formal’; ademas, la habilidad de modelar
fomenta el desarrollo de un ‘tipo de pensamiento
matemdtico, que permite generalizar inductiva-
mente” (MINEDUC, BBCC, 2016, p. 98).

Por otra parte, nos parece que P_A no ha realiza-
do la mejor eleccion, ya que para la construccion
del angulo de 35° podria recurrir a: copiar un
angulo de 35° con regla y compas o trazarlo uti-
lizando transportador, es decir midiendo. Por esta
razon consideramos que P_A no establece la di-
ferencia entre la construccién cldsica de un an-
gulo y su trazado utilizando el transportador,
herramienta que P_A no ha considerado explici-
tamente entre los instrumentos de construccion.
Al respecto, Débora Ball advierte sobre la impor-
tancia de la eleccion de los ejemplos, al planifi-
car la ensenanza. Para nuestro caso particular,
P_A podria haber elegido un angulo notable
(30°, 45°, 60° 90°) cuya construccién se apoya
en propiedades de segmentos secundarios del
triangulo.
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Pregunta 3. I: ¢Qué etapas tendria este procedimien-
to y cuanto tiempo aproximado involucraria cada
una de ellas?

Respuesta 3. P_A: Bueno, la primera etapa para
construir un angulo es elegir uno de los lados del
angulo, que puede ser una recta o un rayo. Elegir el
vértice, que podria ser el origen del rayo u otro pun-
to de él. Porque yo podria partir ese angulo desde la
mitad del rayo, o desde un extremo...

Pregunta 4. I: &Y es importante la eleccion del vértice?
Respuesta 4. P_A: Si, es importante, ... de hecho el
vértice es el centro del angulo, lo que define el an-
gulo. ...y después el sistema de medicion (aqui se
refiere a utilizar el transportador para medir) y (para)
trazar el rayo que falta.

En las respuestas 3y 4, P_A describe su método
para construir angulos, “elegir uno de los lados
del angulo’, es decir, un rayo y determinar un
punto que sera ‘el vértice, que es el centro del
angulo, lo que define al angulo”. A continuacion,
P_A justifica, tacitamente la utilizacion del trans-
portador para determinar un punto del plano
que, al unirlo al origen del primer rayo (el vértice)
determina el otro rayo de este angulo.

Este procedimiento claramente se apoya en la
medida.

Notar que P_A incurre en una imprecision, que
no corrige, al senalar que el vértice podria gene-
rar “.. ese angulo desde la mitad del rayo”. Este
hecho despierta el interés de estar alertas a las
interacciones de los profesores con los objetos
de ensenanza y sus propiedades, del medio de
construccion M+3.

Pregunta 5. I: En la etapa de desarrollo dices: “Traba-
jo personal’. Se entregan ejercicios para que los
alumnos los desarrollen, entonces nos preguntamos
¢Qué tipo de ejercicios plantearias a los alumnos?
¢Podrias dar algunos ejemplos?

Respuesta 5. P_A: Por ejemplo, una persona que
quiere levantar una carpa y tiene que poner los ti-
rantes en 45°, ese es un problema entonces entregar
un esquema y que los chicos, dado ese esquema
vayan eligiendo cudles son los lados de este angulo
y cudl va a ser el vértice.

En posicion P+2 de la construccién del proyecto de
ensefianza, P_A plantea, una nueva situacién S+2
‘poner los tirantes de una carpa en 45°, es un pro-
blema’, que los alumnos, de 12 y 13 anos, podrian
resolver. Esta situacion puede provenir de una ex-
periencia personal o escolar y se constituye en el
medio M+2 del profesor, en esta planificacion.
Otros componentes de este medio pueden de-
berse a reacciones y respuestas de alumnos, que
P_A ha podido observar en alguna clase anterior,
donde ha utilizado como contexto, colocar los
tirantes de una carpa en un angulo de 452

Se aprecia que P_A, en esta posicién, reflexiona
sobre la manera en que podria gestionar esta
situacion de modo que contenga un problema
claro bien definido para los alumnos, con el es-
quema de la carpa, los elementos visuales y las
tareas en las que el alumno tenga que generar
una estrategia para determinar el angulo de 45°.
Sin embargo, se observa que P_A en posicion
P+1 no precisa las metas de aprendizaje, los me-
dios y los tiempos didacticos, tampoco se antici-
pa a las posibles respuestas y dificultades que
los estudiantes puedan encontrar en el curso de
esta ensenanza.
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Consideramos que esta situacion es mas ade-
cuada que la construccion del angulo de 35°,
dado que propone un contexto mas relacionado
con las experiencias de los estudiantes, en la
que ellos podrian construir un angulo de 45°
utilizando diferentes estrategias propias.

Pregunta 6. I: En relacion a estos ejercicios ¢Crees
que estos permitirian desarrollar habilidades en los
estudiantes? (Cudles habilidades?

Respuesta 6. P_A: Primero la habilidad de reconocer
los elementos de un angulo en un esquema.
Segundo, la comprension lectora que en el fondo es
super importante y lo veo con los alumnos que ten-
go ahora, que yo les doy un problema y ellos lo
unico que estan buscando es donde estd el nimero
para poder sumarlo, restarlo, multiplicarlo o dividirlo,
y no tienen la comprension para decir: "significa
esto, entonces va a ir acd". Es un problema que creo
que es transversal en matematica, que los ninos no
se detienen a leer los problemas.

P_A integra algunos de los procesos de la taxo-
nomia de Bloom — Anderson, reconocer y com-
prender, anticipandose a las dificultades que los
alumnos podrian presentar ante la resolucion de
problemas de la clase de matematica. También
enfatiza la actitud mecanicista de los alumnos
frente a los datos que plantea un problema,
mencionando que los alumnos no analizan la
forma en la que se relacionan los datos y, de
manera arbitraria, los operan obteniendo resulta-
dos que muchas veces no tienen sentido.

Pregunta 7. I: ¢éQué recursos didacticos utilizarias
para las actividades que has propuesto?

Respuesta 7. P_A: Usaria regla y compas e idealmen-
te una hoja previamente impresa donde salgan las
instrucciones y que tenga el espacio para hacerlo,
serfa lo ideal y, ademas, usaria hojas blancas, por-
que la cuadricula va a ser un elemento distractor en
el que los alumnos se pueden apoyar para hacerlo
de una forma, que en el fondo no es la indicada.
Por ejemplo, si yo les pido un angulo de 452 a lo mejor
el alumno va a decir: “ah, pero si voy de vértice a vértice
(en una cuadricula) hago 45° y no es el objetivo”.

P_A prevé recursos didacticos, la regla y el com-
pas, lo que consideramos contradictorio pues an-
teriormente la construccion se habia apoyado en
el uso del transportador y, tanto la regla como el
compas no serian Utiles para resolver el caso
practico de la carpa. También reflexiona sobre la
conveniencia de desarrollar la construccion en
hoja blanca, respuesta 7, “... pues la hoja cuadricu-
lada podria invisibilizar las propiedades previstas
para el aprendizaje esperado’.

Estas anticipaciones forman parte del medio M+1
de P_A, en su planificacion de la ensefanza.
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Pregunta 8. I: {Qué informacion obtienes de los pro-
cedimientos que realizan los alumnos, al construir
angulos y de la forma en que los miden?
Respuesta 8. P_A: (Me daria informacién) Sobre los
errores que cometieron, para ver como puedo evitar
que los vuelvan a cometer. Y sobre mi misma practica,
a lo mejor en qué cosas no puse suficiente énfasis, tal
vez asumi que todos los nifnos sabian que los angu-
los se median a contrarreloj y quiza no era tan obvio
para un nino de 11 o 12 anos. Ese tipo de cosas,
cuando tenga que volver a ver el tema de angulos
dedir. “acuérdense que el angulo se mide contrarreloj’
.. pasa que muchas veces el razonamiento del alum-
no puede estar correcto, por ejemplo, al medir un an-
gulo en sentido horario, podria estar técnicamente
bueno, pero tengo que explicarle que existen conven-
ciones, que el angulo se mide en sentido anti horario
y.. entonces valorar lo que el alumno hizo, valorar que
por ejemplo pudo haber entendido el concepto de
que 35° significa 35/360 de la circunferencia y, sin
embargo, explicar que hay una convencion .. que
igual eso es super importante.

P_A identifica errores que los alumnos cometen,
parrafo 8, reconociendo y reflexionando que sus
decisiones didacticas podrian estar influenciadas
por supuestos que generarian dificultades y obs-
taculos para que los alumnos alcancen los apren-
dizajes previstos. P_A se encuentra en posicion
P+1, ya que prevé dificultades y reflexiona acerca
de su practica de la ensefanza.

El medio M+1 de P_A se compone de supuestos,
‘asumi que todos los nifos sabfan que los angu-
los se median a contrarreloj y ... no era tan obvio
para un nifo de 11 o 12 anos’, sobre los cuales
reflexiona, para mejorar su practica.

En posicion P+3, P_A reflexiona sobre su practi-
ca, “los énfasis que hay que dar a las actividades,
a los objetos del aprendizaje’, parrafo 8, evalda
su desempeno, “.asumi que todos los ninos sa-
bian que los angulos se median a contra reloj ..
lo que no era tan obvio’ y propone mejoras, “..
cuando tenga que volver a ver el tema de angu-
los les voy a decir que..”. En esta misma posicion
P_A plantea la importancia de las convenciones
matematicas, como una caracteristica del rigor
de la matematica escolar.

Sintesis de la entrevista a P_A

En el nivel +3, P_A describe su planificacién considerando los momentos de la
clase: inicio y desarrollo, en coherencia con aspectos formales del curriculo. A
partir de sus respuestas, se advierte que en ambos momentos, P_A tiene una
concepcion tradicional de la ensenanza, lo que podria significar que sus relaciones
con la noosfera no han sido suficientes para modificar en la practica su conviccion
de que el aprendizaje se logra por un mecanismo de comunicacion propia de la
ensenanza tradicional; asi, para P_A la situacion S+3 es lo que se va a comunicar
y las componentes del medio M+3 son: el emisor (profesor), el mensaje y el recep-
tor (el alumno).

En el nivel +2, P_A describe situaciones S+2, provistas de instrucciones, cuyos
medios no son antagénicos y es el mismo profesor quien realizaria la construc-
cion de angulos con base en un listado de pasos. De acuerdo a lo planteado por
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Ratsimba-Rajohn (1977), esta construccion consistiria en instrucciones ostensivas,
‘el ensenante da todos los elementos y relaciones constitutivos de la nocion visua-
lizada" y ademas precisa: ‘la relacion del sujeto y del objeto nuevo esta instituida
solamente a nivel de representacion del objeto presuponiéndola independiente-
mente del sujeto” (Martinez y Porras, 1998). Ademas, son actividades incompletas
que P_A ha generado, en el marco de un ejercicio de planificacion.

En el nivel +1, P_A prevé comportamientos generales de acciéon de los alum-
nos, pero en el analisis didactico de su planificacion no se observa que se
anticipe a las dificultades que los estudiantes puedan encontrar al reproducir la
construccion de los angulos de la situacion planteada. En este sentido, la pre-
paracion del escenario de la clase no considera la prevision de las interacciones
de los estudiantes.

Al final de la entrevista P_A reflexiona, criticando su propia accion (Perrenoud,
2011), y analizandola en relacién a algunas decisiones en su practica de ense-
Aanza que estuvieron influenciadas por sus suposiciones, las cuales produjeron
obstaculos y dificultades en el aprendizaje de sus estudiantes; P_A proyecta su
accion pedagogica futura senfalando que considerard estas reflexiones cuando
tenga que ensenar nuevamente este mismo tema.

ENTREVISTA AL PROFESOR B

El profesor P_B considerd como objetivo de aprendizaje: caracterizar vectores en el
plano, reconocerlos en contextos diversos y caracterizar sus traslaciones en el plano;
para este articulo se analiza la parte del objetivo “caracterizar vectores en
el plano”. El profesor P_B senala que planificaria 3 clases de 45 minutos para
que los alumnos “Enuncien caracteristicas de los vectores en el plano’.

Las decisiones y reflexiones se han consignado en la tabla 3.
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Tabla 3. Decisiones y reflexiones de P_B al planificar la ensefianza del vector

Textualidades, profesor P_B

Descripcion de la imagen:
El borrador de planificacion contiene; el objetivo de la clase, su desarrollo y el tiempo didactico.

F B

il i T s

JURINY

P_B plantea el objetivo “Caracterizar
vectores en el plano”.

En el desarrollo de la clase se apre-
cia que P_B pretende dar la defini-
ciéon de vector, pero solo escribe los
elementos que lo caracterizan, des-
cribiendo verbalmente el médulo y
el origen, y graficamente el sentido
y la direccién, para luego mostrar 2
ejemplos, a) y b), en los que se des-
taca la representacion grafica de
los elementos de un vector.
Ademds, se aprecia que pretende
planificar otras 2 clases; la primera,
sobre operaciones con vectores y la
segunda, acerca de la inclinacién de
un vector.
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Entrevista

Analisis didactico.

Pregunta 1. I: ¢Por qué elegiste ese orden al mo-
mento de planificar estas clases?

Respuesta 1. P_B: Me parece mas légico partir defi-
niendo lo que es un vector y luego indicar los ele-
mentos direccion y sentido. Por ejemplo, orientacion
geografica para profundizar en el sentido dere-
cha-Este, izquierda-Oeste. La direccion vertical es un
sentido arriba-Norte, abajo-Sur.

P_B plantea una postura tradicional frente a la
ensenanza del vector, pues para él, ‘lo logico es
definir vector e indicar sus elementos” sin que los
alumnos construyan la nocion, a partir de una si-
tuacion que contenga elementos suficientes para
que los alumnos descubran o redescubran al vec-
tory sus elementos. Esto muestra que, en su rela-
cion con la noosfera, en posicion P+3, su practica
ha sido débilmente influenciada por el modelo
constructivista, que las actuales tendencias de la
ensefanza de la matematica y las orientaciones
curriculares promueven.

El medio M+3 corresponde al orden que P_B esta-
blece al planificar su ensenanza: definir el con-
cepto y luego identificar sus elementos, lo que
también corresponde a una estrategia tradicional
de ensenanza.

Pregunta 2. I: {Cual seria la definicion de vector que
le darfas a los alumnos?

Respuesta 2. P_B: Parto definiendo, en lenguaje co-
loquial, un vector como una flecha o una recta o un
rayo. En lenguaje coloquial es una flecha después
en lenguaje matematico es un rayo, un segmento
orientado donde el origen es la partida y el punto
final donde estd la flecha es el término del vector y
le da el sentido al vector .., y el tamano lo defino
después.

Su concepcidn de vector corresponde a una repre-
sentacion geométrica, se aprecia ausencia de
otras representaciones, por ejemplo como par or-
denado y de tipo algebraico, que necesitard para
el estudio de las traslaciones.
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Pregunta 3. I: ¢Este dibujo qué representa en tu pla-
nificacion?

Respuesta 3. P_B: Dibujo eso para explicar los ele-
mentos del vector, el origen, la direccion horizontal..
con un sentido hacia la derecha que serfa el Este y a
la izquierda el QOeste. .. 0 sea aplicando un poco la
l6gica que deben tener los alumnos en ese sentido.

Parrafo 1. También utilizo situaciones practicas, rea-
les como la rosa de los vientos, ya que lo que esta-
mos definiendo estd en la vida real. Lo que me
gusta usar mucho con los niflos son cosas que apa-
recen en television.

Parrafo 2. EI vector de la influenza, la propagacion
de la influenza mediante un vector ..una persona
que se contagit es normal que lo propague ... tiene
una aplicacion en lo real..

Parrafo 3. Otra aplicacién con lo real son los viajes
de los alumnos de la casa al colegio,... por ejemplo,
un alumno viaja en metro desde La Cisterna hasta
Los Héroes vy, desde ahi, hasta Republica.

La textualidad “Yo dibujo eso para explicar los ele-
mentos de un vector: origen, direccion y sentido ...,
da cuenta de parte de su estrategia de ensenan-
73, 1a que es tradicional.

Andlisis parrafo 1: En posicion P+2, P_B considera
algunas aplicaciones a las que llama reales, las que
permitirian al profesor ejemplificar y a los estudian-
tes, supuestamente, reconocer en la vida cotidiana,
la nocion de vector (parrafos 1y 2). En esta posicion,
el o los medios M+2 corresponden a los ejemplos y
representaciones que tiene pensado formular.

Con relacion al contexto de vector que P_B con-
sidera de los medios de comunicacion, adverti-
mos que el significado que se da al término
vector, podria ser diferente del significado esco-
lar que se pretende que los estudiantes adquie-
ran en este nivel.

Andlisis parrafo 2: Asi, el vector de propagacion
de la influenza es la persona que contagia, pero
en la matematica escolar el vector es un ente
geomeétrico-algebraico que permite explicar la
fraslacion o el desplazamiento de una figura en el
plano. Entonces estos diferentes significados, coti-
dianos de vector, en vez de ayudar a la compren-
sién, podrian dificultarla, generando, tal vez, un
obstaculo didactico. Por otra parte, los elementos
del medio M+2: el dibujo geométrico de vector y
sus elementos, no se aprecian lo suficientemente
articulados para disenar una situacion de ense-
nanza S+1, que ayude a los alumnos a construir
la nocién de vector y, por lo tanto, P_B no puede
prever como los alumnos podrian identificar el
origen, la direccion y el sentido del vector despla-
zamiento, sin que exista una intervencion ostensi-
va de su parte.

Analisis parrafo 3: P_B propone una situacion de
contexto realista, en la que los alumnos podrian
construir un bosquejo o ruta que describa el despla-
zamiento por la ciudad, involucrando los elementos
del vector, mas, el profesor no aprovecha esta opor-
tunidad para que los alumnos se puedan aproximar
a caracterizar al vector como un ente que desplaza
o traslada objetos y reconocer sus caracteristicas.
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Pregunta 4. I: ¢Qué relevancia, para la ensenanza,
le asigna a la representacion grafica del vector? Y
épor qué?

Respuesta 4. P_B: Lo encuentro stiper importante,
porque lo grafico me permite concretar situaciones
un tanto abstractas, ... y ademas, ver como se da en
la vida real, .. por ejemplo, en Chile, con el cuidado
de la frontera ... no permite que ingrese el vector que
propaga la enfermedad de la mosca de la fruta.

P B describe la importancia que le atribuye a la
representacion grafica, pero no reflexiona en es-
pecifico sobre la manera en que los estudiantes
reaccionaran ante estas representaciones. Tam-
poco reflexiona sobre la facilidad, dificultad o con-
fusion que han tenido los estudiantes cuando
P_B las ha utilizado en lecciones pasadas. Notar,
que el ejemplo presentado, no concuerda con la
nocion matematica, pues el llamado vector de pro-
pagaciéon (la mosca de la fruta) no se comporta
como un vector con direccién, sentido y magnitud.

Pregunta 5. I: ¢Esos ejemplos, se los das a los estu-
diantes?

Respuesta 5. P_B: Claro, como conversacion o sea
inclusive trato de llevarlo al aspecto historico. Es
como un cuento.

En posicion P+2, P_B se proyecta ensefando y, en
la gestion de su practica, los ejemplos verbales de
contexto se presentan como anécdotas, que P_B
utilizarfa para mostrar la aplicacion de este con-
cepto, mas no corresponden a un medio M+2
para el diseno de situaciones que involucren al
alumno(a) a tomar conciencia que su desplaza-
miento por la ciudad puede ser descrito a través
de los elementos de un vector, como lo planteado
en el parrafo 6.

Pregunta 6. I: {De qué manera las actividades que
tu planificaste se relacionan con lo propuesto en las
bases curriculares y en los programas de estudio?
Respuesta 6. P_B: Estd relacionado como concepto, ...
y que uno lo profundiza mas interdisciplinariamente,
yo dirfa como ubicando el curriculum dentro de los
valores transversales, porque estamos viendo cuestio-
nes valoricas también, como en el caso de la influen-
za., viendo valores transversales, ... asociandolos un
poco en forma constructivista en el ambito de aplica-
ciény a la idea de que la matematica la estamos re-
descubriendo, asociando conceptos, modelos que
estan, ya que son de la vida real.

En posicion P+3, P_A concibe la planificacion de
la ensenanza desde el contenido y desde lo valo-
rico, como lo sefalan las orientaciones curricula-
res actuales y, en esta misma posicion, declara un
posicionamiento epistémico “constructivista” por-
que relaciona distintas aplicaciones y anécdotas
al concepto de vector. Sin embargo, la construc-
cion de conocimiento tiene distintas vertientes,
entre ellas, la psicologia genética de Piaget, la
plantea como “.. una organizacion constante de lo
gue conocemos, una asimilacién o una interpre-
tacion y una integracion de los objetos a la estruc-
tura anterior del conocimiento del sujeto”.

Y en el dmbito de la ensenanza, el rol del profesor
es "buscar metodos apropiados para que el estu-
diante sea capaz de desarrollar su inteligencia
construyendo los conocimientos que necesita para
su formacion” (Saldarriaga et al, 2016, p. 136).
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SINTESIS DE LA ENTREVISTA A P_B

En el nivel +3, se advierte que P_B concibe y planifica que los estudiantes memo-
ricen la definicion de vector y sus elementos lo que permitiria interpretar que los
estudiantes no tendrian necesidad de expresar lo que entienden por vector.

Con relacién a las decisiones didacticas tomadas por P_B, se aprecia que no
concuerdan con las situaciones S+3 que considera el modelo de EMD. Esto
también da cuenta de que las interacciones que ha mantenido con la noosfera,
han sido insuficientes para que considere actividades matematicas donde los
estudiantes en forma auténoma caractericen al vector, para utilizarlo en la tras-
lacion de figuras en el plano y ademas deduzcan los vectores de traslacion, que
relacionan dos figuras, como sugiere el programa de estudio.

En el nivel +2, P_B en posicion P+2, describe actividades de ensenanza, pero
no concreta el diseno o eleccion de una situacion, concebida como un medio
antagdnico o expresada en la forma de juego didactico. En este caso P_B inte-
ractia con un medio, que Fregona y Orus (2011) han denominado complacien-
te, porque proporciona de manera implicita o explicita pistas y conocimientos
que el estudiante deberia encontrar en el curso de su aprendizaje. Es decir,
desvirttia el objetivo del aprendizaje. Las interacciones de P_B con este medio
no corresponden a las interacciones que caracterizan al medio de proyecto M+2
del modelo de la EMD vy esto implicard que P_B no logre identificar metas de
aprendizaje que le permitan concebir o seleccionar una situacion que brinde a
los estudiantes experiencias para interactuar con un medio desafiante, en rela-
cion a la funcionalidad del vector.

En posicion P+1, el profesor P_B define la situacion de ensefanza, sus metas
de aprendizaje, medios y tiempos didacticos pero no se observa que anticipe las
posibles respuestas de los estudiantes ni las dificultades que puedan encontrar
en el curso de la ensefanza.

En ausencia de la situacién de proyecto S+1 y sus implicancias sobre el
analisis a priori de ésta, el medio M+1 que P_B plantea, no cumple la funcién
de ser antagonico y por lo tanto P_B no concibe a este medio como un desafio
para que sus estudiantes trasladen figuras en el plano.

Cabe destacar que como investigador/as estamos conscientes de que el
tiempo de planificacion de ambos profesores fue limitado y esto podria haber
influido en las posiciones de la fase sobredidactica, identificadas en sus respues-
tas. Durante la entrevista, las preguntas que guiaron la conversacion, y que
surgieron a raiz de la planificaciéon del profesor, permitieron ampliar las
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decisiones didacticas tomadas por P_B, al momento de planificar, pero sin poder
precisar el nivel +1 en la preparacion de la ensenanza.

DISCUSION Y CONCLUSIONES

Segun los resultados encontrados, observamos en posicién P+3, los profesores
presentan concepciones tradicionales sobre la ensenanza y el aprendizaje de
las matematicas. Las cuales les hacen concebir situaciones S+3 cuyos medios
no son antagonicos y los conducen a practicar un modelo de transmision de
conocimiento que dificulta el protagonismo del estudiante al desarrollar una
actividad matematica.

En posicion P+2 los profesores utilizan estrategias didacticas en concordan-
cia con su conviccién ideologica, desarrollando a partir de diferentes instruccio-
nes ostensivas, la actividad que el estudiante deberia resolver. Bajo estas
estrategias, las situaciones propuestas por P_A 'y P_B, carecen de tareas que
podrian desafiar a los estudiantes a producir sus propias acciones y dar signifi-
cado a sus observaciones y resultados encontrados.

Uno de los profesores justifica sus acciones didacticas en relacion a las
caracteristicas del enfoque constructivista del aprendizaje, sin embargo, su con-
cepcion sobre esta perspectiva dista de los supuestos de este enfoque, donde
les plantea a los profesores no ensenar en el sentido tradicional, como se ha
constatado en este estudio, sino mas bien que los profesores estructuren situa-
ciones en las que los estudiantes participen de manera activa con el contenido
a través de interacciones con medios materiales - cognitivos y de |a interaccion
entre pares y también con el profesor.

En posicion P+1, se concluye que los profesores no realizan una reflexion
critica, en el sentido de Schon, de Perrenoud ni del modelo de EMD, sobre diver-
sas componentes que deberian considerar en su planificacion, un ejemplo de
ello es que no se anticipan a predecir los comportamientos y acciones de los
estudiantes, frente a las situaciones planificadas, ni las dificultades que ellos
pudieran tener ante la complejidad de las nociones que ensenan, ni la evolucién
del sistema de acciones didacticas, lo que implicaria una debilidad en la
reflexion para la accion.

Por lo tanto, se concluye que los profesores no pueden prever la evolucion
de la situacion ni la de sus medios.

Con relacién a las preguntas de investigacion, lo que caracteriza a las
reflexiones realizadas por ambos profesores son descripciones de sus acciones
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didacticas, las que no incorporan algun cuestionamiento critico sobre su propia
accion, ni un analisis que considere estandares y teorfas para contrastarlas con
su practica.

En definitiva, las ideas planteadas por estos profesores distan del “practico
reflexivo” que describe Schon (1983), aquel profesional que “reflexiona sobre las
comprensiones implicitas en la propia accién, que las hace explicitas, las critica,
reestructura y aplica en la accion futura”.

Los aspectos sobre los cuales los profesores reflexionan al planificar estas
clases se centran en describir el contenido a ensenar, sin relacionarlo con las
habilidades curriculares ni de pensamiento geométrico a desarrollar, lo que
muestra una clara inconsistencia entre la planificacion descrita por ambos con
la propuesta constructivista del curriculo escolar.

Esta experiencia nos brindo6 la oportunidad de explorar en los procesos de
toma de decision generados por los profesores, al planificar la ensefanza y
valoramos todo intento de ellos por reflexionar acerca de sus acciones para la
ensenanza. También nos brindo la posibilidad de programar acciones con los
docentes que lograron provocar la necesidad de generar procesos de reflexion
didactica, para que tomaran conciencia de sus debilidades (matematicas, peda-
gogicas y didacticas) y pudieran enriquecer su practica, considerando los cano-
nes de las investigaciones en educacion matematica y los actuales curriculos
de ensenanza. También destacamos que estas acciones influyeron positivamen-
te en la actitud reflexiva de los profesores, quienes posteriormente describieron
y reflexionaron acerca de sus interacciones didacticas sobre la implementacion
del curriculo.

Como punto final, valorar la doble perspectiva que presenta el estudio de
esta problematica, la articulacion entre marcos tedricos con fines comunes, el
modelo de estructuracion del medio (EMD) de la TSD y el enfoque de la reflexion
critica sobre la practica pedagogica, permitieron enriquecer los analisis y reflexio-
nes finales de los resultados recogidos.
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Resumen: Usamos la teoria APOE (Accién-Proceso-Objeto-Esquema) para ana-
lizar cémo estudiantes que cursan estudios de escuela superior (15-16 anos)
pueden construir funcién exponencial basandose en multiplicacion repetida. En
un ciclo de investigacion previo, se propuso un modelo de construcciones men-
tales que un estudiante podria hacer para entender estas funciones. En este
segundo ciclo de investigacion ponemos a prueba el modelo. EI modelo se uti-
lizb para disenar materiales didacticos que fomentaran las construcciones pro-
puestas. Los materiales se implementaron en un curso preparatorio al calculo.
Se obtuvieron datos del trabajo colaborativo de los estudiantes a lo largo del
semestre y de entrevistas semiestructuradas con ocho estudiantes. Los resul-
tados muestran que los estudiantes de este segundo ciclo de investigacion
lograron hacer la mayor parte de las construcciones propuestas en el modelo.
Este estudio pretende contribuir a entender cémo los estudiantes pueden cons-
truir su entendimiento de las funciones exponenciales.
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La construccién mental de funciones exponenciales usando multiplicacion repetida

Abstract: We use Action-Process-Object-Schema (APOS) theory to study how
high school students (15-16 years old) may construct exponential functions
based on repeated multiplication. In a previous research cycle, a model of
mental constructions a student may use to understand these functions was
proposed. In this second research cycle, we test the model. The model was used
to design didactical materials that foment the proposed constructions. The
materials were implemented in a precalculus course. Data was obtained from
students’ collaborative work throughout the semester and from semi-structured
interviews with eight students. The results show that students in this second
research cycle could do most of the constructions proposed in the model, thereby
improving the results of the first cycle. This study contributes to understanding
how students may construct exponential functions.

Keywords: APOS theory, exponential function, genetic decomposition, rational
exponents, function.

1. INTRODUCCION

Las funciones exponenciales son una familia de funciones de gran importancia
en la ciencia, tecnologia, ingenieria y matematicas, se pueden usar para modelar
cantidades cuya tasa de cambio instantaneo es proporcional a la cantidad pre-
sente en ese momento. Como esto sucede con alguna frecuencia en la naturaleza,
esto convierte a estas funciones en herramientas utiles para modelar una amplia
gama de fenémenos de crecimiento y decrecimiento de diversas cantidades. Sin
embargo, los estudiantes muestran dificultades cuando tratan con este tipo de
funcion (Borji et al, 2023; Confrey y Smith, 1994, 1995; Diaz-Berrios y Martinez-Pla-
nell, 2022; Ellis et al, 2015, 2016; Ferrari-Escold et al, 2016; Weber, 2002). Hay
varias posibles razones para estas dificultades. Entre ellas, no se esta prestando
suficiente atencién a la covariacion entre la sucesion aditiva de exponentes y la
sucesion multiplicativa de potencias (Confrey y Smith, 1994, 1995); no se esta
ayudando a que los estudiantes construyan las propiedades de exponentes como
un proceso donde puedan imaginarlas y justificarlas sin depender de la memo-
rizacion (Ferrari-Escola et al, 2016; Weber, 2002); contrario a lo que a veces se
asume, los estudiantes inicialmente no relacionan la multiplicacion repetida con
la exponenciacion (Diaz-Berrios y Martinez-Planell, 2022); y no se esta sacando
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provecho a los contextos de aplicaciones o de la vida real para introducir las fun-
ciones exponenciales (Borji et al, 2023; Ellis et al, 2015, 2016). En este estudio se
ampliaron y mejoraron las construcciones teoricas establecidas por Weber (2002),
y se adapto el acercamiento sugerido por Ferrari-Escola et al. (2016) y Diaz-Berrios
y Martinez-Planell (2022). También se tuvieron en cuenta los resultados aportados
por Ellis et al. (2015, 2016) en el diseno de los materiales.

El objetivo de este estudio es proponer y poner a prueba un modelo de
construcciones mentales (descomposicion genética) de como los estudiantes
pueden llegar a entender funciones exponenciales. El modelo se pone a prueba
disenando e implementando actividades para ayudar a que los estudiantes
hagan las construcciones propuestas, y luego entrevistandolos para ver el efecto
de las actividades en su entendimiento de funcién exponencial. Se estudia las
construcciones que los estudiantes pueden hacer, las que le causan dificultad,
y si el modelo permite describir adecuadamente el trabajo de los estudiantes.
Como resultado, el modelo se puede aceptar, refinar, o descartar.

Este estudio puede considerarse como un segundo ciclo de investigacion
basado en el primer ciclo de Diaz-Berrios y Martinez-Planell (2022). En ese primer
ciclo, los autores mostraron que dos de 16 estudiantes participantes evidenciaron
construir su entendimiento (en el sentido de construir un Proceso o un Objeto,
como definido mas adelante en términos de APOE) de funcion exponencial en
los enteros, pero ninguno lo extendié a los racionales debido a que no tenian
un Objeto de potencia fraccionaria unitaria, o sea, no daban sentido a la poten-
cia 1/n para enteros positivos n. El trabajo de esos estudiantes, asi como los
retos a los que se enfrentaron permitieron proponer un modelo (descomposicion
genética) de construcciones mentales que un estudiante podria hacer para
entender funciones exponenciales utilizando multiplicacion repetida. El modelo
se puso a prueba en el estudio presente. Demostramos que usando esa des-
composicion genética como guia y redisenando las actividades y materiales
pedagdgicos, se pudo ayudar a que los ocho estudiantes participantes lograsen
construir su entendimiento de funcién exponencial en los enteros y cuatro de
ellos lo extendieran a los racionales.
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2. REVISION DE LITERATURA

Confrey y Smith (1995) utilizaron la operacion que llaman subdivision (“splitting”) y
la perspectiva de covariacion de funciones para argumentar que la yuxtaposicion de
secuencias aditivas y multiplicativas puede conducir a un enfoque eficaz de funcio-
nes exponenciales. Discuten la “interpolacion en los mundos de contar y subdividir’
[nuestra traduccién] para extender funciones exponenciales de los enteros positivos
a los numeros racionales. Sus propuestas se reflejan en varios estudios posteriores
que sugirieron la construccién de funcion exponencial a partir del razonamiento
covariacional discreto y acercandose al razonamiento covariacional continuo, a
medida que el conjunto de exponentes se vuelve denso en la recta real. Nuestro
estudio sigue el mismo patron. En un estudio de este tipo, Weber (2002) observo
la necesidad de ayudar a los estudiantes a pensar en la exponenciacion como un
proceso. Luego uso6 actividades para que los estudiantes pensaran en b* como x
factores de b. Afirmé que esto ayudo a los estudiantes a pensar en el proceso de
exponenciacion como un objeto sobre el que se podia actuar, como puede ocurrir,
por ejemplo, cuando los estudiantes dan sentido o reconstruyen las reglas de los
exponentes. Sin embargo, no discutié en detalle la extension de funciones expo-
nenciales a exponentes racionales. En este estudio hacemos esa extension a los
exponentes racionales.

Ferrari-Escola et al (2016) también se basaron en las ideas de Confrey y Smith
(1995) y Weber (2002) para disenar actividades que ayuden a los estudiantes a
yuxtaponer una secuencia aditiva de entradas (exponentes: 1, 2, .., n, ...) y una
secuencia multiplicativa de salidas (potencias de una base dada: bY, b?,..., b,
...) y pensar en la exponenciacion como un proceso. Ferrari-Escold et al. (2016)
utilizaron conjuntos de fichas de la forma (n|y)® donde n es un néimero entero
positivo y y = 2" y donde y o n podria faltar y pidieron a los estudiantes que los
ordenaran, encontraran las fichas o partes de las fichas faltantes, asi como una
operacion entre pares de fichas que darian como resultado otra ficha del conjunto.
Inspirandose en el desarrollo historico de los logaritmos, también sugirieron que
los estudiantes pueden descubrir la operacion de multiplicar (la parte superior de
dos fichas cualesquiera (n|y)) sumando (la parte inferior de las fichas) y dividir
restando, que dan sentido a las reglas de las funciones exponenciales y logaritmicas,

3 Usaremos la notacion (n | y) para referimos a una ficha de la forma || donde n es un exponente
entero positivo y y es una potencia que puede ser (pero no estd) escrita en la forma b para alguna base
b. Por ejemplo, (3 1 8) es una ficha en el juego base 2.
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sin que el estudiante tenga que depender de la memoria. Sin embargo, no usaron
estos materiales para extender funciones exponenciales a los nimeros racionales,
algo que hacemos en nuestro estudio.

En vez de abordar las funciones exponenciales desde el punto de vista de la
covariacion discreta, Ellis et al. (2015, 2016) utilizaron el contexto de una planta
que aumenta su altura exponencialmente con el tiempo para que los estudiantes
perciban el crecimiento como continuo. Basandose en |a intuicion de crecimiento
continuo de los estudiantes, estos autores proponen una trayectoria hipotética de
aprendizaje para el crecimiento exponencial y observar etapas clave en el desa-
rrollo de la comprension del crecimiento exponencial en términos de covariacion
continua. Evitan el acercamiento al crecimiento exponencial como multiplicacion
repetida. En nuestro estudio exploramos la coordinacion de ambos puntos de vista,
las fichas de Ferrari-Escola et al. (2016) basadas en la multiplicacién repetida y el
de crecimiento continuo de Ellis et al. (2015).

Borji et al (2023) también se basaron en las ideas de Ellis et al. (2015)y Kuper
y Carlson (2020) y utilizaron actividades de aprendizaje con problemas del mundo
real para examinar la comprensién de estudiantes universitarios (futuros maestros de
matematicas de nivel preuniversitario) de expresiones exponenciales y logaritmicas.
Borji et al. (2023), plantearon que la mayoria de los estudiantes tienen una compren-
sion procedimental de conceptos exponenciales y logaritmicos y argumentaron que
la ensenanza de estas funciones presta poca atencién a situaciones contextuales.
En su estudio, una entrevista de entrada reflejo que los estudiantes no entendian
los exponentes y logaritmos aplicados a situaciones contextuales. Para mejorar la
comprension de los estudiantes disefiaron actividades que involucraban problemas
contextuales acompanados de lenguaje de n-plicar (‘n-tupling”). Una entrevista de
salida reflejé que las actividades de aprendizaje contribuyeron a un mejor entendi-
miento de los estudiantes. Como ellos, nuestro estudio también usa situaciones en
contexto para mejorar el entendimiento de los estudiantes. Contrario a ellos, evitamos
el lenguaje de n-plicar para basarnos en multiplicacién repetida.

En este estudio, al igual que Confrey y Smith (1994, 1995), Weber (2002), y Fe-
rrari-Escold et al (2016), inicialmente enfatizamos la covariacion discreta haciendo
que los estudiantes relacionen la secuencia aritmética de exponentes con una
secuencia geométrica correspondiente de potencias de una base dada. Para ello, el
proyecto utilizé materiales didacticos (fichas) para definir funciones exponenciales
sobre los nimeros naturales, extender a cero y luego a los enteros negativos. Sin
embargo, a diferencia de Weber (2002) y Ferrari-Escola et al. (2016), también se
extienden funciones exponenciales a los nimeros racionales.
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3. MARCO TEORICO

La teoria utilizada en esta investigacion es la teoria Accion-Proceso-Objeto-Es-
quema (APOE). Para méas detalles puede consultar Arnon et al. (2014) o Dubins-
ky y McDonald (2001). Elegimos la teoria APOE en este estudio ya que se utilizd
en el estudio sobre el cual basamos nuestra investigacion (Diaz-Berrios y Mar-
tinez-Planell, 2022). APOE se ha usado con éxito para estudiar la construccién
del conocimiento en multiples tépicos de matematicas y a diferentes niveles
(Aron et al, 2014) es una teoria cognitiva y, como tal, tiene sus limitaciones.
APOE no pretende modelar otros aspectos importantes como los aspectos insti-
tucionales o afectivos de los estudiantes.

En APOE, una Accién es una transformacién de un objeto matematico que
se percibe como externa. Esto es en el sentido de que la Accidn esta relativa-
mente aislada de otros conocimientos matematicos del individuo, de forma tal
que éste no va a poder justificar la Accion o discutirla en términos generales.
Una Accién puede ser llevar a cabo un procedimiento de forma rigida siguien-
do paso a paso instrucciones explicitas o memorizadas. Por ejemplo, un estu-
diante que ha memorizado que un numero como 275 puede escribirse como
Y27 y de ahi puede computarlo con una calculadora, pero no sabe que éste es
un numero que multiplicado por si mismo cinco veces produce el numero 27,
esta pensando en los exponentes fraccionarios unitarios como una Accién. Un
estudiante que multiplica repetidamente un ndmero por si mismo sin darse
cuenta que el numero de veces que multiplica es un exponente, esta pensan-
do en multiplicacién repetida como una Accion. Un estudiante que ha memo-
rizado para qué valores de A y de b la funcion f(x) = Ab* es creciente o
decreciente pero que no puede justificarlo, esta pensando en funcién expo-
nencial como una Accion. Frecuentemente las acciones se evidencian cuando
los estudiantes se basan en ejemplos y calculos especificos y no dan muestra
de poder discutir la nocion de interés en términos generales.

Cuando se repite una Accién y el individuo reflexiona sobre ella, puede que
sea interiorizada en un Proceso. En este caso, el individuo puede pensar en
realizar el mismo tipo de Accidn, pero ya sin la necesidad de estimulos externos.
Un Proceso permite que el estudiante imagine la transformacién matematica sin
tener que llevarla a cabo explicitamente, puede omitir pasos, anticipar resultados
y, por ende, generar una imagen dinamica del Proceso. Un Proceso implica que
se han hecho conexiones significativas con otros conocimientos matematicos v,
como consecuencia, el estudiante puede justificarlo o discutirlo en términos
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generales. Percibir una transformacion como independiente de representacion,
es consistente con pensar en la transformacién como un Proceso. Diferentes
Procesos se pueden coordinar y/o revertir para formar nuevos Procesos. Algunos
ejemplos de Proceso son: un estudiante con una concepcion de Proceso de la
exponenciacion puede imaginar que la multiplicacion de un numero A repeti-
damente por un ntmero b produce numeros de la forma Ab™ puede imaginar
dinamicamente que n aumenta en uno con cada multiplicacién sucesiva sin
necesitar hacer esto explicitamente y, podra anticipar y justificar que Ab™ multi-
plicado por b™ es igual @ Ab™™ para cualquier enteros positivos n y m; con un
Proceso de funcion exponencial podra imaginar las caracteristicas de la funcion
f(x) = Ab* sin tener que llevar a cabo computos explicitos; un estudiante con
una concepcion de Proceso de exponenciacion racional podra pensar en una
potencia racional, digamos 323, en términos de multiplicacion repetida: un
nuamero que multiplicado por si mismo 5 veces produce 32 que también se
multiplica por si mismo 3 veces, y mas generalmente ser capaz de dar sentido
a las potencias racionales a" de esta manera, no simplemente como simbolos
sin sentido.

Cuando un individuo puede pensar en el Proceso como una entidad en si
misma, una totalidad, y puede realizar o imaginar realizar Acciones sobre la
totalidad, entonces se dice que el Proceso ha sido encapsulado en un Objeto.
Un Objeto puede ser desencapsulado en el Proceso del que proviene, seguin sea
necesario en un problema dado. Lo importante de un Objeto es que el individuo
puede realizar Acciones sobre el Objeto. Algunos ejemplos de Objeto son: un
estudiante necesitaria tener una concepcién de Objeto de exponenciacién (que
se puede desencapsular para dar sentido a las potencias individuales) y pensar
en cada expresion exponencial b* como un numero, una totalidad, antes de
poder hacer Acciones sobre exponenciacion para construir la nocion de funcion
exponencial f(x) = b* otro ejemplo: un estudiante deberd tener una concepcion
de Objeto de funcién para construir la composicion de funciones (esto envuelve
la desencapsulacion de dos Objetos de funcion fy g,y la coordinacion de los
Procesos resultantes (ver detalles en Arnon et al, 2014, p. 23-24) o antes de poder
revertir un Proceso f (desencapsulado) para construir la funcién inversa f=%.

Un Esquema para un cierto concepto matematico es una coleccion coheren-
te de Acciones, Procesos, Objetos y otros Esquemas que estan vinculados por
algunos principios generales para formar un marco en la mente del individuo
que se puede aplicar a una situacion problematica que involucra ese concepto.
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En este estudio no haremos uso explicito de Esquemas porque el fenébmeno
didactico de interés se puede modelar con la parte APO de la teoria.

El paso de la Accion al Proceso al Objeto puede parecer una progresion
donde puede haber avances y retrocesos a medida que el individuo lucha por
asimilar nuevas situaciones a las estructuras mentales existentes (Accion, Pro-
ceso, Objeto, Esquema) o acomodar las estructuras mentales para dar cuenta
de situaciones nuevas. Lo que dice APOE es que la tendencia general del indi-
viduo cuando trabaja en diferentes problemas que involucran una nocién mate-
matica especifica serd diferente, dependiendo de si el individuo piensa en la
nocion como una Accion, un Proceso o un Objeto.

Otra idea importante en APOE es la de descomposicion genética (DG). Una DG
es un modelo de como un estudiante puede construir una nociéon matematica
especifica, expresada en términos de las estructuras (Accion, Proceso, Obijeto,
Esquema) y mecanismos (interiorizacién, coordinacion, inversién, encapsulacion,
desencapsulacion, ..) de APOE. Diferentes investigadores o incluso el mismo
investigador pueden proponer diferentes descomposiciones genéticas para una
misma nocién. La DG no pretende ser la “mejor manera” en que un estudiante
puede llegar a entender una nocion matematica en particular. Una DG es esen-
cialmente una hipdtesis inicial que puede cambiar dependiendo de los resulta-
dos del estudio.

La investigacion en APOE generalmente comienza proponiendo una DG basada
en la nocion matematica en si, su historia, la experiencia docente del investigador,
y cualquier dato disponible, incluida la literatura de investigacion. Se disefan
materiales didacticos para ayudar a los estudiantes a realizar las construcciones
propuestas en la DG. Luego, se obtienen datos de los estudiantes. Los datos pueden
sugerir construcciones mentales (en términos de las estructuras de APOE) que los
estudiantes hacen facilmente (para que se les pueda quitar el énfasis en la DG),
construcciones que los estudiantes encuentran dificiles (por lo que deben detallarse
mas en la DG), y construcciones inesperadas (que deben tenerse en cuenta en
una futura DG). Los datos que se obtienen de una investigacién sugieren coémo
revisar la DG y los materiales didacticos. La DG revisada se puede utilizar en ciclos
de investigacion posteriores, y los ciclos de investigacion se pueden realizar hasta
obtener una DG que ya no amerite ser revisada. En ese momento, la DG describira
como la mayoria de los estudiantes construyen Procesos u Objetos de la nocion
matematica especifica que se esté considerando.

En APOE se utiliza una estrategia pedagdgica llamada ciclo ACE para fomen-
tar la reflexion. Las actividades “A” disenadas para fomentar las construcciones
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propuestas en la DG se hacen colaborativamente en grupos de tres o cuatro
estudiantes; hay discusiones en el pleno de la clase “C" para considerar solucio-
nes de los grupos de estudiantes, dificultades comunes, o aspectos que el ins-
tructor quiera enfatizar; y ejercicios “E” para hacer en el hogar.

Las preguntas de investigacion de este estudio son:

1) La descomposicion genética que se propone en el estudio (que se detalla
en la proxima seccién), iqué tan bien describe cémo los estudiantes entien-
den* la funcién exponencial?

2) De las construcciones mentales conjeturadas en la descomposicion genéti-
ca de funcién exponencial, {cudles son las construcciones que estudiantes
preuniversitarios dan muestra de poder hacery cuales les causan dificultad?

4. DESCOMPOSICION GENETICA REVISADA PARA EL SEGUNDO CICLO DE
INVESTIGACION

A continuacion, solo incluimos la parte de una DG de funcion exponencial que
ponemos a prueba en este estudio. Esto no incluye el entendimiento grafico de
funciones exponenciales ni el entendimiento de logaritmos, ya que a causa de
la pandemia de Covid-19 no pudimos implementar las actividades que teniamos
disenadas para ello. Antes de entrar en detalles, resumimos la DG brevemente.
La DG comienza con un listado de prerrequisitos que se asume que los estu-
diantes conocen antes de estudiar funciones exponenciales. Luego de eso pro-
ponemos que el estudiante use multiplicacion repetida para construir funcion
exponencial, primero en los enteros positivos, para luego, dividiendo repetida-
mente por el factor multiplicativo, extender la funcion exponencial a cero y a los
enteros negativos. Coordinando Procesos de exponentes enteros, funcion expo-
nencial en los enteros, y exponentes fraccionarios unitarios, se puede extender
funcion exponencial a los racionales (figura 1). Los nimeros racionales es el
conjunto mas amplio con el cual los estudiantes de esta edad (15 y 16 anos)
pueden hacer computos estando restringidos a la pantalla finita de una calcu-
ladora gréfica. En varias investigaciones (e.g, Kidron, 2018; Sirotic y Zazkis, 2007;
Murmur y Zazkis, 2021) se muestra que los estudiantes tienen dificultad cons-
truyendo los numeros irracionales, entendiendo su relacion con los racionales,

 Por “entender” queremos decir construir procesos u objetos, segtin se define en la teorfa.
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asi como tratando con exponentes irracionales. Por ello, no intentamos extender
la construccién de exponentes a todos los reales, sino que esperamos que el
uso de contextos donde la variable de entrada se perciba continua, como seria
el caso del tiempo, permita a los estudiantes intuir la existencia de potencias
reales (ver Ellis et al, 2015, 2016). Los estudiantes pueden interiorizar acciones
sobre exponentes racionales, para computar y entender lo que es un exponen-
te racional, sin que necesariamente tengan que primero construir una concep-
tualizacion de Proceso del conjunto de nimeros reales.

CONOCIMIENTOS PREVIOS PARA REVISAR O CONSTRUIR

1. Se necesita un proceso de exponentes enteros positivos. Para enteros po-
sitivos n y m, Acciones de expandir b™y b™ como un producto de factores
individuales b, y usar estas expansiones para explorar expresiones de la
forma b"b™ j’—“ y (b™)™ y tratar de encontrar formulas correspondientes, se
pueden interiorizar en un Proceso que permite a los estudiantes imaginar
que para un entero positivo n, multiplicar un numero b por si mismo n ve-
ces da como resultado b™ y dar sentido a las propiedades de los exponentes
b*b"=p"t™ j%=b"*m, y (bM)™= b™. Estudiantes con una conceptualiza-
cion de Proceso de exponentes enteros positivos, pueden imaginar y darles
sentido a esas propiedades sin depender de la memorizacion ni de hacer
computos explicitos.

2. Se necesita un Proceso de exponentes enteros. Acciones de explorar la
validez de las expresiones b"b™=p"*™, %=b”"", para los casos donde uno
0 ambos de n y/o m es cero, 0 donde m = —n (en la primera expresion),
m=nom>n(enlasegunda expresion) pueden interiorizarse en un Pro-
ceso que permita justificar las definiciones b™ = f y b® =1 en términos
de extender las propiedades de los exponentes naturales a los enteros. La
necesidad de realizar Acciones sobre el Proceso de exponentes enteros, por
ejemplo, para resolver problemas contextuales, fomenta su encapsulacion
en un Objeto de exponentes enteros.

FUNCION EXPONENCIAL EN LOS NATURALES
La accion de ordenar y completar espacios en blanco en pares ordenados

correspondientes a una sucesién geométrica (n, s,) (es decir, donde s, = b" para
n un entero positivo, algunos b > 0, b # 1, y donde s, podria no estar
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expresado como una potencia), donde el factor multiplicativo comun (la base b)
se da verbal o simbolicamente, o donde se dan dos términos consecutivos (n,
s,) y (n+1, s,,,) para permitir encontrar el factor multiplicativo b, se puede
interiorizar en un Proceso de multiplicacion repetida que permite imaginar que
(n) crece aritméticamente mientras que (s,) crece geométricamente, permite
relacionar ncon s, , y reconocer n como el numero de veces que la base b es
multiplicada por si misma. En este momento, es posible que el estudiante no
sepa que n es un exponente. Acciones de k-saltos a la derecha, es decir, com-
pletar algunos términos de sucesiones de la forma (n, s,), (n+k, s,.,), (n+2k,
Sni2) - para k suficientemente grande que no sea razonable hacer esto multi-
plicando repetidamente por b, puede hacer evidente la necesidad de la notacién
exponencial y asi fomentar la coordinacion del Proceso de multiplicacion repe-
tida con un Proceso prerrequisito de exponentes enteros positivos para dar como
resultado un Proceso de funcion exponencial en los naturales, que permite
reconocer a n (en pares (n, s,)) como un exponente.

EXTENSION A LOS ENTEROS

La accion de usar multiplicacién repetida para encontrar la parte que falta en
el par ordenado (0, ?) de forma tal que complete un conjunto dado de pares
ordenados en una sucesion geométrica (1, s,), (2, s,), (3, s3) mientras que
también hace que esta extension sea consistente con el Proceso de exponentes
enteros positivos, se pueden interiorizar en un Proceso que extiende el Proceso
de funcién exponencial a cero. Acciones similares que extienden aun mas la
funcion a pares de la forma (=1, s_;), (=2, s_;), (=3, s_3) .. se pueden inte-
riorizar en un Proceso que extiende el Proceso de funcién exponencial en los
naturales para formar un Proceso de funcion exponencial en los enteros. En este
momento, el estudiante puede que no relacione los valores enteros negativos
de n con exponentes enteros negativos. Acciones de k-saltos a la izquierda, es
decir, completar algunos términos de sucesiones de la forma (n, s,), (n—k, s,,_,),
(n—2k, s,_,.), .. partiendo de cualquier n, para k lo suficientemente grande
COmMO para que no sea razonable hacerlo dividiendo repetidamente por b, fomen-
ta la coordinacion de este Proceso con el Proceso prerrequisito de exponentes
enteros para dar como resultado un Proceso que reconoce que un entero nega-
tivo n en un par (n, ?) es un exponente y que el par se completa de una
manera consistente con propiedades de exponentes.
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PROCESO DE POTENCIAS FRACCIONARIAS UNITARIAS

Se necesita un Proceso de potencias fraccionarias unitarias para permitir que
los estudiantes imaginen que para a > 0,y n entero positivo, a” es un ndmero
que multiplicado por si mismo n veces da como resultado a. Para construir este
Proceso: dado un numero positivo a y un entero positivo (pequefio) n, la Accion
de usar tecnologia de computacion para tantear numéricamente o para analizar
geométricamente (intersecando las graficas de y = x™y y = a, por ejemplo) y
encontrar o aproximar un numero que al multiplicarse por si mismo n veces
produce el numero dado a, puede interiorizarse en un Proceso que permite al
alumno imaginar y anticipar la existencia de tales nimeros. Otras Acciones de
usar tecnologia para calcular potencias fraccionarias unitarias, verificar que
efectivamente tengan la propiedad esperada, y usarlas para resolver situaciones
de problemas contextuales pueden ayudar a los estudiantes a encapsular el
Proceso de potencias fraccionarias unitarias en un Objeto.

EXTENSION A LOS NUMEROS RACIONALES

El Proceso de multiplicacion repetida se coordina con un Proceso de potencias
fraccionarias unitarias mediante la aplicacion del primero al encapsulamiento
del segundo, para producir un Proceso de potencias fraccionarias repetidas. Este
proceso permite pensar en 2%+ como (i) = u3. El proceso de potencias frac-
cionarias repetidas se puede coordinar con el Proceso de funcion exponencial
en los enteros para formar un nuevo Proceso que extiende funcion exponencial

a los racionales. La DG se resume en la figura 1.
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Figura 1. Resumen grafico de la descomposicién genética.

5. METODOLOGIA

Durante el ano escolar 2021-2022, se seleccion6 por conveniencia una escue-
la privada de nivel superior en Puerto Rico para el estudio. La escuela atiende
un estudiantado de nivel econdmico medio-alto, la mayor parte de los cuales
espera sequir estudios universitarios. Puede esperarse que estos estudiantes
estén mejor preparados que los estudiantes tipicos del sistema de educacién
publica de Puerto Rico. Todos, los nueve estudiantes de undécimo grado (15-
16 anos de edad) que estaban tomando el curso de Precalculo y la maestra
del curso, aceptaron participar voluntariamente. Sin embargo, un estudiante
no culmino su participacion en el estudio. Los ocho estudiantes que comple-
taron su participacién son los que llamaremos estudiantes participantes. La
maestra aplico la estrategia pedagogica ACE y administro todas las actividades
de ensefnanza. En particular, las actividades se hicieron colaborativamente en
dos grupos, uno de tres estudiantes y el otro de cinco. El investigador principal
trabajo de cerca con la maestra del curso para asegurar que las actividades
se implantaran como fueron disenadas. El estudio se llevd a cabo cumpliendo
con todos los reglamentos de practicas éticas, confidencialidad, y consenti-
miento informado, requeridos por la Junta de Revision Institucional de la
Universidad Interamericana de Puerto Rico.

Los estudiantes participaron en un conjunto de cinco actividades distribuidas
en 10 sesiones, cada sesiéon de 1.5 horas de duracién. Las actividades se des-
criben mas adelante. En la implementacion de cada actividad de aprendizaje
los primeros 50 minutos fueron para trabajar en grupos y los ultimos 40 minu-
tos para la discusion en clase. Las actividades se realizaron utilizando un mani-
pulativo con fichas (figura 2) que muestran a una funcion como maquina. La
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ficha en la figura 2 es parte del conjunto de fichas de la base 2 y representa el
dato 2°= 8. De ahora en adelante esta ficha se va a denotar de la forma (3/8).
Se estd adaptando la idea de Ferrari-Escola et al. (2016) pues, como ellos, usamos
‘juegos” de fichas. Se mejoré el disefio de Diaz-Berrios y Martinez-Planell (2022)
pues sus fichas tenian una raya en el medio, como las fichas de doming, y esto
confundia a los estudiantes que pensaban que la raya era para division. Se le
anadio un disefo de funciéon como maquina (figura 2), para propiciar que los
estudiantes pensaran en exponentes como entradas y potencias como salidas.
También, se us6 una situacion de crecimiento continuo, como sugieren Ellis et
al (2015, 2016) para ayudar a que los estudiantes piensen que cualquier nime-
ro real (tiempo) puede ser un exponente.

Figura 2. Ficha (de la base 2) mostrando una funciéon como maquina.

La tabla 1 resume las actividades de aprendizaje, proposito de la actividad, y
problemas de muestra.
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Tabla 1. Resumen de las actividades de aprendizaje implementadas,

propdsito, y problemas de muestra

Act Propésito Problemas de muestra
# 1 | Prereq. expo- | 1. Escribe en notacién exponencia: a-a-a-a-a-a-b-b-b
nente entero | 2. Expande y expresa sin usar notacion de exponentes: 3(b®)?
3. Considere la expresion :—“ = b" ™ Indique si es 0 no es vadlida en el caso que
m = n. Explique su respuesta.
#2 | Fn. exp. en | “Moverse a la derecha en pasos unitarios’
enteros posi- | Se presenta al estudiante la situacién de un globo aerostatico cuya altura se duplica
tivos cada minuto de vuelo. Se le dan fichas sin ordenar, algunas incompletas y se les pide
que las ordenen y completen. Ya ordenadas corresponden a las columnas de la si-
guiente tabla:
Altura (metros) 112 8 32 128 512
Tiempo de vuelo (min) | 0 | 1 {23 516 7 9 |10 13| 14
Otro ejemplo:
Altura del globo (metros) 4 | 432 | 467 | 504
Tiempo de vuelo (minutos) | 0 1 2 3 451671819110
# 3 | Extender fn. | “Moverse hacia la izquierda en pasos unitarios.” En el contexto de un globo aerosta-
exp. a ente- | tico que duplica su altura como funcion del tiempo. Se explica el tiempo negativo en
ros términos de minutos antes de comenzar a tomar datos.
Altura (metros) 4 18|16
Tiempo (minutos) | -5 | -4 | -3 [-2|-1]0|1]|2]|3]|4
También se les dio fichas donde tenian que “dar saltos a la izquierda” para fomentar
el uso de exponentes negativos.
Altura (metros) 47476 4233 | 5,079.60
Tiempo (minutos) | 1 | 10 | 20 30 40 [ 41| 42 43
# 4 | Proceso Primero el estudiante tantea con la calculadora para preguntas tales como: ¢Qué
potencia numero positivo al multiplicarlo por si mismo da 7?
fraccionaria | Complete la sucesion de forma tal que crezca siguiendo un patron de siempre multi-
unitaria plicar por el mismo ndmero 3, _ , 9.
#5 | Funcién exp. | Finalmente, se trataron problemas como: ordene y complete las fichas si la altura de
en numeros | un globo aerostatico se duplica cada tres minutos:
racionales
Altura del globo (metros) 091
Tiempo de vuelo (minutos) 0 11213
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Los datos del estudio se obtuvieron del trabajo escrito de los participantes
en las actividades de aprendizaje, grabaciones de voz del trabajo en grupo en
la sala de clases, y de las entrevistas semi-estructuradas que se llevaron a cabo
con cada estudiante a finales del semestre. Cada entrevista durd aproximada-
mente una hora. Para las entrevistas se disend un instrumento que permitio
indagar cudles de las construcciones propuestas en la DG los estudiantes pudie-
ron hacer. El entrevistador también podia pedir que los estudiantes justificaran
sus respuestas y podia indagar acerca del entendimiento de los estudiantes. Para
analizar los datos, primero el autor principal transcribi¢ las discusiones en gru-
po. Luego ambos autores, de forma independiente, separaron las transcripciones
en episodios segun los problemas que discutian los estudiantes y en cada
episodio, anadieron notas a las transcripciones acerca del tipo de estructura
(seguin APOE y segun se describen en la DG) que los estudiantes individual-
mente en cada grupo estaban evidenciando. Después, en reuniones semanales,
discutieron las notas, acordaron como recortar las transcripciones eliminando
intercambios que no aportaron a la discusion, y escogieron citas que ejemplifi-
caban las construcciones de los diferentes estudiantes. Finalmente, prepararon
tablas, una por estudiante, donde se llevaba cuenta de los episodios, las estruc-
turas que evidenciaban, y citas pertinentes. En cada espacio de las tablas se
acordd un codigo para la estructura que evidenciaba el estudiante; el cddigo
incluia la letra “A" para Accion, ‘P’ para Proceso, y “O" para Objeto e identificaba
la estructura segun definida en la DG. Asi, por ejemplo, algunas entradas en la
tabla leerian como A-MR (Accién de multiplicacién repetida), P-FE-Z (Proceso de
funcion exponencial en los enteros), A-PFU (Accidén de potencia fraccionaria
unitaria). Esto se hizo para todas las estructuras en la DG. Para completar el
analisis de las entrevistas semiestructuradas, se senalaron construcciones don-
de los estudiantes mostraron dificultad, se tomd nota de construcciones inespe-
radas, y se buscaron patrones en la tabla de analisis.

Finalmente, se compararon las tablas correspondientes a las discusiones en
clase con la tabla de la entrevista semiestructurada, buscando en las notas y
transcripciones segun necesario, se discutio la concordancia entre ambos con-
juntos de datos, y se llegé a un acuerdo final.
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6. RESULTADOS

Los datos los obtuvimos de las discusiones en grupos de trabajo colaborativo
que se dieron en clase y de las entrevistas individuales al final del curso. En las
discusiones en clase se formaron dos grupos de estudiantes. En el grupo 1
estaban Anita, Amara, y Alejandro. El grupo 2 contaba con Ivan, Genaro, Cami-
lo, Herminio, y Kenny.

CONSTRUCCION DE FUNCION EXPONENCIAL EN LOS ENTEROS COMO OBIETO

Para discutir la construccion de un Objeto de funcién exponencial en los enteros
nos concentramos en analizar al grupo 1, pues en ese grupo estaba Alejandro,
el Unico estudiante que no mostrdé hacer tal construccion. La construccion de
este Objeto por parte de los estudiantes en el grupo 2 fue similar a las de Anita
y Amara (grupo 1), que mostramos a continuacion, asi que no las repetimos.

En el primer problema de la primera actividad se les dijo a los estudiantes
que en el pueblo de Ponce la altura en metros de un globo aerostatico se dupli-
ca por minutos. Se le dieron fichas fuera de orden y se le pidi6 ordenar y com-
pletar los términos de las ofras fichas que faltaban.

Altura del globo (metros) | 1 | 2 8 32 128 512

Tiempo devuelo(min) | 0 | 1 | 2 | 3 516 7 9 |10 13 | 14

La forma de “funcion como maquina” (figura 2) de las fichas propiciaron el
pensamiento funcional:

Amara: La entrada es tiempo y la salida es la altura ...

Anita: .. Tenemos que velar que los de abajo, elementos de entrada, estén en or-
den .. Encontramos un patrén .. la base es 2 y entonces el de abajo, los de
entrada, son sus exponentes

Anita: [Luego] .. de menor a mayor vamos multiplicando por 2 .. Y de mayor a
menor évamos?

Anita y Amara:  Dividiendo entre 2.

Alejandro, que habia permanecido callado, mostro compartir las construcciones
de Anita y Amara en el siguiente ejercicio. Aqui se le dieron las fichas:
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Altura del globo (metros) 4 | 443 | 467 | 504
Tiempo de vuelo (min.) 0 1 2 3 4151678910

Alejandro: Aqui se esta dividiendo 5.04 entre 4.67, o también puede ser 5.04 entre
4.67... redondeado a dos lugares decimales es 1.08

Anita y Amara: 1.08

Alejandro y Anita:  Multiplicamos 1.08 por cada elemento de salida en la tabla

Alejandro: [Luego, resumiendo] ... en el primer caso, el de Ponce el factor multiplica-
tivo 2 se elevaba utilizando como exponente a cada uno de los nimeros
de entrada ... O sea que cada elemento de salida que se obtenia era el
doble del anterior.. En el sequndo caso del globo aerostatico en el pue-
blo de Mayaglez se multiplicaba la altura que te daban en la ficha por
1.08 para obtener cada uno de los elementos de salida...

En diferentes momentos durante sus discusiones en clase, los estudiantes del
grupo 1 mostraron poder imaginar la multiplicacion repetida sin tener que lle-
varla a cabo explicitamente, lo cual es consistente con un Proceso de multipli-
cacion repetida. Por ejemplo, cuando Anita dice “de menor a mayor vamos
multiplicando por 2. También, todos mostraron evidencia de relacionar expo-
nenciacion con multiplicaciéon repetida, como cuando Anita dice “son sus expo-
nentes” o Alejandro cuando dijo “el factor multiplicativo 2 se elevaba utilizando
como exponente a cada uno de los nimeros de entrada’. Esto permitié a cada
miembro del grupo coordinar el Proceso de multiplicacion repetida con un Pro-
ceso de exponenciacion para construir un Proceso de funcion exponencial en
los naturales donde se reconocen a los elementos de entrada asociados al
tiempo como exponentes. Ademas, cuando Anita y Amara dicen “y de mayor a
menor évamos? ... dividiendo entre 2" muestran evidencia consistente con un
Proceso de reversion de multiplicacion repetida. En otra ocasién, Alejandro dijo
‘el factor multiplicativo es el factor que nos permite encontrar los elementos de
salida que faltan.. ya sea dividiendo o multiplicando”. Que puedan revertir la
multiplicacion sugiere que han construido un Proceso de multiplicacion repeti-
da. Todos ellos reconocieron las entradas como exponentes, o que en general
no sucedié con los estudiantes del primer ciclo de investigacion (Diaz-Berrios y
Martinez-Planell, 2022).

En varios problemas en la clase y entrevistas, los estudiantes del grupo 1
fueron consistentes en mostrar su estructura de Proceso de funcién exponen-
cial en los naturales. Anita y Amara también dieron muestras consistentes con
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haber construido un Objeto de funcién exponencial en los naturales. En otro
problema en el contexto del globo aerostatico se le dieron fichas como en la
siguiente tabla:

Altura (metros) 3| 525 9.19 16.08
Tiempo (minutos) 0 1 2 3 4 5] 10|15 ] 20| 25

La figura 3 muestra el trabajo del grupo del grupo 1. Mientras discuten esta
situacion:

& jPodrias determinar los términos que faltan de las fichas y escribirbos? &y - {T{L:"'“".S'I:[
ol K1 [1- %27
Tiempo (mintar)

RS S6YE 9112 ol weegyrl HEY= ak®
3 w| v o0 - o

Figura 3. Trabajo del grupo 1 en el ejercicio 1a de la actividad 2.

Amara:  Podemos decir que f(5) = 3(1.75)°

Anita:  Exacto.. f(t) = (factor multiplicativo)* - 3, el factor multiplicativo elevado al tiem-
po por la salida cuando el tiempo es cero

Amara:  El factor multiplicativo elevado a la entrada por la altura inicial serd igual al elemen-
to de salida que estas buscando

Cuando Anita y Amara hallan una férmula, f(t) = a(b)’, que modela la situa-
cion, muestran evidencia consistente con la construccién de un Objeto de funcion
exponencial en los naturales. Parecen pensar en el Proceso de funcion exponen-
cial en los naturales como una entidad en si misma, una totalidad, que pueden
encapsular en una formula. Cuando se les pide la altura del globo luego de una
hora muestran poder hacer acciones sobre esa totalidad (figura 4):

Amara: Tienes que elevar 1.75 al exponente 60 y luego multiplicarlo por 3 y éel resultado
es?.. Recuerden que también tienen que multiplicarlo por la altura inicial que es 3

Anita: .. Espérate, seria tomar el factor multiplicativo por minutos y lo elevas por el tiempo
que es 60 minutos y lo multiplicas luego por 3 .. Yo voy calculando el resultado
porgue nos tiene que dar un decimal ... f(t) = a(b)t, esto es ... f(60) = 3(1.75)°,
f(60) =1.14658E15 ese es el resultado final..
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Inclusive, la figura 4 muestra que el grupo 1 pudo hacer acciones sobre su
Objeto de funcién exponencial en los naturales al verificar su resultado “dando
saltos a la derecha’, en este caso, hallando y usando el factor multiplicativo de
un cuarto de hora.

e .51 el facter de crecimiento continda igual, que altura tendri <l globo Imﬂlﬁm con
respecto al suslo luegs de haber transcurmido 1 hora (usk notacidn dnmcnpn

dar tu respucsia)? Rock. waull. IF mina = = -ﬂzu S
alt)y=ab” al®) =% . (44z21.5)"
ol#)=3035)" (W)= 116EF €5

| o) =1. wcfsEfS'i ; = mruli

Figura 4. Trabajo del grupo 1 en el ejercicio 1e de la actividad 2.

En el préximo ejemplo, Anita y Amara del grupo 1 muestran evidencia consis-
tente con extender el Proceso de funcion exponencial en los naturales a ceroy
los enteros negativos. Se les dice: la siguiente sucesion crece exponencialmente
con un factor multiplicativo de 2; complete la tabla.

Anita:

Amara:

Anita:

Amara:

Salidas 41 8| 16

Entradas S|4 131-2]-1(011]2]3]| 4

Empezamos aqui en la tabla cuando transcurrié 4 minutos de vuelo la altura de la
cesta del globo aerostatico era de 16 metros... El factor multiplicativo siempre va a
ser 2 ... Pues vamos a dividir la altura de la cesta del globo aerostatico de 16 metros

entre 2 expandiendo los demas elementos de salida hacia la izquierda.. 8, 4, 2, 1,
11 1 1 1

2, 4, 8,16, 32

[Leyendo] ¢Hay relacion entre las entradas negativas con sus salidas correspon-
dientes y lo que usted conoce de exponentes negativos? (figura 5)

.. cuando el 2 estd elevado a la -1, que significa en la situacion en contexto un
minuto antes de vuelo, 27 pues va a dar como elemento de salida la altura inicial
de la cesta del globo aerostatico que seria 1/2 metro ... y con el tiempo antes de t
minutos de vuelo moviéndose hacia la izquierda, los negativos podemos evaluar
esa expresion exponencial...

[Luego] Hacia la izquierda los elementos de salida estdn disminuyendo .. pues
como lo estdbamos viendo en fraccion, pues va a aumentar el denominador de la
fraccion ... es lo mismo que si tuvieras un numero con exponente negativo y lo in-
viertes a su reciproco
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Figura 5. Trabajo del grupo 1 en el ejercicio 2b de la actividad 3.

Estas estudiantes revierten el Proceso de multiplicacion repetida y dividiendo
repetidamente extienden la tabla hacia la izquierda ‘8, 4, 2, 1, 3, 1, 3 & %"
Cuando Amara lee la proxima pregunta (¢Hay relacién entre las entradas nega-
tivas ..?), muestra aceptar el resultado de Anita y luego ambas coordinan la
multiplicacion repetida con un Proceso de exponenciacion. De esa forma cons-
truyen un Proceso de funcién exponencial en todos los enteros.

La extensién de los naturales a cero también se hace como un Proceso, como
lo evidencia su argumento justificando esto. Amara usa la propiedad o = pmn
y sustituyendo por m argumenta (figura 6):

Amara:  Pues que sea b™ ... pues entonces aqui seria b™™ ..y eso es igual a b° ... [escribe 1].
Anita:  Si, porque cuando la base esta elevado a el exponente 0 eso es igual a 1.

Aqui Anita muestra extender la funcion exponencial a cero como una Accién.
Acto sequido, utilizando la propiedad b®t™ = p™ - b™ Anita justifico que b’=1
(figura 6). Poder justificar y discutir en términos generales son caracteristicas de
un Proceso. Esto sugiere que la extension al cero de funcion exponencial en los
naturales la hicieron como un Proceso.

. i AT nj- T
= =b b =b b
b i
=yt | =¥ n
b L = .I = D l:
[} r-'.; IIL’ (1]
L
§ € ]
| =
hy } : f

Figura 6. Trabajo del grupo 1 en el ejercicio 2d de la actividad 3.
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Los resultados de las discusiones en el salon de clase y en la entrevista
semiestructurada sugieren que Anita y Amara construyeron un Objeto de funcién
exponencial en los enteros. Mostramos el caso de Anita en la entrevista semies-
tructurada, porque podemos hacerlo de manera mas clara y resumida.

Entrevistador:

Anita:

Entrevistador:

[Una cantidad C crece exponencialmente, tripliciandose cada hora. En un
momento inicial hay 15 kilos de la cantidad] {Cuantos kilos va a haber 5
horas después?

Me viene a mi mente una formula que nosotros utilizamos y que descubri-
mos durante la implantacion de las actividades de aprendizaje de la investi-
gacion que era f(x) = ab* ¢ f(t) = ab’, donde a representa el valor inicial,
la b representa el factor multiplicativo y la x o t que representa el tiempo ...
En este caso el valor inicial serfa 15, el factor multiplicativo seria 3, y el tiempo
serfa h que no se ha determinado... [figura 7]

¢Cudntos kilos habia 7 horas antes del momento inicial?

Anita: OK ... Pues como ahi dice que es 7 horas antes del momento inicial el 7 seria
un -7 como exponente ... Por el contrario, si fuese 7 horas después el exponen-
te seria un 7 positivo... 7 horas antes del momento inicial habria LTISB Kilos.

Entrevistador: ~ Para llegar a esa respuesta iqué hiciste?

Anita: Para poder llegar a esta respuesta primero analicé la oracion y como me esta
preguntando ¢cudntos kilos habia 7 horas antes del momento inicial? yo al
instante pensé que el 7 es como exponente y tiene que ser un siete negativo,
-7 .. Y utilizando la misma formula que te facilité previamente que era
f(h) = 15(3)" sustitui el exponente h por -7 y eso seria f(—7) = 15(3)77
y lo resuelvo ... [figura 7]

/’__4-"'._.:.1) = hj: &:r_s EJ‘# = e - o !-_.r:.-:: N
5 T AR AP T i —— it G s
-~ = Sc¥E
Faiud ad PR ot = """"‘-5: T TR, ST

PR Y S 1=“'-l"'“"-'---'} e 149 S f"‘i"‘-‘-
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Figura 7. Trabajo de Anita en la pregunta 2(a, b, ¢) de la entrevista.

Anita muestra evidencia consistente con realizar acciones sobre el Objeto de fun-
cién exponencial en los enteros, cuando dice “utilizando la misma férmula que te
facilité previamente que era f(h) = 15(3)" sustitui el exponente h por —7 y eso
seria f(—=7) = 15(3)~". Anteriormente, Anita habia dado muestra de tener al
menos una conceptualizacion de Proceso de funcién exponencial en los enteros.
Eso da confianza que no estd usando la férmula como algo memorizado, una
Accidn, sino que puede imaginar de donde vino la férmula. En este caso la for-
mula f(h) = 15(3)" puede representar la encapsulacion del Proceso de funcion
exponencial en los enteros en un Objeto de funcién exponencial en los enteros.

CONSTRUCCION DE FUNCION EXPONENCIAL EN LOS ENTEROS COMO ACCION

El caso de Alejandro, tercer miembro del grupo 1, es diferente. Alejandro se
mantuvo bastante callado durante la actividad en clase y, a insistencia de sus
companeras, solo hizo algunos calculos especificos como Acciones. Todavia en
la entrevista final mostré evidencia consistente con una conceptualizacion de
Accion de funcion exponencial en los enteros positivos. En el mismo problema:

Alejandro: En la primera hora va a haber 45 kilos ... en la segunda hora seria 135 kilos... En
la tercera 405 kilos ... En la cuarta 1,215 Kilos... En la quinta 3,645 kilos ¢Cuan-
tos kilos va a haber h horas luego del momento inicial>.. f(h) = 15(3)* ..
¢Cuantos kilos habia 7 horas antes del momento inicial?... ‘Antes del momen-
to inicial habia 2,187 kilos

Entrevistador:  ¢Qué tu entiendes por 7 horas antes del momento inicial?

Alejandro: Pues yo lo que hice fue tomar el 3y lo elevé a la potencia 7 y luego lo multi-
pliqué por 15 que es la cantidad inicial [figura 8].
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O =15(2)7 At del vomeh jpicd  fabs,
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Figura 8. Trabajo de Alejandro en la pregunta 2c de la entrevista.

En su respuesta, Alejandro muestra que puede hacer Acciones de multiplicacion
repetida y puede generalizar para describir lo que sucede h horas después,
expresandolo en términos de una funcién exponencial. Esto podria ser consis-
tente con un Proceso de funcion exponencial en los enteros positivos. Sin embar-
go, no extiende ese Proceso a los enteros negativos. Cuando se le pregunta por
7 horas antes, no revierte el Proceso de multiplicacion repetida para dividir siete
veces por 3, sino que aplica la Accion (sobre un Objeto de funcién exponencial
en los enteros positivos) de sustituir ciegamente 7 por h. En resumen, Alejandro
no muestra haber construido un Objeto de funcion exponencial en los enteros.

Como Anita y Amara del grupo 1, los cinco estudiantes del grupo 2 mostra-
ron construir una funcién exponencial en los enteros como un Objeto. Como su
trabajo fue similar al de Anita y Amara, solo mostramos un breve ejemplo de
cémo los estudiantes del grupo 2 comenzaron a extender su nocion de funcién
exponencial a los enteros negativos:

Genaro: La altura inicial del globo aerostatico cuando el tiempo es 0 es de 24 metros..
¢Cudl es la altura de la cesta de un globo aerostatico que puede esperarse
que hubiese un minuto de vuelo antes, dos minutos de vuelo antes y tres
minutos de vuelo antes ..?

lvan: ¢Qué hacemos entonces? dividir cada elemento de salida hacia la izquierda
entre 2.

Camilo: Entonces aqui en la tabla los elementos de salida hacia la izquierda son 12,
6, 3.

Genaro y lvan: Acd, sabemos que cuando el de entrada es 0 el de salida es 24... Cuando el
de entrada es -1 el de salida es 12.. Cuando el de entrada es -2 el de salida
es 6.. Y cuando el de entrada es -3 el de salida es 6.

Ivan: Es lo mismo, lo unico es que vas hacia la izquierda.. Ok, me imagino que se
esta aplicando aqui la regla de los exponentes negativos... Y esta regla de los
exponentes negativos lo que nos dice de eso es que...

Genaro: Es que cuando la base se esta elevando a un exponente negativo a la base
le buscamos el reciproco.
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Todos los miembros del grupo 2 construyeron un Objeto de funcion exponencial
en los enteros. Solo detallamos el ejemplo de Kenny. Las construcciones de los
otros miembros son similares. En la entrevista se pregunta: una cantidad C crece
exponencialmente, triplicindose cada hora. En un momento inicial hay 15 Kilos
de la cantidad. {Cudntos kilos va a haber 5 horas después? éh horas después?

Kenny:  Ok.. me dio que va a ser 3,645 kilos en 5 horas... [se le pide que explique] multipli-
qué 15 por 3 cinco veces, 15 - 35,

Kenny: [k horas después] va a haber 15 kilos tripliciandose a la cantidad de horas que se
ha propuesto... pues voy a sustituir entonces sobre h, que seria 15 multiplicado por
3 elevado a la potencia h.. 15 - 3" .. en el contexto de funcion seria f(h) =15 - 3"

Kenny parece haber construido un Proceso de multiplicacion repetida que le
permite imaginar “multipliqué 15 por 3 cinco veces’, coordinar ese Proceso con
uno de exponenciacion cuando usa las 5 horas como exponente, y encapsular-
lo en un Objeto cuando habla de f(h) = 15 - 3% También muestra que puede
hacer Acciones sobre ese Objeto (de funcion exponencial en los enteros) cuan-
do se le pregunta: {cuantos kilos habia 7 horas antes del momento inicial?

Kenny:  iDiantres! t me estas diciendo 7 horas antes... Tendré que utilizar niumeros negati-
vos... lo que yo estoy haciendo es utilizar la misma funcion f(k) = 15 - 3% solo que
estoy elevandolo a la potencia —7... seria sustituir en h por =7, f(—=7) =15-37".
.. Luego de 7 horas del momento inicial habra 5/709 kilos.

En el mismo problema, la construccion de Herminio fue similar:

Herminio: Como se esta triplicando una cantidad cada hora, se estara triplicando cinco ve-
ces la cantidad inicial de 15 Kilos y me dio a 3,645 kKilos ... Serfa 15 por 3 elevado
a la potencia h, 15 - 3".. Donde el exponente h seria sustituido por cualquier
tiempo medido en horas... [7 horas antes] Ahi en vez de triplicarse se dividiria el
valor inicial entre 3... lo dividi porque me esta pidiendo lo opuesto... -7 porque son
7 horas antes..
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CONSTRUCCION DE FUNCION EXPONENCIAL EN LOS RACIONALES COMO UN PROCESO

En las actividades en el salén de clase, Anita y Amara del grupo 1 comienzan a
construir su Proceso de funcién exponencial en los racionales. Para ello, 1a DG pro-
pone que primero deben construir un Proceso de potencias fraccionarias unitarias.
Para ayudar a que los estudiantes construyan este Proceso, un ejercicio les pide
que completen la sucesion 3, _, 9 de forma tal que la sucesion crezca siguiendo
un patrén de siempre multiplicar por el mismo ntmero (figura 9).

Anita:  Pues ya. El factor multiplicativo seria 1.73.

Amara: Aqui hay uno que es 17321, que si multiplicamos el valor inicial 3 por el factor
multiplicativo 1.7321 a la potencia 2 nos darfa a 9.00051... Ok.. (3)2 ~ 1.73205 ..

Anita: .. Porque cuando el exponente es 1 para encontrar el sequndo término de la su-
cesion seria 3(1.73205)* 6 3(3Y/2)! ..y para encontrar el tercer término de la
sucesion el exponente es 2 que seria 3(3%/2)%

El préximo ejercicio les pide completar la sucesion 3, _, _, 9.

Anita: v pense elevar el factor multiplicativo 3 a la un tercio, 3%

Amara: Lo que podemos hacer también es buscar con numeros, por ejemplo 1.44 x 3 ...

Anita:  Estamos buscando un niimero que sea un decimal... Ok, el numero es 1.44... Espéra-
te, déjame ver... Si, cuando uno multiplica 3(1.44)* ..

Luego de completar las sucesiones 3, , 9; 3, _, _, 9y 3,_ _ _ 9; Anita resume:

Anita:  Es como si tu estuvieses buscando las raices cuadradas, las raices cubicas y las rai-
ces cuartas [figura 9] ... [Luego, explicando] Para calcular ese factor multiplicativo
1.316 en vez de elevar tres a 1/3 lo que hicimos fue que la base 3 la elevamos a la
% .. Seria utilizando algo como esto a(n) = a - b™.

Amara: .. esta manera de expresar los elementos de salida en notacion exponencial en cada
uno de los términos que faltaban en las distintas sucesiones es mas sencilla y mas
rapida para calcular el enésimo término que estdbamos buscando en la sucesion ...
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Figura 9. Trabajo del grupo 1 en el ejercicio 4 de la actividad 5.

El dialogo anterior sugiere que Anita y Amara pueden imaginar formar poten-
cias fraccionarias unitarias como un Proceso. Anita muestra evidencia de
coordinar el Proceso de potencias fraccionarias unitarias y el Proceso de funcion
exponencial en los enteros, para formar un nuevo proceso de funcion expo-
nencial en los racionales; por ejemplo, cuando en la entrevista se le pregunta
qué entiende por 2%

Anita: .. o que estoy pensando es en 2. eso es equivalente a 2™ y todo eso ele-
vado a la potencia 65, (2% ... eso me darfa 2.

Entrevistador:  ¢Qué entiendes por eso?

Anita: Que un numero multiplicado por si mismo 20 veces dé como resultado a 2 y
luego el resultado de este es elevado por si mismo 13 veces.

En la discusion anterior Anita muestra que puede imaginar el significado de
una potencia racional sin tener que hacer computos explicitos, lo cual es con-
sistente con un Proceso. De forma similar a Anita, Amara, e lvan (del grupo 2)
mostraron construir un Proceso de funcion exponencial en los racionales. Anita
ademas puede hacer Acciones sobre ese Proceso, como mostramos a continua-
cion. Se le da la tabla:

t 2 122 | 24261281 3
f) | 14 28

y se pregunta: Si la tabla corresponde a un modelo exponencial, {como hallar
los valores que faltan?
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Anita:  Del elemento de salida cuando el de entrada es 2 al elemento de salida cuando el de

entrada es 3 se estan duplicando... Estarfa buscando un nimero que cuando lo mul-
tiplique por si mismo cinco veces y luego lo multiplique por el valor inicial que es 14
me dé a 28... el segundo elemento de salida cuando el de entrada es 2.2 seria tomar
el valor inicial que es 14 y lo multiplicaria por 2¥3.. 14 por 2 a la potencia 2/5... 14 por
2 a la potencia 3/5.. 14 por 2 a la potencia 4/5... 14 por 2 a la potencia 5/5... da 28.

Anita fue Ia Unica que mostré construir un Objeto de funcién exponencial en
los racionales.

7. DISCUSION

Los ocho participantes construyeron un Proceso de multiplicacion repetida que les
permiti6 imaginar que en los pares (n, s,), n crecia aritméticamente mientras
que s, crecia geomeétricamente, relacionar a n con s, y reconocer a n como el
numero de veces que la base b era multiplicada por si misma. También pudieron
coordinar un Proceso de multiplicacion repetida con un Proceso prerrequisito de
exponenciacion para construir un Proceso de funcién exponencial en los natura-
les, anticipando la forma general s(t) = ab®. Esto verifica lo que se conjeturd en
la DG. En comparacion, la mitad de los estudiantes del primer ciclo (Diaz-Berrios
y Martinez-Planell, 2022) no reconoci6 que la entrada n en un par (n, s,) es un
exponente. Estos estudiantes inicialmente construyeron el crecimiento exponen-
cial como una multiplicacion repetida sin dar evidencia de estar consciente de
que la entrada n registra el nimero de factores b en un producto b™, 0 que n
podia considerarse como un exponente. La tabla 2 resume las construcciones que
evidenciaron los estudiantes en los dos ciclos de investigacion.

Tabla 2. Estructuras construidas por los estudiantes

Objeto de funcion | Objeto de funcién Olgteet:l)c?ae Proceso de funcion
Ciclo exponencial en los | exponencial en f pote - exponencial en los
raccionaria -
naturales los enteros A racionales
unitaria
Ciclo 1 2/16 0/16 0/16 0/16
Ciclo 2 7/8 7/8 4/8 3/8
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¢Cuales fueron las diferencias en el tratamiento que recibieron los estudiantes
en los dos ciclos? Primero, para el segundo ciclo de investigacion cambiamos la
adaptacion que se hizo en Diaz-Berrios y Martinez-Planell (2022) de los materia-
les inspirados en Ferrari-Escola et al (2016). La representacion de una funcion
como magquina (figura 2), que es nueva en los materiales, contribuy6 a una mejor
comprensién de funciones exponenciales ya que desde temprano los estudiantes
comenzaron a usar notacion de funcion, cosa que no sucedié en el primer ciclo,
y a tratar de simbolizar sus procedimientos. Esto ayudd a que siete de los ocho
estudiantes del sequndo ciclo extendieran funcion exponencial de los naturales a
los enteros y que pudiesen conjeturar una regla general “f (x) = ab* para calcular
elementos de salida de la funciéon exponencial. Otra modificacion a los materiales
fue el uso de una situacion contextual. En este estudio, se model6 el crecimiento y
decrecimiento exponencial adaptadas al entorno del estudiantado puertorriqueno
(globo aerostatico del pueblo de Jayuya). Esto facilitd el razonamiento en los estu-
diantes al permitir inquirir usando datos con significado para ellos, y relacionarlos a
los parametros de un modelo matematico exponencial f(x) = ab*. Los estudiantes
frecuentemente discutian en términos del significado concreto de los parametros
a y b. Esto sugiere que el contexto les ayudo6 a analizar y comprender mejor los
comportamientos relacionados a crecimiento o decrecimiento exponencial. El uso de
situaciones contextuales como apoyo es consistente con Borji et al. (2023).

Como sugiere Weber (2002), después de construir funciones exponenciales
sobre los numeros enteros, la construccion puede extenderse a todos los nimeros
racionales. En la DG se conjeturd que, si primero los estudiantes construian un
Objeto de potencia fraccionaria unitaria, luego podrian construir un Proceso de
funcion exponencial en los racionales. La extension a los racionales fue diferente
en los dos ciclos. La construccién de potencia fraccionaria unitaria se describié en
detalle en la DG para este segundo ciclo, pero no fue asi para el primer ciclo.
Ninguno de los estudiantes del primer ciclo construyé un Proceso de potencia
fraccionaria unitaria. Posiblemente apoyados en las actividades de aprendizaje,
cuatro de los ocho estudiantes del sequndo ciclo evidenciaron pensar en a'/*
como un numero que multiplicado por si mismo n veces da como resultado a.
Tres de estos estudiantes lograron construir un Proceso de funcion exponencial
en los racionales segun se describe en la DG. El que tres de los ocho estudian-
tes participantes del segundo ciclo pudiera construir un Objeto de potencia
fraccionaria unitaria y cuatro de los ocho un Proceso de funcion exponencial en
los racionales muestra el potencial de considerar esta construccion explicita-
mente, pero también sugiere la necesidad de revisar las actividades para ayudar
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a que mas estudiantes construyan un Proceso de funcién exponencial en los
racionales. La mayor dificultad que tuvieron los estudiantes extendiendo funcion
exponencial a los racionales fue que no construyeron un Objeto de potencia
fraccionaria unitaria. Se puede apoyar a los estudiantes enfatizando mas el
entendimiento verbal de las potencias fraccionarias unitarias.

Para extender el Proceso de funcién exponencial a todos los reales, los estu-
diantes podrian construir previamente un Esquema de estructura de los numeros
reales, permitiéndoles razonar sobre niimeros racionales, nimeros irracionales y
sus expansiones decimales, lo cual es dificil en el nivel de la escuela secundaria
(Kidron, 2018). Esto sugiere que a nivel preuniversitario la extension a exponentes
reales se obtiene mejor construyendo sobre la comprension intuitiva del tiempo (los
exponentes) como una cantidad continua (Ellis et al, 2015, 2016; Kuper y Carlson,
2020; Borji et al, 2023). La intuicion del tiempo como cantidad continua puede
compensar su falta de conocimiento sobre la estructura de los numeros reales.
Para esto, es imprescindible el tratamiento grafico de las funciones exponenciales.

Una limitacion importante del estudio fue que no se pudo culminar con la
implementacion de todas las actividades disenadas para construir el entendi-
miento grafico de las funciones exponenciales a causa de la pandemia del
Covid-19. Los estudiantes necesitan construir graficas de funciones exponencia-
les que modelan comportamientos de crecimiento y decrecimiento para poder
entender la extension de funcion exponencial a los reales. Esta experiencia
sugiere en el futuro incluir la representaciéon grafica desde las primeras activi-
dades, comenzando con graficas discretas hasta llegar a graficas continuas. Otra
limitacion es que las caracteristicas de los ocho estudiantes participantes y de
su escuela pueden ser diferentes a las de otros estudiantes y escuelas, lo que
podria permitir cuestionar la aplicabilidad de nuestros resultados a este nivel.
Esto requiere mas estudio.

8. CONCLUSION

En este estudio, mostramos que siete de ocho estudiantes participantes pudie-
ron construir un Objeto de funcion exponencial en los enteros y tres pudieron
construir un Proceso de funcion exponencial en los racionales. Esto es un logro
porque en el primer ciclo, dos de 16 estudiantes pudieron construir un Objeto de
funcion exponencial en los enteros y ningun estudiante alcanzé a construir un
Proceso de funcién exponencial en los racionales. Este estudio nos permite ver
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como el uso de manipulativos (similar a Ferrari-Escola et al, 2016; Diaz-Berrios y
Martinez-Planell, 2022), situaciones en contextos continuos (como sugieren Ellis
et al, 2015, 2016; Borji et al, 2023), y actividades de aprendizaje basadas en
una descomposicion genética, se pueden utilizar para ayudar a los estudiantes
a construir funcion exponencial con sentido. Esto es una aportacion del estudio.

El estudio y las actividades sirven de modelo a un acercamiento a las fun-
ciones exponenciales que puede ser efectivo ya que promueve el aprendizaje
activo y con sentido. Fomenta el aprendizaje colaborativo en un formato inno-
vador y ameno a los estudiantes. Aunque no tratamos logaritmos como parte
del estudio, nuestro acercamiento enfatiza de forma natural la relacién de inver-
sa entre funciones exponenciales y logaritmicas, ya que las fichas que se usan
para una funcién sirven para la otra intercambiando salidas por entradas.

Ademas, contribuye a la literatura al examinar como los estudiantes pueden
extender la idea de multiplicacion repetida a una funcién exponencial en los
numeros racionales. Asimismo se constata que al utilizar material basado en
las ideas de Ferrari-Escola et al. (2016) con una estrategia pedagégica ade-
cuada, la ensenanza utilizando el ciclo ACE (actividades en grupos, discusion
en clase, y ejercicios), los estudiantes de nivel secundario pueden construir un
Proceso de funcion exponencial en los racionales a partir de multiplicacion
repetida. En este estudio no se considerd el entendimiento grafico de las fun-
ciones exponenciales y por lo tanto no se considerd la extensién de funcion
exponencial de los racionales a todos los reales.

Las observaciones del estudio permiten refinar las actividades. Por ejemplo,
proponemos que para que los estudiantes construyan un Proceso de potencia
fraccionaria unitaria se debe dar énfasis a la representacién verbal. Anticipamos
que este énfasis va a contribuir a que los estudiantes construyan un Proceso de
potencia fraccionaria unitaria que luego pueden encapsular en un Objeto sobre
el cual hacer acciones para extender funcion exponencial a los racionales.

Para finalizar, los resultados de este estudio facilitaron datos que nos permi-
tieron contestar la primera pregunta de investigacion: La descomposicion genética
que se propone en este sequndo ciclo, (qué tan bien describe cémo los estu-
diantes entienden funcién exponencial? Podemos afirmar que la DG describié
efectivamente lo que la mayor parte de los estudiantes pudieron construir para
entender funcion exponencial. También, los datos obtenidos en el estudio nos
permitieron contestar la sequnda pregunta de investigacion: De las construccio-
nes mentales conjeturadas en la descomposicion genética de funcion exponen-
cial, écudles son las construcciones que estudiantes de secundaria dan muestra
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de poder hacery las que les causan dificultad? Las construcciones mentales
conjeturadas en la descomposicion genética que los estudiantes evidenciaron
poder hacer fueron: Proceso de multiplicacion repetida, coordinacion de un
Proceso de multiplicacion repetida con un Proceso de exponenciacion para
construir un Proceso de funcion exponencial en los naturales, extender el Pro-
ceso de funcién exponencial en los naturales a un Proceso de funcion exponen-
cial en los enteros y, para la mitad de los estudiantes, construir un Proceso de
potencia fraccionaria unitaria. Tres de los cuatro estudiantes que evidenciaron
construir este ultimo Proceso lo pudieron extender a un Proceso de funcién
exponencial en los racionales. La construccion mas dificil para los estudiantes
resultd ser la de un Proceso de Potencia fraccionaria unitaria.

Una limitacion del estudio es que trata solo un aspecto de las funciones
exponenciales. La investigacion debe expandirse para incluir graficas de
funciones exponenciales, funciones logaritmicas, y otros temas tales como
ecuaciones exponenciales y logaritmicas y el uso de funciones exponen-
ciales y logaritmicas para diversas aplicaciones de modelado.
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Evaluacion de la Razonabilidad Numérica
en alumnado de secundaria

Assessment of Numerical Reasonableness in secondary
school students
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Resumen: Este trabajo analiza como alumnado de secundaria (13-14 afos)
evalua si el resultado de una repuesta numérica es razonable. Se realizé una
prueba escrita con cinco actividades en las que aparecen operaciones con
numeros decimales y fracciones. Las actividades estan disenadas para que el
alumnado pueda utilizar justificaciones diferentes para evaluar la razonabilidad
numeérica. Entre estas justificaciones tenemos la adecuacion al contexto, el
calculo operatorio, la estimacion numérica y la estimacion grafica. También se
analiza la seguridad que manifiesta el alumnado con su respuesta. Los resul-
tados indican que la evaluacion de la razonabilidad numérica y la seguridad
de las repuestas varia segun el tipo de actividades y que el alumnado es
capaz de evaluar con seguridad la razonabilidad de una actividad numérica,
aunque recurre mayoritariamente al uso de calculos exactos por encima de
otros tipos de justificaciones. Este resultado pone de manifiesto la importancia
de fomentar en el alumnado el uso de diferentes estrategias para evaluar si
una respuesta numeérica es razonable.
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Abstract: This paper analyzes how secondary school students (13-14 years old)
evaluate the result of a numerical answer in a reasonable way. A written test was
conducted with five activities involving operations with decimal numbers and
fractions. The activities were designed for students to employ different justifications
to assess numerical reasonableness. These justifications include contextual
appropriateness, operative calculation, numerical estimation, and graphical
estimation. It also examines the confidence expressed by the students in the
answers they have provided. The results indicate that the assessment of numerical
reasonableness and confidence in responses varies according to the type of
activities and students can assess the reasonableness of numerical tasks with
confidence, although they mainly resort to the use of exact calculations over other
types of justifications. This result highlights the importance of encouraging
students to use different strategies to assess numerical reasonableness.

Keywords: numerical reasonableness; confidence; numerical estimation;
graphical estimation; calculation

INTRODUCCION

El sentido numérico se define como una red conceptual bien organizada que
permite relacionar los niimeros con las operaciones y sus propiedades para
resolver problemas de una forma creativa y flexible (Swoder, 1992, p. 381). Tan-
to documentos curriculares como distintas investigaciones han caracterizado el
sentido numérico a través de componentes con el fin de hacerlo operativo para
organizar su desarrollo en el aula y en la investigacién (National Council of
Teachers of Mathematics [NCTM], 1989; McIntosh, et al, 1992; Reys y Yang, 1998;
Yang, 2003). Aunque con algunas diferencias entre unos trabajos y otros, hay
un consenso en sefalar las siguientes componentes fundamentales: a) com-
prender el significado de los numeros; b) reconocer el tamano relativo y abso-
luto de los numeros; ¢) usar puntos de referencia; d) usar representaciones de
los nimeros y las operaciones; e) identificar el efecto relativo de las operaciones;
f) establecer relaciones entre las operaciones; g) hacer uso de las propiedades
de las operaciones para facilitar un calculo numeérico; h) estimar el resultado de
operaciones; comprender la relacion entre el contexto del problema y la opera-
cién necesaria; i) ser consciente de que existen multiples estrategias; j) evaluar
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el resultado y reconocer si es razonable. Estas componentes no son indepen-
dientes y suelen combinarse en la resolucion de diferentes actividades numeéri-
cas, al tiempo que no deben considerarse cerradas (Mclntosh, et al, 1992). Este
trabajo se centra en la ultima de las componentes citadas, la cual siguiendo la
terminologia de Alajmi (2009) denominaremos de forma mas concisa evaluar
la razonabilidad numérica de una tarea o actividad.

Mclntosh, et al. (1992) indican que, cuando se llega a una solucion, las
personas con sentido numérico examinan su respuesta en funcion de Ia situa-
cién planteada originalmente (incluyendo los nimeros y las preguntas formu-
ladas), para determinar si su respuesta ‘tiene sentido’. Muchos estudiantes a
menudo omiten esta evaluacion quizas porque no sienten que el resultado sea
importante, mas alla de haber llegado a una solucion, o puede que observen
que esta accion no es requerida por el profesor de forma explicita. Para que el
alumnado desarrolle la habilidad de evaluar un resultado numérico, debe
fomentarse que se haga preguntas adecuadas antes del proceso de realizacién
de la tarea: “¢qué resultado espero obtener?”, “éa qué numero estara proximo
el resultado?’; y después de finalizar la resolucion: “éel resultado estd proximo
a lo que esperaba? o “iiene sentido esta solucion en este contexto? Estas
Ultimas preguntas pueden asociarse a la ultima fase del proceso de resolucion
de un problema indicado por Polya (1945), y que denomina “mirar hacia atras’
0 ‘evaluar el resultado”. En este trabajo la entendemos de forma mas amplia,
pues es una reflexion que debe realizarse en cualquier ejercicio numeérico, e
incluso, en cualquier paso de su proceso de realizacion.

La evaluacion del resultado numérico es importante en situaciones dentro y
fuera del aula. De hecho, indica Grayer (2009) que, plantearse si un dato numé-
rico o un resultado a una operacion es razonable se utiliza en una amplia gama
de actividades cotidianas, que van desde valorar si la cuenta en un restaurante
es correcta, comprobar el cambio de dinero al pagar, decidir la dosis de un
medicamento, etcétera.

Por otra parte, son varios los curriculos europeos que incluyen el sentido
numeérico como uno de los objetivos a trabajar en el aula, sin embargo, en
diversas ocasiones se promueven poco sus componentes, poniendo el foco
en la ensenanza de procesos algoritmicos (Clarke et al, 2012). En Espana,
la nueva ley de Educacion en el curriculo de Matematicas de la Educacion
Secundaria Obligatoria (Real Decreto 217/2022), incluye entre sus saberes
basicos el sentido numérico, indicando que “se caracteriza por la aplicacion del
conocimiento sobre numeracién y calculo en distintos contextos, y por el
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desarrollo de habilidades y modos de pensar basados en la comprension, la
representacion y el uso flexible de los numeros y las operaciones’. Como se
observa, se sittia el sentido numérico muy proximo al indicado por Swoder (1992).
A su vez, una de las competencias especificas de este nivel educativo hace
referencia a que alumnado debe ser capaz de “analizar las soluciones de un
problema usando diferentes técnicas y herramientas, evaluando las respuestas
obtenidas, para evaluar su validez e idoneidad desde un punto de vista mate-
matico y su repercusion global”.

Como veremos en el siguiente apartado, hasta el momento los estudios
realizados sobre razonabilidad numérica se sitian mayoritariamente en Asia y
Estados Unidos (Alajmiy Reys, 2007, 2010; Sianturi et al, 2023; Yang, 2022; Yang
y Sianturi, 2019a, 2019b, 2021), y en menor medida en el contexto espafol
(Almeida y Bruno, 2016, 2017). Teniendo en cuenta la gran importancia que
tiene esta habilidad en la vida cotidiana, a nivel curriculary en el desarrollo del
aprendizaje matematico en general, se muestra necesario avanzar en el cono-
cimiento de como la aplican los estudiantes. En este caso, el presente trabajo
expone los resultados de una prueba para observar la capacidad para valorar
la razonabilidad de respuestas numéricas de alumnado de 22 de Educacion
Secundaria Obligatoria (ESO) en Espana.

MARCO TEORICO

Evaluar de forma efectiva lo razonable de un resultado en una tarea numérica
requiere conocer diferentes estrategias numeéricas y tener la inclinacion a dar
argumentos matematicos, mas alla de volver a efectuar las operaciones ya rea-
lizadas (pues esto tltimo, en ocasiones, es muy costoso en determinadas tareas).
En este sentido, Alajmi y Reys (2010) estudiaron como 200 estudiantes de secun-
daria de Taiwan valoraban si sus respuestas a tareas numeéricas eran o no razo-
nables. Observaron que mas del 60% de los estudiantes repetian los algoritmos
escritos, sin poner en juego otras habilidades como calculo mental, estimacion,
uso de puntos de referencia o aplicacion de propiedades de las operaciones. Este
mismo hecho ya habia sido concluido con anterioridad por Mclntosch et al. (1992),
argumentando que el alumnado optaba por repetir sus calculos, antes que usar
otros argumentos basados en el contexto o en las propiedades numéricas. Del
mismo modo, Yang y Sianturi (2019a, 2021) realizaron estudios con alumnado
de 6° grado de primaria en Indonesia y Hong Kong llegando a la conclusion
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de que la dificultad para valorar la razonabilidad de una respuesta numeérica
provenia principalmente de errores conceptuales y escasa comprension de las
propiedades de los numeros y las operaciones. En concreto, Yang y Sianturi
(2019b) indican que el alumnado no desarrolla correctamente esta componen-
te del sentido numérico debido: a) al arraigo que tienen en el uso de reglas o
algoritmos escritos; b) a que poseen conceptos erroneos relacionados con con-
tenidos matematicos esenciales; y ¢) que estan centrados en prepararse para
realizar exdmenes estatales en los que no es necesario usar estrategias mas
flexibles y propias de un adecuado sentido numérico. Este ultimo hecho hace
que el profesorado, e incluso los libros de texto, no los promuevan en el aula
(Alajmi y Reys, 2007). Una razon puede ser que los propios profesores no estan
habituados a evaluar sus respuestas o incluso presentan ciertas debilidades
matematicas para ello. Asi, Veloo (2010) en un estudio realizado en Brunei
Darussalam compar6 las habilidades de 237 profesores de primaria y 35 de
secundaria, observando un mayor dominio del sentido numeérico por parte de
los segundos, aunque lo considerd bajo en ambos grupos. Ademas, senalé que
las areas de debilidad de los profesores de primaria eran similares a la de los
estudiantes de secundaria. En concreto observd que la mayoria de ellos no
demostraron el uso de estrategias de estimacion para juzgar la razonabilidad
de los resultados de calculo. Por ejemplo, 39% de profesores de primaria enten-
dieron que 589x%0.95=595.45 era una respuesta razonable y 23% lo indic6 para
45x1.05 = 39.65. Estos resultados se derivan de sus ideas previas sobre los
numeros naturales, que los llevan a pensar que multiplicar siempre da un
numero mayor, mientras que dividir da un numero menor (Bell et al, 1984;
Graeber et al, 1989)

Por otro lado, Alajmi y Reys (2007), en su estudio realizado en Taiwan, cons-
tataron que, aunque el profesorado de matematicas de secundaria consideraba
util saber valorar lo razonable de las respuestas numeéricas, no trabaja estrategias
para ello en el aula. En este mismo estudio, el profesorado afirmé que cuando
un estudiante resuelve una tarea numérica eligiendo las operaciones adecuadas,
aunque cometa un error de calculo que le lleva a una respuesta alejada de la
correcta, evaluard su respuesta como razonable. Es decir, para los docentes de
dicho estudio una respuesta a una cuestion numeérica es razonable si se realizan
los calculos que pretendia el enunciado, aunque el resultado se aleje bastante del
correcto. Por otro lado, aunque estos profesores reconocian que la estimacion es
una herramienta Util en la vida cotidiana, consideraban que el aprendizaje en la
escuela debe centrarse en adquirir otro tipo de conocimiento numérico, asociado
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a la adquisicion de procedimientos estandares curriculares. En este sentido, en el
curriculo espanol actual (Real Decreto 217/2022), se promueve una mirada alen-
tadora hacia la promocién de esta componente del sentido numérico a través
de una competencia especifica.

Se han realizado pocas investigaciones sobre la capacidad del alumnado para
juzgar la razonabilidad de las respuestas y, normalmente se ha estudiado como
un aspecto secundario en estudios que analizan la comprension y uso de la
estimacion numeérica (Alajmi, 2009). También se ha analizado en relacién con
otras componentes del sentido numérico. Es el caso de Yang et al. (2008), quie-
nes estudiaron la habilidad de los alumnos de quinto grado de primaria en
Taiwan, respecto a las cuatro componentes del sentido numérico siguientes:
‘reconocer el tamano relativo de los numeros’; “usar multiples representaciones
de los numeros y las operaciones’; “comprender el efecto relativo de las opera-
ciones’; y “reconocer cuando un resultado obtenido es razonable”. Concluyeron
que los mejores resultados se encuentran en las actividades sobre “reconocer el
tamano relativo de los numeros’, mientras que las mayores dificultades se refe-
rian a ‘reconocer cuando un resultado obtenido es razonable’”.

Yang y Sianturi (2019b) invitan a priorizar el desarrollo de estrategias de
sentido numérico en el aula por encima de la ensenanza de reglas y algoritmos.
Entre las estrategias propuestas se encuentran usar la estimacion numérica y
las representaciones multiples y valorar la razonabilidad de sus respuestas. Como
se decia con anterioridad, las componentes del sentido numeérico estan relacio-
nadas entre si, por lo que es evidente que para desarrollar una correcta razona-
bilidad sera necesario tener otras estrategias como la estimacion numeérica o las
multiples representaciones de los nimeros y las operaciones.

Alajmi y Reys (2007, 2010) indican que los criterios que el alumnado tiene
para valorar la razonabilidad de una respuesta numérica son: a) la relacion entre
los nimeros y el efecto de las operaciones y b) el sentido practico de la respuesta.
El primero de los criterios se refiere al conocimiento del alumnado sobre la
relacion que existe entre los numeros y las operaciones, que le permite identificar
la frontera de una respuesta razonable. Por ejemplo, si se pregunta si es razo-
nable este resultado: 1/2 + 1/3 = 2/5, el alumnado capaz de establecer relacio-
nes entre los numeros podria indicar, sin hacer calculo, que, puesto que 1/2 es
la mitad de la unidad y se suma un poco mas (1/3), no tendria sentido que la
solucion fuera inferior a la mitad de la unidad (2/5). Sin embargo, el alumnado
suele recurrir a ideas erréneas sobre fracciones como la que se establece en el
ejemplo anterior de sumar dos fracciones sumando numeradores vy
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denominadores por separado porque no ha desarrollado una representacion
mental adecuada del concepto de fraccion (Cramer et al, 2018) o por el fuerte
arraigo del conocimiento previo de los numeros naturales que los lleva a aplicar
reglas similares de operatoria (Vamvakoussi et al, 2012). El segundo de los
criterios se refiere a la capacidad del alumnado para establecer relaciones entre
la solucion obtenida y el contexto. Por ejemplo, una fraccién no puede ser la
respuesta razonable para un problema de division en el que se da un total de
personas y un numero de coches, y se quiere averiguar cuantas personas pue-
den ir en cada coche. Ambos criterios estan interrelacionados y permiten al
alumnado poner en practica diferentes estrategias entre las que destacan la
estimacion numérica y el uso de puntos de referencia numéricos para determi-
nar la razonabilidad de una respuesta. Por otra parte, diferentes estudios han
mostrado que apoyarse en representaciones es una habilidad importante aso-
ciada al sentido numérico y se incluye como una de sus componentes. Akkaya
(2016) observo que usar diferentes representaciones es una estrategia util para
valorar si un resultado es razonable en el contexto de tareas con niimeros deci-
males. Por su parte, Cramer et al, (2018) indican que cuando el alumnado
conoce en profundidad una representacion grafica de un concepto matematico,
es capaz de desarrollar habilidades de calculo y estimacién numérica que le
permiten valorar lo razonable de las respuestas numéricas. Es por ello por lo
que, en este trabajo, incluimos como tercer criterio para valorar la razonabilidad
de una respuesta numérica: ) utilizar representaciones graficas.

Por otro lado, el alumnado serd incapaz de desarrollar estos criterios para
valorar la razonabilidad de una respuesta numérica si posee ideas matematicas
erroneas. Varios estudios relacionan el éxito de los estudiantes a la hora de
indicar una respuesta para resolucién de un problema con la seguridad que
manifiestan sobre dichas respuestas y razonamientos (Caleon y Subramaniam,
2010; Yang y Sianturi, 20193, 2019b, 2021). Estos estudios se han llevado a cabo
utilizando test de tres niveles (pregunta y respuesta, justificacion de la respues-
ta, seguridad en la respuesta) con los que se posibilita identificar las ideas
erroneas en relacion con el topico de estudio, presentando la siguiente clasifi-
cacion del alumnado: (1) una respuesta correcta o incorrecta con bajo grado de
seguridad indica lagunas de conocimiento; (2) una respuesta correcta con un
alto grado de seguridad indica un profundo conocimiento de los conceptos; (3)
una respuesta incorrecta con un grado de seguridad alto indica la presencia de
ideas erroneas; (4) un grado de seguridad bajo con un desempeno alto puede
atribuirse al estilo personal del alumnado (con escasa confianza en si mismo)
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0 a una laguna de conocimiento que lo empuja a responder al azar y acertar
en sus respuestas.

La evaluacion de la confianza o seguridad de su respuesta promueve en
el alumnado un pensamiento mas profundo y juega un papel esencial en el
desarrollo del aprendizaje (Foster, 2016). Ademas, conocer con qué seguridad
el alumnado se estd enfrentando a una actividad matematica, posibilita que
los docentes puedan elegir la secuencia de aprendizaje mas apropiada, adap-
tandola a las necesidades individuales. Esta adaptacion es de suma importan-
cia dado que el alumnado que ha desarrollado ideas erroneas con un alto
grado de confianza suele considerar razonables sus argumentos, a pesar de
que le lleve a dar respuestas incorrectas, y estos pensamientos son resistentes
al cambio (Gonzdlez-Forte et al, 2023).

OBIETIVOS

A pesar de la importancia que tiene evaluar las respuestas en cualquier tarea ma-
tematica y en especial aquellas que abordan cuestiones numéricas, encontramos
escasos estudios que analicen directamente la razonabilidad numérica a nivel
internacional. Este hecho cobra importancia en el ambito espanol dado el énfasis
en el curriculo actual en el desarrollo de esta habilidad matematica. Por otra parte,
el estudio sobre la seguridad del alumnado en sus valoraciones aporta una vision
complementaria respecto a sus decisiones, sean correctas o no.

Tras hacer una revision de la literatura concerniente a la razonabilidad y
seguridad en sus respuestas del alumnado, podemos indicar los objetivos del
presente estudio:

* Evaluar el éxito por parte del alumnado de secundaria para valorar la
razonabilidad de la solucion de una tarea numérica.

» Observar las justificaciones que elige el alumnado de secundaria para
valorar la razonabilidad de una solucion numérica.

« Relacionar las justificaciones que elige el alumnado de secundaria con la
seguridad de su respuesta.
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METODOLOGIA
PARTICIPANTES

Se realiz6 un estudio descriptivo con 46 estudiantes (27 chicas y 19 chicos) de
Segundo de Educacion Secundaria Obligatoria de un colegio concertado de La
Orotava (Tenerife). Se trata de un centro de linea 2 que abarca los estudios de
Educacion Infantil, Primaria y Secundaria. Los estudiantes de este centro educa-
tivo provienen mayoritariamente de la zona centro de La Orotava, donde la
actividad economica radica en el sector servicios y la agricultura. Las familias
participan, generalmente, en las actividades a las que se les convoca desde el
centro y su nivel socioeconomico es medio-bajo.

En cuanto a sus resultados académicos en matematicas, hay que indicar que
se trata de un grupo heterogéneo en el que encontramos a 11 estudiantes con
resultados académicos de sobresaliente y 10 estudiantes con resultados acadé-
micos bastante bajos.

INSTRUMENTO

Para llevar a cabo el estudio se realizé una prueba consistente en cinco activi-
dades numéricas. En dos de ellas, el alumnado debia valorar si la solucion ya
dada era correcta, mientras que en las otras tres debia elegir la respuesta correc-
ta entre varias opciones. En todos los casos, se solicitaba una justificacion de su
respuesta. Las actividades eran de respuesta multiple, por lo que el alumnado
ya tenia a su disposicion algunos argumentos para justificar sus elecciones o
bien podia indicar sus propios argumentos. La prueba se llevo a cabo realizan-
do cada actividad un dia diferente durante dos semanas consecutivas y dejando
al alumnado un maximo de 15 minutos para resolverla. Previamente se les
indicaba que no era necesario usar lapiz y papel para realizar calculos y que el
uso de la calculadora no estaba permitido. Las sesiones en las que se llevaba
a cabo la prueba se intercalaron con sesiones habituales de estudio de otros
contenidos matematicos.

Para la elaboracion de estas actividades se tomd como ejemplo la prueba en
tres niveles de Yang y Sianturi (2019a, 2021) en la cual, en primer lugar, el alum-
nado elige una opcion de respuesta, a continuacion, elige una justificacion y, por
ultimo, indica el grado de seguridad con el que ha respondido. Nuestro trabajo
difiere del anterior en que se les permitio elegir mas de una opcién de justificacion
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y una opcion abierta a “otros motivos o soluciones’ en la que podia expresar sus
propios argumentos. Se disend de esta forma porque, en estudios previos de las
autoras (Farifa y Bruno, 2021), se constaté que el alumnado puede tener mas de
una razdn para justificar si una respuesta es razonable o no mostrar acuerdo con
ninguna de ellas. Ambos aspectos podrian contribuir a que el alumnado mostrara
una mayor seguridad en las respuestas. Ademas, también se cambio la forma de
realizar la prueba, dado que se llevo a cabo en papel en la clase habitual, por
parte de una investigadora que al tiempo es profesora de los estudiantes, en vez
de hacerlo con ordenadores como en el caso de los autores citados. El hecho de
realizarlo en papel puede contribuir a una mayor facilidad para realizar una re-
presentacion grafica o una expresion matematicamente mas compleja de escribir
con el ordenador. Por otra parte, las actividades fueron de creacién propia excepto
la actividad 3, tomada de Yang y Sianturi (2019a).

Se presentan a continuacion los enunciados de las diferentes actividades
utilizadas, junto con una explicacion de estas. En ellas indicamos lo que se ha
considerado una respuesta correcta e incorrecta, respecto de lo razonable. En
general, se considera que una respuesta es correcta cuando el estudiante elige
una opcion que valora lo razonable del resultado de la tarea con una justifica-
cion valida, e incorrecta en caso contrario. Esto se hace en cada actividad desde
diferentes perspectivas que se detallan en la tabla 1.

Tabla 1. Tipos de actividades

Actividad Tipo de actividad

1 Razonabilidad de la solucién respecto al contexto

) Razonabilidad de la solucion respecto al resultado de las operaciones en un
contexto

3 Razonabilidad de la solucion respecto al resultado de las operaciones con
estimacién numérica

A Razonabilidad de la solucion a través de la estimacion numérica en suma de
fracciones

5 Razonabilidad de la solucién a través de la estimacion numérica y grafica en

suma de fracciones
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En la Actividad 1 (figura 1) se muestra un problema de division medi-
da ya resuelto. En este caso, la evaluacion de la respuesta tiene que ver
con la no adecuacion al contexto, dado que no es razonable decir que
‘va a comprar 9,75 cajas’ aunque este sea el resultado numérico de la
operacion. De este modo, consideramos como respuesta correcta cuando
se elige la opcion negativa n3. Las respuestas afirmativas al — a4 no se
consideran correctas por no evaluar el resultado respecto al contexto,
aunque se hayan evaluado los calculos adecuadamente.

Andrés va a comprar cajas para guardar 234 boligrafos. Quisre poner 24 boligrafos
en cada una. [ Cuantas cajas necesila comprar Andrés?
234:24 =975
Solucion: Andrés dice que va a comprar 9,75 cajas
JCrees que la respuesta de Andrés es correcta? 2 81 0 No

En caso afirmativo, ;por qué? En caso negativo, Jpor qué?
al) Ha elegido la operacion adecuada nl) Wo ha elegido la operacion adecuada
a2) Ha resuelte comrectamente la n2) Mo ha resuelto correctamente la
operacion operacion
a3) El resultado es exacto n3) La operacion v el resultade son
a4) Otro motive: colrectos, pero no tiene sentido dar una
solucion decimal
nd) Olro mative

JC6mo de seguro estas de tu respuesta?
C MNada seguro [ Poco seguro D Neutral [ Seguro [ Muy sesuro

Figura 1. Actividad 1.

En la solucion al problema de la Actividad 2 (figura 2) hay un error de calculo
en laresta 20 - 5,85 = 15,15, que lleva a que la solucién dada no sea razonable.
Esto puede descubrirse por estimacion, observando que el resultado no puede
ser mayor de 15 dado que se esta restando 5,85 a 20, o bien, realizando las
operaciones. Por ello, se da a los estudiantes dos opciones correctas: n2) las
operaciones elegidas son adecuadas, pero hay un error de calculo en la devo-
lucién; y n3) en la que se razona empleando una estimacion numeérica en el
contexto del dinero. Aunque previamente se informaba al alumnado que no era
necesario el uso de lapiz y papel, se incluye esta opcion para valorar el alum-
nado que sigue priorizando el uso del calculo sobre otras estrategias.
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Cinco amigos se relnen para desayunar. Tres toman café misntras que 2l resto elige
zumo. El precio de cada café ez 0,85 € v el sumo 1,65 €. 51 pagamos con un billets
de 20¢, ;cudmo nos devuslven?

D85 3=2355

165 2=310

Cuentas 2,55 + 3,30 = 5 85¢
Devolucion: 20 5,85 =13,15€
Solucion: 51 pagamos con un billete de 20€ nos devolveran 13, 15€

;Crees que la solucion dada es correcta? O 51 C Mo

En caso afirmativo, jpor qué? En caso ncgative, jpor qué?

al) 5S¢ han clegido las operacioncs nl) Las operacioncs clegidas no son
adecuadas adecuadas

a) Se han resuelto comrectamente las n?} Las operaciomes elegidas  son
OpETACIONES adecuadas, pero hay un error de cdleulo
ad) La respuesta lnal es commecta iR

ad) Chro motrvo: A - el precio de catés v mumos

Ti - &l precio final

(- la devalucion
n3) Mo tiene acntida 51 eneata mas de
3€ ¢l desavuono, no pucden devolverte
15€
nd) Oro motivo

LComo de seguro estas de o respussta?
O Mada sesuro T Poco seguro [T Meutral [ Seguro T Muv seguro

Figura 2. Actividad 2.

En la Actividad 3 (figura 3), tomada de Yang y Sianturi (2019a), el alumnado
debe elegir qué operacion se aproxima mas a un resultado dado, siendo ope-
raciones de suma y multiplicacion que involucran numeros decimales. En este
caso la justificacién de la opcion se presenta para que el alumnado dé los
argumentos que considere oportunos y de esta forma observar como argumen-
taban ellos mismos su respuesta. Codificamos como respuesta correcta cuando
el estudiante elige la opcidn b), argumentando a través del calculo o la estima-
cion, generalmente usando la propiedad de que cualquier numero multiplicado
por 1 da el mismo numero.
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Sin usar lapiz v papel ni caleuladora, jeudl de las siguientes operaciones se
aproxima mas a 17
a) 0,9+ 1
bj0g-1
) 0,9 + 0,9
dy 0.9 - 0.9
(En qué te has basado para dar tu respuesta?
JComo de seguro estas de tu respuesta?
C Nadasepuro 0 Poco sepuro . © Neutral = Sepuro T Muy sepuro

Figura 3. Actividad 3

La Actividad 4 (figura 4) proporciona cinco opciones para que el alumnado
elija el resultado de una suma de fracciones junto a un argumento. En este
caso, se considera como respuesta correcta aquella que opta por la realizacion
del calculo (opcion c) o por una estimacion numérica (opcion d), dado que las
otras opciones implican usar una regla operatoria incorrecta. Como en las
actividades anteriores, se les da la posibilidad de elegir la opcién del calculo,
aunque se les indique previamente que no es necesario usar lapiz y papel,
para ver en qué proporcion el alumnado se siente mas seguro recurriendo
exclusivamente al uso de calculos frente al que se siente cémodo haciendo uso
de estimaciones numéricas.

Estima el resultado de la siguiente operacidn con fraceiones:

4 7
-t =7
5+5 '

a) 11711 porgue sumamos los numeradores v denommadores entre s1

b) 11730 porque calculamos el mcm. de los denominadores v sumamos los
numeradores.

o) 3930 porgue reducimos a comin denominador v ooperamos las fracciones
obtenidas.

d) 2 aproximadamente, porque cada fraccién representa casi la umidad, por lo
que au suma estd cerea de dos

a) Otra solucion:

LComo de seguro estas de tu respussta’

C MNada sepuro  C Pocosepuro O Neutral T Sepure O Muy sepuro

Figura 4. Actividad 4.

EDUCACION MATEMATICA, VOL. 37, NUM. 2, AGOSTO DE 2025 183



Macarena Farifa, Alicia Bruno

La Actividad 5 (figura 5) se centra en la estimacion decimal o en el uso
de graficas de rectangulos para estimar la solucion de la suma de dos frac-
ciones unitarias cuyo resultado es menor que la unidad. A diferencia de la
actividad anterior, se busca alejar a los estudiantes de las justificaciones
basadas en los calculos de las reglas de suma de fracciones. Para ello se
les ofrece dos opciones con estimaciones de tipo grafico y una opcion con
estimacion pasando las fracciones a su expresién decimal. Se dardn como
correctas las respuestas que indiguen las opciones a) y/o c), ademas de la
d) con una explicacion adecuada.

Estima el resultado de la sipuniente operacion con fracciones:

L
7=

L | =

a) 0.5 aproximadamente, porque cada fraccion se aproxima a 0,25 por lo que su
suma estd cerca de 0.5
b} 0,75 aproximadamente, puesto que al realizar la grafica renemaos:

¢) 0.6 aproximadamente, puesto que al realizar la grafica tensmos:

e

d) Otra solucion:
JComo de seguro estas de m respuesta?

O Mada seguro [ Poco seguro O Neotral O Segure 0 Muoy segurn

Figura 5. Actividad 5.

Al finalizar cada actividad, el estudiante debia indicar el grado de seguridad con
el que habia dado su respuesta. Las opciones eran: nada seguro, poco seguro,
neutral, seguro o muy seguro. Este grado de seguridad nos indicaba si el alum-
nado tenia confianza en sus conocimientos para hacer la eleccion adecuada o
no, a la vez que nos permitia comprobar si las respuestas mas razonables se
corresponden con el alumnado mas seguro de sus capacidades o si, por el
contrario, abunda una falsa sequridad entre estudiantes con pocas habilidades
para valorar la razonabilidad de una respuesta numeérica.

184 EDUCACION MATEMATICA, VOL. 37, NUM. 2, AGOSTO DE 2025



Evaluacion de la Razonabilidad Numérica en alumnado de secundaria

ANALISIS

Para llevar a cabo el andlisis de los resultados se tuvo en cuenta dos aspectos.
En primer lugar, se clasificaron las respuestas del alumnado en Correcta e Inco-
rrecta, tal y como hemos detallado en el apartado de instrumento. Ademas, se
subclasificaron sus respuestas, en aquellas actividades en las que fuera posible,
segun su tipo de argumento: contexto (CT), calculo (C), estimacion numérica (EN),
estimacion grafica (EG) y mezcla o combinacion de argumentos presentes en la
actividad (M). En este caso, también fue preciso establecer una categoria de “Sin
argumento” (A) para aquellos estudiantes que no elegian un argumento para
su respuesta, y una categoria de ‘Incoherente” (I) para estudiantes que eligen
un argumento que no tiene sentido segun su primera eleccion de respuesta o
que eligen dos argumentos incompatibles entre si.

En segundo lugar, se analizo el grado de sequridad del alumnado en cada
actividad y se relaciond con sus respuestas. Se codificaron como: Nada seguro
(NS), Poco seguro (PS), Neutral (N), Seguro (S) o Muy seguro (MS). De esta forma,
podemos valorar si el alumnado posee ideas errdneas en relacion con las ope-
raciones con numeros decimales y fracciones. Los estudios previos en los que
se ha relacionado los resultados de los estudiantes con su grado de seguridad
a través del uso de una prueba en tres niveles han sido cuantitativos, con un
alto nimero de estudiantes respondiendo a las actividades (Sianturi et al, 2024;
Yang y Sianturi, 2019a, 2019b, 2021). En estos trabajos, se otorgaron diferentes
puntuaciones a las justificaciones del alumnado en funcion de si estaban basa-
das en el uso del sentido numérico, el calculo, conceptos erroneos (lo que
nosotros hemos catalogado como incoherente) o si no aportaban un argumen-
to para su respuesta.

En nuestro trabajo no sequimos ese analisis estadistico, puesto que trabaja-
mos con una muestra de 46 estudiantes con un objetivo exploratorio y descrip-
tivo. No obstante, si pudimos relacionar los resultados del alumnado con su
seguridad adaptando la escala de desempeno respecto a la de los trabajos
anteriormente citados. Para ello, consideramos si su respuesta es correcta o no.
Se define la siguiente escala de desempeno:

* Desempeno alto: 4 o 5 respuestas correctas en las 5 actividades.
* Desempafno medio-alto: 3 respuestas correctas.

* Desempeno medio-bajo: 2 respuestas correctas.

» Desempeno bajo: 1 respuesta correcta o ninguna.
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En cuanto a la escala de seguridad, coincide con la utilizada en los trabajos
previamente citados, es decir, se otorga los valores de 1 punto para NS, 2 puntos
para PS, 3 puntos para N, 4 puntos para Sy 5 puntos para MS. Asi, pudimos
calcular la media de cada estudiante en las 5 actividades y clasificarlas de la
siguiente forma:

* Seguridad alta: mayor o igual a 3.3
* Seguridad media: entre 29 y 3.3
* Seguridad baja: menor o igual que 2.9

RESULTADOS

Se presentan los resultados de las repuestas a las actividades de la prueba,
observando la eleccién de respuestas correctas e incorrectas, asi como el grado
de seguridad del alumnado con su eleccion.

En la tabla 2 se recogen las repuestas del alumnado a cada una de las acti-
vidades, indicando los argumentos elegidos en cada una. En el caso de que no
se dé un tipo de argumento en una actividad, se indica poniendo un guion.

Tabla 2. Respuestas correctas, incorrectas y argumentos de las Actividades

Correcta Incorrecta Blanco
cT C EN EGC M A C EG I
Actividad 1 26 - - - - - 18 2
Actividad 2 - 212 17 - 4 1 1
Actividad 3 - 24 4 3 8 3 4
Actividad 4 - 15 1 1 - 28 1
Actividad 5 -2 7 12 5 - - 12 8

Como se aprecia en la tabla 2, en las Actividades 2 y 3, la mayoria del alumna-
do opta por respuestas correctas. En las Actividades 1y 5, aproximadamente la
mitad del alumnado opta por respuestas correctas, mientras que en la Actividad
4 se encuentra un mayor numero de respuestas incorrectas. Aunque se
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evidencia que el alumnado es capaz de usar estimaciones numeéricas y graficas,
la tendencia al uso del calculo es alta.

Si profundizamos en estos resultados fijandonos en cada actividad, nos
encontramos con que, en la Actividad 1, 26 de los 46 estudiantes eligen la opcion
correcta seguin el contexto, algunos ratificando en “otro motivo” que tendria que
comprar 10 cajas (figura 6).

En caso negativo, dpor qué?

O Mo ha elegide la operacién adecuada

0 Mo ha resuelte correctamente la operacidn

B La operacion y el résultado fon correctos, pero no tiene sentide dar una solucion
decimal

®Otro motivo: No puedk aompial a'ys caas, dendria g compral o coges
Figura 6. Respuesta correcta segun el contexto de la Actividad 1.

También encontramos en esta Actividad 1 dos respuestas incoherentes al selec-
cionar al mismo tiempo dos opciones incompatibles y el caso de un estudiante
que no termina de comprender el problema, tal y como se muestra en la figura 7.

iCrees que la respuesta de Andrés es correcta? [ 5§ H Mo

En caso afirmativo, { por qué?

[ Ha elegido |la operacidn adecuada
[1Ha resuekta correctaments la operacian

Ll El resultado es exacto .
BOtro motive: Lo OperaciSn eato. Ges 0 RAOaS Gra

dWidie 105 TOAGrefDd gua -WMeres Crdwe a3 GRS
NGy gpan MO CpiEras e

Figura 7. Respuesta incoherente por incomprension del enunciado de la Actividad 1.

En la Actividad 2, 21 de los 46 estudiantes se situan en la categoria de Calculo.
Estos estudiantes repiten la operacion para asegurarse de que el resultado es
correcto. Al hacerlo, se dan cuenta de que el error radica en el calculo de la
devolucion y eligen la opcion n2)-C. Es el caso del estudiante de la figura 8 que
ademas corrige el error de calculo. Otros 17 estudiantes siguen esta misma
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estrategia, pero optan al mismo tiempo por la estimacion numérica, eligiendo la
opcion n3). Solo dos estudiantes eligen la estimacion numérica n3) de forma
Unica, por encima del calculo. Los estudiantes que dan una respuesta inco-
rrecta son los que no encuentran el error de calculo, eligiendo opciones afir-
mativas, o bien, se contradicen en sus respuestas, eligiendo las opciones
negativas nl) y n2)-B.

En caso negativo, ipor gué?

Las operaciones elegidas no son adecuadas
K Las operaciones clegidas son adecuadas pero hay un error de céalcula &n O &l precio de
cafés y tumaos f L el precio final / @la devolucion

Mo tiene sentido. 5 cuesta mas de 5€ el desayuno, no pueden devolverte 15€

WOtro motivo: La sehucer f b diydieen en dutdsg y o 48454

Figura 8. Respuesta correcta basada en calculos de la Actividad 2.

En la Actividad 3, se observa que 42 estudiantes respondieron a esta cuestion,
mientras que 4 dejaron la respuesta en blanco. De los 31 estudiantes que eli-
gieron la opcién correcta (b), 24 de ellos manifiestan que han realizado calculos
para establecer cudl es la respuesta correcta. En algunos casos escriben los
calculos en el papel, obviando la indicacion previa de no usar lapiz y papel, en
otros casos podrian haberse realizado de forma mental. Estos calculos implican,
en multiples ocasiones, descartar las otras opciones. Otros 4 estudiantes de estos
24 afirman que las soluciones de las opciones distintas a la b) son mayores que
la unidad. Un ejemplo de esta justificacion se observa en la figura 9 con un
razonamiento incorrecto. Solamente 4 alumnos usaron una estimacion numérica,
centrandose en la propiedad de que cualquier nimero multiplicado por 1 da el
namero inicial.
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B. ¢ Sin usar ldpir y papel, cudl de las siguientes operaciones se aprosima mds a 17

09+1

o091
09+09
09-09

¢En qué te has basado para dar tu respuesta?

E‘l"l o 1@"-}5& A= q\_ﬂ o - 1 ow O £ S CeaTrmn
UTTIET o, m'\ﬂﬁrﬂﬁ‘: Qe b= oo e surrah
o =e coolhplicd, lo gue gquee decr Qo
w oo doc yroyer Yesultodo que (4.

Figura 9. Respuesta correcta en la Actividad 3 con razonamiento incorrecto.

Por otra parte, 11 estudiantes dan respuestas incorrectas: 5 estudiantes eligen
la opcion a), 3 la opcion b), 1 la opcion d) y 3 una eleccién multiple. En estos
casos se observa que el alumnado prefiere elegir las opciones de suma frente a
la multiplicacion y muestran dificultades en estas operaciones y sus propiedades.

En la Actividad 4, 17 estudiantes eligen una repuesta correcta frente a 29 que
eligen explicaciones incorrectas. En concreto, 28 estudiantes senalaron las opciones
a) o b) optando por una regla operatoria incorrecta. En la figura 10, observamos la
respuesta de un alumno que manifesté aplicar la regla de la division (‘multiplicar
en cruz’) para sumar las fracciones. En cuanto a la respuesta incoherente que
aparece en esta actividad, el estudiante eligio dos respuestas contradictorias y
escribio “No lo entiendo’, lo que nos indica que existe un desconocimiento de la
suma de fracciones o dudas en lo que debia contestar en la actividad.
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0 — porgue sumamos kot numeradores y denominadores entre 3
] r— porque calculamos el m.c.m. de los denominadores y sumamos 103 numeradores.

D — porque reducimos a comin denominador y operamos las fracciones obltenidas.

0 2 aproximadamente, porque cada fraccidn es casi la unidad, por lo que su suma estd
cerca de dos. 10

X ovasomase: 12 Pee 52 crazen (777)

Figura 10. Respuesta incorrecta en la Actividad 4.

Con relacion a los 15 estudiantes que realizaron los calculos de manera correc-
ta, y senalaron la opcién ¢), argumentan el proceso para sumar fracciones, tal y
como se muestra en la figura 11.

= Dtrasulucién;c:nj&wic;,.ﬂbb MO, 52 :,l.'u-.r.li !le.f

{‘,_l CJ‘D ﬂ"’”‘*!."—" 7 e _ML:'-‘!:FLIFI.FJ.{_J\_ l’.'lb‘- -&Jr ale "‘-”‘5‘;

- Sl 0SS  Avsecadorer S0 Cl.l:_.l."i.#.. ,Q):. a0,

Figura 11. Reescritura del proceso de suma de fracciones de la Actividad 4.

En la Actividad 5, 26 estudiantes optaron por respuestas correctas frente a 20
que tuvieron respuestas incorrectas. Los resultados en este caso fueron diversos
en cuanto a las respuestas correctas. Asi, los 2 estudiantes bajo la categoria de
Calculo recurrieron a realizar el calculo exacto de la suma de fracciones, usan-
do el minimo comun multiplo y escribiendo en la categoria “Otra solucién” la
respuesta 7/12. Entre los 5 que combinan estrategias un estudiante realizd
también el célculo exacto combinado con la estimaciéon grafica c) (figura 12),
mientras que los otros 4 senalaron las opciones a) y c).
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Tu respuesta:

[J 0.5 aproximadamente, porque cada lraccion se aproxima a 0,25 por lo gue su suma
estd cerca de 0.5
0 0,75 aprozimadamente, puesto que al realizar la grifica tenemos:

I'r:':l.i aprovimadamente, pueslo que al realizar 1a grafica tenemos!

EET 0

O Otra solucion

318 42
4 ]2

wje

nihpn, - 2o 20 Az
""E'.-ju—_"'.- PR
A =B A=Bh

Figura 12. Respuesta correcta seguin célculo y estimacion grafica en Actividad 5.

En cuanto al alumnado que eligi6 respuestas incorrectas, 12 eligieron la esti-
macion grafica mas alejada de la respuesta exacta (opcion b), mientras que 6
de los 8 estudiantes senalaron dos respuestas poco relacionadas en este caso,
como son la estimacion numérica a) junto a la estimacion grafica b), lo que
muestra una inadecuada estimacién de las dos fracciones o del numero decimal
0.25 en la barra. Los estudiantes restantes eligieron las dos estimaciones graficas de
rectangulos, es decir, que aceptan ambas aproximaciones como proximas entre
si, mostrando poca precision en la busqueda de la respuesta correcta.

SEGURIDAD DEL ALUMNADO
Se presentan a continuacion los resultados del alumnado en cuanto a su sequ-
ridad a la hora de dar una respuesta en cada actividad (tabla 3). Para ello, hemos

dividido al alumnado entre aquellos que dan una respuesta correcta y los que
optan por una respuesta incorrecta, y codificado su grado de seguridad.
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Tabla 3. Seguridad del alumnado con su respuesta en las Actividades

Correcta Incorrecta
NS PS N S MS NS PSS N S MS
Actividad 1 0 0 7 9 10 0 0 2 6 12
Actividad 2 1 2 4 10 23 0 0 1 2 1
Actividad 3 1 3 7 5 15 2 5 2 1 1
Actividad 4 0 4 5 2 6 4 3 9 7 6
Actividad 5 3 10 4 7 2 3 5 7 4 1

De forma general, se observa que es poco el alumnado que afirma estar nada
seguro de sus respuestas. Se aprecia que el alumnado que da respuestas correc-
tas mayoritariamente afirma estar sequro o muy seguro de ellas, mientras que
hay una mayor variacion del grado de seguridad en el alumnado que opta por
respuestas incorrectas.

En la Actividad 1, podemos observar que 19 de los 26 estudiantes que eli-
gieron una justificacion correcta (es decir, 70% de las respuestas correctas) y 18
de los 20 con justificacion incorrecta (es decir, 90% de las respuestas incorrectas),
indican que estan seguros o muy seguros de la eleccion.

En la Actividad 2, se observa que el alumnado mayoritariamente se siente
seguro 0 muy seguro si ha elegido una respuesta correcta y también si ha elegido
una respuesta incorrecta. Asimismo los dos estudiantes que basaron su respuesta
Unicamente en la estimacién numérica indicaron que se sentian seguros o muy
seguros. Por otra parte, aunque pocos, se dan casos de estudiantes que se sienten
poco 0 nada seguros a pesar de haber repetido los calculos.

En la Actividad 3, observamos que, de las respuestas correctas, la mayoria
se corresponden con niveles mas altos de seguridad (20 de 31, es decir, 64%),
mientras que las elecciones de respuestas incorrectas sefalan niveles bajos de
seguridad, ya que solo 2 de 11 (18%) estudiantes responden que se sienten
seguros o muy seguros de su respuesta, frente a 7 que optan por sefnalar poca
0 ninguna seguridad (63%).

En la Actividad 4, se comprueba que 47% del alumnado que dieron respues-
tas correctas se declara muy seguro o seguro de ellas, asi como 44% de los que
dieron respuestas incorrectas. En general, hay una mayor dispersion en sus
opciones de seguridad que en las anteriores actividades. En relacion con los dos
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estudiantes que usaron la estimacién numeérica, su grado de seguridad es neu-
tral, por lo que no podemos establecer ninguna conclusién en cuanto a la asi-
milacion de esta estrategia.

En la Actividad 5, se observa, al igual que en la actividad anterior, una dis-
persion entre las opciones. En este caso con tendencia a sentirse neutro o
nada-poco seguro, tanto en las respuestas correctas (50%) como en las inco-
rrectas (40%).

VALORACION DE LA SEGURIDAD DEL ALUMNADO EN FUNCION DE SUS RESULTADOS

La media de seguridad de todo el alumnado fue 3.66, lo que indica que, por lo
general, suelen estar muy seguros de sus respuestas.

En la tabla 4 se establece la relacion entre el desempeno del alumnado y su
seguridad siguiendo las escalas de desempeno y seguridad definidas en el
apartado metodoldgico de analisis.

Tabla 4. Distribucion del alumnado en funcién de sus respuestas y grado de seguridad

Categorias Seguridad alta  Seguridad media  Seguridad baja Total
Desempefio alto 12 (26.09%) 2 (4.35%) 4 (8.69%) 18 (39.13%)
Desemperfio medio-alto 9 (19.57%) 2 (4.35%) 1(2.17%) 12 (26.09%)
Desempefo medio-bajo 6 (13.04%) 4 (8.69%) 1(2.17%) 11 (23.90%)
Desempeno bajo 3 (6.52%) 0 (0%) 2 (4.35%) 5 (10.87%)
Total 30 (65.22%) 8 (17.39%) 8 (17.39%) 46 (100%)

Se observa que 65.22% del alumnado (30 alumnos) presenta una seguridad alta
en sus respuestas, frente a 17.39%, tanto en la seguridad media como en la baja.
De los que se situan en la seguridad alta, 26.09% (12 alumnos) también han mos-
trado desempeno alto, o que indica que este alumnado posee el conocimiento
matematico necesario para juzgar correctamente la razonabilidad de las respuestas
numéricas abordadas. En cambio, 13.04% (6 alumnos) y 6.52% (3 alumnos) del
citado grupo, mostraron un desempeno medio-bajo y bajo, que indica que tienen
ideas equivocadas que estan arraigadas con certeza. También se observa que 4
estudiantes se sittian en desempefno medio con seguridad media. Por ultimo, so-
lamente 4.35% presenta un desempeno bajo con un grado de seguridad bajo, lo
que indica que podrian tener lagunas en sus conocimientos que no les permiten
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juzgar adecuadamente lo razonable de una respuesta. También son llamativos los
5 estudiantes que, presentando un desempeno alto o medio-alto, tienen seguridad
baja en sus respuestas, lo que podria asociarse a un tema personal de falta de
confianza en sus capacidades matematicas.

DISCUSION Y CONCLUSIONES

Se ha presentado un estudio descriptivo en el que se evalla el éxito por parte de
alumnado de secundaria para valorar la razonabilidad de la solucién de una tarea
numeérica, observando las justificaciones que siguen en dichas valoraciones. Esto se
ha analizado en cinco actividades con numeros decimales y fracciones, en las que
se les ha dado diferentes opciones para basar su justificacion (asociadas al contex-
to, apoyandose en una estimacion grafica, realizando una estimacion numérica o
efectuando los calculos exactos). También se han relacionado las justificaciones
que eligen con la seguridad de las repuestas.

En los resultados de este estudio destaca que, en cuatro de las actividades
analizadas, mas de la mitad del alumnado evaltia de manera correcta el resul-
tado mostrado, siendo la actividad que implicaba estimar la suma de dos frac-
ciones unitarias la que produjo peores resultados de valoracion. En este ultimo
caso, la mayoria del alumnado (61%) optd por realizar los calculos aplicando
reglas operatorias incorrectas, por ejemplo, aplicar la regla asociada a la division
de fracciones de “‘multiplicar en cruz" o sumar numeradores y denominadores.
Vamvakoussi et al. (2012) senalan que algunas dificultades del alumnado para
operar con fracciones son debidas a que aplican propiedades de los numeros
naturales. Por otra parte, el mayor éxito de evaluacion de la razonabilidad de la
respuesta se produjo en la actividad sobre estimaciones de operaciones de
numeros decimales, en la que 40 de los 46 estudiantes optaron por una res-
puesta correcta. Por lo tanto, evaluar lo razonable del resultado ha estado con-
dicionado por el contenido numérico que implica la actividad.

La justificacion por la que optan para realizar la valoracion del resultado
también ha presentado resultados diferentes, en funcién de la actividad. La
justificacién predominante en la mayoria de las actividades se basa en el uso
de calculos por encima de la estimacién numérica o grafica, por ejemplo. Estos
resultados coinciden con los obtenidos por Alajmi y Reys (2010) en su estudio
realizado en Taiwan en el que concluyeron que la mayoria del alumnado recurre
a reglas y algoritmos para valorar la razonabilidad de sus respuestas antes que
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usar otras estrategias. Se ha indicado que esa preferencia por los calculos lo
determinan los conceptos numéricos sobre los numeros y sus operaciones. Asi,
para el caso de las fracciones, Cramer et al. (2018) establecen que, el alumnado
que no ha desarrollado una representacion mental fuerte y consolidada del
concepto de fraccion y de sus operaciones, no logra realizar estimaciones numé-
ricas o valorar la razonabilidad de una respuesta numérica con otras estrategias.
En la actividad en la que debia estimar el resultado de una multiplicacion de
decimales (Actividad 3) un bajo porcentaje del alumnado mantiene la idea
erronea de que la multiplicacion da un resultado mayor siempre. Los resultados
en esta actividad coinciden con los obtenidos en el estudio de Yang y Sianturi
(2019a) cuyo alumnado obtuvo un alto indice de éxito, recurriendo a la estima-
cion numérica y a la realizacion de los calculos indicados para descartar otras
opciones. En nuestro estudio, la estimacion no se muestra predominante en deter-
minadas actividades, lo que refleja que no es una habilidad desarrollada de
forma habitual en sus clases de matematicas.

El tercer objetivo de este estudio esta relacionado con la seguridad del alum-
nado al decidir sus respuestas. En ello, parece dominar la idea de que, si la ope-
racion y los calculos son correctos, el resultado es correcto, dado que la mayoria
del alumnado repite los calculos para valorar la razonabilidad de las respuestas,
en especial en las tres primeras actividades, lo que les aporta seguridad. De nue-
vo observamos que la seguridad es menor en las actividades con fracciones,
incluso entre aquellos que han optado por las opciones correctas. Probablemente
se deba a que no estaban habituados a la realizacion de este tipo de estimaciones
graficas o porque la actividad requiere establecer relaciones numeéricas: suma de
fracciones, paso de fraccion a decimal, relacionar decimales con la representacion
de barras. También es preciso indicar que un porcentaje menor del alumnado
ha tenido un desempeno medio-bajo con un alto grado de confianza, lo que
indica que posee ideas erroneas que considera correctas. En otros estudios se
ha indicado que dicha situacién produce que las ideas erréneas sean dificiles
de modificar (Gonzalez-Forte et al, 2023). Los resultados sobre la sequridad de
las repuestas del alumnado de este estudio difieren de los presentados por Yang
y Sianturi (2019a) en la investigacion realizada con 942 estudiantes de sexto
grado en Hong Kong con tareas similares cuyo objetivo era valorar la razona-
bilidad del alumnado, si bien no se incluia la representacion grafica como
estrategia. En dicho estudio se indica que 35.46% del alumnado presentaba un
desempeno bajo y grado de seguridad alto frente al 5.73% del alumnado que
presentaba desempeno y grado de seguridad altos. Resultados similares se han
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obtenido en estudios en los que se ha usado una prueba en tres niveles para
valorar el conocimiento del alumnado en funcién de sus argumentos y grado
de seguridad (Sianturi et al, 2024; Yang y Sianturi, 2021). Foster (2016) valora la
importancia de conocer el grado de seguridad del alumnado al enfrentarse a
una tarea numérica para disenar actividades y secuencias de aprendizajes favo-
rables para el desarrollo de diferentes habilidades matematicas que permitan el
analisis de sus respuestas.

Debe tenerse en cuenta que, pese a tener algunos puntos en comun, el
estudio de Yang y Sianturi (2019a), del que parte este estudio, estaba dirigido a
una poblacion mayor que la nuestra y las actividades estaban enfocadas de
forma diferente, excluyendo las representaciones graficas. Para poder hacer un
estudio mas exhaustivo y significativo de este aspecto, se considera necesaria
una poblacion mayor y adecuar las actividades de estudio. No obstante, este
primer estudio serd de gran ayuda para realizar una intervencion de aula con
el objetivo de desarrollar diferentes estrategias en el alumnado que les permita
evaluar con seguridad la razonabilidad de sus respuestas numéricas.

Por otro lado, estudios méas recientes (Yang, 2022) establecen la utilidad de
realizar una prueba en cuatro niveles en lugar de en tres, haciendo hincapié en
las creencias internas de precision del alumnado o grado de seguridad. De este
modo, el estudiante debe elegir una respuesta a la pregunta planteada, indicar
su seguridad con la respuesta, elegir la justificacion de su respuesta y, por Ulti-
mo, indicar su seguridad con la justificacion. De este modo, se podria evaluar
mejor las concepciones del alumnado, el nivel conceptual de entendimiento y
las concepciones erréneas significativas. Se abre aqui un nuevo campo de
estudio en consonancia con el indicado anteriormente.

Pese a las limitaciones del presente estudio al tratarse de una prueba con-
testada por una muestra pequena, los resultados ponen de manifiesto la impor-
tancia y necesidad de trabajar con el alumnado actividades que fomenten el
uso de estrategias que les permita valorar la razonabilidad de una respuesta
numérica mas alla del calculo algoritmico. Entre ellas destacan el uso de la
estimacion numérica y las representaciones graficas, tal y como concluyen Yang
y Sianturi (2019b). Los profesores deben promover que, en determinadas circuns-
tancias, dar una respuesta exacta no es la Unica manera de valorar una res-
puesta razonable (Alajmi y Reys, 2010). Es necesario poner énfasis en la
comprension de los ndmeros, las operaciones y sus relaciones, y dar la oportu-
nidad a los estudiantes de pensar en métodos alternativos para determinar si
sus respuestas en tareas numeéricas son razonables. Esto se convierte en un
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aspecto importante del curriculo en Espana, tanto de primaria como de secun-
daria (Real Decreto 217/2022). Asi, se indica la importancia que tiene para la
vida cotidiana desarrollar diferentes estrategias que permitan valorar lo razonable
de una respuesta. Este trabajo tiene como fin contribuir a este campo de estudio,
aunque es necesario profundizar en como ayudar al alumnado a desarrollar las
habilidades matematicas necesarias para realizar el proceso de evaluacion, mas
alla de la aplicacion de reglas y algoritmos.
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Tras la indagacion de significados.

Tareas para la formacion de profesores que
revelan concepciones alternativas: el caso
del namero racional

In search of meaning: Tasks for teacher education that reveal
alternative conceptions - the case of rational numbers

Cristina Ochoviet Filgueiras,' Verénica Molfino Vigo?

Resumen: Existen abundantes evidencias sobre la importancia de las tareas
que se proponen a los estudiantes para favorecer la ensefanza de las mate-
maticas. Las investigaciones profundizan en los diferentes tipos de tareas, su
potencial, cdmo gestionarlas en el aula, y cudles son los resultados esperados
de su inclusion en el aula. Sin embargo, son pocos los estudios relativos a qué
tipo de tareas son propicios para ensenar didactica de matematicas. Este tra-
bajo presenta una tarea propuesta en un curso de didactica de matematicas
de un programa de formacién de profesores, disefada en cinco fases a
partir de insumos especificos de la matematica educativa. Ademas, el estudio
ilustra, a través de un estudio de caso, como esa tarea, que se articula con la
practica docente de una futura profesora, permitié evidenciar tanto sus con-
cepciones sobre el concepto de fracciones equivalentes como las repercusiones
que estas tienen sobre la ensefanza que imparte. El disefio de la clase plani-
ficada por la futura profesora estuvo guiado por la practica de interrogar sig-
nificados, que asumio en este trabajo un doble rol: como herramienta de
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indagacion del pensamiento de los estudiantes para la docente y como herra-
mienta de indagacion del pensamiento de ella para las investigadoras.

Palabras clave: Formacion de profesores, concepciones alternativas, nimero
racional, diseno de tareas.

Abstract: There is abundant evidence on the importance of the tasks assigned
to students to enhance the teaching of mathematics. Research delves into the
different types of tasks, their potential, how to manage them, and the expected
outcomes of their use in the classroom. However, few studies focus on what types
of tasks are suitable for teaching Didactics of Mathematics. This paper presents
a task proposed in a Mathematics Method course within a teacher training
program, designed in five phases based on specific inputs from Mathematics
Education. Furthermore, through a case study, the research illustrates how this
task-connected to the teaching practice of a prospective teacher-revealed both
her conceptions about the concept of equivalent fractions and the implications
these have on her teaching. The design of the class planned by the prospective
teacher was guided by the practice of questioning meanings, which played a
dual role in this study: as a tool for the teacher to explore students’ thinking and
as a tool for the researchers to explore the teacher’s thinking.

Keywords: Teacher training, alternative conceptions, rational number, task design.

INTRODUCCION A LA PROBLEMATICA

Hace ya varias décadas que las tareas se posicionaron como un medio funda-
mental para viabilizar la ensenanza y el aprendizaje de las matematicas. Las ta-
reas propuestas determinan la naturaleza de las ideas matematicas que circulan
en una clase, y forman la base para el aprendizaje de los estudiantes (Stein y
Smith, 1998a). En particular, algunos autores sefialan que las “buenas tareas” son
las cognitivamente demandantes (Stein y Smith, 1998b), y enfatizan la importancia
de seleccionar, disefary gestionar adecuadamente tareas de ese tipo (Kilpatrick et
al, 2001). El argumento detras de estas afirmaciones es el potencial que tienen las
tareas para favorecer la comunicacion entre profesores y estudiantes y, por tanto,
la construccion de ideas matematicas (Zaslavsky y Sullivan, 2011).
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En esta misma linea, Zaslavsky (2008) afirma que en la formacion docente las
tareas juegan un rol esencial en el aprendizaje de los futuros profesores porque
promueven conocimiento sobre la ensenanza de las matematicas. Es en esa
direccion que este escrito pretende aportar: sobre las tareas que los formadores
de profesores de matematicas proponen a sus estudiantes, futuros profesores, en
cursos de didactica de matematicas. Esto es, tareas que tienen por objetivo acercar
a los estudiantes de profesorado marcos conceptuales especificos de didactica de
matematicas, y favorecer instancias de reflexion para articular los aportes de la
investigacion con los desafios de la practica docente.

La formacion de profesores de matematicas en Uruguay abarca cuatro anos en los
que los futuros profesores estudian ciencias de la educacion, diddctica de matemdati-
cas/prdctica docentey matemdticas. Este ultimo bloque formativo comprende cursos
de analisis matematico, geometria, algebra, dlgebra lineal, probabilidad y estadistica,
topologia y cursos de profundizacion optativos en geometria, analisis matematico o
algebra abstracta. El trayecto diddctica de matemdticas/prdctica docente consta de
cuatro cursos, uno introductorio en el primer ano, sin practica docente, y otros tres
en los restantes tres anos de la carrera, con una carga horaria de practica docente
ascendente a lo largo de la misma. Es en estos cursos en los que se proponen el
tipo de tareas que mencionamos, disenadas y gestionadas para la ensenanza de
didactica de matematicas y su vinculacion con aspectos relativos a la practica do-
cente. El componente practico del tltimo de esos cursos implica que el estudiante de
profesorado de mateméticas (EPM) tiene un grupo de secundaria a su cargo (12-15
anos) y, por tanto, es responsable del dictado de todas las clases de mateméticas de
ese grupo a lo largo de un ano escolar. Esta practica preprofesional es supervisada
por un formador de didactica de matematicas.

Presentamos el diseno y andlisis de la implementacién de una tarea que
fuera propuesta en un curso del ultimo ano de la carrera de profesor de mate-
maticas, del trayecto diddctica de matemdticas/practica docente, siguiendo apor-
tes especificos relativos a la formacion de profesores (Zaslavsky y Sullivan, 2011).
Esa tarea requeria, a los estudiantes de profesorado, estudio, disefo, implemen-
tacion y analisis, reflexion y sintesis, a partir de constructos de la investigacion
en matematica educativa. A su vez, el andlisis de la puesta en practica de la
tarea arrojé una situacion que presentamos como el caso de una EPM, estu-
diante de cuarto ano del programa de formacion en Uruguay. En el marco de
dicha tarea, la EPM propuso a sus estudiantes de séptimo grado de secundaria
(entre 12 y 13 anos) que discutieran si dos fracciones dadas eran equivalentes,
utilizando la practica de indagacién de significados sugerida por Szydlik (2015).
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En el didlogo que surgi6 en la clase con los alumnos, se pusieron en evidencia
las concepciones de la docente y se hizo patente que la definicion de fracciones
equivalentes que habia ensenado no era matematicamente correcta. La EPM
tenia, sin embargo, aprobados los cursos de algebra, geometria y topologia de
la carrera, asi como los tres cursos previos del trayecto diddctica de matemdticas/
prdctica docente.

Este trabajo se encuadra en la linea de investigacion identidad y conocimiento
del profesor (Molfino et al, 2023; Molfino y Ochoviet, 2019a). En esa linea, dos
antecedentes son especialmente relevantes. En Molfino y Ochoviet (2019b) se
presentan dos tareas propuestas a estudiantes del ultimo curso de didactica
de matematicas/practica docente que implicaban el acercamiento a reportes de
investigacion para su uso didactico en el contexto de la practica, en un caso el
diseno de tareas para estudiantes de secundaria, en el otro el andlisis de respuestas
de sus estudiantes. Las autoras reportan que esas tareas resultaron sumamente
potentes para que los estudiantes, futuros profesores, no solo conocieran marcos
especificos del campo sino también que los emplearan y relacionaran con los
saberes provenientes de la practica docente.

En Ochoviet y Parodi (2024) se reportan los resultados de una investigacion
en la que se disend e implementd una secuencia de vinetas conceptuales para
ensenar a futuros profesores resultados de investigacion relativos al pensamien-
to algebraico, en particular sobre los diversos entendimientos del signo de igual.
Los autores reportan que los estudiantes de profesorado:

..fomaron conciencia de las consecuencias que puede tener el lenguaje en el proceso
de ensenanza, la precision que es requerida para la correcta eleccion de las palabras
que se utilizan en clase y como lo que se ensefna en un curso puede obstaculizar lo que
se aprendera en cursos posteriores. (Ochoviet y Parodi, 2024, p. 411)

Estos trabajos aportan evidencia sobre el potencial que pueden tener las tareas
para enriquecer el conocimiento pedagégico del contenido (Shulman, 1986) en
estudiantes de profesorado de matematicas.

En particular, sobre el contenido numeros racionales, la investigacion ha
puesto en evidencia las dificultades que tienen tanto los estudiantes de todos
los niveles educativos asi como los profesores en servicio para comprenderlos
(Depaepe et al, 2015). Por ejemplo, se ha reportado que tanto los futuros docentes
de nivel primaria (maestros) como maestros en servicio poseen dificultades en
la comprension del concepto de fraccion (Carvalho, 2023; Copur-Gencturk, 2021;
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Tirosh y Tsamir, 2024), de la magnitud de las fracciones (Copur-Gencturk, 2022),
en la identificacion y transito entre las diferentes representaciones del numero
racional (Carvalho, 2023; Ryan y Williams, 2007), en el entendimiento de las ope-
raciones con fracciones asi como sus aplicaciones a la resolucion de problemas
(Ball, 1990; Borko et al, 1992; Copur-Gencturk, 2021; Newton, 2008; Son y Crespo,
2009), en el establecimiento de conexiones entre la fraccién vista como un proceso
(en particular el de repartir) y la fraccién vista como un numero (Ryan y Williams,
2007), y con el concepto de densidad en el conjunto de los nimeros racionales
(Merenluoto y Lehtinen, 2002). En un estudio especifico sobre cémo estudiantes
para maestros definen el nimero racional y la consistencia con los ejemplos y
no ejemplos que presentan, Tirosh y Tsamir (2024) consideran tres definiciones
de numero racional que involucran al concepto de fraccion, pero en ninguna de
ellas se problematiza el concepto de fraccion equivalente.

Los estudiantes de profesorado de matematicas para nivel secundario tam-
bién muestran dificultades con el concepto de numero racional. Depaepe et al.
(2015) reportan que, si bien los estudiantes de profesorado para el nivel secun-
dario presentan un mayor dominio de conocimiento del contenido que los
estudiantes para docentes de nivel primario, el conocimiento pedagogico del
contenido (Shulman, 1986) es similar. Tanto futuros profesores de matematicas
de ensenanza primaria como de secundaria presentan dificultades para com-
prender el razonamiento de los estudiantes y saber como intervenir en conse-
cuencia para favorecer una mejor comprension.

En suma, si bien varios estudios indagan sobre la conceptualizacion del
numero racional de estudiantes de profesorado y profesores en servicio, la mayo-
ria de ellos lo hacen en relacion a docentes de ensenanza primaria. Ademas, en
los estudios analizados no se identifica ningun trabajo que haya abordado el
estudio y comprension de numeros racionales iguales y su relacion con las
fracciones equivalentes.

Considerando que el conocimiento matematico de los profesores incide directa-
mente en las oportunidades de ensefanza que crean para sus estudiantes (Borko
et al, 1992; Murray y Baldinger, 2018), y que a su vez, la calidad de la ensefanza
de las matematicas depende directamente de las tareas que se proponen a los
estudiantes (Kilpatrick et al, 2001), atender a la problematica presentada resulta
crucial para mejorar la formacion matematica de todas las personas.

El objetivo de este trabajo consistio en explorar los efectos de la implemen-
tacion de un tipo especifico de tarea para la formacién de profesores en la
practica docente de una EPM. La tarea utilizada constd de cinco fases: (1)
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estudio, (2) diseno, (3) implementacion y analisis, (4) reflexion y (5) sintesis, a
partir de constructos de la investigacion en matematica educativa. Nos cuestio-
namos éen qué sentido la tarea utilizada para la formacién de profesores favo-
rece la reflexion por parte de la EPM sobre su practica docente y sobre sus
concepciones matematicas? ¢Es posible que un diseno apropiado favorezca el
surgimiento de concepciones matematicas de la EPM que sean inconsistentes
con las aceptadas por la comunidad matematica? iDe qué manera la tarea
propuesta enriquece las concepciones matematicas y didacticas de la EPM?

MARCO CONCEPTUAL

El marco conceptual se desarrolla en tres secciones. La primera refiere a los
temas recomendados por Zaslavsky y Sullivan (2011) para el disefio de tareas
en la formacion docente. La segunda seccion aborda el constructo concepciones
alternativas, incluido a los efectos de contar con un instrumento para analizar
las nociones matematicas que cirularon en la clase implementada por la EPM.
Finalmente, la tercera seccion resena distintos enfoques en el abordaje de los
numeros racionales en la formacion de profesores de matematicas en Uruguay.

LOS TEMAS DE LAS TAREAS EN LA FORMACION DE PROFESORES

Escudero-Avila et al. (2021) sefialan que ensefar a ensefar matematicas deman-
da al formador el disefno e implementacion de tareas “que satisfagan las nece-
sidades especificas de los elementos de la profesion docente que se desean
desarrollar. Estas tareas y la manera en que se utilizan, tienen un impacto en el
aprendizaje de los futuros profesores” (p. 33). En relacion al disefio de tareas,
Zaslavsky y Sullivan (2011) sugieren ocho temas unificadores que abarcan el
tipo de competencias y conocimientos que demanda la formacién de profesores
de matematicas: (1) Desarrollar la adaptabilidad; (2) Fomentar la habilidad para
advertir similitudes y diferencias; (3) Afrontar conflictos y dilemas; (4) Disenar y
resolver problemas para su uso en el aula de matematicas; (5) Aprender del
estudio de la practica; (6) Seleccionar y utilizar herramientas y recursos apropia-
dos para la ensefanza; (7) Identificar las barreras en el aprendizaje de los
estudiantes y cémo ayudarlos a superarlas; (8) Compartir y revelar las disposi-
ciones propias, de los companeros y de los estudiantes. En la siguiente tabla se
sintetizan los temas y su descripcién (tabla 1).
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Tabla. 1. Temas de las tareas utilizadas en la formacion de profesores de matematicas

para ensefianza secundaria

Tema

Descripcion

(1) Desarrollar la adaptabilidad

Correponde a ser capaz de variar la formulacion de pregun-
fas, variacion en las tareas, con el objetivo de buscar alterna-
tivas para mejorar las propuestas didacticas asi como la
capacidad para adaptar recursos ya existentes de acuerdo a
las metas formativas. También, para estar preparados para
responder ante contingencias. Las tareas a proponer debe-
rian demandar adaptabilidad a requerimientos pedagogicos,
curriculares y matematicos.

(2) Fomentar la habilidad para
advertir similitudes y diferencias

Refiere al desarrollo de la habilidad de advertir similitudes y
diferencias entre problemas, entre contextos, entre errores,
entre situaciones de clase, entre objetos matematicos para
clasificarlos, para detectar patrones, para establecer conexio-
nes curriculares, para definir abordajes didacticos. Las tareas
a proponer demandan también la perspectiva pedagdgica,
curricular y matematica.

(3) Afrontar conflictos y dilemas

Alude a que los docentes deben estar preparados para
enfrentar la toma de decisiones en situaciones conflicti-
vas, complejas y deben saber lidiar con la incertidumbre:
anticipar conflictos, disenar tareas que impliquen conflic-
tos para los alumnos, identificar inconsistencias en docu-
mentos curriculares. Las tareas a proponer demandan
también la perspectiva pedagdgica, curricular y matematica.

(4) Disenar y resolver problemas
para su uso en el aula de
matematicas

Son tareas que proponen: disefar problemas y trabajar con
ellos en sus clases, incorporar en el aula problemas con mul-
tiples soluciones o estrategias de resolucion, elevar el grado
de apertura de los problemas que se encuentran en los li-
bros de texto y utilizar juegos como contexto para la resolu-
cion de problemas.

(5) Aprender del estudio de la
practica

Considera las tareas que aportan un acceso a situaciones
reales o simuladas de la practica y promueven un analisis
critico y reflexivo de esta como, por ejemplo, el andlisis de
videos de clases, de clases ejemplares, lesson study, planifi-
cacion conjunta de la ensefanza, observacion, discusion y
reflexion conjunta sobre una clase dictada, estudios de
caso que permitan reflexionar sobre desafios pedagdgicos,
curriculares o matematicos de la practica.
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(6) Seleccionar y utilizar Herramientas como libros de texto, lecturas complementarias,

herramientas y recursos materiales manipulativos, instrumentos para construir o me-

apropiados para la ensenanza dir, calculadoras graficas u otros entornos tecnologicos, etcé-
tera. Las herramientas incluyen distintos tipos de recursos
como los humanos o culturales. Las tareas promueven la
seleccion, diseno, implementacion, analisis del potencial, en-
tre otros aspectos.

(7) Identificar las barreras en el Las barreras abordan aspectos epistemologicos de las mate-
aprendizaje de los estudiantes y  maticas, factores culturales, de género, expectativas de la fa-
cémo ayudarlos a superarlas milia, el idioma, discapacidades fisicas y de otro tipo, factores
socioeconomicos, etcétera.
La identificacion de esas barreras puede realizarse desde la
perspectiva pedagdgica (género, lenguaje, aspectos socioe-
condmicos, etcétera) o matematicos (tipos de tareas, repre-
sentaciones, excesiva formalidad, etcétera).

(8) Compartir y revelar las Refiere a que el proceso de ensefanza y el de aprendizaje

disposiciones propias, de los tienen una dimension actitudinal que incide en ambos. In-

companeros y de los estudiantes  cluye: las creencias sobre la naturaleza de las matematicas,
su utilidad y aprendizaje, la capacidad propia de aprender
matematicas, los procesos de autorregulacion relativos al
aprendizaje, las actitudes hacia las matematicas como el
gusto por las mismas, la ansiedad matematica, etcétera.

Fuente: Adaptado de Ochoviet (2022) con base en Zaslavsky y Sullivan (2011).

Si bien estos ocho temas estan intimamente ligados y resulta complejo aislar
uno del otro, la tarea que se propuso a la EPM prioriza los temas 4, 5y 7, esto
es, disenar un problema con objetivos especificos para los estudiantes de secun-
daria, aprender de la practica a través de la implementacion en aula de ese
problemay la reflexion posterior, y prestar especial atencion a las respuestas de
los estudiantes para identificar concepciones, obstaculos, dificultades, entre otros.

CONCEPCIONES ALTERNATIVAS

Los EPMs llegan al programa de formacién con conocimientos previos producto
de su experiencia y del transito por la enseflanza primaria y secundaria. En 1a
formacion docente avanzan en el estudio de las matematicas del nivel superior,
en cursos de didactica de matematicas y practica docente. Esto implica que
multiples fuentes inciden en la construccion de sus concepciones sobre los
temas matematicos que el curriculo les demanda ensenar y pueden existir
inconsistencias con el conocimiento disciplinar.
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Para el profesor de matematicas de secundaria el desafio es enfrentar sus propias
debilidades en el conocimiento pues es frecuente que el especialista encuentre que
sus propias construcciones son defectuosas o que realiza generalizaciones mate-
maticamente incorrectas. Los estudiantes en formacion docente inicial que quieren
convertirse en profesores especializados de matematicas suelen llegar con un his-
torial satisfactorio de aprobacion de exdmenes escolares; desafortunadamente, su
comprension, a veces, es principalmente instrumental. (Ryan y Williams, 2007, p. 137)

Se ha reportado que las concepciones de los EPMs inciden en lo que ensefan
en su practica profesional (por ejemplo, Chhabra y Baveja, 2012; Ryan y Williams,
2007). Esto es, no es el conocimiento disciplinar el que es ensefado sino el que
el docente ha construido, sumado a lo que entiende que es ensenary aprender.
Para conceptualizar teéricamente determinadas manifestaciones del conocimien-
to que los profesores, efectivamente, movilizan al ensefar matematicas, utiliza-
remos la nocion de concepcion alternativa. Segun Narjaikaew (2013) “El término
concepciones alternativas en ciencias se refiere a conceptos que las personas
tienen y que son inconsistentes con ideas cientificamente aceptables” (p. 251).
El término concepcion alternativa es utilizado, muchas veces, como sinonimo de
concepciones erroneas (Chhabra y Baveja, 2012). Cubero (2021) especifica que
el término concepciones erroneas supone darle un estatus inferior a las concep-
ciones que difieren del conocimiento disciplinar socialmente establecido, por
ello, en este trabajo, optamos por el término concepcién alternativa.

Seguin Ryan y Williams (2007), el proceso de ensefianza demanda al docen-
te la elaboracién de explicaciones y esto le requiere que sea capaz de establecer
conexiones entre los contenidos matematicos del curriculo para estar bien pre-
parado para responder las preguntas de sus estudiantes. A este respecto, los
autores agregan que:

De hecho, estudios de investigacion han informado que los docentes de matemati-
cas mas efectivos son los “conexionistas’, es decir, aquellos que establecen conexiones
ricas (y correctas) a través del campo disciplinar, y pueden utilizar una variedad de
representaciones y modelos en las conversaciones con nifios. (p. 138)

A su vez, Ryan y Williams (2007) afirman que para formar docentes ‘cone-

xionistas” es necesario que el entorno de formacién los invite a cuestionarse
sobre sus propios conocimientos, favoreciendo procesos de orden metacognitivo.
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NUMEROS RACIONALES: DIFERENTES ENFOQUES

En el discurso matematico escolar de la ensenanza de las matematicas en la
formacion de profesores de matematicas en Uruguay conviven al menos dos
enfoques diferentes sobre el abordaje del conjunto de los niimeros racionales.
Uno de ellos es la definicion por abstraccion del conjunto de los numeros racio-
nales. Esto implica considerar el producto cartesiano Z X Z*, definir la relacion
R tal que (a, b)R(c,d) sia-d=cb, probar que es de equivalencia y consi-
derar el conjunto Q como el conjunto cociente que queda definido (ver, por
ejemplo, Lentin y Rivaud, 1982). El otro enfoque consiste en definir axiomatica-
mente el conjunto de los nimeros reales y, a partir de este, considerara Q como
un subconjunto. EI primero de los enfoques, conocido también como enfoque
genético, supone la construccion previa de los conjuntos N y Z. En cambio, en
el segundo enfoque, se define el conjunto de los numeros reales y luego se
identifican los subconjuntos N, Z y Q. Asi, en el primer abordaje aparecen los
pares ordenados de enteros, que luego dan lugar a la notacion fraccionaria, y
entre estos pares es posible indicar si son o no equivalentes (segun la relacion
definida), cuestién que luego se traslada a la notacién fraccionaria.

El sequndo enfoque define el conjunto Q como jx € R;x = ‘5 conp,q € Z,q % 0}
obsérvese que esta definicion hace uso de la division entre dos enteros, opera-
cion definida en R con anterioridad a la def‘muon del COﬂJUﬂtO de los numeros
racionales. Sequin esa definicion, dos racionales & b Y & son iguales si el cocien-
te de dividir a entre b, y c entre d es el mismo, sm invocar el concepto de equi-
valencia de fracciones.

METODO

La poblacion de estudio estd constituida por una EPM (27 afos de edad) cur-
sando su cuarto curso de didactica de matematicas/practica docente en un
instituto de formacion docente de Uruguay. Este curso tiene dos componentes:
uno teorico y otro practico, y se ubica en el cuarto y ultimo ano de la carrera de
profesor. El componente tedrico, en el que se abordan aspectos tedricos de
didactica de matematicas y se vinculan con la practica, se desarrolla en el ins-
tituto de formacion docente y estd a cargo de una formadora en didactica de
matematicas. El componente practico consiste en que la EPM desempenie, a lo
largo de un ano lectivo, el rol de profesora de matematicas en un grupo a su
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cargo en la ensenanza secundaria. Esto implica las actividades de ensefanza,
la evaluacién de sus estudiantes, la asistencia a las reuniones de profesores del
grupo de clase, la integracion de tribunales de examenes, entre otras responsa-
bilidades del rol docente. Todas estas tareas las realiza bajo la supervision de la
formadora de didactica de matematicas. Ademas, la EPM tenia aprobados los
cursos de geometria, algebra y topologia de la carrera.

En la clase tedrica de didactica de matematicas se estudio la practica de
interrogar significados sugerida por Szydlik (2015), que consiste en dar espacio
en el aula de matematicas para el desarrollo de conversaciones entre estudian-
tes y profesor. Segun la autora, esta practica permite a los estudiantes reconocer
sus propios supuestos sobre como, cudando y para qué es empleada una nota-
cion, representacion o término matematico, favorece que los alumnos concien-
ticen sus propias interpretaciones y les da confianza para cambiarlas. En ese
sentido, esta practica se erige como una herramienta para los docentes que
oficia como ‘ventana’ para conocer el pensamiento de sus estudiantes. En par-
ticular, en la clase tedrica se estudiaron los tres tipos de conversaciones mate-
maticas que Szydlik (2015) propone: sobre el uso de los simbolos (en particular
aborda el uso del signo igual), sobre una representacién o sobre el lenguaje
matematico.

Se solicitd a la EPM la lectura completa del articulo y que realizara una
sintesis de las principales ideas (fase de estudio). Luego, se le propuso la siguien-
te tarea con las restantes cuatro fases (tabla 2).
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Tabla 2. Tarea propuesta a la EPM

Consigna

Descripcion de la consigna

Diseno y analisis
a priori

Implementacion
de la clase y
analisis

Reflexion posterior

a la clase

Sintesis del trabajo
realizado

Elija uno de los tres tipos de conversacion ejemplificados en el articulo y
disene una actividad apropiada para desarrollar esa conversacion en una
clase de su grupo de practica. Presente la actividad, fundamente el disefio
y realice el analisis a priori.

Implemente la actividad en una clase de 45 minutos, en su grupo de prac-
tica, para desarrollar la conversaciéon matematica en cuestion. Tiene que
evidenciarse la funcién de esa conversacion como ‘ventana al pensamien-
to de nuestros estudiantes’ (Szydlik, 2015, p. 656), asi como las concepcio-
nes de los alumnos con respecto a la tematica correspondiente. Grabe y
transcriba el audio de la clase.

Analice el desarrollo de la conversacién matematica de la clase, qué ideas
de los alumnos se evidenciaron respecto de la tematica del tipo de conver-
sacion elegida y como se trabajaron esas ideas a lo largo de la conversa-
cién, mediante la practica de interrogar significados, de acuerdo a las
recomendaciones de la autora y sus sugerencias de trabajo en el aula.

Realice una reflexién sobre la incidencia que tuvo la conversacion mate-
matica instrumentada en las ideas matematicas de los estudiantes. Resene
qué fortalezas y debilidades tuvo, como docente, en la implementacion de
la clase y como evolucionaron las concepciones alternativas de los estu-
diantes. Sea especifico y concreto en sus observaciones. Fundamente y
ejemplifique si es necesario.

Elabore un didlogo breve, como alguno de los que presenta la autora en el
articulo, que funcione como sintesis del trabajo realizado y que ejemplifi-
que un aspecto de lo sucedido en la clase. Para ello, imagine que usted es
Szydlik y que esta preparando un didlogo para incluir en su articulo. El
didlogo puede seleccionarlo de la transcripcion de la clase o puede reela-
borarlo, pero debe reflejar algiin aspecto surgido en la clase.

La primera parte de la consigna, diseno y analisis a priori, se ubica en el tema
4 (Zaslavsky y Sullivan, 2011), esto es, disefar un problema para luego ponerlo
en practica en la clase. En la seqgunda parte, implementacion de la clase y ana-
lisis, se movilizan los temas 5y 7 (Zaslavsky y Sullivan, 2011), pues ademas de
la puesta en practica con una intencion especifica, se solicita que se ponga
especial atencion a las respuestas de los alumnos para tratar de identificar las
concepciones matematicas que se revelan. La tercera y cuarta parte de la con-
signa, reflexion y sintesis, se encuadran en el tema 5 (Zaslavsky y Sullivan, 2011):
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aprender de la practica a través de la reflexion sobre los procesos de ensenan-
za y de aprendizaje.

La estudiante contd con cuatro semanas de tiempo para la realizacion de
esta tarea. Entreg6 su trabajo por escrito dando cuenta de la clase que dictd
bajo la practica de interrogar significados en el grupo de séptimo grado que
tenia a cargo (estudiantes de 12 y 13 afos). Este escrito es el que se analiza en
este estudio. Ademas, se realiz6 la audiograbacion de la clase dictada por la
EPM y su transcripcion.

La tarea demandaba, ademas de la implementacion de una clase, la presen-
tacion de un breve guion a modo de sintesis. Esto implico la escritura de un
didlogo en el que la participante de este estudio debia explicitar “la interaccién
entre un profesor-personaje imaginario y un estudiante-personaje” (Zazkis vy
Marmur, 2018, p. 294). La propuesta indicaba que para la redaccion de estas
interacciones podia tomarse informacion de lo efectivamente sucedido en la
clase implementada o bien reelaborarlo. De acuerdo con Zazkis y Marmur (2018),
la elaboracién de guiones es una herramienta que permite la recolecciéon de
datos y el andlisis de estos guiones proporciona ‘imagenes de la ensenanza 'y
conocimiento sobre el entendimiento de las matematicas de los guionistas” (p. 294).
Adicionalmente, los autores observaron que los guiones aportan evidencia de la
comprension personal de los participantes de una investigacion sobre los concep-
tos matematicos que estan implicados en la redaccion del guion.

En suma, la tarea utilizada implicé: (1) el estudio de un documento prove-
niente del campo de la matematica educativa (Szydlik, 2015); (2) el disefo de
una actividad por parte de la EPM que permitiera la interrogacion de significados
con base en Szydlik (2015), esto es, un disefo basado en aportes de la mate-
matica educativa; (3) la implementacion de la actividad disefiada en un grupo
propio de ensefianza secundaria, asi como el andlisis de la clase implementada;
(4) la reflexion sobre la clase implementada; (5) la elaboracion de un mini-guion
a manera de sintesis de los logros obtenidos en la clase implementada. Asi, la
arquitectura de la tarea propuesta a la EPM consté de las siguientes fases:
estudio, disefno, implementacion y analisis, reflexion y sintesis.

Dado el objetivo del estudio, la formadora a cargo del grupo no intervino
sobre ninguna de las producciones de la estudiante hasta finalizadas las cinco
fases. De manera posterior a la entrega de la tarea, se realizd una entrevista
breve semiestructurada a la EPM en la que la pregunta disparadora fue: (Cual
es para ti la definicion de fracciones equivalentes?
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ANALISIS DE LA RESPUESTA DE LA EPM A LA TAREA Y DISCUSION
RELATIVO AL ‘ANALISIS A PRIORI'
Dentro de las tareas de Szydlik (2015) la EPM selecciond ‘la que refiere al sig-

nificado y problematizaciéon del signo de igual” y diseno la siguiente actividad
para implementar en clase con sus estudiantes de ensenanza secundaria:

Actividad
Contesta si las siguientes igualdades son verdaderas o falsas.

20 50
B 20

En este trabajo nos enfocamos solamente en la primera igualdad, porque es la
que se pudo discutir cabalmente en 45 minutos de clase.

La EPM disefa una actividad que requiere sefalar si una proposicion es
verdadera o falsa. Consideramos que es consistente con la indagacién de sig-
nificados pues los alumnos deberan fundamentar sus elecciones por una u otra
opcién. En este sentido, logra disenar una situacion con objetivos especificos
que se enmarca en el tema 4 propuesto por Zaslavsky y Sullivan (2011). La EPM
identifica correctamente que la primera igualdad es verdadera. Nos centraremos,
entonces, en los argumentos que la EPM brinda tanto para justificar que es
verdadera como en las explicaciones que, segun ella, podrian conducir a sus
estudiantes a pensar que es falsa; estos asuntos se encuadran en la tematica 7
(Zaslavsky y Sullivan, 2011), relativa a identificar los obstaculos que podrian
enfrentar los alumnos al resolver la situacion.

En el analisis a priori de la actividad la EPM afirma:

Para la primera igualdad [los estudiantes] pueden responder falso porque es posible
que entiendan que dos fracciones [solo] pueden ser igualadas si ambas fracciones
son equivalentes, es decir, que exista un numero entero por el cual multiplicar el
denominador y el numerador de una de ellas para obtener la otra.
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Esta afirmacion nos permite deducir, por un lado, que la EPM esta conside-
rando la posibilidad de que sus estudiantes respondan —erréneamente— que la
afirmacion es falsa. Esto se fundamenta en que la EPM ensefi6 que las fracciones
equivalentes son solo aquellas en las que es posible obtener una de la otra, mul-
tiplicando numerador y denominador por un mismo numero entero, tal como
ella lo explicita. Segun la concepcién de la EPM, las fracciones % y % no son
equivalentes porque no existe un numero entero tal que al multiplicar numera-
dor y denominador de 22 8 por ese numero, se obtenga % Esto es |ncon5|stente
con lo que nos dice la definicién de fracciones equivalentes: 22 3V ﬁ si son equi-
valentes porque 20 X 20 = 8 x 50. Entonces, si sus estudiantes entienden que
solo “pueden ser igualadas si ambas fracciones son equivalentes’, y emplean la
concepcion de fracciones equivalentes ensenada por la EPM, la afirmacion que
involucra al signo de igual seria falsa.

Mas adelante menciona razones por las que sus estudiantes podrian consi-
derar que la afirmacion es verdadera:

Por otro lado, pueden responder que es verdadera si observan las fichas de diferen-
tes representaciones de un numero racional y logran identificar que las fracciones
que componen la igualdad estan en la seccion de fracciones equ1\/alentes de . Otra
justificacion para |nd|car que la igualdad es verdadera, es simplificar E, llegar aque

es equwalente as y luego analizar qué nimero entero es el que permite asegurar

5 2
qU€§=8

Cuando la EPM habla de fichas se refiere a un material didactico que entregd
en clase en el que se podian visualizar distintas representaciones de un mismo
numero racional: fracciones equivalentes, expresion decimal, un punto en la
recta numérica. Las dos justificaciones que aporta evidencian la concepcién de
la EPM, pues reconoce que ambas fracciones son equivalentes a % porque se
cumple la condicién explicita en su definicion personal de fracciones equiva-
lentes: que exista un numero entero que multiplicado por numerador y denomi-
nador permita obtener la otra Sin embargo, la EPM no admite como
equivalentes a las fracciones 22 y 20, y esto contradice la propiedad transitiva
que es caracteristica, preosamente, de las relaciones de equivalencia.

Al considerar otro tipo de respuestas posibles de sus estudiantes, la EPM
afirma:
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Se definié que dos fracciones son equivalentes si existe un niimero entero por el cual
si se multiplica el numerador y el denominador de una de ellas se obtiene la restante
pero aqui si ex1ste un numero que multiplicando numerador y denominador de D me
permite obtener que es el 25 pero no es un numero entero, entonces aquellos
estudiantes que no tengan presente ese detalle pueden responder verdadero mientras
que los que se detengan en ese detalle pueden responder que es falso.

La EPM vuelve a explicitar su ‘definicion’ de fracciones equivalentes, reforzando la
idea de que para que sean equivalentes, el nimero por el cual hay que multi-
plicar numerador y denominador debe ser entero.

Por otro lado, la EPM indica que los estudiantes podrian decir que la afirma-
cién es verdadera “realizando las divisiones (cincuenta dividido entre veinte y
veinte dividido entre ocho) y llegar a que ambas fracciones representan a la
expresion decimal 2,5". Esto permite pensar que la EPM considera que, en defi-
nitiva, las fracciones si son iguales por representar al mismo numero.

En suma, la concepcion que tiene la EPM de la definicién de fracciones
equivalentes no es consistente con la teorfa matematica. Del primer enfoque
para el estudio de los nimeros racionales, desarrollado en la seccion marco
conceptual, se desprende que dos fracciones % y 5 son equivalentes, siguiendo
la definicién de equivalencia que se establecié entre pares, sia-d = c- b. En
cambio, la EPM considera como definicion de fracciones equivalentes lo que en
realidad, en esa teoria, es un teorema: Si (a, b) es un par ordenado pertenecien-
te a Z X Z* y n un numero entero distinto de cero, entonces (a, b)~(a-n, b - n).
Obsérvese que este teorema permite obtener infinitas fracciones equivalentes a
una dada, pero no necesariamente todas las de la clase de equivalencia a par-
tir de esa fraccion dada. Esto es, si partimos, por ejemplo, de la fraccién %0 y
multiplicamos numerador y denominador por el mismo ndmero entero distinto

de cero, podremos obtener infinitas fracciones equivalentes como % %, etcéte-

. . 50 15
ra, pero no obtendremos otras fracciones equivalentes como ser 3z 0 7.

La concepcion de la EPM tampoco es parcialmente consistente con la teoria
dado que si se aplicara como definicion de fracciones equivalentes el teorema
antes mencionado, entonces las fracciones 22 y no serian equivalentes v,
como es bien sabido, si lo son.

En suma, el analisis a priori que la EPM realizo de la actividad disenada
juega un doble rol. A la EPM le permite anticipar las ideas matematicas involu-
cradas, las posibles respuestas que podrian dar los alumnos, asi como las
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distintas estrategias y representaciones que podrian emplear para resolver la
actividad; al equipo de investigadoras le aporta informacion acerca de las con-
cepciones de la EPM sobre fracciones equivalentes y nimeros racionales igua-
les, y que estas no son consistentes con la teoria matematica.

RELATIVO A LA IMPLEMENTACION Y EL ANALISIS

Después de exponer el analisis a priori, la EPM desarrolla lo acontecido en la
implementacion. En primer lugar, la EPM afirma que en la clase dictada “se
analizé si la igualdad presentada estaba conformada por dos fracciones equi-
valentes, llegando a que no, a partir del razonamiento de los estudiantes’. Esto
confrma lo dicho en el apartado anterior: la EPM considera que las fracciones
8 y no son equivalentes pues no aplica la definicion formal de fracciones
equ1va|entes sino su definicion personal, que en la teoria es un teorema. A
continuacion explica que uno de los razonamientos de sus estudiantes:

Fue multiplicar a 2 por 2 obtenlendo y 9 hor 3 obtenlendo Esto les permitia
concluir que dlchas fracciones no son equnvalentes, y fue uno de los motivos con
mas adhesiones para establecer que [la proposicion] era falsa”.

Mas alla del error de la EPM en la manera de expresarse (dice que multiplica
la fraccion por 2 en lugar de decir que multiplica numerador y denominador por
2), interpretamos que lo que quiso decir es que multiplicando por 2, 0 por 3,
numeradory denominador, va hallando fracciones equivalentes a 22 pero diferen-
tes a 59 y por ese motivo no son equivalentes. Esta descripcion que hace la EPM
de lo que sucedio en la clase, deja en evidencia que sus concepciones alterna-
tivas fueron trasladadas a sus estudiantes de ensenanza secundaria.

Mas adelante, la EPM explica el segundo razonamiento que presentaron sus
estudiantes: “hallar las expresiones decimales asociadas a dichas fracciones,
arribando asi a que ambas representan al ndmero racional 2,5". Esto refuerza
la otra concepcion de la EPM relativa a las fracciones: dividiendo numerador por
denominador se obtiene la expresion decimal y, si coinciden, entonces las frac-
ciones son iguales. En este momento la EPM concluye: “lo que permitio analizar
que dos fracciones equivalentes son iguales, y que dos fracciones iguales no
siempre deben ser equivalentes’. En esta afirmacion se sintetiza otra concepcién
alternativa de la EPM relacionada con la anterior: dos fracciones pueden ser igua-
les (en el sentido de tener la misma representacién decimal) sin ser equivalentes
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(porque no hay un numero entero tal que, al multiplicar numerador y denomi-
nador de una de esas fracciones por ese nimero, se obtenga la otra). La EPM
senala de manera explicita que a los distintos razonamientos se llegd a partir
de lo que los alumnos planteaban. Esto deja en evidencia la intencion de la
EPM para que en la clase se jerarquice y valore la participacion de los alumnos,
pues es a través de sus ideas y sugerencias que se arriba a conclusiones. Esto
es consistente con la metodologia de indagacion de significados. A su vez, la
implementacion le permitié constrastar el analisis a priori con lo que efectiva-
mente sucedio en clase: los alumnos utilizaron distintas aproximaciones para
dar respuestas en las que las distintas representaciones del ndmero racional
tuvieron un papel relevante.

RELATIVO A LA REFLEXION POSTERIOR A LA IMPLEMENTACION

Después de la descripcion de la implementacion de la actividad en clase, la EPM
reflexiona sobre la incidencia de la conversacion en las ideas matematicas de
los estudiantes. Alli afirma que:

La discusion permitié que los estudiantes se cuestionaran que dos fracciones que
no son equivalentes pueden ser iguales. Esto dio lugar a discutir que, si dos fraccio-
nes son equivalentes, son iguales, y que dos fracciones iguales, pueden no ser
equivalentes.

Presenta entonces como un logro en sus estudiantes que identifiqguen que dos
fracciones no equivalentes pueden ser iguales (y reciprocamente), lo que
devela una concepcion alternativa, en el sentido de Narjaikaew (2013), de
fracciones equivalentes. Esta concepcion es alternativa respecto a las ideas
cientificamente aceptadas, que establecen que dos fracciones iguales, esto es,
formadas por los mismos componentes, son, necesariamente, equivalentes.
Ademas, dos fracciones equivalentes son representantes del mismo ndmero
racional, por lo que también se puede afirmar que representan néimeros racio-
nales iguales. A continuacidén agrega que “para establecer que, si dos fraccio-
nes estan igualadas, debo recurrir a analizar sus expresiones decimales
asociadas para poder establecer si esta es una igualdad verdadera o falsa’, lo
que devela que domina una estrategia consistente con ideas cientificamente
aceptadas sobre la relacion entre una fraccion, su expresion decimal y el
numero racional que representa.
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Como debilidad en el trabajo con los estudiantes, la EPM senala:

Me costé mucho no intervenir y actuar como guia, en lugar de corregir a los estu-
diantes, y en algunos momentos no pude evitar hacerlo. Considero que esa es mi
principal debilidad, ya que en algunos momentos la clase se convirtié en una clase
tradicional de matematicas, en lugar de mantener el enfoque en la practica “interro-
gando significados” de manera constante.

Esto nos informa acerca de las dificultades de quienes se inician en la docencia
para romper con el modo tradicional de impartir las clases: un profesor que explica,
estudiantes que escuchan y luego resuelven ejercicios similares a los que el profesor
les explict en la pizarra. Como fortaleza senala que logro que sus estudiantes evolu-
cionaran en su concepcion del signo igual como senal de realizar una operacion a
un signo que relaciona dos cantidades iguales, es decir, que pudieran pasar de una
visién operacional a una vision relacional (Kieran, 1981). Para la EPM, la practica de
interrogar significados implicé un gran desafio que le permitié conocer un poco mas
el pensamiento de sus estudiantes. En este sentido, el propdsito de la tarea propuesta
por la formadora de didactica fue logrado y se encuadra claramente en el tema 5
(Zaslavsky y Sullivan, 2011): aprender de la practica.

RELATIVO A LA SINTESIS DEL TRABAJO REALIZADO

A la EPM se le propuso elaborar un breve didlogo con base en la clase dictada,
aunque podian introducirse elementos ficcionales, que sintetizara y ejemplifica-
ra lo sucedido en la clase, considerando el objetivo de indagar significados
construidos por los estudiantes de ensenanza secundaria. Al respecto, presentod
el siguiente didlogo:

Contesta si la siguiente igualdad es verdadera o falsa.

20 _ 50
8 20
Profesora: ¢Pueden ser iguales, aunque no sean equivalentes?

Estudiante 1:  Si.
Estudiante: Son iguales, pero no son equivalentes.
Profesora: ¢Cuando son equivalentes no son iguales?
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Estudiante 2:  Si, son iguales.

Profesora: Ahora, si no son equivalentes, {pueden ser iguales?
Estudiantes:  Si. No.

Profesora: Ya dijeron que si son equivalentes son iguales.
Estudiante 3:  Entonces si no son equivalentes no son iguales.
Profesora: Estas dos fracciones, éson equivalentes?

Estudiante 2:  Son iguales, pero no son equivalentes.

Profesora: Entonces si son iguales, éson equivalentes?

Estudiante 2. No siempre.

Este didlogo, que para la EPM sintetiza lo estudiado en la clase, también sinte-
tiza lo que hemos expuesto en las secciones anteriores de este analisis: la EPM
posee concepciones alternativas que son claramente inconsistentes con la teo-
ria matematica y que la llevaron, en definitiva, a institucionalizar conocimientos
matematicamente incorrectos en el aula de clase. Sus concepciones alternativas
sobre fracciones equivalentes y sobre niimeros racionales iguales fueron insti-
tucionalizadas en el aula de ensenanza secundaria. Es decir, no ensefd cono-
cimiento matematico sino sus concepciones acerca de ese conocimiento,
institucionalizd en su grupo de clase que dos fracciones equivalentes represen-
tan el mismo numero racional, lo que es matematicamente correcto, y que dos
fracciones que representan el mismo ndmero racional no necesariamente son
equivalentes (concepcion alternativa, matematicamente incorrecta). Para la EPM,
dos fracciones son equivalentes si pueden obtenerse multiplicando el numera-
dor y el denominador de una fraccion dada por un mismo numero entero dis-
tinto de cero, y esto hace que, para la EPM, fracciones como % y ;’—8 no sean
equivalentes. Las reconoce como iguales porque al dividir numerador entre
denominador, en cada caso, obtiene la misma expresién decimal. Sin embargo,
esas fracciones representan al mismo numero racional pues se cumple que
20-20=8-50y por lo tanto las dos pertenecen a la misma clase de equiva-
lencia. Aqui apreciamos una inconsistencia con el conocimiento cientifico acep-
tado por la comunidad matematica.

En suma, atin cuando la EPM trabajo desde una practica de indagaciony a
partir de los aportes de sus alumnos, no surgieron dilemas que permitieran a
los alumnos de secundaria advertir que las ideas que se discutieron eran mate-
maticamente incorrectas. Es importante sefnalar que la practica de indagacion
recomendada por Szydlik (2015) resultd, en definitiva, de bajo impacto en el
aprendizaje de los alumnos de secundaria debido a que las ideas matematicas
que la docente institucionaliz6 fueron incorrectas.
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RELATIVO A LA ENTREVISTA

A la pregunta: {Cual es para ti la definicion de fracciones equivalentes?, la EPM
reconocié que habia tenido una interpretacion incorrecta de lo que se mencio-
naba en el libro de texto utilizado por los alumnos. Explico que ella distinguio
entre equivalentes e iguales, “equivalentes como aquellas que son multiplos e
iguales las que tienen la misma expresion decimal’. El libro de texto que utili-
zaban los alumnos no presenta la definicion de fracciones equivalentes y por
ello, la EPM considerd como definicion la propiedad que afirma que si tenemos
una fraccién y multiplicamos su numerador y su denominador por un ndmero
entero distinto de cero, entonces obtenemos una fraccion equivalente. Como ya
explicamos en apartados anteriores, esta propiedad permite obtener infinitas
fracciones equivalentes a una dada, pero no necesariamente cualquiera de la
clase de equivalencia. Al preguntarle cudl es la definicion de fracciones iguales,
la EPM respondié que son aquellas “asociadas a la misma expresion decimal”.
Esto le permitio, entonces, afirmar que las fracciones %0 y % son iguales, y por
lo expuesto en primer lugar, no son equivalentes. La EPM percibio, con angustia,
ante las preguntas que habia algo de lo que habia ensenado que no era mate-
maticamente correcto y no pudo recuperar por si la definicion de fracciones
equivalentes, ya fuere porque no la conocia o no la recordaba; solicité a la
entrevistadora que le explicara todos los conceptos correctamente para que
cuando los tuviera que ensefnar nuevamente pudiera hacerlo sin errores.

CONCLUSIONES

El objetivo de este trabajo consistio en explorar el efecto de la implementacion
de una tarea para la formacion de profesores, con base en tres de los temas pro-
puestos por Zaslavsky y Sullivan (2011), que abarcé cinco fases: estudio, disefio,
implementacion y andlisis, reflexion y sintesis, a partir de constructos de la mate-
matica educativa. La tarea le permitié a la EPM una reflexion acerca de aspectos
didacticos relativos a la implementacion de una clase con base en la indagacion
de significados. La EPM pudo reconocer la principal dificultad que vivio: sostener
la metodologia de trabajo para no instalar una clase tradicional. Reconocié que
por momentos le costd actuar como guia de los estudiantes. En cuanto a las
fortalezas, considerd que logré que sus alumnos evolucionaran de una vision
operacional del signo de igual a una vision relacional dado que la igualdad con
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la que trabajo no tenia operaciones en ninguno de los dos miembros. De estas
observaciones realizadas por la EPM constatamos que la tarea propuesta efectiva-
mente movilizé los temas 4, 5y 7 sugeridos por Zaslavsky y Sullivan (2011) pues la
EPM disefi6 un problema consistente con la practica de indagacién (en la fase de
diseno), reflexiono sobre las dificultades y logros en la implementacién (en la fase
de implementacion y analisis) e identifico las ideas matematicas que sus alumnos
movilizaron en la resolucion del problema (en las fases de reflexién y de sintesis).
En este sentido, la tarea propuesta a la EPM resultd eficaz para promover una
reflexion sobre su practica, su hacer como docente y los logros de sus alumnos.

No obstante, se present6 un problema de naturaleza disciplinar pues las nocio-
nes matematicas que la EPM enseno a sus alumnos no fueron matematicamente
correctas, como, por ejemplo, que “dos fracciones iguales pueden no ser equiva-
lentes”. En consecuencia, se detectd que la EPM posee concepciones alternativas
que no son consistentes con la teoria matematica; por ello, afirmamos que, adicio-
nalmente, la tarea propuesta permitio indagar las concepciones alternativas de la
propia EPM sobre fracciones iguales y equivalencia de fracciones. Esta indagacién
se realizd a partir de las evidencias que surgieron de la implementacion de la clase
por parte de la EPM. Las concepciones alternativas son aquellos conceptos de las
personas que no son consistentes con el conocimiento disciplinar (Narjaikaew,
2013). En este caso se identifico la siguiente concepcion alternativa: dos fracciones
pueden ser iguales (si tienen la misma expresién decimal) sin ser equivalentes
(porque no hay un nimero entero tal que, al multiplicar numeradory denominador
de una de esas fracciones por ese numero, permita obtener la otra). Asimismo,
se obtuvo evidencia de que la EPM ensen6 esta concepcion matematicamente
incorrecta a sus alumnos. Esta incidencia de las concepciones en la practica
profesional de la EPM son consistentes con lo reportado por Chhabra y Baveja
(2012) y por Ryan y Williams (2007): los docentes no ensenan el conocimiento
disciplinar sino las concepciones que han elaborado acerca de ese conocimiento.

Alaluz de la problematica identificada, no solo en relacion a las concepciones
alternativas de la EPM sino también a como esas concepciones se trasladan a sus
estudiantes de ensenanza secundaria, entendemos que este estudio aporta eviden-
cia de que para un futuro profesor es ineludible un conocimiento profundo de las
distintas construcciones del conjunto de los nimeros racionales y de sus abordajes
en la matematica escolar. Asi, se abren preguntas que deberfan ser atendidas por
la investigacion: {Cuales podrian ser los enfoques de la ensefianza del ndmero
racional mas pertinentes para una formacién de profesorado en matematicas?
¢Cémo puede el formador en matematicas conectar con los contenidos que se
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ensenan en didactica de matematicas? éComo puede el formador en matematicas
conectar con las practicas de ensenanza de las matematicas en el nivel secundario
aun cuando no posea experiencia de trabajo en ese nivel?

En sintesis, la tarea presentada a la EPM permiti6, por un lado, aportar a la
experimentacion de una futura profesora con la practica de interrogar significados
(Szydlik, 2015) para profundizar en el pensamiento de sus estudiantes y tomar
decisiones con base en ese conocimiento. Por otro, permitié al equipo de inves-
tigacion indagar sobre los significados de fracciones equivalentes, signo igual y
numero racional de la propia EPM. Esto es, los significados que habia construido
a lo largo de su trayectoria escolar sobre los conceptos que ella misma ensend
en la clase implementada. Asi, la practica de interrogar significados asumio en
este trabajo un doble rol: como herramienta de indagacion del pensamiento de
los estudiantes para la EPM y como herramienta de indagacion del pensamiento
de la EPM para el equipo de investigadoras. En este doble rol, la tarea disefiada
y propuesta demostro, en efecto, un enorme potencial, pues es a partir del pleno
conocimiento de las dificultades de los EPMs que los formadores podran ayudarlos
a conquistar las habilidades profesionales. La practica de interrogar significados no
solo constituyd una “ventana al pensamiento de nuestros estudiantes [de ensefianza
secundaria]” (Szydlik, 2015, p. 656), sino, también, una ventana al pensamiento de
una EPM. Con esto se amplia el campo de aplicacion de la practica de interrogar
significados al ambito de la formacion de profesores de matematicas tanto con
objetivos formativos como investigativos.

Este trabajo posee como limitante que se trata de un estudio de caso Unico,
no obstante, se considera que es sumamente ilustrativo para quienes estan
interesados en la formacion de profesores de matematicas y también para aque-
llos que disenan politicas publicas en torno a programas de formacién de pro-
fesores 0 que se ocupan de los disefos curriculares de esos programas.

Finalmente, recomendamos a los formadores de matematicas tener en cuenta
para la planificacién de sus cursos que los futuros profesores no ensenan los
contenidos matematicos sino las concepciones que elaboran sobre ellos y, por
lo tanto, desde el aula de formacion docente deberia contribuirse para que las
concepciones que construyen los EPMs sean consistentes con el conocimiento
cientifico aceptado por la comunidad matematica, minimizando asi los riesgos de
que circule en las aulas de ensefanza secundaria un conocimiento que es mate-
maticamente incorrecto. Este estudio nos ensend que no es posible una formacion
didactica de los futuros profesores separada del conocimiento matematico, esto es,
la formacion didactica es especifica y debe abordar de manera interrelacionada
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los conceptos matematicos con los constructos provenientes de la matematica
educativa, ya sea en las clases de didactica de matematicas como en las clases de
matematicas de la formacion de profesores. Sostenemos que no hay metodologias
de ensenanza que puedan circular de manera eficaz en el aula si el profesor no
posee un profundo conocimiento de la matematica escolar.
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Abstract: The results of the comparison and contrast of the APOS and Semiotic
Representation Registers theories are reported, which will serve to establish
links between them and reflect on the relevance of using them together in the
study of the understanding of mathematical concepts. The analysis of the
theoretical foundations, principles, constructs, epistemological and methodological
relationships and their relationship with teaching using the Networking of
Theories methodology is exhibited. The results show that the integration of these
theories is viable to generate a coherent framework that allows exploring
educational phenomena through a new lens.

Keywords: APOS theory, theory of semiolic representation registers, Networking
of theories.

INTRODUCCION

La ensenanza y el aprendizaje de las matematicas ha sido abordada desde dife-
rentes perspectivas, debido a la pluralidad de enfoques que obedecen tanto a re-
giones como aspectos culturales (Bikner-Ahsbahs y Prediger, 2014; Krainer, 2003).

Esta diversidad de enfoques tedricos muestra la riqueza e interés creciente
de la comunidad educativa pero, al mismo tiempo puede conducir a resultados
someros 0 generar roces entre estos, debido a los aspectos parciales que cada
uno aborda (Godino, 2022) y que en varias ocasiones resultan en una fragmen-
tacion del campo investigativo dentro de la matematica educativa (Noddings,
1996; Goldin, 2003; Lesh y Sriraman, 2005; Sriraman y English, 2010; Artigue y
Mariotti, 2014; Krainer, 2003; Rasmussen et al, 2014).

Las investigaciones del campo muestran un constante interés por abordar
un mismo fenomeno usando distintos marcos teoricos (Artigue y Mariotti, 2014;
Bakker y Zenger, 2021) con la finalidad de complementarse unos a otros en el
estudio de una misma problematica. Otros trabajos han explorado una perspec-
tiva mas teorica en el sentido de explorar las posibilidades teoricas y metodolo-
gicas que puede ofrecer el trabajar con mas de un enfoque (Font et al, 2016;
Godino, 2022). Finalmente, otros trabajos han expuesto esta necesidad a la luz
de conceptos especificos en matematicas (Martinez-Planell y Trigueros, 2012).

En este contexto, diversas investigaciones se han centrado en explorar cémo
garantizar que la misma problematica abordada desde distintos enfoques
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teoricos sea congruente y permita trascender mas alla de una mera complemen-
tariedad de recursos u ornamentos investigativos.

Estas investigaciones han venido consolidando la denominada Networking
of Theories, cuyos inicios se asocian con el contraste y establecimiento de cone-
xiones entre las teorias y el diseno de metodologias que permitan articular
enfoques tedricos de manera congruente (Prediger et al, 2008).

Un aspecto por resaltar es que, en los casos en que se consigue dar paso a
una relacion entre enfoques teoricos, la rigurosidad o formalidad teorica se aban-
donay solo se enfatiza el papel pragmatico de esta relacion. Consecuentemente,
las explicaciones o caracterizaciones de un fenémeno estudiado quedan poco
exploradas dado que, no se da espacio a la modularidad y congruencia de la
naturaleza ontologica, epistemoldgica y metodologica de los marcos usados que
pueda servir como una nueva lente para estudiar fenémenos. Al respecto, Lester
(2005) senala que el marco tedrico es fundamental, pero al mismo tiempo puede
ser el aspecto menos comprendido del proceso de investigacion.

Estas ideas permiten enfatizar una problematica principal: como garantizar
una correcta integracion de enfoques tedricos que trascienda a la complemen-
tariedad o minimice la existencia de una relacién incongruente.

En este contexto, es pertinente mencionar que el Networking of Theories
ha venido desarrollando casos concretos de trabajo en red, por ejemplo, en
Bikner-Ahsbahs y Prediger (2014) se reportan y discuten ampliamente cuatro
casos de estudio sobre redes de trabajo a diferentes niveles y entre enfoques
tedricos como: el Enfoque de Accion, Produccién y Comunicacion (APC) y la
Introduccién a la Abstraccion en Contexto (AiC), capitulo 9. Otro caso de estudio
es la red de trabajo entre la Teoria de Situaciones Didacticas (TDS) y la Introduc-
cién a la Abstraccion en Contexto (AiC), capitulo 10. La red de trabajo entre la
Introduccion a la Teoria de Situaciones Densas en Interés (IDS) y el Enfoque de
Accién, Produccion y Comunicacion (APC), capitulo 11. Por otra parte, el estudio
de caso entre la Teoria de las Situaciones Densas en Interés (IDS) y la Teoria de
Situaciones Didacticas (TDS) capitulo 12. En general, estos trabajos representan
la primera oleada propuesta de sistematizacion de esta metodologia.

Una segunda oleada de trabajos en los que se ha usado activamente esta
metodologia, son los de Drijvers et al. (2003), Maracaci (2008), Tabach y Nachlieli
(2011), Fetzer (2013), Drayfus et al. (2014), Sabena et al. (2014), Alberto et al.
(2019), Bingolbali et al. (2021), Bikner-Ahsbahs (2022), Ledezma et al. (2023),
Rodriguez-Nieto et al. (2022). Un aspecto para destacar de estos estudios es que
la mayoria reporta el uso de uno o dos niveles de estrategias de trabajo en red.
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Otros trabajos han explorado las estrategias del Networking of Theories para
impulsarla como una practica de investigacion, por ejemplo: Wedege (2010),
Artigue y Bosh (2014), Kidron (2016, 2019), Godino et al. (2013), Artigue (2019),
Bach et al. (2021).

Estos trabajos permiten dimensionar los esfuerzos por relacionar enfoques
tedricos de manera mas consistente y profunda para explorar sus alcances en
la comprension de fendmenos educativos o en la propuesta de nuevas perspec-
tivas teoricas.

En este trabajo nos centramos en mostrar la posibilidad de la generacion de
una red de trabajo entre las teorias APOE y de Registros de Representacion
Semidtica que permita ofrecer una mirada de como estos enfoques tedricos
pueden entrelazarse en el estudio de fenémenos interpretados a la luz de esta
nueva lente.

La seleccion de las teorias APOE y de Registros de Representacion Semidtica
se fundamenta en investigaciones que evidencian su potencial complementario
para analizar la comprension de conceptos matematicos. Estudios como los de
Trigueros y Martinez-Planell (2010), Martinez-Planell y Trigueros (2012, 2019) con
las funciones de dos variables, han demostrado la utilidad de combinar ambas
perspectivas para comprender la relacion entre la visualizacion graficay las estruc-
turas cognitivas. Sin embargo, aunque estos trabajos abren camino para una
integracion mas profunda, su objetivo principal ha sido el analisis de datos espe-
cificos, mas que el desarrollo de un marco tedrico unificado. En linea con esta
necesidad, Hernandez et al. (2023) resaltan la importancia de explicitar las estruc-
turas mentales subyacentes a cada representacién semiotica e incluirlas en el
modelo de andlisis de la teoria APOE, la descomposicién genética.

Los estudios analizados, aunque exploran la relacion entre las teorias APOE
y de Registros de Representacion Semiotica, no logran integrarlas de manera
sistematica. Como resultado, las caracterizaciones del conocimiento se limitan
a las estructuras mentales propuestas por la teoria APOE, dejando de lado las
transformaciones semidticas. Esto impide una exploracion profunda de la inte-
rrelacion entre los planos semidtico y cognitivo, dado que carecemos de un
modelo tedrico que permita analizar ambas perspectivas de manera conjunta.

La construccién de un enfoque integrado es fundamental para superar las
limitaciones actuales y lograr una comprensién mas profunda de los procesos de
aprendizaje matematico. Para esto, es necesario realizar un analisis comparativo
exhaustivo de ambos enfoques, considerando sus fundamentos epistemoldgicos,
metodologias, implicaciones pedagodgicas y modelos de analisis. Este analisis
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permitird identificar tanto las convergencias como las divergencias entre ambas
teorias, sentando las bases para la construccion de un marco teérico unificado. El
Networking of Theories se presenta como una metodologia especialmente prome-
tedora para esta tarea, ya que permite articular de manera sistematica las relacio-
nes entre diferentes teorias y construir modelos integrativos que superen las
limitaciones de los enfoques individuales.

Este proyecto forma parte de una investigacion mas amplia en la que pre-
tendemos dar respuesta a la siguiente pregunta de investigacion: ¢En qué medi-
da el desarrollo de lazos entre los marcos teéricos APOE vy registros de
representacion semidtica contribuye a enriquecer el marco teodrico de ambas?

En este trabajo, nos centramos en las estrategias de comparaciony contras-
tacion para responder: {Qué diferencias y similitudes se encuentran en el ana-
lisis de estas teorias?

Para dar respuesta a la segunda pregunta de investigacion se plantea el
siguiente objetivo: identificar las diferencias y similitudes de ambas teorias como
parte de las estrategias para explorar la viabilidad de su integracion.

RED DE TRABAJO ENTRE TEORIAS (NETWORKING OF THEORIES)

En este trabajo se adopta la metodologia propuesta por el Networking of Theories
para estudiar la posible red de trabajo entre la teorfa APOE y de Registros de
Representacion Semiotica, en particular, para la etapa de la comparacion y la
contrastacion.

A lo largo de distintas publicaciones Prediger et al. (2008); Bikner-Ahsbahs
y Prediger (2009) se refieren al Networking of Theories, como: “el conjunto de
practicas de investigacion que tienen como objetivo crear un didlogo y estable-
cer relaciones entre partes de enfoques tedricos respetando la identidad de
dichos enfoques’.

Para sistematizar y reflejar la manera en que se lleva a cabo el didlogo entre
diferentes enfoques tedricos, el Networking of Theories proporciona un panora-
ma de estrategias de trabajo en red a distintos niveles de profundidad. Su pro-
puesta parte de dos posturas radicales, por un lado, el desconocimiento de otras
teorfas al momento de abordar una problematica y en el otro extremo una
unificacién global de las teorfas.

Adoptando como punto de partida la premisa de que las teorias no estan
aisladas, sino que pueden aprender unas de otras, 1a atencion se centra en
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estrategias intermedias para encontrar conexiones, en la medida de lo posible,
entre distintos enfoques teoricos. Todas estas estrategias intermedias se deno-
minan estrategias de trabajo en red y su finalidad radica en respetar, por un
lado, el pluralismo y/o modularidad de los enfoques tedricos autbnomos, pero
que, por otro lado, se preocupan por reducir la multiplicidad inconexa de enfo-
ques tedricos en la ciencia (Prediger et al, 2008, p. 170).

Con base en lo expuesto, las estrategias del trabajo en red se ordenan en
funcién del grado de integracion de las teorfas respectivas y se estructuran por
medio de las siguientes parejas: comprendiendo y haciendo comprensible; com-
parando y contrastando; combinando y coordinando; e integrando localmente y
sintetizando (figura 1).

Mebworking stralegies
.

I ~ N o intexyiben
other heonies sandabi | | condrasting - ]
=

Figura 1. Un panorama de estrategias para conectar enfoques tedricos
(Tomado de Prediger et al, 2008)

De acuerdo con esto, se comienza con el trabajo de comprendery hacer
comprensible los enfoques con los que se pretende trabajar. Para ello es
necesario entender los constructos clave, los principios, las preguntas, la
metodologia y la forma en que se ofrecen los resultados desde los diversos
enfoques que se pretenden considerar. Esta primera estrategia de trabajo en
red resulta fundamental si se quiere lograr una sinergia congruente entre
los diversos enfoques.

El siguiente par de estrategias de trabajo en red es comparary contrastar
enfoques teoricos. La primera se refiere a similitudes y diferencias de forma
general, por su parte, contrastar se centra mas en extraer diferencias tipicas
entre los enfoques analizados. En sintesis, esta estrategia se utiliza principal-
mente para generar una mejor comprension de las caracteristicas de las
teorias que se pretende utilizar (Bikner-Ahsbahs y Prediger, 2014).

En otra etapa, las estrategias de combinacion y coordinacion se utilizan para
comprender un fenémeno o un conjunto de datos. De esta manera la combina-
cion alude a la vision multifacética, pero no necesariamente compatible, que se
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adquiere si se observa o analiza un fenomeno desde diversos marcos teoricos y
la coordinacion refiere a la construccién de un nuevo marco conceptual a la luz
de la comprension de estos enfoques (Bikner-Ahsbahs y Prediger, 2014).

Finalmente, se explican las estrategias de sintesis e integracion local. De
acuerdo con Bikner-Ahsbahs y Prediger (2014), la sintesis refiere a la situacion
en la que las teorias estudiadas dan origen a un nuevo marco tedrico como
consecuencia de la definicion de conceptos a la luz de las teorias integradas.
Sin embargo, esta integracion a menudo no es simétrica o de alcances mayores,
por lo que se enfatiza el término “local”.

En la practica, la aplicacion de estas estrategias resulta mas complicada y
regularmente no se sigue una estructura lineal entre pares de estrategias. Usual-
mente se aplica mas de una estrategia a la vez ya que el grado de integracion
depende de las relaciones concretas encontradas (Bikner-Ahsbahs y Prediger,
2014). A pesar de lo anterior, este marco proporciona una sistematizacion util
para abordar el problema de la integracion de marcos teoricos.

METODOLOGIA

Esta investigacion es de corte teodrico-cualitativa, se basa en la metodologia del
Networking of Theories y reporta Unicamente los resultados de la etapa de com-
paracion y contrastacion. Aunque, es importante aclarar que también se imple-
mentaron las estrategias de comprendery hacer comprensibles las teorias.

En este contexto en la etapa inicial se trabajé en el compendio y andlisis de
las investigaciones de corte tedrico de cada una de las teorias consideradas en
este trabajo, mismas que permitieron estudiar y comprender sus aproximaciones
tedricas en cuanto a la manera en que buscan caracterizar sus objetos de estudio,
la forma en que conciben el conocimiento matematico, sus elementos episte-
moldgicos, como se formulan preguntas de investigacion en estos enfoques, etc.

En una siguiente etapa se identifico la metodologia de cada teoria, asi como
sus modelos de andlisis y se revisd gran cantidad de investigaciones de corte
pragmatico, en el sentido de explorar cémo se usa dicha teoria en el estudio de
fendmenos especificos. Esto permitio comprender de mejor manera la relacion
entre los constructos y modelos de analisis de cada marco teorico.

En la etapa de las estrategias comparary contrastar se consideraron los
siguientes elementos: antecedentes, epistemologia, metodologia, relacién con la
ensenanza y la comprension de las relaciones entre conceptos matematicos.
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Estos son componentes importantes en ambas teorias (Asiala et al, 1997; Duval
1995), los cuales se compararon usando matrices en las que se organizé cada
idea con sus citas especificas.

Aunque las estrategias de trabajo en red parecen ir en progresion lineal en
realidad el trabajo entre una etapa y otra fue ciclico en el sentido de que a mayor
profundidad y comprension se necesito volver sobre los primeros analisis en un
camino de ida y vuelta entre cada una de las estrategias mencionadas.

RESULTADOS

Para esta presentacion, se asume un conocimiento previo de las teorias anali-
zadas. El lector puede encontrar en: Aron et al, (2014) y Duval (1995, 2017)
referencias basicas sobre estas teorias.

COMPARACION Y CONTRASTACION

De acuerdo con Bikner-Ahsbahs y Prediger (2014), comparar se refiere a com-
prender similitudes y diferencias sobre los componentes teéricos y contrastar se
centra mas en extraer diferencias representativas. Partiendo de esta definicion,
se discuten los siguientes elementos claves entre las teorias APOE y TRRS (ver
tabla 1): antecedentes, epistemologia, metodologia, relacion con la ensefanza y
la comprension de las relaciones entre conceptos matematicos.

Tabla 1. Elementos de comparacion y contrastacion

Elementos de comparacién/ Teoria APOE TRRS
contrastacion

Antecedentes tedricos (origenes | Epistemologia genética de | Vygotsky, Piaget, Bruner,

de las teorfas) Piaget Peirce y Saussure
Epistemologia (naturaleza del Relacion sujeto-objeto Relacion objeto-
conocimiento) representacion
Metodologia (se examina si las Sistematizada No sistematizada

teorias cuentan con ella'y como
se implementa)
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Relacién con la ensenanza Forma parte de la teorfa en | No es explicita
su ciclo de investigacion
(ciclo ACE)
Comprension de las relaciones Ofrece elementos para No es explicita en como
entre conceptos matematicos modelar este tipo de esto deberia llevarse a cabo.
relaciones (Esquema)

ANTECEDENTES TEORICOS

La teoria APOE (Acciones, Procesos, Objetos, Esquemas) es un marco teorico que
busca comprender cdmo los estudiantes construyen activamente el conocimiento
matematico. Basada en la psicologia cognitiva y el constructivismo, esta teoria
propone que el conocimiento matematico no es algo que se recibe de forma
pasiva, sino que se construye a través de la interaccion del estudiante con los
objetos matematicos y las acciones que realiza sobre ellos. Piaget, con su con-
cepto de abstraccién reflexiva, influyo significativamente en el desarrollo de la
teoria (Arnon et al, 2014), al destacar como los estudiantes transforman acciones
en procesos mentales y, finalmente, en objetos matematicos.

La teoria APOE se centra en resolver la problematica de las dificultades que
experimentan los estudiantes al aprender matematicas, especialmente cuando
memorizan procedimientos sin comprender los conceptos subyacentes. Al ana-
lizar cbmo se construyen las ideas matematicas en la mente de los estudiantes
y los obstaculos que enfrentan, la teoria APOE busca disenar actividades de
aprendizaje que promuevan una comprension mas profunda. Los constructos
de esta teoria proporcionan un marco para analizar |as dificultades de los estu-
diantes y disenar tareas que faciliten la transicion de una comprension mas
superficial a una mas profunda.

La teoria APOE busca responder a preguntas como: {Como se construyen las
ideas matematicas en la mente de los estudiantes?, éQué dificultades enfrentan
los estudiantes al aprender conceptos matematicos?, éComo podemos disenar
actividades de aprendizaje que promuevan una comprension mas profunda?

La Teoria de Registros de Representacion Semidtica (TRRS) ofrece un marco
conceptual sélido para analizar cémo los estudiantes construyen su conocimien-
to matematico a través de diferentes representaciones. Al basarse en las inves-
tigaciones de Peirce y Saussure sobre la semiosis, la TRRS destaca el papel
fundamental que juegan los signos y los sistemas de signos en el pensamiento
matematico. Esta teoria se inscribe en una larga tradicién de investigacion sobre
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la representacion mental y el aprendizaje y, se nutre de las ideas de autores
como Wygotsky, Piaget y Bruner. Sin embargo, su enfoque reivindica el papel de
la semiosis en el funcionamiento del pensamiento y los considera indisociables
(Duval, 2017).

La TRRS afirma que los objetos matematicos, al ser abstractos, requieren de
diversas representaciones (graficas, algebraicas, tabulares, etc) para ser comu-
nicados y manipulados. La comprension profunda de un concepto matematico
implica la capacidad de coordinar diferentes registros de representacion, es decir,
de establecer conexiones entre distintas representaciones y de utilizarlas de
manera flexible para resolver problemas.

Al analizar como los estudiantes interacttan con diferentes representaciones,
la TRRS busca responder a preguntas clave como: éComo influyen las diferentes
representaciones en el aprendizaje matematico? (Cuales son las dificultades que
enfrentan los estudiantes al pasar de un registro a otro? Al responder a estas
preguntas, la TRRS ofrece herramientas valiosas para disenar actividades de
ensenanza que promuevan la flexibilidad en el uso de diferentes representacio-
nes y, en ultima instancia, una comprension mas profunda de los conceptos
matematicos.

Lo anterior, exhibe la naturaleza constructivista de la teoria APOE y semiocogni-
tiva (Duval, 2017) en el caso de la TRRS. A pesar de estas diferencias, ambas teorias
convergen en la idea de que el conocimiento matematico no se transmite de manera
pasiva, sino que se construye activamente a través de la interaccion del estudiante
con los objetos matematicos y las representaciones que utiliza.

EPISTEMOLOGIA

La teoria APOE acentua el papel de la construccion del conocimiento a través
de la nocion de abstraccion reflexiva y considera al individuo y al objeto de
conocimiento como una unidad que no puede separarse. Desde esta perspecti-
va el conocimiento se construye por medio de estructuras y mecanismos men-
tales que la teoria define. Por otra parte, la TRRS postula que la actividad
matematica consiste en la semiosis y no en la abstraccion (Duval, 2017). Su
enfoque centra su analisis en la dualidad objeto-representacion al caracterizar
el tipo de transformaciones semioticas propias de la actividad matematica.
Desde esta postura, un primer contraste refiere a que en la TRRS el individuo
no asume un rol explicito en el desarrollo tedrico. Situacion que puede ilustrar-
se al notar que la teoria focaliza su analisis en las posibilidades que ofrece un
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sistema semidtico en la actividad matematica. Lo anterior no significa que el
individuo no tome parte del desarrollo, sino que su consideracion se da en un
plano diferente en este enfoque tedrico, a pesar de reconocer el papel cognitivo
en la comprension.

Ahora se comparara el posicionamiento de cada teorfa acerca del conoci-
miento. En la teoria APOE, el conocimiento matematico de un individuo es
entendido como: “su tendencia a responder a las situaciones de problemas
matematicos percibidos al reflexionar sobre los problemas y sus soluciones en
un contexto social y al construir o reconstruir acciones, procesos y objetos mate-
maticos y organizarlos en esquemas para usarlos al tratar con las situaciones”
(Asiala, et al, 1997). Tratdndose de la TRRS no se pone de manifiesto una decla-
racion en cuanto a lo que se entiende por conocimiento matematico, pero
sostiene que “el quid esta en si se considera o no la SEMIOSIS...este posiciona-
miento plantea la necesidad de una distincion epistemologica entre los objetos
seguin sus modos cognitivos de acceso” (Duval, 2017).

Esta comparacién permite, por un lado, reafirmar lo mencionado sobre el pa-
pel del sujeto en ambos marcos tedricos y, por el otro, enfatizar la nocién del ob-
jeto matematico que cada teoria considera. De esta manera, para la teoria APOE,
el objeto matematico es el resultado de una relacion inseparable entre el objeto
definido matematicamente y el individuo que lo construye (Arnon et al, 2014).
En la TRRS, el objeto matematico se considera el invariante de una multitud de
representaciones semidticas que surge cuando dos 0 mas representaciones se-
midticas son reconocidas como representantes del mismo objeto (Duval, 2017).

En este contexto, otro contraste importante es que estos enfoques tedricos
abordan su trabajo desde una relacion dual, sujeto-objeto en el caso de la teo-
ria APOE y objeto-representacion en la TRRS.

La idea anterior es clave, ya que permite contrastar esta forma de interpre-
tacion. Por ejemplo, en la teoria APOE, las estructuras y mecanismos mentales
permiten profundizar en el porqué de las dificultades, en tanto que en la TRRS
se asume que estas dificultades se explican por la problematica para cambiar
el registro de representacion.

En otro aspecto, de manera general, se establece el contraste de acuerdo con
el tipo de informacion del fenomeno cognitivo en el que se enfocan. La teoria
APOE se cuestiona qué es lo que construye el aprendiz o, en otras palabras,
écudl es la naturaleza de las construcciones del sujeto?, destacando el énfasis
en la actividad de los individuos cuando resuelven un problema y como ponen en
juego aquello que han aprendido en nuevas situaciones. En este aspecto, la
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TRRS se cuestiona la relacion entre diferentes sistemas semidticos a través de las
transformaciones en y entre registros de representacion semiotica. En linea con
Duval (2017, pag. 27) el analisis semiocognitivo de la actividad matematica en
términos de registros describe la manera especifica de trabajar en matematicas.

METODOLOGIA

Bajo el contexto anterior, se abre otro punto de comparacion que consiste en
examinar la metodologia que cada enfoque tedrico pone a disposicion para el
trabajo investigativo. Este elemento resulta sumamente importante, ya que su
consistencia permite poner en practica la teoria de forma sistematica.

La teoria APOE, ofrece una metodologia de investigacion explicita basada en
un ciclo de investigacion de tres componentes: analisis teorico, diseno e imple-
mentacion de la instruccion, recopilacion y andlisis de datos. Para la intervencion
en el aula la teoria porpone un ciclo de ensenanza denominado ciclo ACE. El
ciclo de investigacion se repite hasta que los datos muestren que los estudiantes
realizan las construcciones mentales que la descomposicion genética hipotetiza.

El analisis tedrico inicial, primera etapa del ciclo, del concepto que se desea
abordar y en el cual se explora lo que significa entender el concepto matema-
tico y cdmo un individuo puede construirlo, conduce a la propuesta de una
descomposicion genética preliminar. En |a siguiente fase se procede al diseno
instruccional que busca que los individuos construyan las estructuras mentales
identificadas en el analisis tedrico del concepto. Finalmente, los datos que se
obtienen del tratamiento instruccional, como consecuencia de su aplicacion, son
analizados en el contexto de la teoria APOE vy, en su caso, utilizados para reini-
ciar el ciclo antes descrito con el proposito de refinar la descomposicion gené-
tica, si es necesario, y reformular la instruccion en relacién con los cambios en
la descomposicion genética.

Tratdndose de la TRRS, esta no ofrece una metodologia explicita que permi-
ta implementar de forma sistematica sus constructos. Lo que ofrece son una
serie de consideraciones en investigaciones con un enfoque semiético (Duval,
2008). Al respecto, esta teoria plantea que deben distinguirse dos cuestiones.
Por un lado, la identificacion de variables que determinan el desarrollo de la
comprension en matematicas y por el otro el analisis e interpretacion de las
producciones de los estudiantes (sin importar el medio por el cual se recojan).
Senala que esta distincién es vital por tratarse de un modelo del funcionamien-
to cognitivo.
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Siguiendo con esto, Duval (2008) menciona que un estudio de tipo semioti-
co puede realizarse en tres etapas que consideren lo siguiente: una necesidad
inicial de identificar las variables que denotan comprension conceptual basada
en una red de registros que abarque sus reglas de formacion, caracteristicas de
los tratamientos y conversiones y sus relaciones; dividir las producciones de los
estudiantes en segmentos de lo que el estudiante hace o no entre los diferentes
registros; finalmente, analizar las producciones en busca de relaciones que
puedan asociarse con la evolucion de la comprension o no.

A partir de esto, pueden exhibirse diferencias significativas en el trabajo
metodologico en ambos enfoques tedricos. Un primer elemento que considerar
es enfatizar la metodologia explicita que ofrece la teoria APOE en contraste con
una metodologia sugerida que ofrece la TRRS.

De manera mas detallada, 1a TRRS hipotetiza, en una de sus etapas, la con-
formacién de una red entre registros de representaciones, pero no proporcio-
na una forma sistematizada de llevar a cabo esta tarea. En consecuencia, su
implementacion queda relegada a la interpretacion que cada usuario, de la
teoria, determine.

Por el contrario, la teoria APOE coloca por delante en todo momento su
modelo de analisis (la descomposicion genética), lo cual dota al investigador de
una herramienta objetiva y sistematizada al momento de implementar la teoria
en la practica.

RELACION CON LA ENSENANZA

La situacion anterior, abre otro punto de contraste, ya que la teoria APOE esta
relacionada estrechamente con la ensenanza, situacion enfatizada en su ciclo
de investigacion, al considerar la intervencion en el aula como uno de sus ele-
mentos. Por el contrario, la TRRS busca explicar el porqué de las dificultades en
el aprendizaje de las matematicas por parte de los estudiantes, razén por la cual
puede considerarse ‘resuelta” en el sentido de que su formulacion ofrece una
respuesta a esta cuestion. Esta condicion hace que se restrinja a sugerir posibles
formas de trabajar con las trasformaciones semidticas en el aula, pero no a
describir de forma detallada y particularizada cual seria el camino para lograr
el aprendizaje.

Otro punto que refuerza la idea anterior es que bajo el enfoque de la TRRS
usualmente no se reporta o describe si la red entre registros siempre es funcio-
nal, es susceptible de mejoras o modificaciones.
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Las cuestiones anteriores pueden relacionarse con la falta de una metodo-
logia explicita, pero también, obedecer a una naturaleza distinta de lo que la
teoria se cuestiona y en la cual se observa que su génesis no esta directamente
relacionada con la ensefanza, aunque se preocupa por los problemas del
aprendizaje. Esto puede dar idea de por qué su desarrollo metodologico es de
otra indole.

COMPRENSION DE LAS RELACIONES ENTRE CONCEPTOS MATEMATICOS

Una vertiente mas por considerar es que muchos de los conceptos en matema-
ticas se relacionan entre si, por medio de temas, problematicas o como parte
de estructuras mas generales. Estas relaciones son abordadas, desde la teoria
APOE, a partir de la nocion de Esquema, 1a cual permite dar cuenta del estado
de construccion de relaciones entre conceptos matematicos que pueden aso-
ciarse con niveles que caracterizan su evolucion.

Al respecto puede destacarse que en el caso de la TRRS no se explicita como
puede explorarse el trabajo a nivel de estas relaciones.

DISCUSION

En esta seccidon se presentan cuatro elementos que nos permiten concluir que
la busqueda de una integracion de estas teorias en un nuevo marco tedrico es
viable, en el sentido de que sus principios pueden articularse de forma coheren-
te en un marco de referencia que permita definir problemas a la luz de una
nueva lente.

ELEMENTO EPISTEMOLOGICO

Un fundamento sélido para proponer la integracion de ambos marcos tedricos
es que el analisis epistemolégico muestra que los dos enfoques enfatizan el
papel cognitivo en su génesis. Aunque con una clara diferencia en su aproxi-
macion a los fenomenos de estudio.

Retomando el énfasis del sujeto en la teoria APOE y un rol no explicito, de
este, en el caso de la TRRS. Al tomar en cuenta esta observacion para el nue-
vo marco tedrico pretendido podriamos ampliar la caracterizacién acerca de la
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complejidad de las trasformaciones semioticas y resolver preguntas como équé
se necesita para que los individuos puedan realizar transformaciones semiéticas?

De manera especifica, el énfasis epistemoldgico de la teoria APOE en la
relacion indisociable del sujeto y el objeto de conocimiento puede aportar al
marco pretendido una forma de tomar en consideracion que la razén de las
dificultades de los individuos trasciende las caracteristicas semioticas y redimen-
siona el papel del sujeto.

Por otro lado, si se considera el principio de la TRRS de que la actividad
matematica precisa de los registros de representacion semiotica. Esta caracteri-
zacion puede aprovecharse para que el nuevo marco de referencia tenga la
posibilidad de considerar el papel fundamental de los registros y de las trans-
formaciones semioticas en la actividad matematica.

Es importante mencionar que en diversas investigaciones fundamentadas
en la teoria APOE se ha incluido, de alguna manera, el papel de las distintas
representaciones de un concepto. Sin embargo, inicialmente, las descomposicio-
nes genéticas no describian las Acciones o Procesos necesarios en la construc-
cion de un concepto en términos de los diferentes registros semidticos.

Al generarse un nuevo enfoque teodrico que en su génesis considere el papel
de los registros de representacion semidtica se puede extender la referencia al
objeto construido en sus distintas representaciones y ademas profundizar en
sus explicaciones. Por ejemplo, en la TRRS se reconoce que la demanda cogni-
tiva necesaria para realizar las transformaciones semioticas en cada registro es
diferente, pero no se caracteriza esta complejidad. De manera que el marco
propuesto, al integrar los mecanismos cognitivos de la teoria APOE y al redimen-
sionar su papel en los diferentes registros agregaria nuevos matices en la inter-
pretacion de los problemas sobre el aprendizaje de los objetos matematicos.

ELEMENTO METODOLOGICO

Otro elemento para considerar es lo que el modelo de analisis de cada teoria
podria aportar al nuevo marco tedrico posible. Desde la teoria APOE, la descom-
posicién genética (modelo de analisis) hipotetiza la manera en que se da la
construccion de conceptos matematicos y, dado que los objetos matematicos
son inaccesibles fisicamente, la descripcion requiere del uso de, al menos, un
registro de representacion. Con base en ello, la descomposicion genética puede
ampliar su rigueza al incorporar explicitamente la descripcion de la construccion
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del concepto matematico en los distintos registros de representacion y las tras-
formaciones entre ellos.

En este contexto, cabe senalar que las teorias analizadas no se contraponen,
dado que no se madifica la forma en que se caracteriza el modelo del pensa-
miento, sino que se podria extender y especificar la referencia al objeto que se
desea construir.

ELEMENTO EDUCATIVO (ENSENANZA)

Otro punto importante es ser consciente de que la TRRS no ofrece una metodo-
logia para la ensenanza. Esto motiva mas la pertinencia de proponer un nuevo
marco de referencia que haga claros estos elementos, mismos que permitirian
sistematizar la implementacion de los principios de la TRRS.

Por lo tanto, creemos que no es necesario partir de planteamientos nuevos,
sino que puede aprovecharse la metodologia de ensenanza de la teoria APOE
para que, en combinacion con las nociones tomadas de la TRRS, se incluya una
metodologia de ensefanza que involucre el papel de los registros de represen-
tacion semidtica de forma sistematica.

EL ELEMENTO ASOCIADO A LAS RELACIONES ENTRE CONCEPTOS MATEMATICOS

El nuevo enfoque tedrico pretendido podria integrar las ideas del estudio de
evolucion de un Esquema, propuesto en la teorfa APOE, para profundizar y
especificar las relaciones semidticas entre conceptos matematicos.

Integrar este elemento a la lente de la TRRS podria dilucidar aun mas las
relaciones entre conceptos o temas a través de los diferentes registros semioticos.

CONCLUSION

Subrayamos que los elementos aqui discutidos son el resultado de la implemen-
tacion parcial de la metodologia del Networking of Theories. Esto posibilito el
analisis que nos permitié aportar elementos que sustentan la idea de que una
integracion de la teoria APOE y la teoria de Registros de Representacion Semio-
tica en un nuevo marco tedrico es viable y consistente.

El nuevo enfoque tedrico integraria principios medulares de dos teorias
ampliamente reconocidas en la educacion matematica para abordar el estudio

EDUCACION MATEMATICA, VOL. 37, NUM. 2, AGOSTO DE 2025 241



José David Morante Rodriguez, Lidia Aurora Herndandez Rebollar, Maria Trigueros Gaisman

de problemas especificos dentro del area y contribuiria a enriquecer los elemen-
tos de estos enfoques.

Adicionalmente, se destaca que este trabajo contribuye a mostrar de mane-
ra mas detallada como se desarrollaron los dos primeros pares de estrategias
sugeridas por el marco de referencia.

Con fundamento en lo anterior, se pretende avanzar con las siguientes eta-
pas del Networking of Theories. En particular se trabajara en la construccion y
propuesta del nuevo enfoque tedrico a la luz de los elementos aqui mostrados.
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Resumen: Se presenta una secuencia de aprendizaje con enfoque ludico sobre
el razonamiento inferencial informal, compuesta por dos lecciones que integran
aspectos y conceptos clave de este razonamiento. La secuencia fue disenada
por profesoras de educacién primaria, en el marco de un Grupo de Estudio de
Clases, y se implementé con 23 estudiantes de 8 a 9 afos (grados 3y 4).
Durante las lecciones, los estudiantes realizaron predicciones, registraron datos,
obtuvieron muestras y las compararon a través del muestreo repetido. A partir
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Secuencia de aprendizaje lidica que desarrolla el razonamiento estadistico en estudiantes de 8 a 9 afos

del andlisis de los episodios de interaccion profesor-estudiante a lo largo de
la progresion de la secuencia, se identificaron manifestaciones de conceptos
centrales de inferencia informal. Algunos estudiantes mostraron compren-
sion de la variabilidad entre muestras, exploraron la incertidumbre de la
situacion, detectaron tendencias en las muestras, y expresaron las posibilida-
des al generalizar mas alla de los datos. La secuencia favorece la expresion
temprana de inferencias informales y orienta una ensefianza que busca desa-
rrollar el razonamiento estadistico en los estudiantes.

Palabras claves: educacién estadistica; estadistica temprana; secuencia de
aprendizaje; razonamiento inferencial informal; muestreo repetido.

Abstract: A playful learning sequence on informal inferential reasoning is
presented, consisting of two lessons that integrate key aspects and concepts of
this reasoning. The sequence was designed by primary school teachers within
the framework of a Lesson Study Group (LSG) and implemented with 23 students
aged 8 to 9 (grades 3 and 4). During the lessons, students made predictions,
recorded data, obtained samples, and compared them through repeated
sampling. Through analyzing teacher-student interaction episodes throughout
the sequence, manifestations of core concepts of informal inference were
identified. Some students demonstrated an understanding of variability across
samples, explored uncertainty in the situation, detected trends across samples,
and expressed possibilities by generalizing beyond the data. The sequence
fosters the early expression of informal inferences and guides instruction that
seeks to develop students’ statistical reasoning.

Keywords: statistical education; early statistics; learning sequence; informal
inferential reasoning; repeated sampling.
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1. INTRODUCCION

En la actualidad, urge una educacion ciudadana que avance mas alla de la
alfabetizacion escolar y se enfoque en desarrollar habilidades criticas y argu-
mentativas en los estudiantes (Weiland, 2017). El estudio de la estadistica, des-
de edades tempranas, permite a los ninos y ninas comprender su entorno,
explorar y argumentar con datos, desarrollar competencias de investigacion
fundamentales, y despertar el interés por esta disciplina. En esta linea, uno de
los razonamientos propios de la estadistica es el razonamiento inferencial, enten-
dido como una conclusion generalizada expresada con incertidumbre y respal-
dada por los datos disponibles, pero que los trasciende (Ben-Zvi et al, 2015).
Se distinguen dos tipos de inferencia estadistica, la inferencia estadistica formal,
basada en pruebas estadisticas sustentadas en la teoria de la probabilidad, y la
inferencia estadistica informal (IEl). Mientras la primera suele considerarse fuera
del alcance de estudiantes de primaria, la IEl involucra un razonamiento de menor
complejidad, permitiendo expresiones cualitativas de incertidumbre y la realizacion
de inferencias mediante simulaciones en lugar de féormulas cerradas (Makar y
Rubin, 2018). Los autores de este escrito, investigan sobre el razonamiento en
el ambito de la IEl en etapas tempranas del desarrollo educativo y exploran como
los ninos podrian beneficiarse de experiencias sustentadas en la inferencia
estadistica desde una perspectiva informal.

En el drea de la educacion estadistica es cada vez mas relevante la inte-
gracion de los datos y el azar, especialmente en torno a los topicos de IEl y el
razonamiento inferencial informal (RIl) (Makar et al, 2011; Makar y Rubin,
2009, 2018). El presente estudio se sitia en esta perspectiva, reconociendo
que, a diferencia de la promocioén de métodos estadisticos formales —alejados
del curriculo de educaciéon primaria—, la IEl propone una aproximacion explo-
ratoria a la inferencia mediante el razonamiento basado en distribuciones mues-
trales empiricas o simuladas (Estrella et al, 2024a, 2024b).

En el campo de la Estadistica Temprana, se han llevado a cabo investigacio-
nes que se centran en explorar datos y comprender las ideas fundamentales y
los procedimientos comunes en los procesos estadisticos desde los primeros
anos de escolaridad (e.q, Estrella, 2018; Estrella et al, 2015, 2018, 2023, 2024b;
Leavy et al, 2018). Dichas experiencias de aprendizaje familiarizan a los estu-
diantes con la IEl, para comenzar a comprender con cierta profundidad los
procesos involucrados en este tipo de razonamiento, lo que facilitara el desarro-
llo progresivo de su razonamiento estadistico en general (Makar et al, 2011).
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El foco de la inferencia estadistica reside en la formulacion de afirmaciones
probabilisticas sobre una poblacién a partir de una muestra, lo que conlleva un
complejo entramado de conceptos y procedimientos (Silvestre et al, 2022). Desa-
rrollar un razonamiento inferencial estadistico en los estudiantes implica ofrecer
oportunidades de aprendizaje que conecten conceptos clave como la variabili-
dad, centralidad y el muestreo repetido. Aunque la comprension de tales proce-
sos es clave, se han reportado dificultades en el razonamiento de aspectos
propios de la inferencia estadistica (Castro Sotos et al, 2007). Por ello, para que
los estudiantes construyan con significado sus ideas y conceptos sobre la infe-
rencia estadistica, es necesario disenar actividades y materiales adaptados a las
caracteristicas de interés y desarrollo de los estudiantes. En particular, desde el
enfoque informal, se promueve la realizacion de generalizaciones probabilisticas
con evidencia basada en datos que se extienden mas alld de estos (Makar y
Rubin, 2009, 2018).

El presente articulo es una contribucion a la docencia, ya que presenta
una secuencia de aprendizaje novedosa basada en una trayectoria hipoté-
tica de aprendizaje sobre IEIl (Estrella et al, 2023, 2024) es novedosa porque
utiliza el juego como estrategia pedagdgica para activar el interés de los
estudiantes en la recoleccion de datos, la obtencion de muestras y el anali-
sis de la variabilidad. Al comparar sus predicciones con los resultados del
experimento, los estudiantes interactan con conceptos fundamentales como
la aleatoriedad, la incertidumbre y la distribucion muestral. Estas experiencias
les permiten desarrollar progresivamente una comprension de conceptos
estadisticos clave -variabilidad, centralidad y muestreo repetido—y, paulati-
namente, llegar a comprender la naturaleza de la inferencia estadistica.

El objetivo de este articulo es analizar como una secuencia de aprendizaje
ludica, centrada en conceptos clave de la IEl, fomenta el desarrollo del RIl de
estudiantes de 8 a 9 anos.
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2. MARCO PARA LA ELABORACION DE LA SECUENCIA DE APRENDIZAIE
DE IEI

2.1. RAZONAMIENTO INFERENCIAL INFORMAL

La IEl tiene como propdsito establecer las bases para desarrollar el razonamiento
inferencial estadistico a partir de datos, e incluye la consideracion de la incerti-
dumbre y no involucra procedimientos formales (Ben-Zvi, 2016; Makar y Rubin,
2009, 2018) y, se ha consolidado como un enfoque educativo que integra aspec-
tos del RII. Estos aspectos incluyen el uso de datos como evidencia para respaldar
argumentos relacionados con problemas especificos, privilegiando la evidencia
que ofrecen los datos por sobre experiencias personales u opiniones (Makar y
Rubin, 2009; Pfannkuch et al, 2006; Pfannkuch, 2015). Ademas, contempla reali-
zar generalizaciones mds alld de los datos para comunicar conclusiones inferi-
das de casos particulares, aplicables a un conjunto mas amplio (Makar y Rubin,
2009; Rossman, 2008; Zieffler et al, 2008). Otro aspecto que enfatiza el Rll es la
importancia de expresar la incertidumbre para reconocer la falta de certeza en las
generalizaciones, considerando que las afirmaciones no son absolutas (Ben-Zvi
et al, 2012; Makar y Rubin, 2009).

El diseno de la secuencia de aprendizaje que se presenta, contempla los tres
aspectos senalados: datos como evidencia, generalizaciones mas allad de los
datos y, la expresion de la incertidumbre.

2.2 INFERENCIA INFORMAL EN EL CURRICULO ESCOLAR CHILENO

En las bases curriculares chilenas de los grados 1 a 6 de la asignatura de Ma-
tematica, no se incluyen objetivos de aprendizaje orientados a la elaboracion de
inferencias estadisticas informales (Ministerio de Educacién de Chile [MINEDUC],
2018). Aunque los contenidos asociados a la IEI no se explicitan en este curricu-
lo escolar, es posible encontrar en otras areas curriculares algunos contenidos
relacionados. En la asignatura de Ciencias, la organizacion curricular presenta el
uso de la inferencia en la habilidad de predeciry en la primera etapa de la inves-
tigacion cientifica, correspondiente a observar y preguntar (Bases Curriculares de
Ciencias Naturales, MINEDUC, 2018, p. 74). Asimismo, en la asignatura de Lengua-
je se explicitan desempenos asociados con la construccion de inferencias, a partir
de la informacion presentada en textos y, de sus experiencias y conocimientos
(Bases Curriculares de Lenguaje y Comunicacién, MINEDUC, 2018, p. 331).
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En los recientes estandares de la formacién inicial de profesores de primaria,
relativos a matematica (MINEDUC, 2022), se presenta el estandar Datos y Pro-
babilidades que comprende conceptos sobre probabilidad, proceso estadistico y
la importancia de los datos y su variabilidad al hacer inferencias en contextos
de incertidumbre. Este estdndar promueve recolectar datos “para responder una
pregunta del contexto escolar o comunitario, considerando toda la poblacion o
una muestra de ella, los organiza en tablas y/o graficos, y discute su variabilidad,
observando tendencias y realizando inferencias informales” (MINEDUC, 2022, p.
126). Respecto al estandar de Conocimiento Didactico del Contenido estadistico,
se sugiere que disenen “Secuencia actividades de aprendizaje que involucren la
recoleccién de datos de una muestra o la totalidad del curso, su representacion
y andlisis, para incentivar que sus estudiantes realicen inferencias informales y
tomen decisiones basadas en la evidencia obtenida” (MINEDUC, 2022, p. 127).

2.3 CONCEPTOS Y PROCEDIMIENTOS ESTADISTICOS CLAVE DE LA IEI

El razonamiento inferencial estadistico implica la comprension de una serie de
conceptos estadisticos (e.g, muestreo repetido; distribucion muestral empirica;
variabilidad; incertidumbre) que respaldan las inferencias. El muestreo repetido
permite obtener una muestra de una poblacion, generando multiples muestras
bajo las mismas condiciones al repetir el proceso en varias ocasiones. A medida
que se realiza el muestreo repetido, se obtiene una distribucién muestral empiri-
ca, lo que ayuda a comprender la variabilidad presente en los datos y a reducir
la incertidumbre en estimaciones, en particular, al visualizar el comportamiento
de estadisticos muestrales entre diferentes muestras. Al respecto, Alvarado et al.
(2013) senalan que las distribuciones muestrales permiten mejorar las prediccio-
nesy la toma de decisiones en situaciones de incertidumbre.

Comprender el muestreo involucra vincular la representatividad y la variabi-
lidad de la muestra, ideas aparentemente opuestas (Chance et al, 2004; Watson,
2000). La representatividad asegura que una muestra aleatoria de tamano ade-
cuado reflejard aproximadamente las caracteristicas de la poblacion, mientras
que la variabilidad implica que las distintas muestras seran diferentes. Para
comprender estas ideas, es importante distinguir entre tres tipos de distribucio-
nes: la tedrica de la poblacion, la de los datos muestrales recolectados desde la
poblacion, y la muestral de estadisticos desde diferentes muestras (Batanero et
al, 2020). Para que los estudiantes puedan establecer sus relaciones concep-
tuales, se requiere que tengan multiples experiencias trabajando con datos.
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Una de estas experiencias podria consistir en un experimento aleatorio no
equiprobable, que permita a los estudiantes familiarizarse con conceptos como
muestra (relacionados con otros conceptos como aleatoriedad, prediccion, incer-
tidumbre y muestreo repetido), variabilidad muestral y distribucion muestral
empirica (asociados a frecuencia maxima, valor modal y visualizacién). En el
contexto del razonamiento inferencial estadistico, el muestreo repetido desem-
pena un papel fundamental, pues permite generar distribuciones muestrales
empiricas, aspecto crucial para analizary desarrollar el razonamiento inferencial
desde un enfoque informal.

El diseno de secuencia de aprendizaje que se reporta, contempld procedi-
mientos del muestreo repetido, conceptos de distribucion muestral empirica,
variabilidad, incertidumbre, junto a la aleatoriedad propia del experimento no
equiprobable de la tarea central. Ademas, se diferencian los conceptos de pre-
decir, estimar e inferir, considerando que la prediccion se refiere a lo que podria
ocurrir (antes de observar los datos), la estimacién proporciona un valor aproxi-
mado (usando los datos muestrales), y la inferencia conecta los datos muestra-
les con la formulacion de conclusiones generalizables a un universo mas amplio,
basandose en evidencia empirica y considerando la variabilidad e incertidumbre.

3. METODOLOGIA

Este estudio adopté un enfoque cualitativo, enmarcado en un estudio de caso
instrumental (Stake, 2020), pues buscé describir y comprender en profundidad el
fendémeno del desarrollo del RIl de estudiantes de primaria en el contexto del aula
de clases. La investigacion se centrd en una secuencia de aprendizaje de dos
lecciones, disenada y refinada a lo largo de tres anos (cf, Estrella et al, 2023; 2024),
que buscaba promover el desarrollo del RIl en estudiantes de primaria. La secuen-
cia fue implementada en tres escuelas chilenas, lo que permitié explorar su poten-
cial en favorecer el desarrollo del razonamiento estadistico en edades tempranas.

3.1 PARTICIPANTES
En este estudio participaron 23 estudiantes de 8 a 9 anos de edad, de dos cur-
sos de una escuela rural, —un curso de grado 3 (n = 12), y otro de grado 4

(n = 11)- que experimentaron la secuencia de aprendizaje, implementada en
dos sesiones por la profesora correspondiente, en el aula habitual. Se conté con
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el consentimiento informado de la directora de la escuela, profesores y de todos
los apoderados de los estudiantes que participaron de las lecciones.

3.2 EstupIo DE CLASES

Se reportan las lecciones de dos profesoras, quienes eran parte de un grupo de
Estudio de Clases (Estrella y Olfos, 2023), con seis profesoras (de K a 5 grado) y
cuatro investigadores, las cuales trabajaron colaborativamente en el diseno e
implementacion de las lecciones durante dos meses (8 sesiones). En este Grupo
de Estudio de Clases se planifico la secuencia de dos lecciones (figura 1), que
buscaba desarrollar el Rll en los estudiantes, y fue implementada por todas las
profesoras participantes.

| Primer ciclo de EC | | Segundo ciclo de ECE
plande | IP:af'_dE' TR 1.'Ian i [ Man de
Eocion 1 g | leccitm 2
leceidn 1 | % |esedadiy 2 A
| Lversign2 | | . L wersjion 2
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Figura 1. Modelo de Estudio de Clases (EC) de ocho sesiones y dos ciclos.
Fuente: Adaptacién de Estrella y Olfos (2023).

En la sesion 1, las profesoras conocieron los tres aspectos clave del Rll como
base para el desarrollo de las tareas de los planes de clase; en las sesiones 2y
3 realizaron los juegos, vivenciando las experiencias del plan de clase 1y 2,
considerando aspectos conceptuales y formales de su implementacién. Luego,
en la sesion 4, se revisd un plan de clase (surgido desde un EC previo, Estrella
et al, 2022), se anticiparon posibles respuestas de los estudiantes como también
sus dificultades, se propusieron cambios y adaptaciones segun el contexto de
cada curso. En esta instancia, se elaboraron objetivos especificos para cada
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momento de la leccion y se establecieron metas de como se observaria el cum-
plimiento de tales objetivos, surgiendo un plan de clase 1.

Entre la sesion 4 y 5, se implemento el primer plan de clase. En cada imple-
mentacion, la profesora de cada curso fue apoyada por un docente investigador
(como participante). En la sesién 5, se hicieron cambios al primer plan de clase
con un analisis critico en conjunto con todos quienes conformaban el Grupo de
Estudio de Clases, se revisaron episodios videograbados de la implementacion
y se reflexion6 sobre la practica docente, resultando una segunda version del
plan de clase de la leccion 1. En la sesion 6, se incorporaron mejoras al plan de
clase de la leccion 2 (también surgido de un EC previo, Estrella et al, 2022),
considerando los objetivos especificos de cada momento y adaptando nuevas
propuestas. Luego de las respectivas implementaciones, se reflexion6 sobre las
tareas realizadas y se anadieron mejoras durante la sesiéon 7. La sesion §, se
enfoco en la reflexion acerca del proceso y experiencia del Estudio de Clases
desarrollado por las profesoras de la escuela y los investigadores participantes.

3.3. LA SECUENCIA DE APRENDIZAIE DE DOS LECCIONES

La secuencia estd compuesta de dos lecciones interrelacionadas. La leccién 1,
se estructura en torno a dos momentos principales. En el primer momento, se
promueve que los estudiantes usen un lenguaje de posibilidades para describir
la probabilidad de extraer bolas de ciertos colores, fomentando -mediante mate-
rial concreto y visual—, una aproximacion intuitiva a la incertidumbre. En el
segundo momento, se presenta a los estudiantes el juego no-equiprobable de
lanzamiento de dos monedas, denominado “Carrera de los Conejos’, junto con
sus reglas, entregandoles el tablero y dos monedas (artefacto aleatorio). Los
estudiantes trabajan en grupos y predicen el posible conejo ganador y registran
los datos en los tableros de juego a partir de su experiencia de muestreo. Asi,
podran comparar sus predicciones con los resultados obtenidos en un primer
tablero completado (su primera muestra) y continian jugando hasta completar
cuatro tableros de juego (cuatro muestras).

La leccion 2, en continuidad, propicia que los estudiantes comparen las muestras
obtenidas por sus companeros de curso y las propias, a través de la proyeccion
de todos los tableros completados. Finalmente, los estudiantes deben escribir una
inferencia a modo de consejo para un/a amigo/a sobre cual conejo elegir segun
sus mayores posibilidades de ganar, expresando algun nivel de posibilidad.
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En cada tablero de juego, los estudiantes realizan predicciones, completan
su tablero y comparar los resultados obtenidos en el juego aleatorio (en los
cuatro tableros propios). De este modo, los estudiantes compararian los datos
de sus muestras (registradas en los tableros de juego) con los resultados obte-
nidos por sus companeros (otras muestras), basandose en la evidencia propor-
cionada por los datos muestrales. Estas lecciones buscan que los estudiantes
argumenten sus decisiones acerca de las posibilidades de ganar, mas alla de
su experiencia individual, y lleguen a obtener una vision mas global del com-
portamiento de los datos al identificar tendencias en las muestras.

Especificamente, se esperaba como resultado de aprendizaje que los estu-
diantes, en cinco momentos de la secuencia, pudieran principalmente:

(a) Momentos 1y 2: Expresar la posibilidad de una situacién de incertidum-
bre. Realizar predicciones sobre un juego aleatorio no-equiprobable y compa-
rarlas con algunos resultados obtenidos al jugar (muestras propias), expresando
niveles de posibilidad.

(b) Momentos 3y 4: Usar los resultados obtenidos por el grupo curso (mues-
tras propias y de sus companeros) con el propésito de comparar el comporta-
miento de los resultados de los juegos, y asignar un nivel de posibilidad (a tales
posibles resultados).

(c) Momento 5: Generalizar, expresando las posibilidades de ganar més alla
de los resultados de sus juegos, argumentando (en un consejo escrito) sobre el
comportamiento de los datos (mas alla de las muestras).

3.4 PROGRESION DE LA COMPLEJIDAD DE LOS MOMENTOS Y CONCEPTOS IEI

Se anticipaba a lo largo de las dos lecciones, que los estudiantes emplearian
material concreto y realizarian predicciones basadas en su intuicion, para pos-
teriormente contrastarlas con los resultados obtenidos en las muestras. De la
observacion y comparacion de las muestras obtenidas desde el experimento
aleatorio no-equiprobable, se preveia que los estudiantes llegarian a visualizar
la variabilidad y detectarian tendencias en los datos.

Como se ha venido sosteniendo, no se pretendia que los estudiantes ni los
profesores utilizaran el lenguaje técnico del muestreo, sino que tuvieran expe-
riencias con la incertidumbre inherente a un experimento aleatorio no-equipro-
bable, con la toma de muestras y su analisis comparativo, que les permitiesen
aplicar el razonamiento inferencial informal.
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La figura 2 proporciona una descripcion detallada de las dos lecciones que
comprenden cinco momentos de la secuencia de aprendizaje.
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Figura 2. Dos lecciones que conforman la secuencia de aprendizaje
mediante cinco momentos clave. Elaboracién propia.

3.5 RECOLECCION Y ANALISIS DE DATOS

Se videograbaron dos lecciones correspondientes a las lecciones 1y 2, con una
duracion total de tres horas por cada grado educativo. La recoleccion de datos
incluyo la transcripcion completa de las lecciones, asi como el registro fotografico
de momentos significativos (como el muestreo repetido, el registro de los datos
en los tableros de juego, entre otros) y algunas producciones de los estudiantes.
El analisis de las transcripciones de las videograbaciones se centré en identificar
indicios o evidencias de la manifestacion del RIl de los estudiantes, y en selec-
cionar episodios vinculados con la IEl, que incluyen producciones verbales y
escritas de los estudiantes durante las interacciones en el aula (entre profesora y
estudiante, asi como entre estudiantes).

Para el andlisis de datos, se emplearon dos técnicas de triangulacion: por
investigadores y fuentes de datos. En la triangulacion por investigadores, cuatro
realizaron de forma independiente la identificacion de los aspectos del Rll en la
transcripcion de lecciones videograbadas —identificando evidencias de uso de
lenguaje de posibilidades, justificacion basada en datos propios o de los demas
y generalizaciones mas alld de los datos—, comparando sus resultados y
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consensuando sobre episodios relevantes para el andlisis. Por otro lado, la trian-
gulacion de fuentes de datos implicd el analisis de las transcripciones de las
videograbaciones y los registros de datos en los tableros de juego (muestras y
predicciones) de los estudiantes.

4. IMPLEMENTACION DE LAS LECCIONES

A continuacion, para cada uno de los momentos de la secuencia, se expone su
objetivo especifico relativo a uno de los aspectos del Rll (datos como evidencia,
generalizaciones mas alla de los datos, y la expresion de la incertidumbre), la
tarea correspondiente, el episodio que inicia con la intervencion de la profesora,
seguido de una transcripcion y andlisis del episodio que refleja como la profe-
sora foment6d que los estudiantes expresen sus argumentos y como los estu-
diantes manifiestan su razonamiento inferencial informal, ademas de presentar
una conclusion con un breve resumen de las acciones de los estudiantes.
Aunque se haya hecho uso del experimento aleatorio de lanzamiento de dos
monedas, la intencion en la secuencia no fue encontrar el valor de probabilidad,
ni usar el enfoque frecuentista para estimar la probabilidad —centrado en la
frecuencia relativa de ocurrencia de un suceso en una larga serie de ensayos
independientes— sino usar el experimento como un medio facilitador de la
obtencion de muestras, para la visualizacion y analisis de su comportamiento.

4.1 LECCION 1: MOMENTOS 1 Y 2 DE LA SECUENCIA DE APRENDIZAIE

Momento 1: Reconocer la incertidumbre y expresarla con un lenguaje de
posibilidades

El primer momento de la secuencia tuvo como propdésito promover la expresion
consciente de la incertidumbre frente a fenémenos aleatorios, aspecto alejado de
las practicas tradicionales de la clase de matematicas escolar. Se buscaba que
los estudiantes se apropiaran de un repertorio lingtistico que reflejara distintos
grados de certeza sobre la ocurrencia de un suceso, utilizando calificadores mo-
dales como ‘imposible’, “poco posible’, “posible”, “muy posible’, “seguro”. Asimismo,
se incentivo el uso de adverbios de duda (quizas, acaso, probablemente, posible-
mente, ojald) y verbos modales (deber, querer, saber, poder, soler), favoreciendo
una comunicacion mas matizada sobre situaciones de incertidumbre.
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La tarea del Momento 1 consistio en presentar a los estudiantes imagenes
asociadas a situaciones de incertidumbre (lado izquierdo de figura 3) junto a
una urna transparente concreta que contenia cuatro bolas de igual tamano en
dos configuraciones distintas (dos rojas y dos azules; una azul y tres verdes)
(lado derecho de figura 3). Ante cada situacion, se formulé la pregunta “?Qué
tan probable es que se tome una bolita de color rojo [0 azull?, solicitandoles
responder mediante el uso de paletas con iconos representativos de diferentes
niveles de posibilidad (‘imposible’, “poco posible’, “posible’, “muy posible” o “sequ-
ro"), como se muestra en la figura 3.

Episodio Momento 1. La profesora presenta situaciones de urnas y pregunta
al curso: ¢Qué tan posible es que ..? Los estudiantes responden eligiendo las
paletas con iconos para expresar la posibilidad de ocurrencia del suceso.

/Quk tan Frubdhle 25

GUE... tomeuna bolita de color rojo?

- L b T ] EE A T
o = " w - w . =
i;‘ e 'l‘-l e — T P
Figura 3. Estudiantes aplican escala de posibilidades en contexto de urna con 4 bolas,
leccion 1

En este episodio, los estudiantes de grado 3y 4 reconocieron las configuraciones
de las urnas presentadas y mostraron al pleno su eleccion de un nivel de posi-
bilidad asociado a la incertidumbre de la situacién. La tabla 1 presenta los
resultados de las respuestas de los estudiantes de ambos grados que evidencian
la manifestacion total de la escala de posibilidades, diferenciando dos formas
de expresion: (1) el uso de paletas como material concreto, con las cuales todos
los estudiantes seleccionan y muestran el nivel correspondiente, y (2) las inter-
venciones verbales, extraidas de las transcripciones, en las que algunos estu-
diantes enuncian oralmente el nivel de la escala. Ademas, en tabla 1 se
contrasta la frecuencia de cada tipo de manifestacion entre los grados evaluados.
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Tabla 1. Manifestacion del uso de escala de posibilidades en los grados 3y 4, leccion 1

Uso de la escala mediante las paletas Uso de escala mediante intervenciones
por los estudiantes verbales por los estudiantes

Grado 3: 100% Grado 3: 14.9%

Grado 4: 100% Grado 4: 14.7%

Los resultados de la leccion 1 (tabla 1) evidencian que, mientras el 100% de los
estudiantes de los grados 3 y 4 utilizaron las paletas (material concreto) para
manifestar su nivel en la escala de posibilidades, solo 14.8% lo expreso verbal-
mente sin apoyo material. Esta marcada diferencia sugiere que, aunque el recurso
concreto es efectivo para la representacion fisica de la escala, la expresién verbal
auténoma del razonamiento presenta mayores desafios, en ambos grados.

Momento 2: Presentacion del juego y contraste de predicciones mediante
muestreo repetido

El objetivo fue que los estudiantes realizaran predicciones, las compararan y
contrastaran con el comportamiento de sus muestras, para identificar tendencias
en los datos. Para ello, los estudiantes registraron sus datos en cuatro tableros
de juego (muestreo repetido) y comenzaron a visualizar el comportamiento de
los datos, interpretaron su variabilidad y detectaron tendencias.

La tarea consistié en la obtencion de muestras y, como medio para ello, se
presentd el experimento aleatorio no equiprobable en un contexto ludico, deno-
minado la Carrera de los Conejos, relacionado con el lanzamiento de dos mone-
das. Desde una perspectiva inferencial, se obtuvieron muestras a través de los
tableros de juego en que se registrd el avance de los conejos, etiquetados como
1, 2 y 3. Cada conejo estaba asociado con una de las tres categorias, Caras,
Sellos o distintas (Sello-Sello, Cara-Cara, Cara-Sello/Sello-Cara), de la variable
resultado del lanzamiento de dos monedas.

Inicialmente, los estudiantes participaron de un juego grupal para comprender
las reglas y el registro de los datos sobre el tablero de juego (figura 4). Cada tablero
de juego se considera una muestra —de datos categoricos—y se solicita a cada
estudiante jugar en tres ocasiones, obteniendo asi tres muestras. Una vez que se
completd uno de los cuatro tableros de juego, la profesora orient6 a los estudiantes
para que contrastaran los resultados empiricos con su prediccion inicial.
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Figura 4. Instrucciones del juego, tablero y artefacto aleatorio, Leccion 1.

Episodio Momento 2. Cada estudiante, previo al juego, realizé la prediccion y la re-
gistro en el tablero, encerrando con un circulo al conejo que consideraba que puede
resultar ganador (figura 5a). Posterior a ello, se inicié el juego, el cual consistio en
lanzar 2 monedas y registrar el resultado con una X en el tablero para senalar los
avances de los conejos a lo largo de las carreras (figura 5b). El juego terminé cuan-
do uno de los conejos llegd a la meta (figura 5¢), lo que permitio a los estudiantes
contrastar su eleccion inicial con los resultados obtenidos.

fa) i) ic

Figura 5. Prediccion (5a), registro de resultados (5b) y obtencion de primera muestra (5c)
en juego de carreras de conejos.

En la columna “Andlisis” de la tabla 2, se identifican las manifestaciones de un
RIl emergente de una estudiante (Catalina) cuando interactiia con la profesora B
(investigador). En el extracto de la transcripcion, la estudiante sefnala su siguien-
te prediccion (en el segundo tablero que corresponde a la segunda muestra) y
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explica su nueva elecciéon a partir de los datos obtenidos en los juegos realiza-
dos (muestras propias de la estudiante).

Tabla 2. Transcripcion de un episodio del momento 2 con andlisis de las interacciones
profesora y estudiante

Transcripcion en grado 3

Analisis

715  Profesora B: Catalina [mientras lanza las Promueve que los estudiantes hagan
monedas], écudl elegiste? explicitas sus predicciones

717  Catalina: [senala el conejo 3 con su dedo en  Indica su prediccion
el tablero]

718  Profesora B: el tres y épor qué? Pide justificaciones

719  Catalina: porque es el [conejo] que mas Justifica basandose en la evidencia de los
gana datos, en la mayor frecuencia de resultados

en los tableros anteriores

720  Profesora B: TU crees que va a ganar de Confronta al estudiante con la
nuevo?, ¢por que? incertidumbre de la situacion

723 Catalina: Si, porque siempre salen esos Justifica expresando cierto lenguaje de
numeros [caras distintas] posibilidad “siempre” y notando una

tendencia en los datos de sus muestras
previas enuncia una inferencia “siempre
salen esos numeros’

726  Profesora B: éVa a salir siempre asi? Incentiva a comparar los tableros (las
[Catalina hace otros lanzamientos de muestras) y a observar la variabilidad del
monedas hasta obtener cara-caral comportamiento de los datos, enfrentandola

a la incertidumbre presente en la situacion

728  Profesora B: ¢Ahi qué dio? [en el segundo Invita a considerar evidencia basada en
intento] datos recolectados previamente

729  Catalina: cara-cara Indica el resultado asociado a una

categoria distinta del suceso ganador

730  Profesora B: éSiempre sale cara-sello?, éo no Incentiva a notar la incertidumbre de la
siempre? situacién

731  Catalina: No siempre Expresa cierto lenguaje de posibilidad “‘no

siempre’, considerando la posibilidad de
obtener resultados diferentes al
previamente concebido
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La estudiante articula su RIl, combinando la tendencia que va observando
en sus muestras con el lenguaje de posibilidades, aunque en el nivel de certezas.
La intervencion docente resulta clave para promover una mirada critica hacia la
variabilidad de los datos.

En esta primera leccion, en ambos grados se observo que todos los estudian-
tes realizaron una prediccion para cada tablero de juego, en los cuales identifi-
caron la categoria resultante y registraron el dato proveniente de cada
lanzamiento, hasta finalizar el juego (proceso de obtencion de muestras propias),
reconociendo la categoria ganadora en cada tablero.

4.2 LECCION 2: MOMENTOS 3, 4 Y 5 DE LA SECUENCIA DE APRENDIZAIE
Momento 3: Visualizar y reconocer la variabilidad entre muestras

El objetivo fue que los estudiantes observaran distintas muestras y visualizaran
la variabilidad de los datos muestrales, a medida que aumentaban las mues-
tras, a través del registro simultaneo de los sucesos ganadores (moda) repre-
sentados en un pictograma.

La tarea implicd que el estudiante visualizara los datos recolectados a
través de las muestras de todo el grupo (una por estudiante, seleccionadas
tras la leccion 1 por la profesora). De esta manera, se introdujo a los estu-
diantes en el reconocimiento de la variabilidad muestral y variabilidad entre
muestras. A su vez, se buscaba que al aumentar la cantidad de muestras y
exhibirlas al pleno, los estudiantes visualizaran que el comportamiento de
los datos de su muestra no necesariamente coincide con otras muestras,
pudiendo detectar cierta tendencia entre ellas.

En esta leccion 2, los estudiantes observaron desde su muestra la categoria
de la frecuencia maxima (moda), y con ella, se fue completando el pictograma
segun el conejo ganador (figura 6).
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Figura 6. Tablero completado de un estudiante con su prediccién (circulo sobre conejo
elegido) y pictograma de sucesos ganadores de las muestras del grupo.

Completar el pictograma de los sucesos ganadores tuvo como finalidad que los
estudiantes fueran comprendiendo tanto la frecuencia con la que ocurre la
moda, como que la mayoria de los resultados de las muestras presentaban
cierta tendencia —que se iba estabilizando a medida que aumentaba el niime-
ro de muestras—. Asi, el pictograma les proporciond mayor informacion sobre la
variabilidad en distintas muestras particulares, mostrando que existian escasas
posibilidades de que emergieran otros sucesos ganadores.

Episodio del Momento 3. La profesora proyecta al pleno un tablero comple-
tado por estudiante y pregunta individualmente: “Su conejo que gano en esta
ocasion, (Creen que volvera a ganar?'. En esta instancia, varios estudiantes
comentan el comportamiento de los datos de una muestra propia y la variabili-

dad presente entre sus muestras.
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Tabla 3. Transcripcion de un episodio del momento 3 con andlisis de las interacciones
profesora y estudiante

Transcripcion en grado 4

Analisis

326

Profesora: éQué paso en esa jugada, Juan?
[se proyecta el tablero del estudiante]

Promueve que el estudiante visualice y
analice el comportamiento de los datos de
su tablero (muestra)

327

Juan: gano [el conejo 3].

Justifica baséndose en la evidencia de los
datos, indicando el suceso ganador (moda)
que tiene la frecuencia maxima en su tablero

328

Profesora: ¢Qué paso aqui?, épor qué
hay dos zanahorias? [se enfoca en el
pictograma que se construye en presen-
cia de los estudiantes segun los resulta-
dos de los tableros]

Promueve que interpreten el pictograma, e
identifiguen la categoria con una frecuen-
cia dada

329

Rocio: porque el conejo 3 gand dos veces

Identifica la categorfa de la moda e inter-
preta los dos iconos del pictograma

330

Profesora: ya, porque el conejo 3 lleva dos
victorias

Valida y repite la interpretacion de la es-
tudiante

331

Profesora: si jugaramos de nuevo, Juan,
écrees que pasaria lo mismo?

Incentiva a conjeturar sobre el comporta-
miento mas alld de los datos

332

Juan: no, porque es diferente el turno del
juego

Justifica desde el contexto, indicando que
los datos no necesariamente seguiran el
mismo comportamiento

333

Profesor B: ¢Puedes dar un ejemplo?

Solicita explicacion

334

Juan: si lanzaramos las monedas, no sal-
dria lo mismo

Reconoce la aleatoriedad referida a la po-
sibilidad de obtener diferentes resultados
en cada intento

370

Rocio: [gané el conejo] el 2 [aunque Rocio
habfa predicho que ganaba el 3]

Indica la categoria que tiene la frecuencia
maxima en su tablero y generaliza mas
alla de los datos, incluso cuando su predic-
cion inicial no coincidié con el resultado

371

Profesora: Si jugdramos otra vez, con un
tablero nuevo. Si hacemos todo de nuevo,
lanzar las monedas.. {Qué crees tu que
pasaria?

Incentiva a imaginarse un nuevo tablero
(muestra) y a conjeturar sobre el comporta-
miento de tales datos
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372

Rocio: Podria que gane el [conejo] 1 que
gane el 2, podria ser que gane el 1 o que el
3 gane. Hay probabilidades de que el 1
gane, de que el 3 gane, de que el 2 gane.
0 que [en un tablero] el 1 gane, el 3 quede
sin nada y el 2 quede [solo] con 2

Usa lenguaje de posibilidades mediante los
términos “podria ser que” y “probabilidades
de que” que denotan incertidumbre. Reco-
noce la variabilidad muestral al referirse a
las posibles diferencias de las categorias
segun las frecuencias maximas entre mues-

tras mas alld de los datos disponibles

En este momento (tabla 3), se destaca el rol de la profesora que media a tra-
vés del cuestionamiento como parte de una ensefanza basada en la explo-
racion de los datos. Cada estudiante pudo identificar, en el contexto del juego,
la categoria que tuvo mayores posibilidades de ocurrencia (moda) luego de
varios muestreos, notando las diferencias entre las frecuencias de las distintas
categorias, lo que les permitio ir reconociendo la variabilidad mediante la
visualizacion de las muestras de sus companeros y el comportamiento de los
datos en la complecion del pictograma.

Ambos estudiantes movilizan el Rll, Juan prioriza la aleatoriedad (evitando
generalizaciones), mientras que Rocio integra el lenguaje de posibilidades y la
variabilidad, avanzando hacia una comprensién mas sofisticada de la inferencia.
La intervencién docente permitio guiarlos desde lo observado hacia lo posible.

Momento 4: Asignar un nivel de posibilidad a cada categoria considerando
la tendencia en la ocurrencia de la moda en las muestras

El objetivo fue que los estudiantes seleccionaran un nivel dentro de una escala
de posibilidades asociado a la posibilidad de ocurrencia de los sucesos gana-
dores (tabla proyectada de la figura 7), considerando el comportamiento regular
y la variabilidad en la frecuencia con la que ocurre la moda en las muestras
observadas, representada en el pictograma.

La tarea consistio en que cada estudiante asignara un nivel de posibilidad
(“imposible”, “poco posible”, “posible’, “muy posible” y “sequro”) de ganar la carre-
ra para cada uno de los tres conejos. Los estudiantes podian recurrir al picto-
grama proyectado (figura 6 visible en la parte superior de la figura 7b) en la
pizarra del aula como recurso de apoyo para analizar los datos.
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Figura 7. Tabla a completar con categorias y niveles de posibilidad (proyectada en pizarra)

Episodio del Momento 4. Una vez que los estudiantes observaron y compararon
las frecuencias de las modas en el pictograma (Momento 3), la profesora les
pregunt6 por el nivel de posibilidades asignado a las categorias (conejos 1, 2,
3). Por turno, los estudiantes asignaron un nivel elegido por ellos, y la profesora
fue registrando el nombre del estudiante en la tabla proyectada en la pizarra
(figura 7).

Tabla 4. Transcripcion de un episodio del momento 4 con andlisis de las interacciones
profesora y estudiante

Transcripcion en grado 4 Analisis

993 Profesora: Recuerden que estamos toman-  Promueve que el estudiante visualice el
do en cuenta el resultado general del curso  pictograma, y llequen a detectar la ten-
lenfoca a los estudiantes en el pictograma dencia entre las muestras (el suceso ga-
construido] nador que tiene la frecuencia maxima

en los tableros) y la variabilidad en el
comportamiento de las modas

994 Profesor. Mateo, dsigues pensando que Solicita explicacién de una asignacion
puede ser imposible que el conejo 2 gane?  de posibilidades

995  Mateo: [Hace gestos con la mano indican- Reevaltia gestualmente su asignacion
do mas o menos] de posibilidad

996  Profesora: Ah, poco posible Interpreta el gesto y lo asocia a un nivel
de posibilidades

997  Profesora: [Mateo] ¢Entonces serd imposible?  Confronta al estudiante con el nivel de
posibilidades que asigno6 previamente
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998  Mateo: Poco [posible] Justifica basandose en la evidencia de
los datos, cambia su asignacion de ‘im-
posible” a “poco posible” para el conejo 2
después de observar los datos agrega-
dos del curso. Se expresa verbalmente
usando lenguaje de posibilidades

999  Profesora: Ya, poco posible Valida y repite verbalmente la asigna-
cion de posibilidad dada

1000  Profesora: &Y Judith? [solicita nivel de posi- Confronta a la estudiante con el nivel de
bilidades para conejo 2] posibilidades que asigno6 previamente

1001 Judith: EI mio lo quiero cambiar [habia se-  Ajusta su generalizacién previa cambian-
nalado anteriormente imposible para el do su asignacion inicial de ‘imposible’
conejo 2] mostrando capacidad de maodificar sus

conclusiones ante nueva evidencia de los
datos, usando el lenguaje de posibilidades

1002  Profesora: ¢A cudl lo quieres cambiar? Solicita que exprese verbalmente el nue-
vo nivel de posibilidad

1003 Judith: A poco posible Usa lenguaje de posibilidades, al reeva-
luar expresa verbalmente su nueva asig-
nacion de posibilidad

La experiencia de registro de datos en los tableros, junto con la visualizacion y la
construccion del pictograma, contribuyeron a que los estudiantes se enfocaran en
el comportamiento de las modas, en cuanto a la tendencia y variabilidad (tabla 4).

En ambos grados, todos los estudiantes asignaron un nivel de posibilidad a
cada categoria determinando su posibilidad de ocurrencia, registrando estos
niveles en una tabla que todos pueden observar. Algunos de los estudiantes
lograron comparar las frecuencias de cada categoria desde el pictograma y
visualizaron la tendencia de los datos tras el muestreo repetido.

Este episodio evidencia componentes clave del RIl en estudiantes de grado 4.
Ambos estudiantes usaron el lenguaje de posibilidades sustentado en la interpre-
tacion de datos empiricos representados en pictogramas, modificando predicciones
absolutas (‘imposible”) por expresiones mas matizadas (‘poco posible”). La interven-
cién docente permitio focalizar a los estudiantes en el analisis de las tendencias
en los datos, promover la verbalizacion de razonamientos, y facilitar la transicion
desde un pensamiento determinista hacia uno no determinista.
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Momento 5: Generar afirmaciones mds alld de los datos disponibles como
evidencia

El objetivo fue que los estudiantes formularan una inferencia informal sobre un
suceso que tiene mayor probabilidad de éxito en el contexto del juego, de acuer-
do con su andlisis previo sobre el comportamiento de los datos y expresando
cualitativamente el nivel de posibilidades de ganar.

La tarea consisti6 en que los estudiantes escribieran su inferencia futura
(figura 8), como un consejo para un amigo/a sobre elegir un conejo para jugar
segun sus posibilidades de ganar. Se esperaba que los estudiantes se expresa-
ran mediante la escala de niveles de posibilidades.

Completa tu ficha:

Si tuvieras que dar un consejo & una amiga o amiga, ] O qug
£cudl conejito le aconsejarias que elija? EPar quér _ e con g
Marca com una X |

. -,_ v
el | = S W
Figura 8. Inferencia informal escrita acerca de la ocurrencia futura de un suceso ganador
(grado 3)

Episodio del Momento 5. La profesora interacttia con un estudiante y pregunta
por el consejo que escribio, su justificacion y nivel de posibilidad. En este episo-
dio, un estudiante de tercer grado escribi¢ su inferencia informal al identificar
que el conejo 3 ha ganado mas veces. Reconocié el comportamiento regular de
las muestras y aconsejé elegir el conejo 3 pues “es muy posible” que siga ganan-
do en un proximo juego (figura 8).
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Tabla 5. Transcripcion de un episodio del momento 5 con andlisis de las interacciones
profesora y estudiante

Transcripcion en grado 3 Analisis

1147  Profesor B: ¢Qué pusiste al final en tu  Solicita que verbalice la inferencia escrita
consejo?

1148  Benjamin: Que es muy posible que gane  Usa lenguaje con un nivel de posibilidad ‘muy
el [conejo] tres. Que siga ganando posible” expresando la tendencia detectada

1149  Profesor B: éPor qué?, icomo lo sabes? Pide justificacion

1150 Benjamin: Porque ha ganado muchas Justifica usando la evidencia empirica en
veces. Asi que es muy posible que siga que el conejo 3 “ha ganado muchas veces"
ganando y reitera la inferencia futura expresandose

mediante un lenguaje con nivel de posibili-
dad “muy posible”

1155  Profesor B: &Y cudl es el consejo [para este  Reitera que verbalice su inferencia mas alla
juego] que le dirias a tu mejor amigo? de los datos

1156  Benjamin: Que es muy probable que el 3 Realiza una inferencia informal usando un
siga ganando [que elija el conejo 3] lenguaje con nivel de posibilidad “‘muy pro-
bable” y senalando la tendencia detectada

en las muestras

El episodio detallado en tabla 5 ejemplifica como los estudiantes integraron los
aprendizajes alcanzados, respecto a: (1) generalizar mas alld de los datos dis-
ponibles; (2) usar expresiones de incertidumbre; (3) usar los datos como eviden-
cia al senalar la tendencia detectada en las muestras.

La progresion desde ‘muy posible” hasta “muy probable” sugiere un refinamiento
de su lenguaje probabilistico durante la interaccion, mientras que su consistencia
al referirse a la frecuencia ganadora (‘muchas veces’) revela una aproximacion
intuitiva a la ley de los grandes numeros. Este caso ilustra como ninos pueden
articular inferencias informales apoyandose en las tendencias observadas en los
datos de las muestras. La intervencion docente permitio solicitar justificaciones y
promover el RIl segun lo anticipado previamente en el plan de clases.

Al terminar la secuencia de aprendizaje, los estudiantes abordaron con éxito las
tareas con enfoque ludico vinculadas al RIl, pudieron detectar la tendencia con la
que ocurre la moda en las muestras observadas, vivenciaron el muestreo repetido
a través de una experiencia aleatoria, y lograron expresar inferencias informales.
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4.3 RESULTADOS DE LA MANIFESTACION DE CONCEPTOS ASOCIADOS A LA IEl Y AL RII

La secuencia de aprendizaje promovié que, durante las intervenciones de los
estudiantes —tanto en la resolucion de problemas como en los didlogos con sus
companeros y su profesora—, se manifestaran los aspectos del razonamiento
inferencial informal (RII). El analisis de estas manifestaciones permitié observar
que algunos estudiantes de tercero y cuarto grado lograron realizar generaliza-
ciones mas alla de los datos.

Durante el momento 3, algunos estudiantes visualizaron y reconocieron la
variabilidad entre muestras (caso de tabla 3), y utilizando la evidencia de los
datos al realizar inferencias informales. En el momento 5, por escrito, concluye-
ron mas alla de los datos obtenidos (figura 8), justificando su inferencia a partir
del comportamiento de las muestras, sin embargo, la mayoria de los estudiantes
no expresaron un nivel de confianza. En el consejo escrito, es destacable que el
82% de los estudiantes de grado 3 justificaron el comportamiento de las mues-
tras anteriores, concluyendo mas alla de los datos y expresando un cierto nivel
de confianza (Cf, Estrella et al, 2024a). Sin embargo, en el grado 4 menos de
la mitad de los estudiantes expresaron la generalizacion con incertidumbre, o
que da cuenta de cierta limitacion del uso de lenguaje de posibilidades por
parte de los estudiantes. Esta carencia podria estar vinculada a la necesidad
de un periodo mas prolongado de familiarizacion, dado que en el aula de
matematicas los estudiantes estan mas acostumbrados a contextos de certezas
y respuestas numéricas, lo que contrasta con la naturaleza de incertidumbre y
probabilistica de las lecciones.

5. CONCLUSIONES

El analisis de la implementacion de la secuencia de aprendizaje Itdica permitio
investigar como los estudiantes de los grados 3 y 4 manifiestan conceptos aso-
ciados a la IEl'y su razonamiento. Esta secuencia de dos lecciones se organizo
en cinco momentos que integran de manera articulada conceptos fundamentales
de la IEl'y aspectos esenciales del RIl.

Los cinco momentos de la secuencia de aprendizaje, que fomenta el desa-
rrollo progresivo del Rll, lograron que los estudiantes pudieran: (i) reconocer la
incertidumbre y expresarla con un lenguaje de posibilidades; (ii) contrastar pre-
dicciones mediante muestreo repetido; (iii) visualizar y reconocer la variabilidad
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entre muestras; (iv) asignar un nivel de posibilidad considerando la tendencia
con la que se presenta la moda en las muestras, y (v) generar afirmaciones mas
alla de los datos disponibles. La secuencia de aprendizaje y el cuestionamiento
de la profesora, lograron la manifestacion del RIl de algunos estudiantes, lo que
evidencia que la secuencia les permitio trabajar de manera efectiva con datos
y conceptos propios de la inferencia estadistica. Ello va en concordancia con
investigaciones que sugieren que participar en actividades que involucran infe-
rencias informales en los primeros anos escolares podria facilitar la comprension
de conceptos y el aprendizaje mas complejo de la inferencia estadistica formal
(Makar y Rubin, 2009; Van Dijke-Droogers et al, 2020, 2021).

Los analisis de los episodios permitieron dar cuenta de como los estudiantes
manifiestan comprension de algunos de los conceptos clave asociados a la
I[El como la aleatoriedad, incertidumbre, tendencia y variabilidad muestral; asi
como de la aplicacion del muestreo repetido para visualizar e interpretar la
tendencia con la que ocurre la moda en las muestras observadas. En la reso-
lucion de las tareas con enfoque IUdico, las profesoras proveyeron experiencias
a los estudiantes sobre como obtener datos reales y utilizar la evidencia obte-
nida del comportamiento de esos datos para formular predicciones, estimacio-
nes y generar inferencias estadisticas informales, todo ello sin necesidad de
realizar célculos complejos (Cf, Estrella, 2018; Estrella et al, 2021). De este
modo, innovaron en la ensefanza de la resolucion de problemas basados en
datos, en linea con los planteamientos recientes de Fry et al. (2023).

Realizar el experimento aleatorio (lanzamiento de dos monedas) de caracter
probabilistico como medio para permitir la obtencion de muestras sin buscar
determinar ni estimar el valor de probabilidad del suceso, permitié que los estu-
diantes exploraran, desde una perspectiva inferencial informal, el comportamien-
to de los datos a través del muestreo aleatorio. Esto facilito la conexién con la
observacion de cémo un comportamiento aleatorio (del experimento de lanza-
miento de dos monedas que subyace al juego de carrera de conejos) tiende a
reqularizarse tras muchas repeticiones (muestreo repetido y muestras obtenidas
por todo el curso); asi como también, permitio evidenciar la variabilidad de los
resultados obtenidos después de un nimero reducido de repeticiones (pues cada
estudiante tuvo la experiencia con solo tres muestras propias).

Para una nueva implementacion de la secuencia propuesta, seria recomen-
dable aumentar el tamafno de la muestra, ya que un mayor numero de repeti-
ciones reduce la variabilidad y permite obtener inferencias mas precisas sobre
el comportamiento del experimento aleatorio. Una limitacion de esta propuesta
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fue la cantidad de muestras recopiladas por estudiante, cuestion que considero
la comparacion de solo cuatro muestras propias (cuatro tableros de juego),
debido al espacio acotado de la mesa de trabajo en la escuela.

La aplicacion de la secuencia de aprendizaje con un enfoque Itidico sobre
[El brinda a los profesores una estructura y orientacion claras, pudiendo antici-
parse a los éxitos y dificultades en el aula, desarrollando habilidades de obser-
vacion y reflexion, lo cual promueve la innovacion en su practica docente y en
el aprendizaje de sus estudiantes. Estudios como el presentado, son necesarios
para describir las situaciones de aprendizaje y logros conceptuales individuales
de cada nino, y permiten fundamentar investigaciones que describan experien-
cias de aprendizaje tanto de los estudiantes como de los docentes en la com-
plejidad del aula.

Esta secuencia de aprendizaje activa la expresion de inferencias informales
y constituye un valioso aporte para los docentes, al orientar el abordaje de una
ensenanza que desarrolla progresivamente el razonamiento estadistico y la
argumentacion de los estudiantes. La experiencia busca contribuir a superar
niveles tradicionales de alfabetizacion estadistica escolar, trabajando de mane-
ra articulada nociones estadisticas e inferenciales a través de un tratamiento
informal de las ideas asociadas a la inferencia estadistica, y lleva al aula de
matematica aspectos tedricos y practicos que promueven -a través del juego-
una educacion estadistica temprana de calidad.
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Learning graph theory through baseball
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Resumen: Este articulo presenta una intervencion didactica titulada ‘Apren-
diendo Teoria de Grafos a través del Béisbol’, disenada para abordar la falta
de motivacion de los estudiantes hacia el aprendizaje de las matematicas.
Aprovechando la popularidad del beisbol, la intervencion utilizo este deporte
como un medio practico y sencillo para introducir conceptos basicos de la
Teoria de Grafos, buscando despertar el interés de los estudiantes. La interven-
cion se realizd con 29 estudiantes de tercer curso de educacion secundaria y
fue evaluada a través de un cuestionario de satisfaccion y las observaciones
del docente anfitrion. Los resultados sugieren que integrar temas de interés
personal, como el béisbol, es una estrategia prometedora para incentivar el
aprendizaje de las matematicas y hacerlas mas atractivas para los estudiantes.

Palabras claves: Teoria de Grafos, Educacion Matemdtica, Béisbol, Innovacion
diddctica.

Abstract: This study presents a didactic intervention titled ‘Learning Graph
Theory through Baseball’, designed to address students’ lack of motivation
toward learning mathematics. Leveraging the popularity of baseball, the
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Aprendiendo teorfa de grafos a través del béisbol

intervention used this sport as a practical and straightforward means to introduce
basic concepts of Graph Theory, aiming to spark students' interest The
intervention was conducted with 29 third-year secondary school students and
evaluated through a satisfaction questionnaire and observations by the host
teacher. The results suggest that integrating topics of personal interest, such as
baseball, is a promising strategy to foster interest in mathematics and make it
more engaging for students.

Keywords: Graph Theory, Mathematics Education, Baseball, Didactic innovation.

INTRODUCCION

La falta de motivacién en los estudiantes hacia el aprendizaje de las matematicas
ha despertado un creciente interes en la investigacion educativa, evidenciando que
factores motivacionales y emocionales influyen significativamente en la actitud y
en el desarrollo de competencias en esta disciplina. Abin et al. (2020) destacan
que el rendimiento en matematicas depende de variables cognitivas, motivaciona-
les y emocionales, como la autoeficacia y las emociones positivas. Hannula, M.S.
(2006) y Schukajlow et al. (2017) resaltan la importancia del interés genuino y las
emociones para fomentar el compromiso y el éxito académico. Estudios como los
de Becerra-Gonzalez y Reidl (2015) y Villamizar Acevedo et al. (2020) identifican
la ansiedad y las creencias sobre el éxito académico como factores clave en la
motivacion para aprender matematicas. Ademas, Trias Seferian et al. (2024) enfa-
tizan la relevancia de la autorregulacion emocional y metacognitiva para mejorar
el compromiso y los resultados académicos.

Ademas de los factores emocionales y motivacionales, las estrategias docen-
tes son clave en la motivacion estudiantil hacia las matematicas. Ricoy y Couto
(2018) y Castro-Velasquez y Rivadeneira-Loor (2022) destacan que la falta de
contextualizacion de los contenidos influye en la motivacion de los estudiantes
por aprender esta materia. En esta linea, Mufoz et al. (2015) senalan que la per-
cepcion de irrelevancia en los contenidos genera desmotivacion por las matema-
ticas entre los estudiantes, mientras que, Corredor-Garcia y Bailey-Moreno (2020)
afirman que metodologias de ensenanza que conectan las matematicas con la
vida cotidiana tienen un impacto positivo. Esta falta de estrategias didacticas con-
textualizadas dificulta que los estudiantes desarrollen una conexion significativa

EDUCACION MATEMATICA, VOL. 37, NUM. 2, AGOSTO DE 2025 277



Maria Luisa Rodriguez Arévalo, Teudys Ramon Pérez Méndez, Javier Garcia Maimd

con las matematicas. Por ello, autores como Corbalan (1995) y Nimier (2007) han
trabajado en la divulgacion matematica, ofreciendo herramientas para acercar la
disciplina a situaciones cotidianas y responder preguntas como “épara qué sirven
las matematicas?, ayudando a superar su caracter abstracto.

En este contexto, surge la pregunta: icomo se puede despertar el interés
de los estudiantes de secundaria hacia las matematicas mediante temas que
les resulten cercanos y relevantes? Una posible respuesta se encuentra en el
béisbol, un deporte ampliamente popular en Estados Unidos y América Latina,
cuyas jugadas estratégicas pueden ser relacionadas con las matematicas
a través de la Teoria de Grafos. Esta rama de las matematicas estudia las
propiedades de los grafos y tiene aplicaciones significativas en el analisis de
redes, de datos y en la optimizacion de recursos. Aunque la Teoria de Grafos
es un area avanzada, su relacion con el béisbol puede hacerla sencilla y
relevante para los estudiantes, conectando conceptos matematicos abstractos
con situaciones de su vida cotidiana y aumentando el interés por la disciplina.

Este articulo tiene como objetivo invitar a docentes e investigadores a fomen-
tar la motivacion y el interés de los estudiantes de educacion secundaria por las
matematicas mediante una intervencion didactica que vincula la Teoria de Grafos
con el béisbol. Ademas, se busca proporcionar herramientas para introducir de
manera sencilla e intuitiva conceptos basicos de esta teoria, de modo que los
estudiantes puedan conocer esta importante rama matematica de forma divertida.

ANTECEDENTES

La educacion matematica ha enfrentado desafios importantes en términos de mo-
tivacion entre los estudiantes. Tradicionalmente, los conceptos matematicos se han
presentado de manera abstracta, lo que dificulta que los estudiantes perciban su
relevancia en contextos reales. Diversos estudios han explorado métodos alterna-
tivos para mejorar la ensenanza de las matematicas, integrando temas de interés
personal y actividades practicas. Un enfoque notable ha sido la integracion de la
musica en la ensenanza de conceptos matematicos, como lo demostraron Silva
et al (2023) y Luengo, G. et al, (2024), quienes encontraron que los estudiantes
mostraban una mayor motivacion y comprension cuando las matematicas se re-
lacionaban con la musica. De manera similar, Tokac et al. (2019), White y McCoy
(2019) y Alvarez-Rey y Mufiz-Rodriguez (2023), utilizaron juegos de estrategia
y recursos ludicos para ensenar matematicas, observando que un alto porcentaje
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de estudiantes no solo comprendia mejor los conceptos, sino que también mos-
traba un interés renovado en la materia.

Otro enfoque innovador ha sido el uso de herramientas tecnolédgicas en la
educacion matematica. Ali et al. (2023) realizaron una revision sistematica que
destaca el impacto positivo de la integracion de la tecnologia en la motivacion
y el rendimiento de los estudiantes en matematicas. Pumacallahui et al, (2021)
concluyeron que la integracion de herramientas tecnoldgicas como GeoGebra
tiene un impacto positivo en el aprendizaje, destacando que este tipo de softwa-
re no solo mejora la comprension conceptual, sino que también aumenta la
motivacion y el interés de los estudiantes por la materia.

Diversos autores han explorado estrategias para hacer la Teoria de Grafos
mas sencilla y atractiva para los estudiantes, vinculando conceptos abstractos con
situaciones cotidianas. Fernandez et al. (2010) destacan el uso de laberintos y re-
corridos para comprender propiedades de los grafos de manera Itdica. De manera
similar, Contreras-Beltran et al. (2013) emplean la teoria de ‘los seis grados de
separacion” para ilustrar conexiones sociales a través de redes. En otra linea, Nunez
et al (2016) exploran como los grafos pueden ser introducidos mediante juegos
interactivos que facilitan el aprendizaje de las estructuras de redes y conexiones.
Finalmente, Bernal et al. (2018) proponen ejemplos practicos de conexiones en
redes de transporte y logistica para visualizar aplicaciones reales de los grafos.

METODOLOGIA

Para alcanzar el objetivo de este estudio, se llevo a cabo una intervencion didac-
tica en forma de clase expositiva interactiva, donde el profesor utilizé ejemplos
del béisbol para explicar conceptos basicos de la Teoria de Grafos. Este enfoque,
que combina explicaciones con estrategias participativas, mejora la comprension
y retencion del aprendizaje (Bligh, 1998; Freeman et al, 2014; Prince, 2004).
Ademas, el uso de contextos familiares como el béisbol facilita la comprension
de conceptos abstractos y aumenta la motivacion al conectar el aprendizaje con
experiencias previas (Bransford et al, 2000; Posamentier y Smith, 2010).

Para el diseno de la intervencion didactica, se simplificaron los conceptos
fundamentales de la Teoria de Grafos y se crearon ejemplos practicos relacio-
nados con el béisbol, facilitando su comprensién de manera intuitiva. Los con-
ceptos seleccionados se presentaron de manera que ilustraran su aplicacion en
situaciones del béisbol, permitiendo a los estudiantes visualizar y entender las
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ideas abstractas de la teoria de forma concreta. Los conceptos utilizados fueron:
definicion de grafo, orden y tamano, subgrafo, grado de un vértice, grafo simple
y multigrafo, grafo dirigido y conexo y diagrama de Voronoi.

PARTICIPANTES, TEMPORALIZACION Y RECURSOS UTILIZADOS

La intervencion didactica se implementd durante una sesién de dos horas con
un grupo de 29 estudiantes pertenecientes al tercer curso del nivel de educa-
cion secundaria del centro educativo Colegio Parroquial San José Patrocinio
ubicado en Santo Domingo de Guzman, Republica Dominicana. Para su imple-
mentacion en el aula, se utilizaron recursos tecnoldgicos como PowerPoint y
GeoGebra. Con respecto a los recursos fisicos, la direccion del centro educati-
vo facilito el aula de tercero de secundaria.

EVALUACION DE LA INTERVENCION

Evaluar el impacto de la intervencion didactica es esencial para determinar su
efectividad y realizar mejoras en futuras implementaciones. Para ello, se emplea-
ron dos instrumentos: un cuestionario de satisfaccion y la observacion del docen-
te anfitrion.

El cuestionario de satisfaccion se disen6 para evaluar la motivacion e interés
de los estudiantes tras la intervencion didactica. La motivacion, entendida en
este contexto como el impulso para comprometerse con el aprendizaje, puede
ser intrinseca, cuando el interés proviene del placer de la actividad, o extrinseca,
cuando depende de factores externos como recompensas. En este caso, el enfo-
que fue la motivacion intrinseca, buscando generar interés en los estudiantes a
través de un contexto familiar y relevante como el béisbol. El cuestionario inclu-
yo cinco items para evaluar la relevancia del contenido, el interés personal y la
claridad de los conceptos, factores clave para fomentar el compromiso y la moti-
vacion (Deci y Ryan, 2000; Hidi y Renninger, 2006). A continuacion, se describen
los items y las dimensiones que buscaban explorar:

« ftem 1: Me siento motivado a aprender mds sobre Teoria de Grafos o matemd-
ticas después de esta exposicion.
Este item evaluaba la disposicion de los estudiantes a seguir explorando
temas matematicos, lo cual estd vinculado con la motivacion para el
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aprendizaje futuro. Seguin Deci y Ryan (2000), la motivacion intrinseca se
refleja en el deseo de continuar participando en actividades relacionadas con
el tema.

« ftem 2: Siento que el vinculo entre matemdticas y béisbol me ayudé a valorar
mds el estudio de las matemadticas.
Este item media la relevancia percibida del contexto interdisciplinario, ya que
vincular conceptos abstractos con temas significativos aumenta el interés de
los estudiantes. Seguin Hidi y Renninger (2006), integrar intereses personales
en el aprendizaje fomenta una percepcion positiva del contenido y refuerza
la motivacion intrinseca.

+ ftem 3: Los ejemplos y analogias utilizados durante la exposicién fueron claros.
Este item evaluaba la claridad percibida de los recursos didacticos, un aspec-
to clave para garantizar que los estudiantes encuentren los ejemplos no solo
interesantes, sino también comprensibles. Seguin Mayer (2002), una presen-
tacion clara mejora la experiencia de aprendizaje y refuerza la motivacion.

« ftem 4: Me gustaria participar en mds actividades que relacionen las matemd-
ticas con temas que me interesen.
Este item evaluaba la aceptacion de enfoques interdisciplinarios como estra-
tegia motivacional, alineandose con el interés de los estudiantes por conectar
las matematicas con areas de su interés. Sequn Renninger (2000) esta cone-
Xion puede generar un interés duradero por las matematicas.

+ ftem 5: Recomendaria esta exposicién a otros estudiantes que estén apren-
diendo Teoria de Grafos.
Este item evaluaba la percepcion del valor general de la intervencion, refle-
jando la satisfaccién de los estudiantes y su consideracién de la actividad
como significativa para compartirla. Seguin Deci'y Ryan (2000), una evaluacion
positiva indica un alto nivel de motivacion intrinseca.

Los resultados del cuestionario se analizaron utilizando una escala Likert con
cuatro opciones de respuesta: “muy de acuerdo’, “bastante de acuerdo’, “poco de
acuerdo’y ‘nada de acuerdo” (Likert, 1932). Esta escala permiti¢ identificar patro-
nes en las opiniones de los estudiantes sobre la intervencién didactica. El cues-

tionario se entregd al finalizar la exposicion, tras explicar su contenido y
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garantizar la sinceridad y anonimato de las respuestas. También se solicito a los
estudiantes que firmaran un consentimiento informado, asegurando el uso aca-
démico y anonimo de los datos.

El segundo instrumento utilizado fue la observacion del docente anfitrion,
quien, actuando como observador, proporciond una evaluaciéon cualitativa del
comportamiento y actitud de los estudiantes durante la intervencion. Segun
O'Leary (2020), la observacion es una técnica eficaz para recopilar datos en
contextos naturales, lo que permite obtener informacion rica y contextualizada
sobre el impacto real de la intervencion en el aula. Esta observacion comple-
mento la evaluacion cuantitativa proporcionada por el cuestionario, brindando
una vision mas completa del impacto de la exposicion activa en el interés y el
aprendizaje de los estudiantes.

APRENDIENDO TEORIA DE GRAFOS A TRAVES DEL BEISBOL

En esta seccion se presenta la exposicion realizada en la intervencion didactica
titulada “Aprendiendo Teoria de Grafos a través del Béisbol”. El béisbol es un
deporte de estrategias y el analisis de estas es de suma importancia para los
equipos. La Teoria de Grafos, a través de su representacion minimalista, es de gran
utilidad para realizar un seguimiento y un analisis de las jugadas y de la relacion
entre jugadores para poder obtener estrategias eficientes que logren cumplir con
el objetivo del equipo.

El béisbol es un deporte entre dos equipos de nueve jugadores cada uno,
que alternan entre posiciones ofensivas y defensivas. El objetivo del equipo
ofensivo es anotar carreras, corriendo por las cuatro bases del campo, mientras
que el equipo defensor busca eliminar al contrario con “outs’. Un “out” ocurre
cuando un jugador es eliminado, impidiendo su avance hacia las bases. Existen
‘outs” simples y situaciones especiales como el “Doble Play" o “Triple Play’, don-
de se eliminan varios jugadores en una jugada. El equipo que anote mas
carreras y consiga al menos 27 “outs’ gana.

A continuacién, analizamos diferentes jugadas que pueden ocurrir durante
un partido de béisbol y cémo pueden ser relacionadas con los conceptos bdsicos
de la Teoria de Grafos.
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GRAFO, ORDEN Y TAMANO

La figura 1 muestra un campo de béisbol donde los jugadores del equipo que
juega a la defensiva estan representados en color azul y los jugadores del equi-
po a la ofensiva en rojo. El lanzador estd ubicado en el centro del campo,
representado por el punto A, mientras que el bateador del equipo contrario se
encuentra en la caja de bateo, senalada con el punto B. Los demas jugadores
del equipo defensor estan posicionados en distintas areas del campo represen-
tados por puntos en color azul. Supongamos una jugada donde el lanzador A
envia la pelota hacia el bateador B, quien la batea hacia el jugador E. Este
jugador E recibe la pelota y, rapidamente, la lanza al jugador C, completando
asi la secuencia de la jugada. Las lineas que conectan estos puntos ilustran el
recorrido de la pelota durante la jugada, destacando las interacciones entre los
jugadores. Si eliminamos la representacion del campo de béisbol podemos
observar la representacion de la jugada en forma de grafo.

Figura 1: Ejemplo de jugada de béisbol y su representacion en forma de grafo.

Concretamente, un grafo se define como una coleccion de puntos llamados
vértices que se encuentran unidos por lineas o arcos llamadas aristas. Un grafo
se denota matematicamente por G = (V, E) donde V es el conjunto de puntos
y E es el conjunto de aristas.
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En el caso anterior, si nos centramos en el grafo que representa el recorrido
de la pelota, se obtiene el grafo que se muestra en la figura 2 (se ha cambiado
la notacion del punto E por K para evitar confusion con el conjunto E que
denota las aristas).

Figura 2: Grafo G = (V, E).

En este caso, el conjunto de vértices del grafo G = (V, E) esta formado por
los puntos V(G) = {4, B, K, C} y el conjunto de aristas estd formado las lineas
que unen los puntos E(G) = {{AB}, {BK}, {KC}}.

Adicionalmente, el orden y el tamafo de un grafo se definen como el niime-
ro de vértices y de aristas que tiene el grafo, respectivamente. Si observamos el
grafo G, se puede deducir que el orden es n(G) = 4 y el tamafno es m(G) = 3.

SUBGRAFO

La anotacion de las estrategias durante un juego de béisbol involucra a los
jugadores que tuvieron accion en la jugada después de que la pelota es
bateada. En la jugada considerada anteriormente, los jugadores implicados
fueron los que se encontraban en la posicion Ey C (figura 1). En este caso, la
anotacion de esta jugada puede ser representada como un grafo H que se
obtiene del grafo G considerado en el ejemplo anterior, eliminando algunos
de sus vértices y aristas (figura 3).

Figura 3: Subgrafo H = (V', E") en la jugada de béisbol.

284 EDUCACION MATEMATICA, VOL. 37, NUM. 2, AGOSTO DE 2025



Aprendiendo teorfa de grafos a través del béisbol

En Teoria de Grafos esta situacion se define como un subgrafo. Un grafo
H = (V', E") se denomina subgrafo del grafo G = (V, E) si los veértices y las
aristas de H estan contenidos en los vértices y en las aristas de G, es decir, si
V'EVyE CE.

GRADO DE UN VERTICE

Imaginamos ahora una situacion comun en un juego real de béisbol que da
lugar a una jugada conocida como ‘Doble Play’. En la jugada mostrada en la
figura 4, el lanzador en el punto A envia la pelota al bateador K, quien la batea
hacia el jugador en la tercera base F. Este jugador atrapa la pelota y la pasa al
jugador en la posicién D, quien a su vez la envia al jugador en la posicion C.
Al observar el recorrido de la pelota después de ser bateada, esta jugada puede
anotarse como “Doble Play F = D — C"y representarse como un grafo donde los
vértices {F, D, C} indican las posiciones de los jugadores que intervienen en la
jugada y las aristas {FD, DC} muestran el trayecto de la pelota después de ser
bateada resultando en un “out”.

Figura 4: Jugada de Doble Play F — D — Cy su representacion como grafo.
Si observamos el grafo representado en la Figura 4, se puede conocer el nimero

de “outs” en el que ha estado involucrado cada jugador. Por ejemplo, el jugador D,
ha estado involucrado en dos “outs’, uno con el jugador J y otro con el jugador K.
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Usando la terminologia de Teoria de Grafos, el nimero de “outs” en el que
estd involucrado un jugador se puede representar como el grado de un vértice.
El grado de un vértice de un grafo se define como el numero de aristas que lo
contienen y se denota por deg(V). En el caso del veértice D, su grado es
deg(V) = 2, es decir, el jugador que se encuentra en la posicion D ha sido
involucrado en dos “outs’.

De este modo, la representacion de las jugadas como grafos pueden ser Utiles
para un entrenador para anotar cual es la mayor combinacién de “outs” del equi-
po contrario y asi tener un mejor rendimiento en su equipo colocando de forma
eficiente a sus jugadores dentro del campo.

GRAFO SIMPLE Y MULTIGRAFO

Los grafos pueden ser clasificados como un grafo simple o como un multigrafo.
Un grafo simple es un tipo de grafo que no incluye ciclos ni aristas paralelas.
Por otro lado, un multigrafo es un grafo con dos o mas aristas que pueden
conectar a un mismo vértice. Las jugadas expuestas anteriormente han sido
representadas por grafos simples. A continuacién, veremos una jugada que
puede ser representada por un multigrafo.

Imaginamos una jugada donde las bases estan llenas por los corredores
L, Ky J. El bateador representado por el punto M realiza un toque de bola por
el suelo que es atrapada por el jugador en el punto B, quien la lanza al juga-
dor C en la primera base para lograr el primer “out’. Este a su vez lanza la
pelota al jugador B nuevamente para lograr el segundo “out’. En esta jugada
tanto el jugador B como el jugador C estan involucrados en la defensiva de
los dos “out’. Asi, esta jugada puede ser anotada como “Doble Play B - C - B’
y representada por el multigrafo que se muestra en la figura 5.
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Figura 5: Jugada de Doble Play B - C - B y su representacion como grafo.

GRAFO DIRIGIDO

Si observamos el grafo en la figura 5, se puede confundir la forma en la que
sucedié la jugada debido a que podria ser iniciada desde el jugador Cy termi-
nar en el mismo C o iniciar en el jugador B y terminar en el B. Por ello, en
algunas ocasiones es Util que las aristas muestren alguna direccion. En este
caso, la arista que une los puntos B y C podria denotarse como una arista diri-
gida Efa indicando que la pelota fue dirigida desde el punto B hasta el pun-
to C. Este tipo de grafos que contienen aristas dirigidas se llaman grafos
dirigidos. Por tanto, la jugada denotada anteriormente por ‘Doble Play B-C - B’
puede ser representada por el grafo dirigido que se muestra en la figura 6.

=]

]

Figura 6: Grafo dirigido que representa la jugada Doble Play B - C - B.
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Los grafos dirigidos también pueden representar jugadas mas complejas en
el béisbol como una de “Triple Play’. Un ejemplo destacado es el célebre “Triple
Play” ejecutado por los Yankees de Nueva York en su enfrentamiento contra los
Atléticos de Oakland en 2021. La jugada comienza cuando el bateador, repre-
sentado por el punto Q, realiza un golpe que hace que la pelota ruede hacia el
jugador de la tercera base en el punto A, este pisa la base para registrar el
primer “out’ y luego lanza la pelota al jugador de la segunda base en la posicion
B, quien la atrapa y consigue el segundo “out’. Finalmente, el jugador de segun-
da base pasa la pelota al jugador en la primera base en la posicion C, comple-
tando asi la jugada de “Triple Play” en la que los tres jugadores son eliminados
en una secuencia.

En esta ocasion, para representar esta jugada con un grafo es necesario
tener en cuenta que el primer jugador hizo un “out’ sin la asistencia de otro
jugador. Para poder representar esta primera parte de la jugada se debe definir
el concepto de bucle o lazo. Un bucle o lazo en un grafo es una arista que
relaciona al mismo vertice, es decir, una arista donde el vértice inicial y el vérti-
ce final coinciden.

Figura 7: Jugada de ‘Triple Play A - A - B — C" y su representacion como grafo dirigido.
Aplicando el concepto de bucle y de arista dirigida, el grafo mostrado en la figu-

ra 7 representa la jugada donde, en primer lugar, el jugador ocupando el vértice
A hace el primer “out’” con él mismo en la tercera base. Luego, el mismo jugador
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A lanza la pelota al jugador B que se encuentra en la sequnda base y realizan el
segundo “out’. Para finalizar la jugada de “Triple Play’, el jugador B de la segunda
base lanza la pelota al jugador C de la primera base para asi lograr el tercer “out’.

GRAFO CONEXO: RELACION ENTRE EL PITCHER PLINKO Y LA TEORIA DE GRAFOS

A continuacién, consideramos la representacion visual y analitica que ofrece la
herramienta Pitcher Plinko disponible en la pagina web de Baseball Savant (MLB
Advanced Media, LP). Esta herramienta permite analizar las decisiones estrate-
gicas de un lanzador al mostrar como se distribuyen sus lanzamientos segun
los conteos de bolas y strikes, ademas de evaluar los resultados obtenidos
frente a los bateadores. Esta informacion se puede relacionar directamente con
la Teoria de Grafos, donde los conteos y las transiciones entre ellos se represen-
tan como vértices y aristas, respectivamente, formando un grafo que muestra el
comportamiento del lanzador en un turno al bate.

Sandy Alcartan

STRREDUT (35T

DEmELE ()

HE R (1)
i

B

TEPLE (4
DSl E LAY {2

oy
ELD ERiOR |

o

B

FORCE DUT (1T

CHONCE |

TRERCATED PAL{T
S&E BT

Figura 8: Modelo de Pitcher Plinko para Sandy Alcantara.
Fuente: Baseball Savant MLB Advanced Media, LP.
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En la figura §, se observa el analisis del Pitcher Plinko para el jugador Sandy
Alcantara. Cada nodo circular representa un conteo especifico de bolas y strikes,
como 0-0, 0-1 o 1-1, y su distribucion de lanzamientos esta codificada por colo-
res seguin el tipo de lanzamiento: changeup (verde), four seamer (rosado), sinker
(morado), slider (amarillo) y curve (azul). Por ejemplo, el changeup fue el lanza-
miento mas utilizado por Alcantara con 895 envios, sequido por la recta four
seamer con 816. Estos lanzamientos estan distribuidos en cada conteo, siendo
0-0 el nodo mas grande, ya que representa el inicio de todos los turnos, y las
lineas conectando los nodos indican las transiciones entre conteos. El grosor de
estas lineas refleja la frecuencia de dichas transiciones. Por ejemplo, las cone-
xiones desde 0-0 hacia 0-1 o 1-0 son las mas gruesas, ya que representan los
lanzamientos iniciales mas comunes.

Figura 9: Grafo asociado al Pitcher Plinko de Sandy Alcantara.

En la figura 9, se presenta un grafo abstracto que modela las transiciones
entre conteos en el Pitcher Plinko de Sandy Alcantara. Cada vértice del grafo
representa un estado de conteo, mientras que las aristas indican las posibles
progresiones entre estos estados. Por ejemplo, la conexidn entre los vertices A
y B representa la transicion de 0-0 a 0-1, equivalente a una de las rutas mas
comunes observadas en la figura 8. Este tipo de grafo cumple la caracteristica
de ser un grafo conexo. Por definicion, un grafo conexo es aquel en el que
todos sus vértices estan conectados, es decir, hay un camino que une cualquier
par de vértices. Por tanto, este grafo conexo permite que cualquier conteo
inicial conduzca a cualquier conteo final dentro de un turno, dependiendo de
las decisiones del lanzador y las acciones del bateador. Por ejemplo, para ir
desde el vértice A al vértice H hay diferentes caminos que se pueden recorrer,
como A-B-E-H o A-C-F-H, entre otros. Estos caminos representan las diferentes
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combinaciones de conteos que un lanzador enfrenta y las decisiones que toma
al adaptarse a las circunstancias de cada turno. La relacién entre ambas
figuras destaca como la Teoria de Grafos permite abstraer y analizar los patro-
nes estratégicos del lanzador. Mientras la figura 8 proporciona un analisis
visual detallado, la figura 9 sintetiza esta informacién en un grafo que facilita
el estudio de las trayectorias posibles dentro de un turno.

Adicionalmente, los grafos pueden utilizarse para profundizar aun mas en el
analisis de la herramienta Pitcher Plinko, no solo en las transiciones entre conteos,
sino también en los resultados de los lanzamientos y su impacto en el juego. La
figura 8 muestra un analisis detallado de los lanzamientos de Alcantara, destacan-
do que permitid 16 jonrones con tipos de lanzamiento como four seamer, sinker
y slider, mientras que los lanzamientos mas efectivos para evitar cuadrangulares
fueron el changeupy la curve. Esta informacion podria integrarse en el grafo como
pesos en los veértices y aristas, lo que permitiria optimizar decisiones estratégicas
basadas en los riesgos y beneficios de cada tipo de lanzamiento.

DIAGRAMA DE VORONOI APLICADO AL BEISBOL

En el béisbol, es fundamental que los jugadores tengan un claro entendimien-
to del terreno de juego bajo su dominio, es decir, de las areas donde cada
jugador es el responsable de interceptar una pelota en movimiento. Esta distri-
bucion estratégica del terreno es crucial para coordinar una defensa eficiente y
minimizar errores. Para modelar matematicamente estas areas de influencia, el
concepto geométrico de Diagrama de Voronoi resulta especialmente Util.

Un diagrama de Voronoi divide un espacio en regiones basadas en la proxi-
midad a un conjunto de puntos. En este caso, los puntos representan las posi-
ciones de los jugadores en el campo. La construccion de estas regiones se
realiza trazando mediatrices entre los puntos mas cercanos, creando fronteras
que delimitan el &rea de influencia de cada jugador (Ubeda et al, 2017). Cada
region contiene todos los puntos del terreno que estan mas cerca de un jugador
especifico que de cualquier otro.
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Figura 10: Diagrama de Voronoi del terreno de juego en béisbol.

En la figura 10, se muestra un ejemplo del terreno de juego dividido en regiones
mediante un diagrama de Voronoi. Supongamos que los jugadores estan ubi-
cados en sus respectivas posiciones defensivas, y la pelota es bateada hacia un
destino especifico dentro del campo, indicado en la figura con una cruz. Al
observar el punto donde caera la pelota, notamos que los jugadores en las
posiciones G, Ey H parecen ser los mas cercanos al destino. Sin embargo, écual
de ellos tiene mayor probabilidad de atrapar la pelota?

Aqui es donde el diagrama de Voronoi ofrece una herramienta visual y
analitica para resolver esta pregunta. Segun la division del terreno, el destino de
la pelota esta dentro de la region asociada al jugador en la posicion E. Esto
indica que E es el jugador mas cercano y, por lo tanto, el que tiene mayor pro-
babilidad de interceptar la pelota. De esta manera, el diagrama no solo propor-
ciona un analisis geométrico del terreno, sino que también refuerza la
importancia de la ubicacion precisa de los jugadores para una defensa eficaz.

El uso de diagramas de Voronoi en el béisbol, permite a los entrenadores y
analistas evaluar como optimizar las posiciones defensivas para cubrir mejor el
terreno. Por ejemplo, se podria ajustar la ubicacion de los jugadores para equi-
librar las areas de dominio y reducir huecos vulnerables en el campo.
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ANALISIS DE LA INTERVENCION DIDACTICA

Esta seccion analiza la intervencion didactica realizada a partir de las respues-
tas de los estudiantes en un cuestionario de satisfaccion y la observacion reali-
zada por el docente anfitrion. Los resultados reflejan una percepcion positiva,
evidenciando que los estudiantes encontraron la actividad motivadora y rele-
vante. Adicionalmente, el testimonio del docente anfitrion destacé la activa par-
ticipacion de los estudiantes, senalando que la exposicion realizada despert6 el
interés y curiosidad en ellos por seguir explorando el tema.

A continuacion, se presenta un analisis detallado de ambas herramientas de
evaluacion, destacando los hallazgos principales.

|l Il.- Il |_ |.
ftem 1 ftem 2

Item 3 ltem 4 Item 5

Estudiantes
— —_ o P
i L= Lr (= s

-

m Muy die acuerdo m Bastante die acuerdo B Poco de acucrdo Mada de acuerdo

Figura 11: Resultados del cuestionario realizado a los estudiantes.

Los resultados de la encuesta mostrados en la figura 11, revelan una fuerte
aceptacion y satisfaccién de los estudiantes con la exposicién realizada. En el
primer ftem, Me siento motivado a aprender mds sobre Teoria de Grafos o mate-
madticas después de esta exposicion, 83% de los estudiantes (24 de 29) se sin-
tieron estar muy de acuerdo con que la intervencion didactica los motivo a
querer aprender mas sobre matematicas, mientras que 14% restante (4 de 29)
estuvo bastante de acuerdo. Esto indica que la intervencion didactica logro el
objetivo principal de motivar a los estudiantes por el aprendizaje de las mate-
maticas a través de un enfoque innovador y relevante. Solo hubo una respues-
ta en la categoria estar poco de acuerdo y ninguna en la de estar nada de
acuerdo, lo que refuerza la efectividad de la actividad para despertar el interés
de los estudiantes hacia las matematicas.
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En cuanto a la percepcion que tuvieron los estudiantes sobre el vinculo entre
los conceptos matematicos y el béisbol, las respuestas al segundo item Siento
que el vinculo entre matemdticas y béisbol me ayudo a valorar mds el estudio
de las matemadticas, mostraron que 79% de los estudiantes (23 de 29) estuvieron
muy de acuerdo en que el vinculo los ayudo a valorar el estudio de esta ciencia.
Esto sugiere que el uso de ejemplos practicos y contextos familiares para los
estudiantes, puede ser una estrategia poderosa para despertar el interés en el
aprendizaje de las matematicas.

Los resultados del cuestionario también destacaron la claridad de los ejem-
plos utilizados, con 76% de las respuestas de los estudiantes (22 de 29) en la
categoria estar muy de acuerdo, y 17% (5 de 29) en estar bastante de acuerdo,
en respuesta al tercer item Los ejemplos y analogias utilizados en la exposicion
fueron claros, 1o que subraya la importancia de una ensefianza con un lengua-
je sencillo y contextualizado.

Finalmente, las respuestas a las preguntas sobre la participacion en futuras
actividades y la recomendacion de la exposicion a otros estudiantes fueron igual-
mente positivas. En el cuarto item, Me gustaria participar en mds actividades que
relacionen las matemadaticas con temas que me interesen, sobre el interés en parti-
cipar en actividades similares, el 97% de los estudiantes (28 de 29) estuvieron muy
de acuerdo en participar en actividades que relacionen las matematicas con temas
que les resulten interesantes. En términos de recomendacion, en las respuestas de
los estudiantes al sexto item, Recomendaria esta exposicion a otros estudiantes
que estén aprendiendo Teoria de Grafos, 93% (27 de 29) recomendarian la expo-
sicion a otros estudiantes. Estos resultados indican no solo una alta satisfaccion
con la intervencion didactica realizada, sino también un interés significativo en la
continuidad de este enfoque educativo.

Por otro lado, se recogio el testimonio del docente que participd como obser-
vador en la exposicion, quien expresé su sorpresa y satisfaccién con la partici-
pacion de los estudiantes, comentando textualmente: “Me sorprendié lo
involucrados que estuvieron los estudiantes. Es interesante ver cdmo responden
cuando pueden relacionar los conceptos abstractos con algo tangible y familiar
para ellos. A pesar de la dificultad del contenido para su nivel académico, han
respondido de manera satisfactoria durante todo el taller y han mostrado interés
en seguir investigando sobre el tema tratado. Estoy agradecido de que hayas
traido una perspectiva fresca y efectiva a nuestra clase. Creo firmemente en usar
métodos que despierten esa curiosidad y ganas de aprender, y este taller fue un
excelente ejemplo de eso”. Este testimonio resalta la efectividad del enfoque
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utilizado en la intervencién didactica y el impacto positivo que tuvo en los estu-
diantes, reforzando la importancia de metodologias innovadoras en la educacion
matematica.

CONCLUSION

En este articulo se ha demostrado como es posible ilustrar definiciones basicas
de la Teoria de Grafos a partir de situaciones reales que ocurren en un juego de
béisbol. Los resultados de este estudio destacan una respuesta positiva de los
estudiantes hacia la intervencion didactica, subrayando el impacto motivador de
vincular las matematicas con temas de interés personal, como el béisbol. Estos
hallazgos coinciden con investigaciones previas que demuestran que integrar
temas cercanos a los estudiantes, como la musica (Silva et al, 2023; Luengo et
al, 2024), los juegos de estrategia (Tokac et al, 2019; White y McCoy, 2019), o la
tecnologia (Ali et al, 2023; Pumacallahui et al, 2021), puede aumentar su motiva-
cién e interés por las matematicas. Estos estudios sugieren que el vinculo entre los
temas elegidos y los conceptos matematicos es clave para mejorar el aprendizaje
y la motivacion en contextos educativos diversos. Nuestro estudio refuerza esta
idea, al mostrar como el béisbol puede ser una herramienta eficaz para ensenar
matematicas y fomentar el interés de los estudiantes por esta disciplina.

A partir de los resultados obtenidos y la comparacion con estudios similares,
emergen varias recomendaciones para futuras intervenciones que integren con-
ceptos matematicos con temas de interés personal. Primero, diversificar los temas,
como deportes, musica, tecnologia y juegos de estrategia, entre otros, para atraer
la atencién de un publico mas amplio y despertar el interés por las matematicas.
Segundo, priorizar la claridad en los ejemplos y analogias utilizados, comple-
mentandolos con actividades practicas y demostraciones. Tercero, promover la
participacion activa de los estudiantes mediante dinamicas interactivas y discu-
siones grupales que fomenten el intercambio de ideas. Finalmente, incorporar
herramientas tecnoldgicas que enriquezcan la experiencia y la hagan mas atrac-
tiva. Siguiendo estas recomendaciones, las futuras intervenciones didacticas
podran mantener y superar los niveles de motivacion y satisfaccion alcanzados
en este estudio, adaptandose continuamente a las necesidades e intereses de
los estudiantes.
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plagada de reglas estrictas y simbolos
abstractos que parecen ajenos a la vida
cotidiana. Sin embargo, en El infinito pla-
cer de las matemdticas, Alessandro Maccarrone desafia esta concepcion y pre-
senta una perspectiva diferente: las matematicas como un lenguaje esencial
para comprender el mundo, un arte que revela la estructura oculta del universo
y una fuente inagotable de asombro y curiosidad.

Desde el inicio, el autor deja claro que su proposito no es impartir matema-
ticas de manera convencional, sino guiar al lector en un recorrido por algunas
de las ideas mas fascinantes de la disciplina. A lo largo de diecisiete capitulos,
cada uno dedicado a un concepto fundamental, el libro ofrece una exploracién
accesible y visual de los numeros, patrones y formas geométricas, alejandose
del enfoque memoristico con el que comunmente se ensefan. En su lugar,
promueve una experiencia de aprendizaje mas intuitiva y significativa.
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La presente resena se organiza en varios apartados que analizan diferentes
aspectos de la obra: el vinculo entre las matematicas y la vida cotidiana, su
impacto educativo, su dimension filoséfica, asi como el estilo del autor. Se cierra
con un apartado de conclusiones que resume los aportes mas significativos del
libro y reflexiona sobre su relevancia en el contexto actual.

LAS MATEMATICAS EN LA VIDA COTIDIANA

Uno de los mayores aciertos de la obra es su capacidad para vincular las mate-
maticas con la realidad que nos rodea. A través de una prosa clara y amena,
Maccarrone introduce conceptos que, a primera vista, pueden parecer abstractos,
pero que se manifiestan en la naturaleza, el arte y la tecnologia. Desde la suce-
sion de Fibonacci y la proporcion aurea, visibles en la disposicion de los pétalos
de una flor 0 en la arquitectura clasica, hasta los numeros primos, cuyo misterio
ha intrigado a los matematicos durante siglos, el libro demuestra que las mate-
maticas no solo trascienden los libros de texto, sino que estan presentes en
nuestro entorno de manera natural.

Ademas de resaltar su belleza intrinseca, el autor subraya la utilidad de las
matematicas como herramienta para la toma de decisiones. En situaciones
cotidianas como evaluar probabilidades en una inversion financiera o interpre-
tar estadisticas en los medios, la comprension matematica permite analizar la
informacion con mayor rigor y evitar sesgos cognitivos. Maccarrone aborda estos
temas de forma accesible, sin tecnicismos innecesarios, demostrando la aplica-
bilidad de los conceptos matematicos en la vida diaria.

PENSAMIENTO CRITICO Y EDUCACION MATEMATICA

Otro de los aspectos mas relevantes del libro, es su énfasis en el pensamiento
critico. En una sociedad donde los datos vy las estadisticas pueden ser manipu-
lados con facilidad, el autor destaca la importancia de las matematicas como
herramienta para interpretar la informacion con precision y evitar caer en la
desinformacion. A través de ejemplos concretos, se exploran errores comunes
en la representacion de graficos y la manera en que las probabilidades pueden
ser malinterpretadas en la toma de decisiones.
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El libro también aborda uno de los mitos mas extendidos sobre esta discipli-
na: la idea de que las matematicas son internamente dificiles o inaccesibles.
Maccarrone argumenta que el problema no radica en la materia en si, sino en
la forma en que ha sido ensenada historicamente. En muchos sistemas educa-
tivos, los estudiantes son obligados a memorizar formulas y algoritmos sin
comprender su significado, lo que genera una desconexion entre el aprendiza-
je y su aplicacion. En contraposicion, el autor propone un enfoque basado en
la intuicion y la exploracion, permitiendo que los conceptos matematicos se
asimilen de manera mas natural y significativa.

Esta vision se ve reforzada por la estructura visual del libro. No se limita a la
exposicion escrita, sino que incorpora ilustraciones y diagramas que comple-
mentan la explicacion de los conceptos. Esta combinacion de texto e imagen
resulta especialmente Util para quienes han encontrado dificultades con los
métodos tradicionales de ensenanza, ya que facilita una comprension mas
profunda y accesible.

UN FORMATO INNOVADOR Y FLEXIBLE

Otro aspecto destacable es su estructura no lineal. En lugar de seguir un orden
secuencial rigido, cada capitulo funciona como una unidad independiente, per-
mitiendo que el lector explore los temas segun sus intereses. Esta flexibilidad
hace que la lectura sea mas dinamica y personalizada, alineandose con la idea
central del libro: las matematicas no deben ser un campo rigido y dogmatico,
sino una exploracion abierta y enriquecedora.

Desde su publicacion, El infinito placer de las matemadticas ha sido ampliamen-
te elogiado tanto por la critica como por el publico. Su primera edicion se agoto
rapidamente y ha sido recomendada en diversos medios de comunicacion de
Espana. Programas como La Ventana de Cadena SER han senalado que la obra
‘da la vuelta a la imagen de las matematicas como asperas e incomprensibles y
nos devuelve su belleza". De igual manera, El Ojo Critico de RNE ha destacado su
enfoque innovador y su capacidad para hacer comprensibles conceptos matema-
ticos complejos incluso para quienes no tienen formacion en el area.
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IMPACTO EN LA EDUCACION Y LA DIVULGACION MATEMATICA

Mas alld de su éxito editorial, el libro tiene un impacto significativo en la edu-
cacion matematica. Puede ser un recurso valioso para docentes que buscan
nuevas estrategias para motivar a sus estudiantes y fomentar una actitud posi-
tiva hacia las matematicas. En lugar de centrarse Unicamente en la resolucion
de ejercicios mecanicos, la obra propone una manera diferente de abordar los
numeros y sus aplicaciones, destacando su poder explicativo y su conexion con
otras disciplinas.

Asimismo, plantea preguntas filosoficas fundamentales sobre la naturaleza
de las matematicas. A lo largo de |a historia, se ha debatido si los nimeros y
estructuras matematicas son invenciones humanas o si existen independiente-
mente de nuestra percepcion. Maccarrone no ofrece respuestas definitivas, pero
invita a la reflexion con cuestiones como: élas matematicas son un descubri-
miento o una creacion? éPor qué ciertos patrones aparecen repetidamente en
la naturaleza? iExiste una estructura matematica subyacente en el universo o
simplemente proyectamos orden en un mundo cadtico? Estas preguntas enri-
quecen la experiencia del lector, llevandolo mas alla de los conceptos numéricos
y hacia una exploracion mas profunda del conocimiento.

UN ESTILO ACCESIBLE Y CAUTIVADOR

El estilo de (Maccarrone, 2023) es otro de los factores clave en la efectividad del
libro. Su escritura es clara, entusiasta y, en ocasiones, acompanada de un sutil
sentido del humor que hace que la lectura sea amena. A diferencia de otros
textos de divulgacion matematica que pueden volverse densos y técnicos, El
infinito placer de las matemdticas logra un equilibrio entre profundidad y acce-
sibilidad, manteniendo el rigor sin perder dinamismo.

CONCLUSION

El infinito placer de las matemdticas es mucho mas que un libro de divulga-
cion: es una invitacion a reconsiderar nuestra relacion con una disciplina que,
lejos de limitarse a una coleccion de reglas y férmulas abstractas, constituye
un lenguaje universal para interpretar el mundo. A través de una narrativa
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accesible, una estructura flexible y un enfoque visual innovador, Alessandro
Maccarrone demuestra que las matematicas no representan un obstaculo
impuesto, sino una forma de pensamiento que expande nuestra comprension
de la realidad.

Esta obra consigue acercar las matematicas a un publico amplio y diverso,
al tiempo que pone en tela de juicio algunos de los paradigmas educativos mas
arraigados. Propone asi una manera mas intuitiva y significativa de aprender,
en la que la exploracién, la curiosidad y la conexién con el mundo cotidiano se
convierten en elementos clave. Con ello, el autor transforma la percepcién tra-
dicional de las matematicas como disciplina arida y las presenta como una
herramienta de creatividad, belleza y pensamiento critico.

Lejos de restringirse a fines pedagdgicos o divulgativos, el libro se adentra,
también, en cuestiones de caracter filosofico sobre la naturaleza del conocimien-
to matematico. éSon las matematicas una invencién humana o un descubri-
miento inherente al universo? {Por qué ciertos patrones numeéricos emergen en
la naturaleza? Estas preguntas despiertan la curiosidad del lector y revelan la
profundidad de una disciplina que ha moldeado, silenciosamente, nuestra com-
prension del cosmos.

En un contexto global cada vez mas mediado por los datos, la légica y la
tecnologia, el pensamiento matematico se vuelve una competencia esencial.
Maccarrone recuerda que comprender los niumeros no es Unicamente una
destreza académica, sino una habilidad critica para la vida moderna. Nos per-
mite tomar mejores decisiones, interpretar informacion con mayor criterio e inclu-
so maravillarnos ante la estructura oculta del universo.

En definitiva, £l infinito placer de las matemdticas no es un libro sobre for-
mulas: es una celebracion del deseo humano de comprender. Su propuesta nos
anima a mirar las matematicas con otros 0jos, no como un terreno exclusivo de
expertos, sino como una experiencia intelectual al alcance de todas las personas.

Desde esta perspectiva, invito a las lectoras y los lectores de la Revista Edu-
cacion Matemdtica a explorar esta obra, cuya lectura enriquecera su vision de
las matematicas y les permitira reencontrarse con el asombro, la belleza y el
placer de pensar.
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de Investigacion y Divulgacién de la Educacion /
Matematica (SOMIDEM), se atiende el compro-

miso por impulsar el intercambio de conocimientos acerca de esta disciplina, con
la publicacion de la obra Tendencias en la Educacion Matemdtica 2024, la cual
recopila el testimonio de las investigaciones presentadas en el X Taller Internacional
Tendencias en Educacion Matematica Basada en la Investigacion (TEMBI 10).

El libro, editado por Estela Juarez Ruiz y Lidia Hernandez Rebollar, consta de
ocho capitulos en los que se ofrece un panorama en torno a cuatro tendencias
en la investigacion en educacion matematica: la creatividad en educacion mate-
matica, la comprension de conceptos matematicos, la construccion de modelos
mentales en las matematicas y, el uso de herramientas tecnoldgicas para el
aprendizaje de las matematicas.

A continuacion, presento una resefla de esta obra, que forma parte de la
serie sobre ‘Innovaciones en investigacion en matematica educativa” de la Edi-
torial SOMIDEM, en la que expongo una vision de las propuestas que integran
el libro, asi como una reflexién critica sobre su aporte para conectar la teoria y la
practica en la educacion matematica.

L Universidad de Guadalajara, guadalupe.vera@academicos.udg.mx, https://orcid.org/0000-0001-8294-6585
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Los capitulos uno y dos, conforman la primera tendencia sobre “creatividad
en la educacion matematica”. En ellos, se aborda el pensamiento creativo como
una competencia esencial del siglo XXI. Primero, Josip Slisko explora el uso de
acertijos geomeétricos con cerillos para fomentar la creatividad en 24 participan-
tes de un taller de TEMBI 10 -profesores de matematicas y estudiantes de
licenciatura y posgrado.

La propuesta revisa modelos teoricos sobre creatividad y describe los atributos
de las tareas que fomentan el pensamiento creativo. A través de la interaccion en
un grupo de Facebook, los participantes resolvieron en tiempo real dos acertijos y
propusieron diversas soluciones que superaron en originalidad soluciones historicas
y algunas popularmente difundidas en internet Este trabajo evidencid la efectividad
de las actividades propuestas para generar soluciones multiples, y critica la tendencia
en la literatura a presentar una unica solucion a los problemas matematicos.

Ljerka Juki¢ Mati¢, presenta enfoques didacticos que estimulan la creatividad
en el aula mediante tareas matematicas abiertas, tareas de soluciones multiples, el
planteamiento de problemas y el uso de tripticos o tareas estructuradas en tres
fases, disenadas para promover el pensamiento flexible y la originalidad en los
estudiantes. La autora, reconoce también el impacto del ambiente escolar, la cola-
boracion entre pares y el apoyo docente en el desarrollo del pensamiento creativo
y, concluye reflexionando sobre la necesidad de una cultura escolar que integre
estas estrategias didacticas que fomentan la creatividad, como una componente
esencial para el aprendizaje de las matematicas.

En la segunda tendencia de “‘comprension de conceptos matematicos’, se
presentan dos investigaciones que aportan a la ensefanza y el aprendizaje de
las matematicas. El estudio del capitulo tres, conducido por Veronica Vargas y
Luis Montero, analiza como la modelaciéon matematica en contextos de soste-
nibilidad ambiental puede fomentar el aprendizaje de conceptos matematicos
como razones, proporciones y funciones lineales. Nueve estudiantes de posgra-
do resolvieron una actividad contextualizada en la tala de arboles y la refores-
tacion de un bosque. Con base en los principios de la perspectiva de modelos
y modelacién, se evaluaron los productos escritos (cartas, tablas férmulas) y las
reflexiones de los participantes en foros virtuales, evidenciando haber llegado a
integrar los conocimientos matematicos con valores ciudadanos como la con-
ciencia ambiental.

En el capitulo cuatro, Eddie Aparicio-Landa, Landy Sosa-Moguel, Camila
Magana y Maleni Padilla exploran el aprendizaje de las propiedades de con-
traccion y traslacion de la integral definida en 19 profesores de matematicas en
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formacion, mediante tareas disenadas para promover la abstraccion reflexiva. Se
emplearon representaciones geométricas y analiticas para favorecer la compren-
sion de estas propiedades como relaciones invariantes en procesos de acumu-
lacion. Los resultados muestran que, mientras la propiedad de traslacion pudo
ser abstraida y generalizada por parte de los futuros profesores, la propiedad de
contraccion solo se comprendié en casos particulares, sin lograr su generaliza-
cion. Se concluyd que aunque el enfoque basado en tareas con representaciones
geométrico—analiticas favorecio la comprension conceptual, se requiere un énfa-
sis mayor en la relacion geomeétrica entre el coeficiente del argumento de las
funciones y sus transformaciones graficas.

Los trabajos de la tercera tendencia de “construccion de modelos mentales
en las matematicas’, destacan la importancia de los objetos mentales en el
aprendizaje de los numeros decimales y en la resolucion de problemas. En la
investigacion del capitulo cinco titulada “objetos mentales sobre numeros deci-
males: Un estudio con alumnos de educacion secundaria’, los autores Alejandro
Esparza, Carlos Valenzuela, Adrian Gomez y Claudia Orozco plantean como
objetivo identificar los objetos mentales que estudiantes de segundo de secun-
daria (13-14 anos) construyen sobre los nimeros decimales, en el marco de la
teoria de los modelos tedricos locales, que abarca cuatro componentes: el mode-
lo de competencia formal, el modelo de ensefanza, el modelo de comunicacion
y el modelo de cognicion.

Centrado en esta ultima componente, los resultados evidenciaron dificultades
persistentes en la clasificacion, comparacion, conversion y operacion con niime-
ros decimales. Se identifico la confusion entre nimero y su notacién decimal,
aplicar reglas propias de los nimeros naturales a los numeros decimales, des-
conocer la propiedad de densidad de los nimeros decimales. Asimismo, se
documento el sindrome MADA, que implica atribuir a la multiplicacion un efec-
to de incrementar un valory a la division uno que disminuye. El estudio aporta
informacién valiosa para mejorar la ensenanza de los numeros decimales.

Luego, la relacién entre representaciones graficas situacionales y matematicas,
generadas por estudiantes de bachillerato y sus respuestas al resolver el proble-
ma del arbol caido, es analizada en el capitulo seis por Martha Patricia Velasco
y Josip Slisko. Con la participacion de 54 estudiantes que trabajaron de forma
individual y grupal, se identificaron tres tipos principales de dibujos: situaciona-
les (pictoricos), matematicos (que modela matematicamente la solucion) y mixtos
(un dibujo matematico sobre uno situacional), encontrando una fuerte correla-
cién entre las respuestas correctas y el uso de dibujos matematicos, dobles (dos
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representaciones separadas, matematica y situacional) y mixtos. La investigacién
evidencia que la habilidad de representaciones matematicas favorece la com-
prension y planificacion de la solucion de problemas verbales.

Los dos estudios en el eje de “uso de herramientas tecnoldgicas para el
aprendizaje de las matematicas” ilustran la efectividad del uso reflexivo de las
herramientas tecnoldgicas para dar significado a los objetos matematicos. En el
capitulo siete, las autoras Ingrid Quilantan y Flor Rodriguez realizaron un estu-
dio descriptivo cuyo objetivo fue proponer una actividad basada en la modela-
cion matematica para promover la comprension de la funcion logistica por
parte de estudiantes de secundaria, mediante la solucion de problemas reales
y con apoyo del software GeoGebra.

La necesidad de aprendizaje de la funcion logistica se identifico en el plan
de estudios del nivel basico, especificamente en la asignatura de ciencias en
primero de secundaria, donde se estudian las interacciones depredador-presa y
el equilibrio de poblaciones en un ecosistema. Esta funcién modela matemati-
camente el crecimiento poblacional, y su grafica es una curva sigmoidea cuyas
variables son poblacion (p) y tiempo (t): p(t) = ] - En una etapa inicial, el
crecimiento se modela de forma exponencial y postenormente desacelera hasta
una determinada cota.

Con sustento en la modelacion matematica, que coloca la relacién entre el
mundo real y la matematica en el centro de la ensenfanza y el aprendizaje, se
disend una actividad con dos problemas -uno, sobre la propagacion de un rumor
y, otro, sobre el crecimiento de bacterias-, en los que se incorporaron el llenado
de tablas, 1a lectura de graficas y la prediccion de cantidades de poblacion.

Posteriormente, se realizo la aplicacion de la actividad en un grupo de 15 estu-
diantes de tercer grado de secundaria y se analizaron sus respuestas. Los principales
hallazgos indican que los estudiantes lograron identificar las propiedades de la
funcion logistica, como su cota o constante de capacidad de carga, y relacionaron
la funcion con una idea intuitiva de razon de cambio. Asi mismo, se pudo verificar
que la manipulacion dinamica en las graficas representadas en GeoGebra permitio
la prediccion e interpretacion cualitativa de los fendmenos propuestos.

Finalmente, en la investigacion del capitulo ocho, llevada a cabo por Vero-
nica Vargas, Carlos Valenzuela y Martha Aguiar, se identifican las técnicas que
emplean estudiantes de posgrado en ensefanza de las matematicas, al resolver
un problema verbal modelado por un sistema de ecuaciones lineales mediante
el uso de la hoja de cdlculo, ademas de analizar sus percepciones sobre el
potencial pedagdgico de esta herramienta.
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Desde el enfoque de génesis instrumental y la triada Tarea—Técnica—Tarea,
se identificd que los estudiantes usaron diversas técnicas, como el uso de celdas
como variables, la sintesis de relaciones en hoja de calculo, uso de determinan-
tes, entre otras -algunas directamente en hoja de calculo y otras combinando
ademas lapiz y papel y GeoGebra-. Los participantes reconocieron el potencial
de la hoja de calculo como herramienta para la comprension de conceptos como
variable, ecuaciéon o incognita. Se concluye que el uso de la hoja de calculo
permite un tratamiento dinamico de los objetos algebraicos y favorece la tran-
sicién hacia un pensamiento matematico significativo.

El libro Tendencias en la Educacion Matemdtica 2024 abre lineas de accion
para llevar a cabo investigaciones y practicas pedagogicas que fortalecen el
didlogo entre teoria y practica en la educacion matematica: fomentar el pensa-
miento creativo como habilidad para resolver problemas con multiples solucio-
nes, la comprension profunda de conceptos matematicos mediante la modelacion
y la ensenanza interdisciplinaria, representar las relaciones matematicas median-
te modelos mentales significativos, y fortalecer la comprension matematica
mediante el uso didactico y reflexivo de tecnologias educativas.

La obra desafia la concepcién tradicional de la ensefanza, centrada en la
transmision de contenidos y propone, en su lugar, tratar la matematica como
una forma de interpretar y describir los fendémenos. Se documentan tendencias
que responden a demandas por una educacion que forme a las nuevas gene-
raciones como personas capaces de pensary actuar de manera critica y creati-
va, en espacios de exploracién y colaboracion. Futuras ediciones del taller
podrian discutir el papel de la formacién del docente de matematicas como eje
transversal para el desarrollo de estas tendencias.
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