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EDITORIAL DOI: 10.24844/EM3101.00

Editorial

Joven, con apenas 31 anos, la revista Educacion Matemdtica celebra su aniver-
sario dispuesta a alcanzar nuevos horizontes y sabiéndose reconocida por su
calidad tanto de la comunidad de lectores como de diferentes indices nacionales
e internaciones. Lograr que un proyecto editorial se mantenga vivo durante
tantos anos implica la reunién de varios elementos; el primero de ellos es una
razon de ser, el sequndo una comunidad de lectores y el tercero un comité
editorial que la sustente.

La razon de ser de esta revista es ofrecer un espacio de difusion de resultados
de investigaciones desarrolladas en el marco de la disciplina de la Educacion
Matematica, principalmente en la region iberoamericana. Esto permite que la
comunidad pueda producir nuevas investigaciones, conocer resultados que se
han generado en torno a cierto tema, preguntas que siguen abiertas y propuestas
para innovar la ensefanza. Difundir estos elementos es una contribucion suma-
mente importante —aunque a veces parezca limitada— para incidir en la sociedad
y en la forma en que ésta se manifiesta en torno a la ensenanza de las mate-
maticas. Pero, lestamos haciendo lo necesario?

Cada vez que aparecen los resultados de examenes nacionales o interna-
cionales, como es el caso de la evaluacion Pisa, los medios de comunicacion y
la sociedad misma se vuelcan para encontrar explicaciones sobre el bajo ren-
dimiento de los estudiantes. (Qué elementos tienen unos y otros para generar
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dichas explicaciones? Me parece que hasta ahora todavia son pocos, y que la
difusion generada por este 6rgano editorial debiera llegar a infiltrarse en la cultura
popular. Este objetivo es, sin duda, muy ambicioso y ademas cuestionaria la espe-
cializacion que como proyecto editorial hemos alcanzado. A pesar de ello, consi-
dero que es un momento de reflexién y de cambio, es necesario generar nuevas
secciones dentro de la revista que estén orientadas a otros sectores que partici-
pan en las decisiones, grandes y pequenas, que afectan la forma en que la
ensenanza de las matematicas tiene lugar en la aulas e incluso fuera de ellas.

Existen diferentes investigaciones e incluso teorias, como es la Teoria Antro-
pologica de lo Didactico y las Etnomatematicas, que muestran que las socieda-
des influyen de manera determinante en la forma en que se ensenan las
matematicas y viceversa. {No es acaso una responsabilidad nuestra incidir en
la sociedad para alcanzar una relacién mas positiva en la forma de organizar
la ensenanza de las matematicas? Desde este espacio invito a la comunidad a
hacerse parte de esta iniciativa y a generar ideas, sugerencias y propuestas de
una nueva seccion que nos permita llegar a un publico que tiene interés en —o
necesidad de— comprender la naturaleza de la ensenanza de las matematicas
y las formas en que ésta pueda alcanzar mayor calidad. Una sociedad sin ele-
mentos de reflexion sobre lo que cree, ensena y pretende, estd condenada a
sobrellevar un destino en lugar de generarlo.

Avenilde Romo Vazquez
Editora en jefe
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ARTICULOS DE INVESTIGACION DOI: 10.24844/EM3101.01

Geometria dinamica y razonamiento cientifico:
Duo para resolver problemas

Dynamic geometry and scientific reasoning:
Duo to solve problems

Camilo Sua Flérez?
Leonor Camargo Uribe?

Resumen: En este articulo presentamos la resolucion de un problema de
geometria por parte de una pareja de estudiantes de grado noveno de educa-
cion basica secundaria, que esta relacionado con el lugar geométrico de los
centros de las circunferencias que contienen dos puntos dados. Para su desa-
rrollo los estudiantes contaron con el apoyo de un programa de geometria
dinamica. Apoyados en indicadores de génesis instrumental y razonamiento
cientifico, analizamos el proceso llevado a cabo por estos estudiantes con miras
a destacar la sinergia que se produce entre el uso de herramientas y funciones
de un programa computacional (especificamente GeoGebra) y el razonamiento
cientifico que ponen en juego los estudiantes al enfrentar el problema. Con
base en el analisis realizado, mostramos cémo esta sinergia lleva a la confor-
macion de un ddo que impulsa procesos propios de la actividad matematica
esperada en la escuela.

Palabras clave: Razonamiento cientifico, Resolucién de problemas, Geometria
dindmica, Génesis instrumental GeoGebra.
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Camilo Sua Flérez y Leonor Camargo Uribe

Abstract: In this article we present the resolution of a geometry problem by
students of ninth grade of secondary basic education, which is related to the
locus of the centers of the circumferences that contain two given points. For
the development of the solving process, the students were supported by a
dynamic geometry program. Supported by theoretical elements framed in instru-
mental genesis and scientific reasoning, we analyze the process carried out by
these students with the aim of highlighting the synergy between the use of
tools and functions of a computational program of this nature (specifically
GeoGebra), and the scientific reasoning that the students manifest when con-
fronting the problem. Based on the analysis carried out, we show how this
synergy leads to the conformation of a duo that drives processes of the math-
ematical activity expected in the school.

Keywords: Scientific reasoning, Problem solving, Dynamic geomelry, Instrumental
genesis, GeoGebra.

INTRODUCCION

En Colombia, desde la promulgacion de los Lineamientos Curriculares para el
area de Matematicas (1998), se insiste en que la resolucién de problemas sea
la actividad matematica central en la que se involucren los estudiantes de edu-
cacion basica y media. Solo asi podran poner en funcionamiento procesos como
el razonamiento, la representacion y la comunicacion de ideas, base para la
competencia matematica con la cual enfrentar situaciones cotidianas, profesio-
nales o cientificas a lo largo de la vida. Sin embargo, en observaciones de clases
de profesores en ejercicio y en descripciones hechas en trabajos de grado de
nivel de maestria (v.g. Martinez, 2016), vemos que esta orientacién aun no es
una practica usual en las clases de matematicas y subsiste desorientacion sobre
como organizar curriculos alrededor de problemas.

En 2015y 2016 profesores del grupo de investigacion Aprendizaje y Ense-
fanza de la Geometria (/4 * G), de la Universidad Pedagdgica Nacional (Colom-
bia) trabajamos en colaboracion con profesores del drea de matematicas del
Instituto Pedagdgico Nacional, escuela laboratorio de la Universidad, en la pre-
paracion y experimentacion de secuencias de ensenanza para los grados sexto
a noveno, disenando clases de geometria alrededor de problemas. El objetivo
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era promover en los estudiantes experiencias académicas de indagacion propias
de las ciencias, pero no exclusivas de ellas pues pueden estar presentes en
situaciones de la vida cotidiana y profesional.

En el marco del trabajo descrito, uno de nuestros focos de interés fue iden-
tificar el papel de un software de geometria dindmica (SGD) para apoyar el
razonamiento cientifico de estudiantes y promover por esa via la actividad mate-
matica. Entendemos esta como el conjunto de acciones, procesos, lenguajes,
problemas que se valen de herramientas, técnicas y lenguajes matematicos.

El interés investigativo surge de estudios que muestran que el uso de SGD
favorece procesos de argumentacion y demostracion (v.g. Samper y Toro, 2017).
Lo anterior nos motivo a pensar que este recurso podria apoyar el razonamiento
cientifico y a analizar la actividad matematica de parejas de estudiantes de grado
noveno usando indicadores de génesis instrumental y de razonamiento cienti-
fico. En este articulo pretendemos aportar a la comprension de la sinergia, o
accion conjunta, que se produce entre el razonamiento cientifico y el uso de un
SGD mediante un estudio de caso de una pareja de estudiantes. El estudio muestra
que estos dos elementos conforman un ddo util para la resolucion de problemas,
que deberia explotarse de manera mas decidida en las clases de geometria.

REFERENTES CONCEPTUALES

Presentamos los fundamentos tedricos que sirvieron de base para el analisis: la
geénesis instrumental y el razonamiento cientifico. Sobre cada elemento adelan-
tamos una revision de literatura no exhaustiva, con la intencion de configurar
dispositivos analiticos para el ejercicio.

ESQUEMAS DE UTILIZACION Y ACTIVIDAD INSTRUMENTADA

Coincidimos con Samper, Perry, Camargo, Molina y Echeverry (2010) al senalar
que la presencia de tecnologias informaticas en la ensefianza no garantiza su
influencia positiva en el aprendizaje. Se requieren disefnos cuidadosos de tareas,
basados en la comprension del proceso de apropiacion de las tecnologias, para
generar ambientes de indagacién que propicien la construccion de conocimiento.
Para ello se requieren estudios analiticos que adopten marcos de referencia que
favorezcan la interpretacién de la interaccién entre los individuos y las tecnologias
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informaticas. Autores como White (2008), Leung, Chan y Lépez-Real (2006) y
Trouche (2014) resaltan que la génesis instrumental es un constructo analitico
adecuado para examinar el aprendizaje mediado por ambientes tecnologicos.

La génesis instrumental, constructo elaborado por Rabardel (1995), caracte-
riza el proceso a través del cual los individuos interactiian con artefactos que
median su actividad al resolver tareas, los dotan de significado y los incorporan
en su labor bajo secuencias de acciones realizadas de manera regular. Los
artefactos permiten amplificar o modificar las habilidades humanas para trans-
formar el entorno; estan concebidos de forma tal que permiten ‘materializar’, a
través de representaciones, imagenes mentales. El uso de artefactos hace que
los usuarios les atribuya funciones, desarrollando formas de uso personales.
Cuando esto ocurre, se dice que cada individuo ha construido un instrumento
a partir del artefacto (Pérez, 2014). Por ello su valor es inseparable de quien lo
usa y especificamente de como lo usa (Leung et al, 2006).

Con base en lo anterior, decimos que un artefacto que interviene en la gene-
racion de conocimiento matematico se puede convertir en un instrumento que
media el aprendizaje (Samper, Camargo, Molina y Perry, 2013; Trouche, 2014). En
este proceso los estudiantes interactiian con artefactos materiales o simbolicos
desarrollados con fines determinados, educativos o no, para resolver tareas mate-
maticas y eventualmente les asignan funciones especificas, haciendo de ellos
instrumentos de aprendizaje. Segun Rabardel (1995) convertir un artefacto en
instrumento requiere de dos procesos interrelacionados, producto de una relacion
entre el individuo y el artefacto: instrumentalizacién e instrumentacion. En la figu-
ra 1 representamos la relacion entre los procesos mencionados.

4 Un artefacto ™ ' Un sujeto W
Sus limitaciones ‘ i ‘ Su conocimiento
\_ Sus posibilidadi J Instrumentacion p \_ Sumeétodo de trabajo Y,
<4
Instrumentalizacién

/..
Un instrumento "para hacer
algo”

Parte del artefacto + esquemas
N S

Figura 1: Instrumentalizacion-instrumentacion (tomada de Trouche, 2005)
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La instrumentalizacion es el proceso de identificar los componentes de un
artefacto y reconocer sus limitaciones y posibilidades para resolver un problema
o realizar una tarea. En términos de Verillon y Rabardel (1995, citado en Trouche,
2014) y Algahtani y Powell (2016), es un proceso en el que el individuo dirige
la atencion hacia el artefacto y enriquece o modifica las propiedades de este
para utilizarlo a favor de sus fines. Tres etapas pueden reconocerse: descubrir y
seleccionar funciones relevantes, personalizar/ajustar el artefacto a rasgos carac-
teristicos personales y transformar el artefacto (Trouche, 2014). A modo de ejem-
plo, consideremos una cuerda (artefacto) creada por el hombre con el fin de
amarrar objetos. El individuo puede aplicarle polvo de color y tensionarla sobre
una superficie plana, realizar una pulsacion sobre esta y ver como queda un
rastro sobre la superficie que podria representar una linea recta. En este caso el
usuario desarrolla modos de usar la cuerda con un proposito determinado
(representar una recta) y este proposito es distinto de aquel con el que fue
concebida originalmente (amarrar objetos); en consecuencia, tiene lugar una
modificacion del significado del artefacto para el usuario.

Por su parte, la instrumentacion corresponde al proceso de aparicion, desa-
rrollo y adaptacion de esquemas de utilizacion con los que el individuo incorpora
el artefacto en la resolucion de tareas o problemas. Este proceso senala la
influencia del artefacto en el individuo (Trouche, 2014). Entendemos por esque-
ma de utilizacion, en consonancia con Leung et al. (2006) y Samper et al. (2013),
un procedimiento esquemadtico de acciones que se realizan regularmente al usar un
artefacto para un determinado fin. Retomando el ejemplo, la cuerda (artefacto)
se pone en funcionamiento con un esquema de utilizacién (aplicar polvo de
color, tensionar y pulsar sobre una superficie plana) y se identifica una via para
trazar rectas cuando no se cuenta con una regla; probablemente asi se usara
en futuras oportunidades. En este proceso el individuo asocia el artefacto a un
esquema particular (Algahtani y Powell, 2016), deja atras su utilidad convencio-
nal y adopta un nuevo uso de acuerdo con sus necesidades.

Concebimos el instrumento como el conjunto de un artefacto y las formas en
que este es usado por un individuo al resolver una tarea (Pérez, 2014). El instru-
mento existe siempre y cuando haya una relacion significativa entre el artefacto
y el usuario, en el marco de una actividad especifica; de ahi que el instru-
mento sea una entidad dual. Aclaramos que la relacién de un usuario con un
artefacto es de caracter subjetivo; en consecuencia, dos individuos pueden enfo-
car de diferente manera el uso del mismo artefacto, desarrollar distintos esque-
mas y crear actividades e instrumentos diferentes (Algahtani y Powell, 2016).
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Para efectos del analisis que presentamos, los esquemas de utilizacion pue-
den ser vistos como senales de la actividad matematica de los estudiantes
cuando resuelven problemas con apoyo en alguin SGD (Samper et al, 2013); esto
debido a que los SGD estan configurados para reproducir lo mas cercanamente
posible, atributos y propiedades matematicas, que se constituyen en invariantes
al arrastre de los elementos construidos. Pero écual es el artefacto en ese caso?
Seguin Pérez (2014), el artefacto podria ser el ambiente computacional en si
mismo, o cada herramienta de este (v.g, rectas paralelas, punto medio). En
nuestro trabajo, asumimos artefacto como cada uno de los comandos o funcio-
nes provistos por GeoGebra.

Las acciones de los estudiantes guian lo que ocurre en pantalla y esto a su
vez los guia a realizar nuevas acciones, produciendo esquemas de utilizacion,
propios de los artefactos de GeoGebra empleados. Al ir convirtiéndolos en ins-
trumentos, los estudiantes pueden utilizar el SGD para resolver problemas. Estu-
diar la génesis instrumental requiere, en términos de White (2008), no centrarse
en los artefactos en si mismos, sino en el proceso de génesis para usuarios
particulares y usos especificos.

RAZONAMIENTO CIENTIFICO

Lawson (2004) y Alshamali y Daher (2015) conciben el razonamiento cientifico
como el proceso cognitivo y de procesamiento de informacion, que se manifiesta
en las actuaciones de los individuos, por medio del cual se formulan enunciados
condicionales, se construyen explicaciones argumentadas sobre estos, y se rea-
lizan inferencias que van mas alla de la experiencia directa. Segun Morris, Croker,
Masnick y Zimmermann (2012), el razonamiento cientifico efectivo tiene lugar
cuando de manera simultanea intervienen formas de pensar inductivas y deduc-
tivas. Para ello, los individuos deben comprender como evaluar lo que es cono-
cido o creido en la actualidad, desarrollar preguntas comprobables, testar
hipdtesis, procesar datos y trazar conclusiones apropiadas al coordinar evidencia
empirica y tedrica. Este razonamiento exige ademas tratar informacion sistema-
ticamente, trazar inferencias razonables a partir de patrones observados y
reflexionar sobre el proceso de adquisicion y cambio del propio conocimiento
que resulta de la actividad de investigar.

Hogan, Nastasi y Pressley (1999) concretan, para el ambito educativo, el
razonamiento cientifico considerandolo como la construccién conjunta de
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explicaciones, argumentos y modelos, a partir de observaciones propias y datos
obtenidos en contextos de clase. Esta concepcion estd orientada por la perspec-
tiva social adoptada por algunos educadores matematicos (Yackel y Hanna,
2003) que se enfocan en los aspectos comunales del razonamiento y la actividad
matematica. Desde esa perspectiva, describen el razonamiento matematico como
‘una actividad comunal en la que los aprendices participan al interactuar entre
ellos para resolver problemas matematicos” (Yackel y Hanna, 2003, p. 228).

Con base en las ideas expuestas entendemos el razonamiento cientifico
como un proceso cognitivo y social mediante el cual se aborda un fenémeno
del campo de las ciencias (o0 un hecho del campo de las matematicas) con miras
a entenderlo, explicarlo y hacerlo parte del bagaje tedrico propio. En este se
conjuga la exploracion sistematica de un problema, la formulacion y testeo de
hipdtesis, la manipulacion de variables aisladas y la observacion y evaluacion
de consecuencias (Bao et al, 2009), obteniendo como resultado enunciados
relativos al hecho abordado en el problema.

Las ideas presentadas anteriormente nos permiten destacar como relevantes:
la valoracion del razonamiento cientifico como recurso para enfrentar la resolu-
cion de problemas y el apoyo que puede brindar un artefacto, en la medida que
se haga instrumento. Particularmente, nos enfocamos en los esquemas de uti-
lizacion de los estudiantes al abordar el problema en GeoGebra y en los vestigios
del razonamiento cientifico que se puede evidenciar en su trabajo.

METODOLOGIA

Nuestro estudio es una investigacion de disefio (Bakker y van Eerde, 2015),
motivada por el interés de promover procesos de desarrollo curricular. Organi-
zamos la presentacion de la metodologia de acuerdo con las fases propias de
esta metodologia. Por motivos de espacio, incluimos solo informacion relaciona-
da con el analisis especifico presentado.

FASE DE PLANEACION
Partiendo del interés de profundizar en la posible sinergia entre la génesis instru-

mental y el desarrollo del razonamiento cientifico, disefamos secuencias de ense-
fanza para los grados 6° a 9° (12-16 anos), a partir de problemas de conjeturacion
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en donde los resultados obtenidos al resolver un problema determinan el cuerpo
base de conocimiento construido socialmente en la clase para enfrentar la
resolucién de sucesivos problemas. Las secuencias ofrecen a los estudiantes la
posibilidad de formular definiciones de objetos geométricos, establecer relaciones
de dependencia, proponer conjeturas y justificarlas.

Los estudiantes de grado noveno conocian herramientas basicas de GeoGe-
bra (v.g. construir puntos, rectas y segmentos, determinar distancias), lo cual,
desde nuestro punto de vista, propiciaba la variedad y riqueza de las explora-
ciones. El enunciado del problema cuya resolucion analizamos en este articulo
es el siguiente:

Problema de los dos puntos: dados dos puntos Ay B, existe una circunferencia que
los contiene? éExiste otra? (Existen mas? Si es el caso, (donde se encuentran los
centros de las circunferencias que contienen los puntos Ay B?

El objetivo del problema es que los estudiantes descubran que los centros de
las circunferencias que contienen a los puntos vy pertenecen a la mediatriz del
segmento . Anticipamos que ellos pueden llegar a dos posibles conjeturas al
usar GeoGebra en la resolucién del problema:

Conjetura 1 [C1]. Dados dos puntos Ay B.Si Ay B pertenecen a una circunferencia,
entonces, el centro de la circunferencia pertenece a la mediatriz del segmento AB
(o cuerda AB).

Conjetura 2 [C2]. Dados dos puntos Ay B. Si un punto C pertenece a la mediatriz
del segmento AB, entonces C es centro de una circunferencia que contiene los
puntos dados.

Contemplamos que C1 podia derivarse de una exploracion en la que los estu-
diantes construyeran distintas circunferencias no congruentes y las ajustaran,
manipulando su centro, por ejemplo, para que la condicién del enunciado del
problema se satisficiera. Un nimero considerable de circunferencias construidas
bajo esta condicion permitiria evidenciar que los centros pertenecen a la media-
triz del segmento AB (Figura 2).
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0.6Y

Construyen el segmento y una Mueven el centro de la Construyen una
circunferencia tal que pertenece  circunferencia para que circunferencia distinta que
a ella. también contenga al punto. contenga al punto.

Mueven el centro de la sequnda  El proceso mencionado se Construyen la recta que
circunferencia para que contenga repite unas cuantas veces contiene los centros de las
al punto. mas. circunferencias.

Figura 2: Proceso de exploracion para obtener C1

(2 podia darse cuando los estudiantes construyeran el segmento ABy su media-
triz con el fin de obtener el punto medio del segmento, construyendo asi la
circunferencia para la cual el segmento AB es diametro. Luego sobre esta recta
ubicarfan los centros de las otras circunferencias (Figura 3).
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x . R R
Construyen el Ubican el punto medio ~ Construyen la Construyen
segmento y su del segmento, dado por  circunferencia cuyo circunferencias cuyos
mediatriz la interseccion de estos  centro es el punto medio  centros son puntos de
objetos. del segmento. la mediatriz y contienen

los puntos Ay B.

Figura 3: Proceso de exploracién para obtener C2

FASE DE EXPERIMENTACION

La implementacion de la secuencia en grado 9° tuvo lugar en un curso de
30 estudiantes, con edades comprendidas entre 14 y 16 anos, una vez por
semana, durante seis semanas, en sesiones de 90 minutos. Previa la reali-
zacion de esta, los estudiantes no habian tenido una experiencia similar
pues en la clase de geometria no se favorecia la construccion de conoci-
miento via realizacion de experimentos.

En la mayoria de sesiones los estudiantes contaban con computadores que
tenian instalado el SGD GeoGebra, que podian emplear a su voluntad. El pro-
blema de los dos puntos se propuso en la segunda sesion, después de haber
resuelto otro problema que tenia la intencion de institucionalizar la definicion
de circunferencia

Video grabamos la interaccion de varias parejas de estudiantes con oca-
sionales intervenciones del profesor que se desplazaba de una pareja a otra
para hacer preguntas, atender inquietudes y favorecer la exploracion de
ideas. Para ello ubicamos una camara de video atras de los estudiantes, que
registraba su interaccion, y las construcciones realizadas en la pantalla del
computador. Adicionalmente usamos con una grabadora de audio que

3 Circunferencia: una circunferencia con centro en el punto C es el lugar geométrico de puntos que
equidistan de C.
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registraba el didlogo. Acopiamos las hojas de trabajo en donde los estudian-
tes consignaron exploraciones y hallazgos. Tres miembros del equipo de
investigacion (P2, P3) y un auxiliar (A1) actuaron como observadores parti-
cipantes, apoyando al profesor (P1) del curso en la gestion de la clase y
tomando notas de campo.

FASE DE ANALISIS RETROSPECTIVO

La informacién recogida durante la implementacion nos permitio transcribir el
proceso de resolucion desarrollado por las parejas video grabadas. Enriquecimos
la informacion con anotaciones de los observadores y las producciones escritas.
Luego, cada transcripcién fue fragmentada segun identificabamos el surgimiento
y desarrollo de una idea para resolver el problema.

El analisis de los fragmentos se hizo a partir de la caracterizacion de las
acciones e intervenciones de los estudiantes usando los indicadores previstos
en los siguientes dispositivos analiticos.

Para estudiar la génesis instrumental, particularmente la forma en que
algunos comandos de GeoGebra llegan a convertirse en instrumentos para
los estudiantes, construimos los indicadores que se encuentran en la primera
columna de las Tablas 1y 2. Estos surgen de las caracterizaciones dadas a
cada proceso de génesis instrumental por los autores referenciados, aunque
no descartamos que otras caracterizaciones pudieran dar lugar a otros indi-
cadores. Describimos y ejemplificamos cada indicador en la tercera columna.
Como lo sefalan Rabardel (1995) y Pérez (2014), si los individuos manifiestan
acciones ligadas a ambos procesos, podemos considerar que tiene lugar una
apropiacion de los artefactos y estos se comienzan a convertir (o se convierten)
en instrumentos.
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Tabla 1:

Indicadores de instrumentalizacion y ejemplos

Descubrimiento de

Se descubre, para un comando (o conjunto de estos), nuevas posibili-
dades y funciones que permiten resolver la tarea y que anteriormente

artefacto

i
3 | posibilidades de un no se conocfan. Por ejemplo, al reconocer que el comando simetria
comando central sirve para construir, a partir de los puntos Ay B, un punto C de
tal forma que B es punto medio de Ay C.
Se identifica que un comando que se quiere usar con un proposito
. - definido o con una idea tentativa no ofrece un resultado afortunado vy,
Identificacion de . - . -
o en consecuencia, se descarta la posibilidad de asignar esta funcion al
A | limitaciones de un ) ) ;
3 comando. Por ejemplo, ante la necesidad de construir una recta que pase
= | comando o .
herramienta por dos puntos dados, un estudiante construye la recta por uno de ellos y
luego arrastra al segundo punto, dejandolo sobre la recta, esperando que
esto garantice la solucion de la tarea.
Se identifica la diversidad de usos de un comando asociados a
o | Personalizacion y intereses especificos. EI comando es utilizado segun distintos es-
3 | ajuste del artefacto a quemas de acuerdo a los requerimientos de la tarea. Por ejemplo,
los intereses personales | la funcion de arrastre, las marcas de angulo y las marcas de seg-
mento pueden ser usadas con diferentes propdsitos.
Se reconoce un artefacto como medio para la obtencion de un fin
particular en un contexto especifico y se usa con un fin igual o distin-
< | Transformacion del to a aquel con el que fue concebido. La experiencia del individuo al
1%}

usar el comando bajo un nuevo esquema le ofrece un nuevo signifi-
cado del mismo. Por ejemplo, el comando rotacion se puede usar para
construir angulos a partir de su medida.

Tabla 2: Indicadores de instrumentacion y ejemplos

Apariciéon de un

Se reconoce un determinado conjunto de pasos, sobre un comando (o
conjunto de estos) como efectivo para la obtencion de un resultado

i | esquema asociado a ' ) :
3 g ) particular y este es aceptado por el estudiante. Por ejemplo, la construc-
— | un conjunto de - ) i ) )
cion de un triangulo equildtero a partir de un segmento AB'y dos cir-
comandos ) .
cunferencias congruentes de radio AB con centros en Ay B.
Una vez se acepta el resultado de un conjunto de pasos, el estudiante
Desarrollo de un identifica un procedimiento para su uso, con miras a obtener el mismo
! | esquema para la resultado al incorporar el esquema. Por ejemplo, el estudiante puede
= | obtencion de un reconocer el procedimiento para la obtencion de un triangulo equilate-
resultado particular ro. Cuando quiera este resultado, procedera de la misma forma, descar-
tando otros procedimientos que lleven al mismo resultado.
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Sucede al modificar un procedimiento, bien sea para incluir algunas

y acciones a las ya presupuestadas y dar mayor alcance a este o para
Adaptacion de un ya presp y Y p

0y reducir y refinar el procedimiento inicialmente considerado. Por ejem-
3 | esquema al resolver ) ) o )
- plo, el estudiante puede ampliar el procedimiento involucrado hasta
un problema ;
ahora para construir un rombo, de tal forma que sus lados sean con-
gruentes al segmento AB, 0 a la mediatriz de este segmento.
Sucede cuando, de manera rutinaria, en distintos problemas, el estu-
< Uso del comando, en diante involucra un esquema desarrollado en algun momento. En este
% | distintas tareas, bajo el | punto se puede decir que el artefacto ha sido apropiado bajo un esque-

mismo esquema ma particular y se ha atribuido un papel al mismo en la obtencion de
un resultado especifico.

Para rastrear el razonamiento cientifico exhibido por los estudiantes, nos valemos
de los indicadores propuestos en la Tabla 3. Los agrupamos de acuerdo a las fases
del razonamiento cientifico sugeridas por Bao et al. (2009).

Tabla 3: Indicadores de razonamiento cientifico en la resolucién de problemas

Procura comprender el enunciado de un problema antes de proceder a re-
solverlo.

Identifica el objetivo general de un problema antes de proceder a resolverlo.
Identifica las condiciones que el enunciado del problema provee.

Traza un plan de accion para abordar el problema.

Ejecuta acciones en correspondencia con el plan delineado.

Explorar de manera
sistematica un
problema [ESP]

Anticipa resultados a las acciones a realizar.

Elabora preguntas sobre posibles resultados.

Formular y testar Ejecuta acciones con miras a validar o descartar hipotesis formuladas.
hipotesis [FTH] Utiliza ejemplos concretos con miras a establecer reqularidades o resultados.
Ejecuta acciones para determinar la generalidad o particularidad de un resultado.
Revisa el proceso realizado para contar con certeza de los resultados obtenidos.

Opera datos que provienen de distintas fuentes.

Combina distintos datos en busqueda de relaciones y diferencias.

Opera de distintas formas los datos disponibles para solucionar el problema.
Utiliza representaciones graficas que apoyan la comprension del problema.
Establece un orden para operar los datos.

Manipular variables
aisladas [MVA]

Contrasta resultados obtenidos con hipotesis formuladas.

Analiza resultados y provee explicaciones a estos.

Observar y evaluar Revisa el resultado de las acciones ejecutadas para evaluar su pertinencia.
consecuencias [OEC] Provee una justificacion a alguna propiedad obtenida antes de usarla de nuevo.
Revisa la consistencia de los resultados obtenidos y las condiciones del problema.
Formula conjeturas/propiedades, sobre la observacion de los resultados obtenidos.
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Por dificultades de espacio no presentamos el analisis realizado al trabajo de
cada pareja. Nos enfocamos en los fragmentos de interaccion entre los miembros
de uno de los casos, escogido porque exhibe de mejor manera la sinergia que
queremos presentar. Presentamos ahora los fragmentos de interaccion entre los
miembros, EA y EB, al resolver el problema de los dos puntos. Utilizamos la
denotacién dada, en la primera columna de las tablas 1y 2 o la expresada en
paréntesis cuadrado en la tabla 3, para mencionar los indicadores. Cuando se
presenten pausas prolongadas en la interaccion se utilizara (..).

ANALISIS
CONSTRUCCION DE CIRCUNFERENCIAS

Al inicio los estudiantes hablan muy poco. EA utiliza GeoGebra y construye una
circunferencia en la que los puntos Ay B determinan uno de sus diametros. El
proceso desarrollado involucra determinar el segmento ABy su mediatriz, obte-
niendo asi su punto medio, luego utilizar el comando Compds para construir la
circunferencia (Figura 4).

A\ A
A

B B

0] (in (ii))
Figura 4. Protocolo de construccion circunferencia inicial

EA construye la primera circunferencia haciendo uso de un procedimiento que
parece conocer con anterioridad [lasl], pues no se entrevé descubrimiento de
este ni discusion sobre su efectividad. Luego propone ver si existen otras circun-
ferencias, tratando de construirlas. Oculta el segmento y la mediatriz. Después,
construye un punto en la circunferencia distinto a Ay B (llamémoslo Cy usa la
herramienta Circunferencia por tres puntos [C3P] tomando los puntos Ay C Al
tomar como tercer punto a By ver que coincide con la circunferencia que ya
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tiene, aborta su estrategia. Luego, usa de nuevo el comando C3P, toma los puntos
Ay By determina el tercer punto [D] de manera que este no pertenezca a la
primera circunferencia (Figura 5). Reitera el proceso, tomando otros puntos exte-
riores [Fy Gl y construyendo tres circunferencias (Figura 6).

c
A B
D

Figura 5 Figura 6

1 EA Bueno, en este demostramos que existen, (..) pueden existir infinitas circunferencias...

[Utiliza nuevamente la herramienta Circunferencia por tres puntos, mueve el mouse mientras la
pantalla presenta distintas circunferencias (Figura 7) y al final determina una cuarta
circunferencia que hemos dejado en linea continual.

/\ )
P i
A : AN 3
B .
o : i 5
B
sD
e

Figura 7

Para EA tiene lugar la adopcion de un procedimiento de construccion de circun-
ferencias bajo las condiciones establecidas [las2]. Este involucra el comando
C3Py la observacion de la variacién de la circunferencia, dado el arrastre del
tercer punto; lo anterior le permite garantizar que las circunferencias pueden ser
infinitas [OEC]. El interés de EA por encontrar “infinitas circunferencias’ se evi-
dencia en la ejecucion de acciones para determinar la generalidad del resultado
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[FTHI. En este punto no observamos que los estudiantes reconozcan alguna
funcion nueva para los comandos involucrados; en consecuencia, no hay indicio
de instrumentalizacion.

DETERMINACION DE LOS CENTROS DE LAS CIRCUNFERENCIAS

Una vez han construido en GeoGebra lo solicitado, P1 les pide determinar la
ubicacién de los centros de las circunferencias construidas. Los estudiantes
tienen en pantalla la construccién realizada (Figura 7) mientras conversan.

2 EA  Puesigual que lo hicimos ahorita, con la mediatriz.

3 EB Digamos, para mostrar esto podemos escoger cualquier circunferencia.. por ejemplo,
esta [con el mouse recorren la circunferencia que contiene a los puntos A By D.

4 EA  Bueno, borremos las otras y dejemos solo una [con la opcion ocultar objeto, oculta
todas las circunferencias distintas a la seleccionada [Figura 8].

Figura 8

[Pasan unos minutos mientras piensan como abordar el problema. Al parecer no saben cémo
determinar el centro via la mediatriz, idea sugerida por EA al inicio de la conversacion].

5 EA  Osea (.) el medio lo determinamos con (..). Con los segmentos (..) al inicio para
formar la [primera] circunferencia [construidal.

[EB pide a EA “devolver los pasos’, para hacer visibles todas las construcciones que
previamente habian ocultado hasta llegar al primer paso de la construccion realizado, esto es,
el segmento ABI.

Los estudiantes plantean la posibilidad de usar parte del procedimiento que los llevo
a construir la primera circunferencia [2] para hallar los centros [ESP]. Sin embargo,
aunque dejan visible solamente una circunferencia [4] [MVA] para efectuar el pro-
cedimiento sobre esta [ESP], no ejecutan el plan fluidamente, hacen varias pausas.
Esto puede ser porque las condiciones son distintas a las que se tenian al momento
de construir la primera circunferencia, bien sea por el objeto a construir o por la
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ubicacion de los puntos A By C Surge un limitante al procedimiento [Isa2] que les
dificulta su uso. Por eso deciden retomar el proceso desde el inicio.

RETOMA DE PROPUESTAS ANTIGUAS

Teniendo Unicamente los puntos A y B en pantalla EA comenta a su
companero:

Trazamos el segmento (..) AB. La mediatriz (..) y ubicamos la interseccion [la mediatriz
y el segmento se ocultan]. Teniendo el punto medio del segmento AB [que llamaron
(], podemos utilizar la herramienta Compds para poder ubicar la circunferencia que
contenga los dos puntos [realiza la accion seleccionando primero el punto A, el punto
By finalmente el punto medio de nuevo] (Figura 9). Como ya tenemos la circunferencia,
y para demostrar* que el punto (..) C [nombra asi el punto resultante] es el punto, iah?
Para demostrar que este punto [(] es el punto medio de la circunferencia podemos
hacer cualquier segmento [construye un segmento con extremos en el punto Cy un
punto D sobre la circunferencia distinto a Ay Bl hasta cualquier punto de la circunfe-
rencia [construye el segmento CE de la misma forma] y hallar la distancia, entonces
podemos demostrar que la distancia es 32y este otro 3,2 [son valores mostrados en
pantalla al utilizar la herramienta distancia en los dos segmentos construidos]. Igual
podemos hacer cualquier punto [construye el punto F sobre la circunferencia y lo
arrastra sobre esta] y trazar el segmento [CFl y pues también podemos aqui hallar la
distancia de este punto a aca [refiriéndose a los puntos Cy A (.) pues lo podemos
mover [punto Ay uno se da cuenta que siempre es la misma distancia [idea apoyada
en la conservacion de la medidal, asi uno se da cuenta que es el punto medio.

Figura 9
* En Colombia los estudiantes utilizan esta palabra coloquialmente para mostrar algo. La palabra esta

>

incorporada al lenguaje en contextos amplios y no necesariamente académicos.
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Los estudiantes usan de nuevo el procedimiento para construir la circunferencia
para la cual el segmento AB es diametro. Al parecer, reconocen este procedi-
miento como efectivo en esta situacion [Isa4] y sobre el mismo establecen un
orden [las2]. A diferencia de la primera vez que lo usaron, involucran un proce-
dimiento adicional para corroborar que el punto C es centro de la circunferencia
[las3]. Esto ultimo lleva a elaborar una estrategia para corroborar tal propiedad
[FTH], apoyados en las herramientas Segmento y Distancia o longitud, acompa-
nado de un discurso que justifica la forma de proceder y el resultado obtenido
[las1], es decir, que el punto C es efectivamente centro de la circunferencia [OEC].
Luego, EA relee el enunciado del problema donde esta la pregunta y EB sugiere
reportar los pasos de construccion para responder [ESP], pero su iniciativa no
tiene mayores avances y nuevamente quedan sin saber qué hacer. Esto ultimo
se debe a la forma en que han sido construidas las otras circunferencias.

DESCUBRIMIENTO DE UN NUEVO PROCEDIMIENTO
Después de haber manifestado un estado de incertidumbre reiterado, EA encuen-

tra la forma de determinar los centros de las circunferencias construidas con el
comando C3Py asi se lo comunica al profesor.

Figura 10
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24 EA  Pues hacemos lo mismo que hicimos ahorita. Trazamos una recta [AB], el segmento ABy
la mediatriz [del segmento]. Entonces uno se da cuenta que la mediatriz del segmento AB
[con el mouse la senala y recorre] tiene varias intersecciones con las distintas circunferen-
cias que hay (Figura 10). Entonces, pues, ubicamos los puntos de las intersecciones [de-
termina los puntos H e I de interseccion de la circunferencia que pasa por los puntos A,
By (] y trazamos el segmento [IH]. Entonces asi podemos sacar la mediatriz de este
punto [l (), de este segmento que acabamos de hacer [IH] y ahi ubicamos el punto
medio [determina la interseccién del segmento IHy su mediatriz], entonces el punto medio
serfa este [interseccion determinadal, de la circunferencia [es decir, el centro de la circun-
ferencial. Se puede hacer [el procedimiento] con todas [las circunferencias] porque (..)
porque las circunferencias que van a resultar siempre van a estar, o sea siempre van a
estar ubicadas en linea recta. Porque como ya tenemos los puntos dados [refiriéndose a
Ay Bl digamos, aca [utiliza la herramienta C3P sefialando a los puntos Ay By un nuevo
punto sobre la pantalla] uno se da cuenta que la circunferencia [manipula la circunferen-
cia que se esta determinando por A By el puntero del mouse] siempre estd ubicada en
(..) asi [muestran distintas posiciones de la circunferencial.

25 EA Estoy intentando decir que la mediatriz del segmento AB estd dividiendo la circunferencia,
que siempre la divide de la misma forma, asi esté mas grande, la circunferencia siempre
va a abrir de modo que la mediatriz la divide en dos partes iguales. Entonces asi se pue-
de hallar que, utilizando la mediatriz del segmento [AB] para hallar el punto medio [el
centro de cada circunferencial, siempre puedo utilizar la mediatriz. Ubicamos las intersec-
ciones acd [determina las intersecciones entre la mediatriz y una de las circunferencias],
trazamos el segmento [determinado por estos puntos de interseccion] (..) ubicamos las
intersecciones. Bueno, trazamos las intersecciones, tenemos el segmento (...)

26 Al (Cudl segmento?

27 EA  Elsegmento (.) es que por medio de la mediatriz ubicamos los dos puntos que intersecan
con la circunferencia, con cualquiera de la que estemos utilizando; en este caso utiliza-
mos esta [seleccionan una de las circunferencias ya construidas] y trazamos el segmento
[con extremos en las intersecciones con la mediatriz de AB| para poder establecer el
punto medio [el centro] pero utilizando la mediatriz [del nuevo segmento]. Ahora del seg-
mento que acabamos de hacer y nos damos cuenta de cual es el punto medio (..). Ubi-
camos el punto medio y si lo queremos comprobar hacemos lo mismo que ahorita, con
cualquier segmento. Ubicamos cualquier segmento y miramos su longitud.

[Reproduce el procedimiento para corroborar si el punto de interseccion del segmento IHy su
mediatriz es centro de la circunferencial.

28 EA  Nos damos cuenta que efectivamente es el punto medio de la circunferencia que acaba-
mos de estudiar. Ahora dice (..) [Lee] con base en lo realizado escribe la conjetura.
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El procedimiento sugerido por EA consiste en determinar, para cada circun-
ferencia, sus puntos de interseccién con la mediatriz del segmento AB. Estos
puntos determinan un segmento, al cual le construyen su mediatriz (que no es
la misma mediatriz del segmento AB), lo que lleva a obtener el centro de la
circunferencia. EA afirma dos hechos para este procedimiento: (1) la mediatriz
del segmento AB interseca a cada circunferencia en dos puntos [24] y (2) el
punto de interseccion entre el segmento cuyos extremos son las intersecciones
obtenidas en (1) y su mediatriz es el centro de la circunferencia [27].

Los estudiantes descubren un nuevo procedimiento, que les permite deter-
minar el centro de las circunferencias construidas con el comando C3P [lasl].
Explicitan en su didlogo el esquema asociado a este procedimiento [las2] para
involucrarlo en adelante. Al mismo tiempo, descubren una funcion adicional
[Isa3] para la mediatriz del segmento® AB, particularmente la obtencion de pun-
tos de interseccion con cada circunferencia; con ello pueden determinar sus
centros [Isal]. Ademas, reconocen el procedimiento sefalado al final de [27]
como medio de verificar la propiedad ser centro de la circunferencia en este
contexto [Isa4], mencionando ademas la forma en que este procedimiento se
ejecutaria [27], lo que nos lleva a asegurar que han reconocido un procedimiento
para usarlo en adelante [las2]. La forma en que construyen las circunferencias
que contienen a los puntos y involucra nuevamente el comando C3P, lo que
da evidencia de que ese comando ha sido asociado a ese producto y lo reco-
nocen, por lo menos EA, como medio para alcanzar ese fin [Isa4].

En términos del proceso de resolucion, EA traza y ejecuta un plan [ESP], sumi-
nistrando una explicacion empirica a su proceder [24] que se apoya en el uso de
la funcion de arrastre de GeoGebra para determinar la generalidad de su hipdtesis
[FTH]. En esa misma intervencion EA anticipa los resultados que obtendra al repli-
car el procedimiento usado y ejecuta acciones para validar su hipotesis. Ademas,
en [25] utiliza ejemplos concretos con miras a establecer resultados [FTH]. El pro-
ceso que EA describe en [24] goza de un orden en su formulacion; esto es, EA
opera de manera ordenada los datos que provienen de distintas fuentes [MVA] y
finalmente suministra una justificacion al cumplimiento de la propiedad [OEC] con
base en otro procedimiento elaborado previamente [27], [28].

Aun cuando los estudiantes no replican el procedimiento con una nueva
circunferencia, aseguran que se obtendrd un resultado similar en las otras

> Antes la usaban para determinar el punto medio del segmento ABy en consecuencia el centro de la
circunferencia para la cual este segmento es diametro.
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circunferencias, construidas con el comando C3P, dada la relacion de estas con
la mediatriz del segmento AB y su comprobacion a través de la funcién de
arrastre de GeoGebra [Isa4].

ESTABLECIMIENTO DE UNA PROPIEDAD

Hasta el momento, los estudiantes solo se han enfocado en determinar los centros
de cada circunferencia y su construccion es compleja por la cantidad de objetos
involucrados (Figura 11; hemos punteado las mediatrices construidas hasta el
momento y la recta AB para distinguirlas en la construccién). P2 ahora cuestiona
a los estudiantes sobre la propiedad de los centros de las circunferencias:

37
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Figura 11
Bueno, épero donde estan esos centros?
En la mediatriz del segmento AB. Es que mira [sefala la pantallal.

Listo, [.]. Pero mira que lo que tu acabas de decir esta bien (..) épor qué no lo escri-
bes? [dirigiéndose a EB], iqué es lo que acabas de decir? [dirigiéndose a EA], es que
se me olvidé. Estaba concentrada en lo que dice tu companero [EBJ; vuélvelo a decir.

Yo dije que siempre hay interseccion (...) es que lo puedo decir de otra forma. Digamos
que el centro es la interseccion del diametro con la mediatriz.

La interseccion del diametro. Pero mira que, aca en esta circunferencia [refiriéndose a
la circunferencia cuyo centro es el punto M] este [segmento AB] no es el didmetro [EA
y EB guardan silenciol. Vuélvelo a decir a ver si te entiendo.

Tengo los puntos Ay B que estan en (.), que pertenecen a la circunferencia (..) el cen-
tro es (..) la interseccion (..) la interseccion del didametro [con su mano recorre el didme-
tro de la circunferencia con centro M que es perpendicular al segmento JK vy la
mediatriz [mueve su mano de arriba abajo recorriendo la mediatriz del segmento ABI.
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P2 les pide a los estudiantes que se concentren en los puntos Ay B. Les pre-
gunta como construirian los centros de las circunferencias que contienen a los
puntos Ay B. Para responder, los estudiantes reconstruyen el procedimiento en
GeoGebra, a partir tnicamente de los puntos Ay B, pasando por la circunferencia
para la cual el segmento AB es diametro y algunas circunferencias que contienen
a los puntos A By un tercer punto cualquiera. Al final EA menciona:

querfa decir es que la mediatriz del segmento [AB] siempre divide la circunferencia
[todas las que se han construido] en dos.

En este punto termina el trabajo realizado por esta pareja. Hay cuatro asuntos
para resaltar:

— El proceso de construccion empleado para determinar los centros de las
circunferencias que contienen los puntos Ay B es valido. Es un procedi-
miento que efectivamente provee los centros de las circunferencias. Aun
cuando los estudiantes no dicen el motivo por el cual el procedimiento
funciona (en términos teoricos), logran proveer una justificacion al resul-
tado de este y verifican que los puntos son centros de las circunferencias,
valiéndose de la definicion de circunferencia, conocida con anterioridad,
a través de un mecanismo que involucra los comandos Segmento y Dis-
tancia o longitud.

— Lo que en cada circunferencia construida (distinta a la primera) era para
los estudiantes su diametro, era el segmento determinado por los puntos
de interseccion entre esa circunferencia y la mediatriz del segmento AB.
Los estudiantes no involucraron algun comando para corroborar esto y
no suministraron alguna explicacion. Esto nos lleva a cuestionar si ellos
reconocian este segmento como el diametro a partir de alguna propiedad
conocida o simplemente porque en la representacion asi lo parecia. Dada
la ausencia de una justificacion verbal o del uso de las herramientas de
GeoGebra para corroborarlo, tenemos inclinacion por la sequnda opcion.

— Destacamos la formulacién de cuatro conjeturas durante la conversacion
que se presento. Solo una de estas reporta la propiedad de los centros de
las circunferencias que contenian tanto al punto A como al punto B [38].
En otra, EA comunica una propiedad que no tiene relacion con lo que el
enunciado del problema solicitaba [44], aunque retoma una idea que en
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otro momento permitié garantizar la validez del procedimiento para deter-
minar los centros de las circunferencias construidas con el comando C3P.
Aun asi, debemos mencionar que esta propiedad reportada por EA es fruto
de 1a observacion realizada anteriormente y los resultados corroborados
a través de la funcion de arrastre [OEC]. En las otras dos, EA establece una
relacion similar entre un segmento y una mediatriz [40, 43]. En las inter-
venciones afirma que el centro de las circunferencias es la interseccion
entre estos dos objetos geométricos.

— En una conjetura EA menciona que ‘el centro es la interseccion del dia-
metro con la mediatriz’ [40]. Nos llama la atencion la generalidad con la
que se refiere a esta propiedad. Da lugar a pensar que esta evocando el
resultado del procedimiento planteado para determinar los centros de las
circunferencias. En consecuencia, EA propone una propiedad en funcién
de las acciones realizadas y corroboradas por él en algiin momento; es
decir, formula resultados, fruto de la observacion [OEC]. Sin embargo, no
tenemos evidencia clara para dar peso a esta interpretacion debido a que
P2 crey6 que EA se referia al segmento ABy la mediatriz de ese segmento.
Una forma de haber profundizado en la idea reportada por EA hubiera
sido solicitar que él explicitara los objetos a los que hacia mencion o que
explicara el motivo por el cual proponia esta propiedad.

DISCUSION

La descripcion del proceso de resolucion del problema por parte de esta pareja
nos brinda elementos para interpretar su comportamiento y reconocer la sinergia
entre el SGD y el razonamiento cientifico.

EL DUO RAZONAMIENTO CIENTIFICO Y USO DE GEOGEBRA EN LA RESOLUCION
DEL PROBLEMA

En términos generales, esta pareja involucré comandos de GeoGebra de manera
novedosa para abordar el problema propuesto y movilizd aspectos del razona-
miento cientifico. Estos elementos constituyeron un ddo que permitio a los
estudiantes llevar a cabo la actividad matematica de resolucion de un problema.
Presentamos un andlisis del déio generado en esta pareja.

EDUCACION MATEMATICA, VOL. 31, NUM. 1, ABRIL DE 2019 29



Camilo Sua Flérez y Leonor Camargo Uribe

En la Tabla 4 resumimos las acciones realizadas, en correspondencia con los
indicadores adoptados para rastrear el razonamiento cientifico.

Tabla 4. Momentos de resolucion

Accion
Momento

Explorar de manera
sistematica un
problema [ESP]

Formular y testar
hipotesis [FTH]

Manipular variables
aisladas [MVA]

Observar y evaluar
consecuencias
[OEC]

Construccion de
las circunferencias

Cuestionamiento y
ejecucion de accio-
nes para saber si
hay distintas circun-
ferencias que contie-
nen alos puntos Ay

Se formula una
propiedad sobre la
existencia de
infinitas
circunferencias que
contienen a los

B. puntos Ay B.

Determinacion de | Se establece y En pantalla
los centros ejecuta un plan para solamente se deja

determinar centros de una circunferencia

circunferencias sobe la cual

construidas con C3P. implementar el plan

trazado.

Retoma de Se listan los pasos de Se provee
propuestas un procedimiento justificacion al
antiguas para obtener un hecho de que la

resultado particular.

interseccion de un
segmento y su
mediatriz es centro
de la
circunferencia.

Descubrimiento
de un nuevo
procedimiento

Se traza y ejecuta un
plan para determinar
un segmento en
cada dircunferencia
que sea diametro de
la misma.

Se involucra la
funcién de arrastre
para verificar la
validez de una
hipotesis: la media-
triz del segmento AB
divide todas las
circunferencias en
dos. Se usan ejem-
plos particulares.

Las construcciones
realizadas atienden
a una estructura
organizada
observada en el
discurso de los
estudiantes.

Se involucra un
procedimiento
conocido, sobre el
que conoce su
validez, para
justificar que el
resultado obtenido
en esta
oportunidad es
efectivamente el
deseado.

Establecimiento
de una propiedad

Se formulan como
propiedades: (i) la
mediatriz siempre
divide la circunferen-
cia en dos y (ii) el
centro es la intersec-
cion del segmento y
su mediatriz.
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Podemos reconocer cuatro momentos en los que tuvieron lugar acciones
correspondientes con al menos un indicador del razonamiento cientifico. En un
primer momento, se formularon hipotesis sobre la existencia de infinitas circun-
ferencias que contuvieran a los puntos Ay B. El ejercicio de corroborar esta idea
se favorecio por el uso de la funcion de arrastre de GeoGebra. En un segundo
momento, GeoGebra permiti6 manipular los objetos construidos con el fin de
ejecutar el plan trazado, infortunadamente sin resultados favorables para el
grupo. En un tercer momento, los comandos Segmento y longitud o Distancia
permitieron establecer una estrategia para tener la certeza de un procedimiento
que se conocia con anterioridad, lo cual llevd a proponer una justificacion
empirica sobre su validez. En el cuarto momento, se propuso un plan de accion
y este se ejecutd organizadamente, permitiendo que la funcion de arrastre diera
lugar a la observaciéon y formulacion de un invariante que conllevaria al esta-
blecimiento de un procedimiento para solucionar el problema. Al final, las pro-
piedades que se reportan como solucion al problema atienden al proceso
realizado con ayuda de GeoGebra. Este recorrido permite apreciar como se
presentaron aspectos del razonamiento cientifico, donde el SGD dio elementos
para descubrir, verificar y formular propiedades que en conjunto permitieron
solucionar el problema.

A lo largo del analisis pudimos evidenciar que los estudiantes desplegaron
cuatro procedimientos de acuerdo con sus necesidades: (1) la construccion de
una circunferencia para la cual un segmento se convierte en diametro; (2) la
construccion de circunferencias que contengan a dos puntos Ay By un tercer
punto tomado al azar; (3) la verificacion de que un punto es centro de una
circunferencia; (4) la construccion del diametro de una circunferencia para deter-
minar su centro. La interaccion oral no permitio evidenciar que ellos llevaran a
cabo un proceso de experimentacion; mas bien apreciamos un conocimiento
previo sobre la forma de utilizar el comando C3P. Sin embargo, cuando los
estudiantes tuvieron que afrontar el reto de determinar el centro de las circun-
ferencias construidas con C3P, emergié un procedimiento desconocido por ellos.
En esta emergencia, la funcion de arrastre fue determinante al permitir a los
estudiantes experimentar con una de estas circunferencias vista como una
representante de una familia, para corroborar su hipotesis. Este resultado fue Util
para los estudiantes: pudieron involucrar nuevamente los procedimientos que
conocian, modificaron esquemas que habian desarrollado, determinaron los
centros de las circunferencias construidas y corroboraron que estos efectivamen-
te satisfacian tal propiedad. Lo anterior muestra que la exploracion realizada por
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los estudiantes con el apoyo de GeoGebra les permitio obtener evidencia empi-
rica de la generalidad de una propiedad y apropiarse de la misma como parte
de su conocimiento para poder establecer conexiones con otros resultados cono-
cidos con anterioridad, aspecto caracteristico del razonamiento cientifico (Klahr
y Dunbar, 1988).

El razonamiento cientifico exhibido en el reconocimiento y uso de las herra-
mientas de GeoGebra nos permitio determinar el grado en que los procesos de
instrumentacion e instrumentalizacion tuvieron presencia. En la Tabla 5 se reco-
ge, para cada herramienta involucrada, los aspectos observados de cada
proceso.

En términos generales, los estudiantes reconocieron la forma de utilizar los
comandos y procedimientos involucrados al abordar el problema o la posibi-
lidad de conectarlos con otros ya conocidos. Este reconocimiento involucro
aspectos del razonamiento cientifico como la planeacion de una estrategia, la
formulacion de hipotesis sobre sus resultados, la operacion de las variables
involucradas y la observacion de resultados con miras a validar o rechazar
hipotesis, permitiendo asi el reconocimiento de posibilidades para resolver el
problema.

Encontramos evidencias del reconocimiento de posibilidades y limitaciones
de algunos comandos al involucrarlos para resolver la tarea, asunto que permite
asegurar que se dan indicios de instrumentalizacion. Particularmente, podemos
mencionar que tiene lugar la modificacion de funciones originales del artefacto
mediatriz, utilizado para poder determinar diametros en las circunferencias. En
los otros casos, aun cuando los estudiantes descubren y reconocen artefactos
como medios para la obtencion de fines, no tuvo lugar una modificacion en el
uso de estos. De acuerdo con Algahtaniy Powell (2016), creemos que el artefacto
se utiliza con el mismo fin para el cual se construyo, lo que no demanda enri-
quecer o modificar sus propiedades al incorporarlo. Este asunto es motivado por
el tipo de problema propuesto, donde se debia repetir el uso del mismo artefacto
varias veces. No hicimos observaciones en situaciones donde por limitaciones
en el uso de algun artefacto se hubieran buscado otras formas de incorporarlo
o de apropiarse de otro que permitiera resolver el problema. Considérese, por
ejemplo, que se debiera construir una circunferencia que contuviera dos puntos
y que ademas fuera tangente a una recta. En este caso el comando C3P no
podria involucrarse de la forma que se hizo en esta oportunidad.
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Tabla 5. Vestigios de instrumentacion e instrumentalizacion

Comando c3pP Segmento y longitud o |  Segmento, mediatriz y Mediatriz segmento
distancia compas
Funcion | Construir circunferencias | Corroborar si un punto | Construir circunferencia don- | Determinar didmetro de
que contengan puntos A|es centro de circunfe- [ de un segmento es didmetro | circunferencia.
y B. rencia. y el punto medio es centro.
- No. La funcion del comando se conoce con ante-|No. La funcién de los co-|Si. La mediatriz es usada para
& [rioridad. mandos se conoce con an-|descubrir puntos que determi-
terioridad. nan diametros.
N | No. No se presentaron limitaciones en su uso. Si. Determinar centro de cir-|No. No se reconocen limitacio-
- £ cunferencia dada por C3P. | nes en su uso.
=]
5] No. Solo se reconocié un proposito para su uso. |No. Solo se reconocié un|Si. Se reconocen 2 usos: construir
g E proposito para su uso. circunferencia donde segmento
g = AB es didmetro y determinar in-
E] terseccion con circunferencias.
=]
j%}
=4 . oA . P . N . .
= Si. C3P se utilizo siempre | Si. El procedimiento que [ Si. Cuando se contaba con |Si. Se reconoce que siempre serd
con esa funcion. involucraba estas he-|los puntos Ay B la primera | posible involucrar el procedi-
b1 rramientas se reconocio | circunferencia se construia | miento para las circunferencias
2 como apropiado en ese | de la misma forma. dadas por C3P.
contexto para su fun-
cion.
Si. Se reconoce la posibi- [ Si. Se implementa un |Si. Se reconoce un esquema | Si. Se reconoce un esquema para
lidad de involucrar C3P|esquema para corrobo-|para determinar los diame-|construir una  circunferencia
< |bajo un esquema deter-|rar la propiedad ‘ser|tros de las circunferencias. |para la cual un segmento sea su
<= I'minado y obtener circun- | centro de circunferen- diametro.
ferencias distintas. cia'".
c
8 Si. Se adopta un esque-|Si. Se establece un es-|Si. Es explicito el esquema | Si. Se establece un esquema para
€ | [ma para involucrar el|quema para involucrar el | involucrado para construir la | incorporar el procedimiento, aun-
Q) P . . . .
g | = |comando en adelante. procedimiento en reitera- | circunferencia. que solo se involucra una vez.
= .
£ das oportunidades.
=4
No. El esquema no se|No. El esquema no se|Si. El esquema se adapta|No. El esquema no se modifica.
3 | modifica. modifica. con el fin de corroborar que
= el punto es efectivamente
centro.
E No. Situacion poco analizada. Habria que ver el comportamiento al abordar otros problemas.

Respecto a la instrumentacion, podemos decir que aparecieron esquemas

de utilizacion de los comandos involucrados y que esto se favorecié por el des-
conocimiento de muchas herramientas de GeoGebra. Sin embargo, los esquemas
desarrollados no se modificaron, salvo en el esquema desarrollado por la pareja
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para determinar los centros de las circunferencias construidas con C3Py en las
afirmaciones realizadas para respaldar su validez. Al procedimiento que los
estudiantes conocian para construir una circunferencia a partir de su diametro
y determinar su centro ellos adhirieron otros pasos que permitieron ampliar su
alcance para determinar el centro de otras circunferencias. Es un esquema que
tiene validez en casos muy particulares. Sin embargo, a la luz de las ideas pro-
puestas por Samper et al. (2013), este resultado brinda evidencia sobre la acti-
vidad matematica exhibida por los estudiantes y el papel que el recurso
tecnoldgico y el razonamiento desempenaron.

CONCLUSIONES

Nuestro objetivo al presentar el analisis es aportar a la comprension de la siner-
gia que se produce entre el razonamiento cientifico y el uso de un SGD, mediante
el estudio de caso de una pareja de estudiantes. En lo que sigue ilustramos esta
idea, apoyados en los resultados del estudio realizado.

Con base en las ideas de Samper et al. (2013) y Trouche (2014), sobre la
interaccion de un individuo con artefactos y la mediacion de estos en la gene-
racion de conocimiento, mostramos la forma en que una pareja de estudiantes
involucrd el SGD GeoGebra en la resolucion de un problema. Resaltamos que
la relacion artefactos-individuos se estimula por los procesos de razonamiento
ejecutados por los estudiantes, que son promovidos por la tarea propuesta. La
naturaleza de la tarea y el desconocimiento de muchas herramientas del SGD
los llevd a contemplar estrategias de solucion como parte de su actividad mate-
matica involucrando el recurso del que disponian.

Reconocemos en la situacion presentada el rol protagénico asumido por
GeoGebra para afrontar el problema y la emergencia de esquemas asociados a
algunos comandos del software. Las acciones y modos de proceder de la pareja
examinada dejan ver el efecto de la sinergia entre el uso de los recursos y
acciones propias del razonamiento cientifico que permitieron a los estudiantes
reconocer en algunos comandos, de manera individual o en conjunto, formas
para alcanzar propositos especificos. Este ejercicio permitio identificar artefactos
que evolucionaron en instrumentos para los estudiantes. Aun asi, resaltamos el
caracter subjetivo de la relacion artefactos-individuos (Algahtani'y Powell, 2016),
asunto evidente en la forma en que la pareja analizada involucré los artefactos
y desarrollé para estos esquemas particulares.
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La resoluciéon del problema brind6 a los estudiantes, gracias al uso del SGD,
la oportunidad de experimentar e indagar, apoyandose en objetos y relaciones
geomeétricas no todas conocidas anteriormente por ellos. El abanico de posibili-
dades que el software ofrece les permite experimentar y someter a prueba ideas,
en funcion de los alcances y limitaciones de los comandos usados, lo cual da
evidencia empirica para poder validar o rechazar las ideas y, en consecuencia,
ampliar el conjunto de conocimientos que tienen. Uno de los aspectos caracte-
risticos del razonamiento cientifico, es la conexién que se establece entre el
conocimiento de los individuos y los resultados obtenidos en un proceso de
experimentacion (Klahry Dunbar, 1988) y en esta via, se reconoce al SGD como
un promotor de acciones ligadas a este proceso cognitivo.

Las ideas mencionadas anteriormente permiten comprender la sinergia sur-
gida entre el razonamiento cientifico desplegado por los estudiantes y el uso de
GeoGebra, lo que lleva a la conformacion de un ddo que impulsa procesos
propios de la actividad matematica esperada en la escuela. Como ilustramos,
cada proceso de vio favorecido por la actuacion conjunta de estos dos elementos.
De ahi que se considere la necesidad de explotar dicho dio de manera mas
decidida el nivel escolar. Ademas, el andlisis presentado deja ver la necesidad
de herramientas apropiadas de las que se pueda disponer para que acciones
propias del razonamiento cientifico puedan emerger, dada la demanda que
impone realizar acciones de esta naturaleza. Lo anterior se apoya en la natura-
leza de los indicadores propuestos para analizar el proceso de resolucion de la
pareja de estudiantes y la forma en que el SGD se involucré en este.
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Resumen: El estudio presente tiene el proposito de explorar como el aprendizaje
autonomo favorece la experiencia adaptativa en alumnos y maestros de edu-
cacion primaria. En la investigacion participaron 30 alumnos de sexto grado
y 12 maestros de ler. a 6to. grados, ambas poblaciones de distintas escuelas
ubicadas en México. Los participantes trabajaron fichas didacticas disenadas para
promover el aprendizaje autbnomo mediante la creacion de diferentes procedi-
mientos no convencionales al resolver problemas de divisién. En estas fichas
se pide estimar el cociente antes de efectuar operaciones aritméticas, esto
como una forma de iniciar la comprension del problema. En los diversos
procedimientos generados por los participantes encontramos la estrategia
de colocar las restas en los dividendos decimales parciales, la cual,
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consideramos es una contribucion a la docencia, debido a que les resultd
eficaz para comprender el algoritmo estandar de la division con punto decimal.
Para los maestros fue relevante analizar videograbaciones de sus clases y
reflexionar sobre los procedimientos creados por sus alumnos.

Palabras clave: desarrollar la autonomia del aprendiz, procedimientos signifi-
cativos, restas en los dividendos decimales parciales, reflexion docente.

Abstract: The present study has the purpose of exploring how the autonomous
learning helps out adaptive expertise in elementary school students and teach-
ers. The research involved 30 students of 6th grade and 12 teachers of 1st to
6th degrees, both populations of different schools located in Mexico. Participants
solved worksheets designed to promote autonomous learning by creating dif-
ferent unconventional procedures to solve division problems. On these work-
sheets is requested to estimate the quotient before performing arithmetic
operations, in order to start understanding the problem. In various procedures
generated by the participants, we find the strategy of placing subtractions in
the decimal partial dividends. We think this strategy is a contribution to teaching
because it was effective in understanding division with decimal point. The
teachers considered important to analyze their teaching practice through
videotaping and reflect on solution procedures of their students.

Keywords: developing learner autonomy, significant procedures, subtractions
in the decimal partial dividends, teacher reflection.

INTRODUCCION

En diversas investigaciones (Brousseau, 2002; Brousseau, Brousseau, y Warfield,
2014; Graeber y Tirosh, 1990; Hiebert, 1992; entre otras) se ha mostrado que los
alumnos tienen dificultad de resolver divisiones con nimeros decimales, pues, por
ejemplo, multiplican por potencias de diez tanto las cantidades del divisor como las
del dividendo sin saber por qué, de modo que se vuelve complejo para ellos trabajar
el algoritmo de la division. Esta es una de las causas por las cuales nos parece
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pertinente tratar este contenido con alumnos y maestros desde un aprendizaje
autéonomo, pues de esta forma los participantes pueden mostrar procedimientos
diferentes del candnico y poner en practica su capacidad de reconocery emplear
diversos procedimientos que le sean significativos (experiencia adaptativa).

En adhesion con lo precedente, vinculamos la autonomia al aprendizaje de
la division con numeros decimales en el divisor, porque existe un vacio en el
tratamiento de este contenido en los libros de texto vigentes para el maestro de
educacion primaria en México, editados por la Secretaria de Educacion Publica
(SEP). En ellos se inicia el algoritmo en la galera en tercer grado (8 afios) con
base en ir seccionando el dividendo y dividiendo de manera parcial con un digito
en el divisor, manteniendo la resta en los dividendos parciales. Se continta en
cuarto grado (9 anos) con este procedimiento, llamado “algoritmo desarrollado’,
con dos digitos en el divisor, y observamos que en lecciones posteriores del libro
de texto se les muestra el algoritmo convencional a través del valor posicional
de la cantidad del dividendo y sin la resta incluida, lo cual consideramos no
guarda relacién con lo que se ha trabajado en lecciones precedentes (véase
SEP, 2014a, 2014b, pp. 138-144 y 233-246, respectivamente).

En relacion con las cantidades decimales, éstas se trabajan en el dividendo
propuesto para tratarse en quinto grado (10 anos), donde se explican mediante
las anotaciones ‘décimos” o ‘centésimos’ en los dividendos parciales del algo-
ritmo convencional para indicar el porqué del punto decimal en el cociente, o
cual puede no ser significativo para comprender la cantidad decimal obtenida
(SEP, 2014c, pp. 88, 91 y 92). Finalmente, en sexto grado (11 afos) se les pide a
los alumnos tratar problemas como la conversion entre euros y dolares (SEP,
2014d, p. 97) y a los maestros se les menciona que los estudiantes pueden
recurrir a dividir dos cantidades decimales, por ejemplo, $17.51 entre $13.63 (SEP,
2014e, p. 152), pero no hay orientaciones precisas de coémo guiarlos en el trata-
miento de la divisién con estas caracteristicas, solo se presenta el contenido
‘Resolucion de problemas que impliquen una division de numero fraccionario
o decimal entre un numero natural” (SEP, 2011, p. 79).

Para conocer como se habia trabajado la division con decimales buscamos
libros de texto de épocas recientes anteriores y encontramos que el tratamiento
didactico de este tipo de division se iniciaba en los ultimos grados (cuarto, quinto
o sexto grados), teniendo en comun la memorizacion de reglas para convertir
la cantidad decimal del divisor en cantidad entera, multiplicando por potencias
de diez, tanto del divisor como del dividendo. Ademas, si éste ultimo quedaba
con fraccion decimal se les indicaba que sélo “subieran” el punto en el cociente

40 EDUCACION MATEMATICA, VOL. 31, NUM. 1, ABRIL DE 2019



El aprendizaje auténomo, favorecedor de la experiencia adaptativa en alumnos y docentes..

(SEP, 1960, 1969, 1974). Esta manera de suprimir el punto en el divisor a través
de un razonamiento proporcional conlleva varios procesos cognitivos interrela-
cionados que pocos estudiantes alcanzan a comprender y por ello sélo memo-
rizan la regla “se recorre el punto decimal tantas cifras..” y terminan operando
con numeros enteros una situacién que involucra cantidades decimales, donde
puede existir la posibilidad de distanciar la situacion planteada con las cantida-
des que se operan (Hiebert, 1992).

De acuerdo con lo anterior, nos planteamos las siguientes preguntas de
investigacion: dqué papel juega el aprendizaje auténomo de la division para
que el alumno llegue a comprender y emplear el algoritmo convencional de la
division con numeros decimales?, .qué procedimientos alternativos al algoritmo
canodnico muestran los alumnos al resolver problemas de division con nimeros
decimales? y {qué opinan los maestros acerca de lo que puede surgir en su
grupo mediante un aprendizaje autonomo de sus alumnos? Esta ultima interro-
gante nos parece conveniente, porque nuestro interés es que el docente se
observe y reflexione® en y sobre su practica docente, de modo que planee de
acuerdo con lo que puede manifestarse en su grupo de alumnos.

MARCO CONCEPTUAL

Iniciaremos mencionando que en el contexto de la educacion, Carter y Fleener
(2002), Kamii (1994) y Piaget e Inhelder (1993), entre otros, sefialan que la auto-
nomia significa que los aprendices gobiernan sus propias acciones sin depender
de otros, al mismo tiempo que se autorregulan conforme a un nucleo de cono-
cimientos y valores (respeto mutuo, cooperacion, libertad de eleccion y toma de
decisiones), lo cual amplia su potencial creativo en un ambiente social (Aebli,
1991; Solé, 1999). Estos aprendices elaboran razonamientos propios, empleando
estrategias de manera flexible y favoreciendo su reflexion respecto de qué pro-
cedimientos parecen funcionar mejor en los distintos problemas tratados (Berk,
Taber, Carrino, y Poetzl, 2009; NCTM, 2015).

Es importante subrayar que la autonomia se puede dar mediante un trabajo
colaborativo, donde los aprendices comparten, comunican y evaluan diferentes
maneras de resolver un mismo problema, y con ello promueven el conocimiento

> La reflexion le proporciona al profesor el conocimiento de saber como actia en sus clases y como apren-
der de su practica docente y del aprendizaje de sus alumnos (Bruno, Galuppo, y Gilardi, 2011; Lerman, 2001).
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desde diversos puntos de vista, con lo que se favorece la independencia de los
educandos, ademas de explorar los algoritmos generados por los propios alum-
nos (Ambrose, Baek, y Carpenter, 2003; Brousseau, 2000; Carter y Fleener, 2002;
Rubenstein, 1998), y donde el papel del docente es transferir al escolar el control
de su aprendizaje por medio del uso de estrategias o instrumentos de autoeva-
luacion como el portafolios (Airasian, 2002; Martinez-Rizo, 2012). Ademas que el
maestro debe crear las condiciones para devolver al alumno la necesidad de
aprender, para lo cual requiere que el escolar haga anticipaciones y verifique sus
conclusiones. Al final, el docente institucionaliza el conocimiento adquirido por
la dindmica de la situacion (Brousseau, 1988).

Coincidimos con Fagginger, Hickendorffy Van Putten (2016), quienes advier-
ten que no basta con dar ejemplos, sino que se requiere que el escolar explore
las caracteristicas del problema y el docente observe este desempeno. En esta
direccion Carrol y Poster (1998, p. 112) senalan que cuando se consideran sepa-
radamente los digitos del dividendo, por ejemplo, “847 entre 9, los alumnos pre-
guntan, écuantas veces cabe el 9 en el 847" dejan de lado el valor posicional de
cada digito. En relacion con esto, Ramirez (2012) investigd sobre el aprendizaje
auténomo de la division con dos digitos en el divisor y encontrod que en la mayoria
de los algoritmos alternativos se consideraba la cantidad total del dividendo a
traves de resultados parciales, y ningun alumno separd los digitos del divisor.

Respecto de la division con decimales, los docentes desean que sus estu-
diantes lleguen a comprender la division con decimales por su cuenta a través
de la exploracion, pero consideran que el tiempo es una dificultad a la que se
enfrentan y por eso piden que los alumnos que resuelven primero los problemas
correctamente expliquen a sus companeros como lograron llegar al resultado,
asi la mayoria de los escolares estan poco tiempo en un conflicto productivo
(Hooper, 2015); sin embargo, no consideran que estas estrategias dan lugar a ideas
significativas para el escolar, ademds que este tiempo se compensa al no tener
que volver a ensenar y remediar algunos errores sistematicos a los que se incurre
por un algoritmo convencional que no se ha comprendido (Hierbert, 1992).

Por ello, consideramos fundamentales los procedimientos generados de
manera autbnoma, a través de la experiencia adaptativa personal, definida como
la capacidad de reconocer y emplear multiples procedimientos significativos de
manera apropiada y creativa (Fagginger et al, 2016; Verschaffel, Luwel, Torbeyns,
y Van Dooren, 2009). Complementando esta misma linea de ideas, Verschaffel
et al (2009) senalan que por medio de la dualidad flexibilidad-adaptabilidad se
selecciona, consciente o inconscientemente, la estrategia de solucion mas
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apropiada en un contexto sociocultural dado; también Mercier y Higgings (2013)
destacan la importancia de que el docente potencie esta dualidad estimulando
y reconociendo la variedad de procedimientos autoconstruidos por los alumnos
de educacion elemental y dé oportunidades de reflexionar sobre los diversos
procedimientos con el fin de que cada uno escoja alguno.

La precedente concepcion acerca de reflexionar en su actividad tiene también
cabida en el docente, la cual Schon (1987) define como un proceso de reflexion
en la accion, donde el profesor debe analizar y buscar estrategias o soluciones
que satisfagan las necesidades reales de sus alumnos de forma eficaz. El presenta
un modelo con tres fases: conocimiento en la accion, reflexion en y durante la
accion, y reflexion sobre la accion y sobre la reflexion en la accion. Shon propone
la cultura de aprender del otro, quien puede aportar ideas e iniciativas que sirvan
para encontrar soluciones innovadoras a los problemas de la practica y a ello
llama desacuerdos productivos, los cuales son fuente de ideas creativas. Conjun-
tamente, investigadores como Cheng (2015) menciona que el uso del video, como
un recurso, ayuda al profesor a analizar en colegiado lo que acontece dentro del
aula y, con ello, promover la reflexion tanto de su practica como la de otros
docentes. En esta linea de ideas, Murray (2015) formula un ciclo colaborativo de
ensenanza reflexiva que comprende planear, ensenar y reflexionar.

DISENO METODOLOGICO

La investigacion aqui reportada es de corte cualitativo (Taylor y Bogdan, 1990).
Se llevo a cabo con dos poblaciones diferentes en dos escuelas primarias publi-
cas del estado de Aguascalientes (México) y en un ambiente de resolucion de
problemas: en una de ellas, con 30 alumnos de sexto grado (11-12 anos) con
intervencion didactica y en la otra con 12 maestros (de ler. a 6to. grados) en la
modalidad de curso-taller. En ambas poblaciones se usé el procedimiento “de
resultados parciales” (Ramirez, 2012) para mostrar las operaciones subsumidas
en la operacién de dividir (suma, resta y multiplicacion) sintetizadas en el algo-
ritmo convencional. Ello con la finalidad de posteriormente dotar de sentido al
algoritmo de division con decimales.

La toma de datos con los alumnos fue durante 25 sesiones y usamos cues-
tionarios (inicial y final) y 15 fichas didacticas® (10 de trabajo y cinco de

¢ Algunas de ellas fueron adaptadas de Ramirez (2012), véase Apéndice A.
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autoevaluacion) disenadas con base en las fases de Polya (1965/2001): com-
prender el problema, trazar un plan con base en las relaciones entre los elemen-
tos que intervienen en el problema, implementar el plan y una vez encontrada
la solucion, revisarla y discutirla para validar la respuesta con una vision
retrospectiva.

En las fichas didacticas planteamos problemas relacionados con la vida
cotidiana, evitando incluir datos irrelevantes, con un vocabulario comprensible
para los alumnos y con tareas orientadas hacia un aprendizaje autbnomo. Antes
de resolver cada ficha didactica se pedia a varios alumnos que leyeran en voz
alta la situacion y después a otros se les solicitaba que explicaran con sus
palabras de qué trataba el problema, esto con la finalidad de contar con la
certeza de que habian entendido la actividad, pues coincidimos con Aebli (1991,
p. 154), quien senala: “‘una tarea especial de la lectura [es] que los alumnos
aprendan a manejar de manera autbnoma los textos y que aprendan a contem-
plary comprender por si mismos el asunto’. Ademas en algunas fichas se pedia
a los participantes re-escribir el problema, incluyendo la solucion encontrada,
esto lo usamos como una manera de regresar al problema para repensarlo y
verificar si la solucion encontrada correspondia a la situacion planteada (ultima
fase de Polya), y poner de manifiesto como fue entendida.

Las fichas eran calificadas al final de cada sesién puesto que dicha valora-
cion servia de referencia para la escritura del diario escolar, donde anotaban
sus reflexiones acerca de lo aprendido, lo que se le habia dificultado, e incluso
escribir algunos ejemplos de lo tratado en la sesion (Fliickiger, 2005). En la
sesion siguiente se realizaba la retroalimentacion individual y grupal para lo
cual se solicitaba a varios alumnos anotar su procedimiento en el pizarrén
con la finalidad de que explicaran cémo habian resuelto el problema de divi-
sion planteado en su ficha didactica, y después se preguntaba al grupo si
tenian maneras diferentes para que las mostraran a los demas v, finalmente,
comparaban dichas soluciones.

Consideramos que de esta manera promovimos que los participantes cono-
cieran diversos modos de solucion para un mismo problema y favorecimos su
comprension al procurar entender las explicaciones de los demas. Concorda-
mos con Yackel y Cobb (1996) en que en estas discusiones el maestro dota de
sentido las argumentaciones de los alumnos y puede seleccionar otras situacio-
nes mas desafiantes en relacion con las soluciones expuestas. Estas discusiones
0 normas sociomatematicas influyen en las oportunidades de aprendizaje para
que los alumnos logren ser intelectualmente autonomos.
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De las 25 sesiones, con una duracién aproximada de 90 minutos cada una,
se eligieron cuatro de ellas para ser videograbadas’ porque consideramos que
aportan informacién relevante en nuestra investigacion como: explicar los cono-
cimientos producidos por otro companero o los argumentos que dan los alum-
nos acerca de su aprendizaje de la division respecto de los distintos procedimientos
generados por los participantes. Ademas de promover la comprension concep-
tual a través de dar oportunidad a los estudiantes de preguntar, discutir,
explicar y compartir sus estrategias (An, 2009). Las primeras cinco sesiones
fueron para trabajar el sistema de numeracion decimal y operaciones de suma,
resta y multiplicacion con cantidades decimales dadas con materiales mani-
pulativos a través del juego “El banco”. Al respecto, Brousseau, Brousseau y
Warfield (2004) sefalan que los numeros decimales se utilizan en la vida
cotidiana.

La toma de datos con los maestros se realizd durante 12 sesiones, de 90
minutos cada una, aproximadamente. Los instrumentos usados son ocho
fichas didacticas de trabajo que también fueron implementadas con los alum-
nos pero con algunas modificaciones; estas fichas se trataron durante la pri-
mera fase del curso-taller, y en la segunda recurrimos a tres guias de
retroalimentacion® para analizar en colegiado la actuacién de cada profesor
en dos clases grabadas en video, las cuales fueron editadas para que cada
una durara como maximo 15 minutos. Las retroalimentaciones se efectuaron
a nivel grupal (Apéndice B), entre pares (Apéndice C) e individual (Apéndice
D). Como apoyo para sus reflexiones cada docente contd con un cuaderno de
notas y en la Ultima sesidn incluimos a un Observador para que registrara lo
que considerara mas relevante en dicha sesion.

Esta toma de datos la llevamos a cabo mediante un curso-taller, con la
finalidad de que los participantes reflexionaran y establecieran estrategias para
enriquecer su practica docente y fortalecer el aprendizaje autbnomo de sus
alumnos. El curso-taller se efectud en dos fases para que los maestros reflexio-
naran antes, durante y después de realizar intervenciones didacticas con su
grupo respectivo.

7 Se conto con dos Observadores no participantes.
8 Observaciones que nos sirven para que avancemos del punto en que nos encontramos y tienen un
caracter formativo.
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* Primera fase, cinco sesiones: (a) actividad para trabajar el enfoque didactico
de las matematicas presente en el Programa de estudios vigente (SEP,
2011); (b) seis fichas didacticas sobre significados de la division e impor-
tancia del residuo, asi como distintos procedimientos para aprender de
manera autonoma la division con dos digitos en el divisor, y (c) dos fichas
didacticas para dar sentido a la division con numeros decimales.

» Segunda fase, siete sesiones: (a) videograbacién de una clase de matema-
ticas de cada maestro participante y andlisis en colegiado de su video
(editado) para aportar y recibir retroalimentacion; (b) lectura del enfoque
didactico de matematicas, enfatizando sobre los cinco desafios menciona-
dos; () videograbacion de otra clase de matematicas de cada uno de los
maestros participantes y analisis entre pares del mismo grado del video
(editado) de cada participante para reflexionar acerca de su practica docen-
te y el aprendizaje autonomo de sus alumnos; (d) analisis individual de
sus dos videos (editados), y (e) elaboracion de un escrito titulado “Reflexio-
nes sobre mi practica docente” donde considere las retroalimentaciones
recibidas, el analisis de sus videos y la actuacion de sus alumnos.

RESULTADOS OBTENIDOS CON LOS ALUMNOS

Mostramos a continuacion diversos procedimientos generados por los alumnos:
suma/resta iterativa, relaciones proporcionales entre dos cantidades con la posi-
bilidad de extender dichas relaciones a otros pares de cantidades (Lamon, 2007;
Lampert, 1992), diversas representaciones de cocientes parciales y del algoritmo
convencional (con restas en los dividendos parciales). Al inicio de nuestra inves-
tigacion, la mayoria de los estudiantes uso el algoritmo convencional al resolver
problemas de division con numeros decimales y presentaron algunos errores
como separar la cantidad decimal, “recorrer y subir’ el punto decimal sin con-
servar las equivalencias correspondientes o no dar sentido a las cifras decimales
(figura 1). Estos equivocos pueden ser consecuencia de aprender solo procedi-
mientos rutinarios sin comprension, por ejemplo: “divide, multiplica, resta y baja
la cifra siguiente” (Lamb y Brooker, 2004, p. 178) limitando la creacion de proce-
dimientos propios de los alumnos de acuerdo con su experiencia adaptativa.
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Figura 1. Dificultades de los alumnos en la divisién con numeros decimales. (a) Dividir de
manera alternada la parte entera y la decimal, (b) recorrer el punto decimal de forma meca-
nizada y (c) no otorgar sentido a las cantidades decimales.

En los ejemplos precedentes se advierte la necesidad de otro tratamiento didac-
tico hacia el algoritmo de la division con decimales, por ello quisimos propiciar
un pensamiento flexible entre los participantes, por lo cual les solicitamos resol-
ver algunos problemas de division sin emplear el algoritmo estandar, con la
finalidad de que produjeran procedimientos alternativos los cuales después
compartirian entre ellos; ademas, introducimos el procedimiento “de resultados
parciales” para que los escolares se dieran cuenta que la sustraccion en la
division sirve para ir quitando a la cantidad total lo que se va repartiendo o
agrupando y ello es factible porque se va descomponiendo el dividendo.

En la siguiente figura (2) podemos observar cémo dicho procedimiento poten-
ci6 futuros aprendizajes como el establecer relaciones proporcionales (figura 2a)
o efectuar varias divisiones usando el algoritmo estandar al implementar el

° Este procedimiento tiene sus antecedentes mas remotos en los antiguos egipcios y se eligié porque
permite que cada alumno vaya resolviendo la division con los conocimientos obtenidos en otros grados
anteriores.

EDUCACION MATEMATICA, VOL. 31, NUM. 1, ABRIL DE 2019 47



Mercedes Marfa Eugenia Ramirez Esperon, David Alfonso Paez, Daniel Eudave Mufoz y Felipe Martinez Rizo

principio de exhaustividad (residuo menor que el divisor) mediante la sucesién
de divisiones parciales (figura 2b). Al mismo tiempo promovimos que los alum-
nos estimaran un posible resultado y encontramos que la mayoria de ellos
escriben el resultado calculado o describen el algoritmo efectuado y sélo algunos
efectiian estimaciones como una forma de iniciar a comprender la situacion
(figura 2a). Asimismo, nos percatamos de que la re-escritura del problema fue
un recurso para que los alumnos revisaran la solucion hallada y mostraran si
habian comprendido el problema (figura 2b).
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Figura 2. Distintos procedimientos que surgieron con base en el “de resultados parciales’. (a)
Relaciones proporcionales y (b) division en partes.

En la figura 3 vemos que los procedimientos alternativos generados por los
alumnos sirvieron de apoyo para que llegaran al algoritmo convencional e
incluyeran la resta en los dividendos parciales, incluso varios escolares movieron
el punto decimal hacia la derecha, lo cual puede servirle al docente para pro-
vocar la reflexion en el grupo (Hooper, 2015).
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Figura 3. Importancia de anotar la resta en los dividendos parciales. Algunos alumnos llegan
a recorrer el punto decimal.

Por las evidencias precedentes subrayamos que los alumnos anotan las canti-
dades decimales que van separando, por ello disentimos de que se eliminen las
restas en los dividendos parciales del algoritmo canonico (SEP, 2014b, p. 233),
pues algunos escolares anotan en su diario escolar *hoy aprendi que la division
con decimales es mas facil con la resta” o “en los dos [procedimientos] se van
restando las cantidades”.

También hubo producciones donde se advierten equivocaciones en el algo-
ritmo convencional, aun cuando en los procedimientos alternativos el resultado
era correcto (figura 4) y creemos que se debe a la falta de reflexion acerca de
la solucion o soluciones obtenidas. Encontramos producciones (figura 4a), que
los errores mas frecuentes en el algoritmo estandar se relacionan con la multi-
plicacion y la resta, reportado en Ramirez (2012). Igualmente, de la manera
mecanizada y sin comprension de colocar el punto decimal (figura 4b), donde
notamos que el alumno no reparé que tenia tres distintos resultados (8, 0.8 y .08),
los cuales pueden ser un recurso para que el docente provoque la discusion y
reflexion en el grupo acerca de lo que significa el resultado decimal obtenido
en cada uno de los distintos procedimientos. Ademas de que no basta que el
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alumno opere correctamente el algoritmo (figura 4¢), sino que tenga la oportu-
nidad de analizar sobre |a racionalidad de sus respuestas en colaboracion con
otros (Hooper, 2015; Rubenstein, 1998).
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Figura 4. Resolucién de problemas de divisién usando el algoritmo convencional. En (a) y
(b) vemos diferentes procedimientos no convencionales al trabajar con el algoritmo conven-
cional. En (c) falté la comprension de la cantidad decimal del residuo.

Es importante mencionar que los alumnos después de socializar sus produccio-
nes se percataron de otras maneras o “‘caminos’ de resolver problemas de
division y senalaron: “no siempre un camino es el mas facil, por eso es mejor
tener otros”.
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RESULTADOS OBTENIDOS CON LOS MAESTROS

En este apartado reportamos lo hallado con los maestros en el curso-taller.
Advertimos la creacion de distintos procedimientos con sumas/restas iterativas,
relaciones proporcionales, representaciones de cocientes parciales, etcétera, y de
igual modo que los alumnos también incluyeron la resta en los dividendos
parciales con punto decimal (figura 5).

Escribe y resuelve dos problemas de division. Considera que al Se compraran 1685 sacapuntas para una papeleria. Si los
menos wio de los problemas debe tener més de una cifra en ¢l sacapuntas se venden en recipientes y cada recipiente tiene
a) divisor. b) 32 sacapuntas jcuantos recipientes se entregaran y cuantos
1 Lo maesken Cinthja quee  repackt 4625 sacapuitas entregaran sueltos?
Kpices a los 25 olummos de 1A, -
CCuontos Wpees le ‘e "m a nee? Creo que van a euﬂ'egar@!eclpmmes
DM"“' Zeban 7
L2l 2 ,‘ 35
?? 2¢.00 __ZJ- _ﬁ A ;d,i Ahora resuelve ¢l problema
-7i G sacapuntas en cada ipi
Tles 1685 32 scheon 31
t0 :Lg ;|y_-f_: a u
= - =43
4 B -l
% gy 7 LT
: ERoAL
2 Favkndt qiere regafarie 320 P"‘” 9 -ﬁ;};“ P
Jus 59 primas, o deean ~—
a cade (.ne 2 ( ¢ ("’"{?a\mfﬁé 1,,.“21:“&\::@'
. RiZ = 2 B rmi
59 Ifll far 1A
= ze 3>
g;’» JL”? -f.,o °,."...eo7 32 - eoDn
54- <z fa “"’"'-iﬂ _ 23
o —=r
José Maria fue al banco a comprar délares. Si por un délar Beto organiza equipos de futbol. si tiene anotados 157 personas
tiene que pagar $18.50 ;cuéntos délares le darin por $157.502 (ccudntos equipos de fiitbol podra formar y cudntas personas le
C) Creemos que le darin, aproximadamente gpml“e d) faltan para poder crear otro equipo? (Recuerda que cada equipo
)‘}Bi& e {\; < T de fiitbol tiene 11 jugadores.)
Ahoraresuelve el p con el pi imi “de

. f p Pienso que van a formar . porque
parciales” usando las etapas que quieras, y después resuélvelo a —borque_

con ¢l procedimiento de la galera.

4 Ahora resuelve el problema
18,50 => # 1 v
QL?&@?; Zl

X el a0 (
{490 - ‘9:‘

-t Q \ 2"1‘12 15544 \l\ ~ 0
(&7, 60 3 8.50=F+1+.50 3?{',5{ I
—]29-S° =5 £5- SG \J\\ 4‘ [%,;m
e aa A i

. . a
2% %.3 2 \‘Ad. (i_({h*\

S A - peA
18.50 ],—;3-5/0 m-'ﬁ" "‘hﬂ
10 S

Figura 5. Distintos procedimientos producidos por los docentes. (a) Error en el célculo decimal
y falta de sentido (fragmentar los lapices), (b) procedimientos con base en cocientes parcia-
les, (c) “regla de tres” y (d) relaciones proporcionales.
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En las producciones precedentes, los maestros manifiestan calculos mas com-
plejos que muestran mayor dominio en los numeros decimales, sin embargo en
sus producciones observamos la falta de estimar un posible resultado, asi como
no escribir el resultado después de efectuar la algoritmia correspondiente. Tam-
bién observamos que en el algoritmo convencional (figura 5a) el docente no
registra de dénde surge el cociente decimal; consideramos que podria deberse
a la manera en que aprendio, pues menciona: “ensefno la division de la Unica
manera que conozco”.

A continuacién presentamos producciones de los maestros. Vemos en la
figura 6a cémo el profesor coloca el punto decimal en el algoritmo convencional
sin indicios de dénde proviene; en las figuras 6b y 6¢ observamos procedimientos
alternativos donde los maestros anotaron los dividendos parciales decimales, lo
que les dio pie a incluirlos también en el algoritmo convencional y asi encon-
trar la cantidad decimal del cociente del mismo modo como lo habian hecho
para la cantidad entera, pero ahora considerando multiplos del divisor menores
de la unidad (figura 6¢). Es importante sefalar que al compartir como hallar la
cifra decimal, los maestros mostraron interés de que coincidiera la colocacion
del punto con la regla “recorrer el punto..”; por ello, creemos que este hallazgo
puede ser un recurso para reflexionar acerca del porqué conservar las cantidades
decimales en la division sin necesidad de ‘recorrer” el punto a la derecha de
manera mecanizada.

52 EDUCACION MATEMATICA, VOL. 31, NUM. 1, ABRIL DE 2019



El aprendizaje auténomo, favorecedor de la experiencia adaptativa en alumnos y docentes..

a) : b
hl[lsozf-ﬁ

g0, |3
lis 1582

b) TJuan y sus catro hermanos van a repartirse § 482,50, 5i acada c) José Maria fue al banco a comprar délares. Si por un ddlar
e debe tocarle 4 misma cantidad y no scbrar nada de dinere, tiene que pagar Sl§ 30 jewintos délares e darin 1}(51'$|<"| 307

(cudnto dinero va a tocarle a ¢ada unc?
s Creemos que le danm, aprommdmnmes_ porque

Croo que 4 cada tno ke tocar 13 porgueis 4 - tedondemckns o los BISP 103
0 O, LS ) t
b Ahora resuelve el problema
Ahora reselvan ¢l problera
oo i
432 .50 5§ = '@)ﬂ-ﬁ =50 5T _Jigao

i§2.50  13.50 X33 5o

= 450 L0 = 2s o.
- — 430 i
’Ci“'ﬁ; -7 s O @+ Y WD =50
"ﬁﬁ_ﬁ’l o @ 5 5 ‘.'560

s
/‘Zt:‘:; g 13088 J%'Q.Q‘D ""'OD 2,0

Figura 6. Diferencias entre el algoritmo convencional y los procedimientos alternativos. En
(a) vemos la colocacion del punto decimal en el algoritmo canonico, en (b) las operaciones
subsumidas en la divisién y en (c) la obtencién de la cifra decimal .5 del cociente.

En la figura 7 mostramos algunas reflexiones de los profesores surgidas en la
segunda fase del curso-taller como consecuencia de analizar los videos de sus
clases y observar los distintos procedimientos que surgieron en sus alumnos al
darles la posibilidad de resolver problemas con sus propias estrategias con miras
a fomentar aprendizaje autonomo. En el andlisis de su practica docente fueron
considerados las retroalimentaciones grupales, su cuaderno de notas y las video-
grabaciones de sus clases.
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Figura 7. Reflexiones de los maestros con base en las retroalimentaciones grupales recibidas.

De acuerdo con las reflexiones de los profesores, consideramos que ellos se dieron
cuenta de la importancia de que los alumnos elaboren sus procedimientos y los
socialicen para que aprendan de manera auténoma (competencia mencionada
en documentos editados por la SEP para la educacién basica). Es imprescindible
subrayar que los docentes reconocieron que antes no daban la oportunidad a sus
alumnos de usar distintos procedimientos pues esperaban solo algoritmos con-
vencionales y fue mediante las retroalimentaciones entre colegas que descubrieron
los cambios que tuvieron en su practica, donde reflexionaron acerca de la nece-
sidad de transformar su manera de ensenar para dejar que el alumno también
proponga su propios procedimientos de solucién. Asi mismo manifestaron su
asombro de la forma en que llegaron a efectuar el algoritmo convencional de la
division con decimales sin necesidad de transformar las cantidades, solo teniendo
en cuenta los dividendos parciales decimales.
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CONCLUSIONES

En nuestra investigacién encontramos que los alumnos mostraron dificultades
en el significado y uso de los niimeros decimales, por lo cual implementamos
actividades complementarias donde utilizamos el sistema monetario como un
recurso para el manejo comprensivo de las cifras decimales en las operaciones
de suma, resta y multiplicacion. Observamos que al sumar y restar lograron
colocar correctamente las cantidades decimales, considerando la alineacion del
punto decimal. En relacion con la multiplicacion, la trabajamos como suma
abreviada para que se dieran cuenta donde colocar el punto decimal en el
producto.

Respecto de la division con nimeros decimales en el divisor, encontramos
que, el error mas frecuente entre los alumnos fue separar o alternar las canti-
dades decimales de los numeros enteros y operar el algoritmo convencional,
aparte de equivocaciones en relacion con las operaciones de resta y multiplica-
cion. Es importante senalar que varios estudiantes colocaron el punto decimal
‘subiéndolo” en el cociente o “recorriéndolo” en el dividendo sin saber el porqué.
Otras inexactitudes se refieren a las respuestas que dieron los estudiantes par-
ticipantes al problema planteado, lo cual nos hace reconocer que es necesario
mayor tiempo en la comprension de los nimeros decimales y no solo trabajar
en su calculo. Pensamos que en los programas de la SEP se debe reflejar una
educacion de calidad y que implica mayor tiempo en el tratamiento de conteni-
dos complejos para los alumnos.

En direccién al aprendizaje auténomo de la division se logrd que los parti-
cipantes (alumnos y maestros) elaboraran procedimientos diferentes del cano-
nico: representaciones graficas, sumas/restas iteradas, agrupamientos,
multiplicacién y distintas representaciones de cocientes parciales —como ir sec-
cionando y dividiendo de manera parcial o establecer relaciones proporcionales
entre las dos cantidades— con lo que se abrio la posibilidad de elegir uno o mas
procedimientos para un problema especifico. Es conveniente sefalar que varios
alumnos usaron mas de dos procedimientos diferentes, aparte del convencional,
y aunque hubo escolares que no llegaron a acceder al algoritmo estandar, si
elaboraron al menos un procedimiento no convencional. Por lo anterior, consi-
deramos que mediante el aprendizaje autonomo de la division con decimales
se conjunto la experiencia adaptativa de cada participante al elaborar procedi-
mientos conforme sus conocimientos previos de las operaciones subsumidas en
la division con decimales.
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Un hallazgo interesante, al efectuar el algoritmo canonico de la division con
numeros decimales, es que casi la totalidad de alumnos y maestros colocaron
los dividendos parciales dentro de la galera para realizar las restas indicadas y
considerando la cantidad total del divisor obtener el cociente entero y decimal
correspondiente. Al respecto, Brousseau et al. (2014) anotan ‘el uso y compren-
sion de la division con nimeros decimales se facilita por su semejanza con la
division larga en los nimeros naturales’ (p. 92), lo cual asombré a los maestros,
quienes repararon que el conservar en todo momento las cantidades decimales
—tanto en el dividendo como en el divisor— dota de sentido el tratamiento de la
situacion original sin necesidad de multiplicar por potencias de diez las canti-
dades decimales involucradas.

En relacion con la reflexion de la practica docente, a los maestros les pare-
Cio interesante analizarla en colaboracion con los otros maestros de la escuela,
aunque la mayor parte de ellos se les observaba un poco nerviosos de que
los demas vieran sus clases, puesto que ninguno habia tenido experiencia en
dary recibir retroalimentacion de sus colegas. Asimismo, reconocieron que sus
alumnos usaron procedimientos que ellos no esperaban y que les habia sor-
prendido. Senalaron, por ejemplo: “Me di cuenta que mis alumnos saben mas
de lo que me imagino” o “Aprendi que no todos los alumnos razonan igual,
que llevan un proceso, y que en el proceso van adquiriendo aprendizajes.” Al
final del curso-taller expresaron: “Es necesario, como docente, detenerse para
reflexionar sobre el aprendizaje de sus alumnos para saber si lo aplicado esta
dando buenos resultados’.
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APENDICE A

EJEMPLOS DE FICHAS DIDACTICAS CON SU PROPOSITO RESPECTIVO

@ Ficha; iVamos @ repartir o agrupar!* TERCERA AUTOEVALUACION
I“L [—— P , Ahora vas a darte cuenia de i ya sprendiste a dividir con nimeros decimales, par eflo te
F-NEE  delos problema debe tener mis de una cifra en el divisor: o -
José Alfredo mecesita varios tramos de madera que midan 0.24 m cada wno. Si tiene una
tim ide 3.80 m, jcudn blener eon e tira
demaden?
Creogne v azer rrmas demadera porqine
Abom resuehve ol problema
Alumnos
{481 renludo que obmeviste s mcercs ala que i pmaane? |
Escribe de qué trata el problema, inclayendo en u redaccion el resuiado que cbiuviste
P P a dividir,
Explorar qué significados da el alumno a Conocer qué aprendizaje ha logrado o
la operacion de division. estd en proceso de adquisicion.
Ficha. Equipes de fibol* Ficha: ;Explicame lo que hice!
_}'i_-; Beto orpaniza equipes de futbol, 5 tiee anctsdos 157 personss jcuistos :._‘ Elsbora un problema de divisida que tenga nimeros
[ ;y aquipos de el pode frmary Fulats pencass el pars poder cer decimales en el dividendo v en el divisor y resuéivelo con
s otro equipe? (Recuends que cadh equipo de futbol e 11 jupadores) . o s ijas, a i i
e 9& S Desputs, pam al plzarmtn a coplar tu problema para que
Ak . ctrouas) companeros(as) lo expliuen,
Abom resueive ol problema
Maestros
Escribe de ok P incluyends en
» Escribeen tu cusdemo de notas qué crees pueden aprender los abimaos ol pasmral
pizamén a explicasr o procedimicnto de otos. Comenta, ademds, s fus
- k compatierca(as) explicaron e maners comecta el problema que presestaste en ¢l
excribir o problema inchryendo b solucia. pizaméa y a qué coves que se debid.

Considerar la importancia del residuo y la

Fortalecer el aprendizaje del alumno mediante
re-escritura para la verificacion de resultados

las producciones elaboradas de otro compaiiero.
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APENDICE B
GUIA PARA ANALIZAR EN COLEGIADO EL ViDEO (EDITADO) DE SU CLASE
REFLEXION SOBRE SU PRACTICA DOCENTE
Escriba en su cuaderno de notas:

. Antes de ver el video de su clase
¢Qué aprendizajes cree haber logrado en sus alumnos durante la sesion?

ll. Después de ver el video de su clase

— ¢Qué resaltaria de su clase?

— ¢Qué fue lo que se le hizo mas complicado durante la sesion?

— dLe sorprendit algo durante la sesion? épor qué?

— ({Cambiaria algo de la sesion? __ épor qué?

— ¢Qué aprendizajes logro en sus alumnos?

— ¢Considera haber fomentado en sus alumnos un aprendizaje autbnomo?
___, por qué?

lll. Posterior a la lectura de las observaciones de sus colegas
Escriba una reflexion que dé cuenta de la retroalimentacion que recibio.

IV. Andlisis en colegiado
Anote acerca del analisis en colegiado respecto del aprendizaje autonomo
de sus alumnos.

RETROALIMENTACION EN COLEGIADO

Escriba en las hojas proporcionadas:

. Después de ver el video de su colega

Nombre del colega de quien observo la clase

¢Qué resaltaria de su clase?

¢Qué fue lo que cree se le hizo mas complicado durante la sesion?
{Le sorprendio algo durante la sesion? épor qué?

{Cambiarfa algo de la sesion? __ épor qué?
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— ¢Qué aprendizajes cree que su colega logro en sus alumnos?
— ¢Considera que su colega foment6 un aprendizaje autbnomo en sus
alumnos?__ épor qué?

ll. Favor de entregarla la retroalimentacion a su colega.
Es decision propia escribir el nombre de quien efectto la retroalimentacion.

lll. Argumentar en plenaria acerca de lo observado en los videos.
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APENDICE C
GUIA PARA ANALIZAR ENTRE PARES EL VIDEO (EDITADO) DE SU CLASE

En esta segunda fase van ustedes a recibir retroalimentacion de su colega de
grado, ello con la finalidad de reflexionar acerca de semejanzas y diferencias
entre sus practicas docentes de acuerdo con los criterios establecidos en el grupo.
Para ello le solicitamos lo siguiente:

. Antes de ver el video de su clase

— Escriba en su cuaderno de notas écudles considera que son los elementos
fundamentales en su practica docente?

— Revisen el documento ENFOQUE DIDACTICO (de matematicas) del Progra-
ma de Estudio 2011 de su grado correspondiente y en colegiado comenten
acerca de los cinco desafios que ahi se mencionan.

ll. Después de ver el video de su clase
Para retroalimentarse mutuamente, analicen y escriban semejanzas y dife-
rencias que hayan encontrado entre sus practicas docentes en relacion con
los cinco desafios mencionados en su Programa de Estudios 2011.
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APENDICE D
GUIA PARA EL ESCRITO “REFLEXIONES SOBRE MI PRACTICA DOCENTE”

En esta ultima sesion va a reflexionar acerca de su practica docente apoyandose
en la revision de su cuaderno de notas y en los dos videos de los cuales ya
recibio retroalimentacion de sus colegas.

Elabore un escrito al que titule REFLEXIONES SOBRE Mi PRACTICA DOCENTE para lo cual:

. Revise su cuaderno de notas y retome sus reflexiones en relacion con el
objetivo general del curso-taller:

Se espera que los docentes participantes reflexionen antes, durante y
después de realizar sus intervenciones didacticas para observar qué
cambios realizaron y como ello se vio reflejado en el aprendizaje de sus
alumnos.

ll. Después de ver los dos editados de sus clase incluya:
Qué diferencias encuentra en su actuacion entre su primera y segunda
grabacion respecto de

— elementos que haya incorporado conforme con las retroalimenta-
ciones recibidas,

— manejo del error,

— decisiones tomadas en el transcurso de la clase,

— otros aspectos que considere importantes mencionar.

lll. Muestre algtin procedimiento del alumno o de los alumnos que le haya
sorprendido
Argumente el porqué eligio este ejemplo.

IV. Mencione en su escrito

Caracteristicas que considera hacen valiosa su participacion dentro de
la comunidad escolar donde labor.
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Resumen: Este articulo presenta la adaptacién y validacién del MRBQ (Mathe-
matics-Related Beliefs Questionnaire) al contexto colombiano. El MRBQ es un
instrumento, desarrollado en la Universidad de Lovaina (Bélgica), que evalta
las creencias de los estudiantes sobre las matematicas y que ha sido validado
en varios paises. El instrumento fue administrado a 670 estudiantes de secun-
daria en centros publicos de la ciudad de Medellin (Colombia). Los analisis
revelaron que las creencias sobre las matematicas de estos estudiantes se
representan mejor con un modelo de 10 factores, y no con uno de cuatro como
sugieren estudios anteriores. Los 10 factores identificados explican mas fiel-
mente el modelo tedrico original y muestran una varianza de 56.34%, mayor
que la obtenida en investigaciones previas. Estos resultados no solo sugieren
mejoras significativas del MRBQ, sino que proporcionan la base para el desa-
rrollo de una herramienta fiable que evalue las creencias en el contexto colom-
biano. Hasta lo que estos autores conocen no se dispone de otro instrumento
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en este contexto que permita identificar las creencias, y como consecuencia
estudiar su influencia en el aprendizaje de las matematicas.

Palabras clave: Creencias sobre las matemadticas, Educacion secundaria, Cues-
tionario, Andlisis factorial

Abstract: This article presents the adaptation and validation of the MRBQ
(Mathematics-Related Beliefs Questionnaire) to the Colombian context The
MRBQ is an instrument for assessing student mathematics-related beliefs, orig-
inally developed at the University of Leuven (Belgium) and validated in several
countries. The instrument was administered to 670 students, from public high
schools in Medellin (Colombia). The analyses revealed that these student math-
ematics-related beliefs are better represented with a ten-factor model, rather
than with a four-factor model as suggested in previous studies of the MRBQ.
The 10 factors explain more faithfully the original theoretical model and account
for a variance of 56.34%, higher than that obtained in previous research. These
results not only suggest significant improvements of the MRBQ, but also provide
the basis for developing a reliable tool to assess beliefs in the Colombian
context. To what these authors know, a consistent instrument has not been
designed yet in this context for identifying beliefs, and consequently studying
their influence on the learning of mathematics.

Keywords: Mathematics-related beliefs, Secondary education, Questionnaire,
Factor analysis

INTRODUCCION

Este articulo se centra en investigar las creencias sobre las matematicas que
tienen los estudiantes de educacion secundaria en centros publicos de la ciudad
de Medellin, Colombia. En Colombia el estudio sobre el aprendizaje de las
matematicas se ha tratado generalmente desde aspectos cognitivos (Lopez,
Hederich-Martinez y Camargo, 2012; Toro-Carvajal, Ortiz-Alvarez, Jiménez-Garcia
y Agudelo-Calle, 2012; Arévalo y Gonzalez, 2013), meta-cognitivos (Zambrano,
2008; Iriarte, 2011; Santos y Lozada, 2013) y curriculares (Gomez, 2002; Murcia
y Henao, 2015; Angulo, Reyes, Triana y Aristizabal, 2016), sin considerar las
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dimensiones afectivas, ni el papel que juegan las creencias en el aprendizaje
de esta materia. El objetivo del presente estudio es adaptar y validar un cuestio-
nario como primer paso en el analisis sistematico y riguroso de las creencias
sobre las matematicas de los estudiantes colombianos. En particular se pretende
adaptar y validar la versién del MRBQ (Mathematics-Related Beliefs Question-
naire) refinada por Diego-Mantecon (2013), que ha sido evaluada en diferentes
contextos socio-culturales.

El estudio de las creencias se hace necesario cuando se busca comprender
las causas de ciertas acciones que pueden conducir al fracaso o al éxito escolar
en una materia tan significativa, pero a la vez tan estigmatizada como las mate-
maticas. En los ultimos anos se han atribuido distintos significados al término
creencias; en este estudio se definen como un sistema de conocimiento subjetivo,
personal y no siempre compartido (Pajares, 1992; Pehkonen, 1999; Parra, 2005;
Diego-Mantecon, 2012, 2013). Se construyen y desarrollan durante la vida como
fruto de las experiencias personales y de las interacciones con el entorno (Pehko-
nen y Pietild, 2003), sirviendo a su vez como filtros a través de los que se pro-
cesan nuevas experiencias e informaciones. Estas nuevas experiencias se
incorporan a un sistema de creencias ya existente, ayudando a consolidar o
modificar creencias previas (Beck, 1976; Knapp y Beck, 2008). Las creencias
pueden ademas mantenerse con diferentes grados de conviccién, no siendo
necesariamente compartidas y por lo tanto disputables (Hidalgo, Maroto y Pala-
cios, 2015). De acuerdo con Diego-Mantecon (2012) las creencias anteceden a
las actitudes, determinando y condicionando nuestras acciones en respuesta a
determinadas situaciones y contextos.

CREENCIAS SOBRE LAS MATEMATICAS, CONCEPTUALIZACION
Y EVALUACION

A continuacion, se detalla la influencia de las creencias en el aprendizaje de las
matematicas, asi como su conceptualizacién a la hora de estudiarlas. Se presen-
tan también los instrumentos existentes para su evaluacion, destacando como
herramienta principal el MRBQ.
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LA INFLUENCIA DE LAS CREENCIAS EN EL APRENDIZAIE DE LAS MATEMATICAS

En la actualidad existe un consenso sobre la importancia de las creencias en
el aprendizaje de las matematicas (Bofah y Hannula, 2016; De Corte, 2015).
Kilpatrick, Swafford y Findell (2001) afirman que en el ‘desarrollo de la com-
petencia matematica’ intervienen cinco componentes principales; una de ellas
es la ‘disposicion productiva’ que comprende las creencias sobre las matema-
ticas, la motivacion por su aprendizaje y la autoeficacia. Las creencias sobre
las matematicas funcionan como principios rectores que influyen en la toma
de decisiones, pudiendo utilizarse para predecir acciones o conductas concre-
tas (Schoenfeld, 2012; Martinez Padrén, 2013; Skott, 2015). Estas determinan
por lo tanto la forma en la que los estudiantes participan en el aprendizaje
(Schoenfeld 1988; Op't Eynde, De Corte y Verschaffel, 2002), influyendo asi en
su rendimiento académico (House, 2006; De Corte, 2015; Diego-Mantecon y
Cérdoba-Gomez, 2018). En concreto, Pehkonen y Térner (1999) senalan que
las creencias son necesarias para entender como los estudiantes plantean un
problema, ya que éstas pueden influir en las técnicas de resolucion empleadas,
asi como en el tiempo y esfuerzo invertido. Aunque la ensenanza de técnicas
de resolucion y métodos heuristicos son necesarios, podrian no ser suficien-
tes para lograr un aprendizaje efectivo (Diego-Mantecén, 2012) ya que las
creencias son ‘elementos constitutivos importantes del aprendizaje” (Op't
Eynde et al, 2002, p.14).

Mcleod (1994) sugiere que las experiencias en clases tradicionales con-
ducen a desarrollar creencias negativas sobre las matematicas y en concreto
sobre la resolucion de problemas. Por ejemplo, la creencia ‘las matematicas
son algo procedimental que consiste en aplicar reglas’ dificulta la toma de
decisiones y el desarrollo de estrategias en la resolucion de problemas no
rutinarios (Schoenfeld, 1982; Kloosterman y Stage, 1992). El estudiante que
considera las matematicas como una asignatura puramente procedimental
tiende, ademas, a convertirse en un aprendiz pasivo, poniendo mas énfasis en
la memorizacion que en la comprension (Pehkonen y Torner, 1999). De manera
similar, aquel que considera las matematicas aburridas o poco atractivas difi-
cilmente se involucra de forma activa en esta materia. Por ejemplo, la creencia
‘las matematicas son una asignatura aburrida’ esta inversamente relacionada
con el tiempo que el estudiante dedica a esta materia (Hannula, 2006; Kis-
lenko, Grevholm y Lepik, 2007). Por el contrario, el individuo que encuentra las
matematicas interesantes y aplicables en diferentes contextos es proclive a
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esforzarse mas y a trabajar de forma constante (Pehkonen y Térner, 1999;
Prendergast et al, 2018). Asi mismo, los estudiantes que creen en su capacidad
para resolver una situacion matematica concreta tienden a perseverar hasta
encontrar la solucion (Bandura, 1999; Schunk y Pajares, 2002).

CONCEPTUALIZACION DE LAS CREENCIAS

A pesar de los numerosos trabajos que existen en educacion matematica sobre
el estudio de las creencias (v.g. Kloosterman y Stage, 1992; Furinghetti y Pehko-
nen, 2002; Op't Eynde y De Corte, 2003; Lomas, Grootenboer y Attard, 2012,
Diego-Mantecon, 2013; Andrews y Diego-Mantecon, 2015) no se ha establecido
un consenso a la hora de definirlas. Furinghetti y Pehkonen (2002), después de
analizar las definiciones utilizadas por diferentes expertos a nivel mundial, con-
cluyen que no hay unanimidad y que una caracterizacion universal podria no
ser posible. Diego-Mantecon (2012), tras una extensa revision de la literatura,
confirma que no existe tal consenso y senala, ademas, que a menudo no se
hace un intento por definirlas o ponerlas en contexto con otras variables rela-
cionadas, como las actitudes o las concepciones. Hannula (2004) sefnala que en
la mayoria de los casos no se definen directamente, sino que se describen
algunas de sus caracteristicas para delimitarlas.

Las creencias se caracterizan, por ejemplo, por ser una forma de conoci-
miento subjetivo, que se mantiene con diferentes grados de conviccién y cons-
ciencia, y por estar compuestas por elementos afectivos, evaluativos y sociales
(Abelson, 1979; Pajares, 1992; Vila y Callejo, 2005; Gomez-Chacon, Op't Eynde y
De Corte, 2006). Son afectivas en el sentido de que estan influenciadas por
nuestras emociones (Pajares, 1992); evaluativas al ser aceptadas como verda-
deras o falsas y servir como guia para el pensamiento (Villoro, 2006), y sociales
al estar determinadas por el contexto en el que vivimos (Gémez-Chacén et al,
2006). Como resultado de lo anterior, las creencias se definen en este articulo
como un sistema de conocimiento subjetivo y no siempre compartido (Pajares,
1992; Parra, 2005; Diego-Mantecon, 2012, 2013), que se modifica como con-
secuencia de las interacciones con el entorno (Pehkonen y Pietild, 2003).
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Modelos propuestos para el estudio de las creencias

Con anterioridad a los 80, las creencias sobre las matematicas se estudiaban
por lo general de forma separada (Op't Eynde et al, 2002; Diego-Mantecon, 2012,
2013). Algunos autores estudiaron por ejemplo las ‘creencias epistemoldgicas’
(Schommer, Crouse y Rhodes, 1992; Schommer-Aikins, 2002); otros investigaron
las ‘creencias sobre las matematicas como disciplina’ (Schoenfeld, 1989); y otros
analizaron las ‘creencias del individuo en relacion con las matematicas’ (Ban-
dura, 1993; Pajares y Miller, 1994). A partir de la sequnda mitad de los 80 se
propusieron modelos que integran diferentes dimensiones. Frank (1985) planteo6
un modelo de cinco dimensiones, creencias acerca de: (1) la habilidad para
estudiar matematicas, (2) las matematicas como disciplina, (3) el origen del
conocimiento matematico, (4) la resolucién de problemas, y (5) la ensefanza y
aprendizaje de las matematicas. A diferencia de Frank (1985), Underhill (1988)
no considerd las creencias acerca de ‘la resolucion de problemas, y separé la
dimension ‘ensenanzay aprendizaje de las matematicas’ en dos, estableciendo
cuatro dimensiones: (1) las matematicas como disciplina, (2) el aprendizaje, (3)
la ensenanza, y (4) el contexto social.

Mcleod (1992) propuso otro modelo de cuatro dimensiones, creencias acerca
de: (1) la naturaleza de las matematicas (incluyendo las matematicas como
disciplina 'y su aprendizaje), (2) uno mismo en relacion con las matematicas, (3)
su ensenanza, y (4) el contexto social. Kloosterman (1996), en un modelo mas
reducido, sugirio solo dos dimensiones: creencias acerca de (1) las matematicas
y (2) de como aprenderlas. Esta seqgunda dimension incluye varias sub-dimen-
siones; una de ellas, creencias acerca del aprendizaje, es considerada una
dimensién principal en el modelo de Pehkonen (1995) que incluye cuatro dimen-
siones: (1) las matematicas como disciplina, (2) uno mismo en relacion con las
matematicas, (3) su ensefanzay (4) aprendizaje. Op't Eynde et al. (2002) trataron
de integrar los modelos anteriores en tres dimensiones interrelacionadas, que a
su vez se dividen en 13 sub-dimensiones. Diego-Mantecon (2006) ilustrd este
modelo en una tabla proporcionando ejemplos concretos para cada sub-dimen-
sion (ver tabla 1).
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Tabla 1. Modelo tedrico de Op't Eynde ejemplificado por Diego-Mantecén (2006, p.13)

1. Creencias acerca de la educacion matematica

1.1 Creencias sobre las matematicas como asignatura
(v.g. Las matematicas son basicamente calculos, formulas y procedimientos)

1.2 Creencias sobre el aprendizaje matematico y la resoluciéon de problemas
(v.g. El aprendizaje de las matematicas consiste principalmente en memorizar)

1.3 Creencias sobre la ensefianza de las matematicas
(v.g. El trabajo en grupo facilita el aprendizaje de las matematicas)

2. Creencias sobre uno mismo en relacion con las matematicas

2.1 Creencias sobre la orientacion intrinseca a la meta
(v.g. Prefiero tareas matematicas en las que tengo que esforzarme)

2.2 Creencias sobre la orientacion extrinseca a la meta
(v.g. Solo estoy satisfecho cuando obtengo una buena calificacion en matematicas)

2.3 Creencias sobre el valor de la tarea
(v.g. Creo que las matemdticas que realizo en clase me serdn utiles en el futuro)

2.4 Creencias sobre autocontrol
(v.g. Si estudio de manera apropiada, puedo aprender los contenidos que me ense-
fan en matematicas)

2.5 Creencias sobre autoeficacia
(v.g. Puedo entender incluso los conceptos mas dificiles en matematicas)

3. Creencias acerca del contexto de la clase

3.1 Creencias acerca del rol y la actuacion del profesor
3.1.1 Creencias sobre la dimension cognitiva del profesor
(v.g. Nuestro profesor muestra paso a paso como debemos resolver un problema
matematico)

3.1.2 Creencias sobre la dimension motivacional del profesor
(v.g. Nuestro profesor realmente quiere que disfrutemos aprendiendo cosas nuevas)

3.1.3 Creencias sobre la dimension afectiva del profesor
(v.g. A nuestro profesor le importa como nos sentimos en las clases de matematicas)

3.2 Creencias acerca del rol y actuacion del estudiante
(v.g. Pregunto a mi profesor de matematicas cuando no entiendo algo)

3.3 Creencias acerca de las normas y practicas socio-matematicas en la clase
(v.g. Estoy siempre atento cuando mi profesor de matematicas explica)
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En una revision mas actual Jankvist (2009, 2015) amplia el modelo de Op't Eynde
et al (2002) proponiendo una cuarta dimensién ‘creencias sobre las matematicas
como disciplina’ en la que considera cuestiones sobre su origen y evolucion; por
ejemplo, si las matematicas fueron descubiertas o inventadas.

Instrumentos de evaluacion de las creencias: el MRBQ

Varios de los modelos anteriores se han evaluado mediante estudios cuantita-
tivos y en concreto con cuestionarios o escalas Likert. EI modelo de cuatro
dimensiones propuesto por MclLeod (1992) fue por ejemplo evaluado mediante
el instrumento de Lazim, Abu y Wan (2004). De forma similar, la consistencia
del modelo de Op't Eynde et al. (2002) fue verificada mediante el instrumento
MRBQ (Mathematics-Related Beliefs Questionnaire) disefiado por Op't Eynde y
De Corte (2003), y que evalua 11 de sus 13 sub-dimensiones.* EIl MRBQ es el
instrumento de evaluacion de las creencias que mayor fiabilidad ha mostrado
en la ultima década. Se ha refinado en varios estudios, mostrando consistencia
con estudiantes de diferentes contextos socioculturales incluidos Espana
(Gomez-Chacon et al, 2006); Espana e Inglaterra (Diego-Mantecon, Andrews y
Op't Eynde, 2007; Diego-Mantecon, 2013); Inglaterra, Eslovaquia y Espana
(Andrews, Diego-Mantecon, Vankus y Op't Eynde, 2011); Espana, Inglaterra, Eslo-
vaquia e Irlanda (Diego-Mantecon y Andrews, 2008), y mas recientemente Ecua-
dor (De Corte, 2015). La continua evaluaciéon del cuestionario en diferentes
contextos le confiere mas validez que otros instrumentos que han sido utilizados
solo en estudios puntuales.

El cuestionario original de 58 items fue testado por primera vez con 365
estudiantes flamencos (Op't Eynde y De Corte, 2003). Tras un analisis factorial
con rotacion ortogonal se forzo la extraccion de cuatro factores, porque segun
sus autores este era el modelo que posibilitaba una mejor interpretacion de los
datos. Los cuatro factores se etiquetaron como: (1) Rol y actuacion del profesor,
(2) Importancia y competencia en matematicas, (3) Las matematicas como una
actividad social, y (4) Las matematicas como un dominio de excelencia. El

° Las sub-dimensiones 3.2 ‘Creencias acerca del rol y actuacion del estudiante en la clase’ y 3.3 ‘Creencias
acerca de las normas y practicas socio-matematicas en la clase’ presentadas en la Tabla 1 no fueron
consideradas en el MRBQ original, al no ser exploradas en profundidad en el modelo tedrico (Op't Eynde
et al, 2002).
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analisis explico una varianza de 38.3% y generd unas alfas de Cronbach de 0.92,
0.89, 0.65 y 0.69, para cada uno de los cuatro factores. Posteriormente, el MRBQ
se valido en otros contextos internacionales, con las correspondientes adapta-
ciones. En estos nuevos analisis también se forzé la extraccion de cuatro factores
para facilitar la comparacion de resultados con el estudio original. Se destacan
en particular los estudios de Diego-Mantecon (2013) y De Corte (2015) realizados
en Espanay Ecuador respectivamente. Como muestra la tabla 2, los andlisis de
Diego-Mantecén y De Corte explicaron una varianza de 39.4% y de 46.8% res-
pectivamente, superando en ambos casos la varianza reportada en el estudio
original. La tabla 2 muestra también las variaciones en los valores de fiabilidad
en cada factor, asi como el refinamiento en el etiquetado para los tres
estudios.

Tabla 2. Estudios anteriores del MRBQ. Factores, fiabilidad y varianza

Op't Eynde y De Corte Diego-Mantecon De Corte
(2003) (2013) (2015)
Factor [od Factor o a
Rol y actuacién del profesor 0,92 | roresor como facilita-—— 45 Rol y actuacion del - o
dor del aprendizaje profesor
Importancia y competencia Significado y com-
P ) .y P 0.89 Autoeficacia 0.89 petencia en mate- 0.89
en matematicas (e
maticas
) Las matematicas
Las matematicas como una Relevancia de las como una materia
- ) 065 matematicas en lavida 082 0.79
actividad social el que se puede
aprender
. Las matematicas
Las matematicas como un Las matematicas como COMO una necesi-
- ) 0.69 una necesidad funcio-  0.78 ) 0.79
dominio de excelencia ) dad funcional en la
nal de la vida escolar )
vida escolar
Varianza Explicada 38.3% 394% 46.8%
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Conviene resaltar que el estudio de Diego-Mantecén (2013), a diferencia de
los otros estudios, identificd sub-factores en dos de los cuatro factores. Mediante
un segundo analisis factorial Diego-Mantecon encontré que el factor 3 identifi-
cado como ‘Relevancia de las matematicas en la vida real’ se subdivide en dos
sub-factores: ‘Aplicacion de las matematicas en la vida real’ e ‘Importancia de
una comprension flexible y profunda de las matematicas’; y el factor 4 ‘Las
matematicas como una necesidad funcional de la vida escolar esta formado por
los sub-factores: Las matematicas como asignatura inaccesible' y las ‘Matema-
ticas como asignatura de destrezas mecanicas. De acuerdo con lo anterior,
Diego-Mantecon identifico seis dimensiones de creencias, aportando de esta
forma informacién mas precisa a la estructura original de cuatro factores.

Lo descrito anteriormente muestra al MRBQ como uno de los instrumentos
mas utilizados y mas fiables para evaluar las creencias de los estudiantes en
diferentes contextos socio-culturales.

METODOLOGIA

Como se ha indicado con anterioridad las creencias son una variable funda-
mental en el aprendizaje de las matematicas, permitiendo identificar factores
que influyen en este proceso. Disponer de un cuestionario como el MRBQ que
evallie de forma fiable las creencias acerca de las matematicas se hace por lo
tanto necesario. En concreto, este estudio tiene como objetivo proporcionar a la
comunidad educativa una adaptacion y validacion del MRBQ al contexto colom-
biano, ya que en la actualidad no se conocen instrumentos que identifiquen
con fiabilidad las creencias en este contexto.

Para evitar problemas de equivalencia conceptual y linguistica (Helms, 1992;
Osborn, 2004) se tomd como base la versién de Diego-Mantecon (2013) que
habia sido traducida al espanol y validada en Espana. Ademads de adaptar los
ftems para establecer equivalencia transcultural, éstos fueron también revisados
para incrementar su validez de contenido (De Vellis, 2003; McQueen y Knussen,
2002) y establecer su validez interna (Sarantakos, 2013; Cohen, Manion y Morri-
son, 2003), aspectos no considerados en estudios anteriores de este instrumento.
Para incrementar la validez de los items en términos de contenido, y asegurar
que evaluaban los aspectos pretendidos por los investigadores (McQueen y
Knussen, 2002), éstos fueron revisados por un comité de expertos. En este sentido
varios de los items, en particular aquellos que incluian mas de una idea, se
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eliminaron o reformularon al conducir a respuestas sesgadas. Por ejemplo, el
ftem ‘Las matematicas son una asignatura necesaria y que vale la pena’ se
reformuld de la siguiente manera ‘Las matematicas son una asignatura
necesaria.

La validez interna se refiere al grado en el que el diseno de los instrumentos
puede afectar a los resultados del estudio (Sarantakos, 2013). En este trabajo se
incremento la validez interna de los items verificando que estos eran compren-
sibles por los sujetos a investigar, tal y como sugieren Cohen et al. (2003). Para
ello se administré inicialmente el cuestionario a un grupo de 30 estudiantes de
secundaria, con caracteristicas similares a las de la muestra principal. Varios
ftems que resultaron confusos para los alumnos fueron refinados, mejorando la
redaccion y sintetizando la informacién. Durante este proceso también se refor-
mularon aquellos items que en el instrumento original estaban orientados nega-
tivamente, por ser este un factor que reduce la calidad de las respuestas y afecta
la consistencia interna de las escalas (Suarez-Alvarez et al, 2018). Por ejemplo,
el item ‘A mi profesor no le preocupa como nos sentimos en clase’ se reformuld
‘A mi profesor le preocupa coémo nos sentimos en clase’.

Una vez realizados los ajustes anteriores, el cuestionario fue aplicado a una
muestra no aleatoria de 670 estudiantes (357 hombres y 313 mujeres) a la que
los investigadores tenian acceso. Los participantes eran de edades comprendidas
entre los 14 y 15 anos, siguiendo la linea de los estudios originales. Esta edad
se corresponde en Colombia con el noveno curso de educacion secundaria. Los
estudiantes pertenecian a seis centros publicos situados en la periferia de la
ciudad de Medellin y representativos de un nivel socioeconémico bajo, corres-
pondiéndose con los niveles 1y 2 de estratificacion en una escala de 6 niveles,
donde 1 es el nivel mas bajo. El cuestionario fue administrado directamente por
uno de los investigadores para evitar sesgos en la recogida de datos.

ANALISIS DE DATOS Y RESULTADOS

Para evaluar la validez del instrumento en el contexto colombiano se aplicé un
analisis factorial con rotacion ortogonal, como en los estudios originales. Antes
de computar el analisis factorial se realizo un escrutinio de los datos para evaluar
el grado de adecuacion de este analisis a la muestra. Se computd una matriz
de correlaciones para eliminar aquellos items que correlacionaban muy bajo
(con valores inferiores a 0.20) o muy alto (con valores superiores a 0.90), y que
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por lo tanto no son recomendables a la hora de aplicar analisis factorial (Field,
2009). También se computd el test de adecuacion muestral de Kaiser Meyer-Olkin
(KMO) y la prueba de esfericidad de Bartlett que arrojé un valor de 0.921 con
una p < 0.00005, lo que sugiri6 que los datos eran adecuados para aplicar
analisis factorial (Field, 2009).

A diferencia de los estudios anteriores realizados con el MRBQ no se forzd
la extraccion de cuatro factores, sino que se considero el criterio de Kaiser (1960)
y el test de Cattell (1978) para determinar los factores a extraer. El criterio de
Kaiser recomienda extraer el numero de factores correspondientes a los valores
propios mayores que uno, y el test de Cattell aquellos que indica el punto de
inflexion del grafico de sedimentacion. En este caso, se opt6 por la extraccion
de 10 factores recomendados por el criterio de Kaiser ya que permitian una
interpretacién mas completa de los datos. Los 10 factores extraidos explican
una varianza de 56.34%. En la tabla 3 se muestran los factores extraidos con
sus respectivos items y cargas factoriales.
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Para etiquetar los factores extraidos se consideraron los items con mayor
carga factorial en cada columna; de acuerdo con Field (2009) y De Vellis (2003)
estos son los que mejor representan el significado de los factores. El factor 1 se
etiqueto como Dominio afectivo del profesor al incluir items con expresiones
relacionadas con las emociones del profesor, durante la interaccion con los
alumnos y su aprendizaje, tales como ‘trata de hacer las clases interesantes’ o
‘quiere que disfrutemos’. El factor 2 hace alusion a la Competencia e interés por
las matematicas ya que incluye items relacionados con la percepcion de uno
mismo sobre su capacidad a la hora de trabajar las matematicas (v.g. ‘Puedo
comprender incluso el tema mas dificil) e items relacionados con el interés o
gusto por esta materia (v.g. Me interesan las matematicas)). El factor 3 se etiquetd
Valor intrinseco de las matematicas al aparecer en éste expresiones relaciona-
das con el valor de las matematicas en si mismas (v.g. Las matematicas son
importantes para mi) y no por un valor externo que se pueda obtener de su
estudio o aprendizaje. El factor 4 se identificé Valor extrinseco de las matema-
ticas al contener items tales como ‘se utilizan en la vida cotidiana’ o nos per-
miten comprender mejor el mundo en el que vivimos' relacionados con la
utilidad de las matematicas como herramienta para resolver situaciones reales
y comprender nuestro entorno. El factor 5 se relaciond con una Vision reduccio-
nista de las matematicas; expresiones como ‘obtener la respuesta correcta es
lo mas importante’ o ‘sélo hay una manera de encontrar la solucion correcta’
evidencian un enfoque practico y limitado de las matematicas, percibiéndose
éstas en terminos de resultados a los que se llega por una sola via.

El factor 6 se relaciona con un Enfoque constructivista de las matematicas.
ftems como ‘Discutir diferentes métodos de resolucion es una buena manera de
aprender o ‘Hacemos mucho trabajo en equipo’ entroncan con una ensenanza
constructivista en la que se enfatiza el proceso de resolucién sobre el propio
resultado, y se valora el aprendizaje colaborativo. El factor 7 hace referencia a una
Demanda cognitiva alta al aparecer en éste items que resaltan la importancia de
los procesos de comprension (v.g. ‘Entender por qué una solucion es correcta es
tiempo bien invertido) frente a los de memorizacion (v.g. Tener buena memoria
no es lo mas importante para aprender matematicas). El factor 8, Competencia
comparada, incluyo dos ftems que reflejan el deseo por mostrar una alta capacidad
y reconocimiento frente a los demas: ‘Quiero demostrar a mi profesor que soy mejor
que otros'y ‘Me esfuerzo estudiando para demostrar lo bueno que soy. El factor 9
se designo Dominio de excelencia al representar las matematicas como accesibles
solo para aquellos capaces de pensar y esforzarse mucho (v.g. Todo el mundo
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tiene que pensar mucho para resolver un problema de matematicas). Finalmente,
el factor 10 se etiquetd Enfoque tradicionalista de las matematicas ya que hace
alusion a una ensenanza centrada en los contenidos y su memorizacion. Asi lo
reflejan items tales como: ‘Mi profesor sélo quiere que memoricemos el contenido’
o ‘Para mi profesor es mas importante el contenido de la asignatura que prestarnos
atencion’.

Una vez extraidos y etiquetados los factores se aplico un sequndo analisis
factorial en cada uno de ellos para asegurar su unidimensionalidad; posterior-
mente se computo el alfa de Cronbach para conocer su fiabilidad (Wells y
Wollack, 2003). Como muestra la tabla 3, tres de los factores presentaron una
consistencia interna alta (Field, 2009) con alfas superiores a 0.80, tres
una consistencia media con valores entre 0.54 y 0.66, y el resto una consistencia
baja con valores entre 0.40 y 0.50.

DISCUSION DE RESULTADOS

Los resultados descritos anteriormente muestran que, si no se fuerza la extrac-
cion de factores y se atiende a los criterios de extraccion, el MRBQ genera un
modelo de 10 factores que se corresponde, en gran medida, con el modelo
tedrico propuesto por Op't Eynde et al. (2002). Estos 10 factores se alinean en
concreto con las 11 sub-dimensiones de creencias descritas inicialmente en su
modelo y no con las cuatro dimensiones que se han venido identificando en los
estudios empiricos hasta el momento (ver por ejemplo Op't Eynde y De Corte,
2003; Gémez-Chacon et al, 2006; Diego-Mantecon, 2013; y De Corte, 2015). Estos
resultados son significativos, ya que la identificacion de los 10 factores permite
un estudio mas detallado de las creencias del estudiante, posibilitando analisis
mas precisos sobre su influencia en el aprendizaje.

Los resultados del presente estudio muestran que varias de las dimensiones
inicialmente propuestas por Op't Eynde et al. (2002), y que emergieron en estu-
dios anteriores bajo un mismo factor, ahora surgen separadas en factores dife-
rentes. Por ejemplo, las dimensiones sobre ‘la importancia de las matematicas,
la utilidad de las matematicas' y la orientacion extrinseca a la meta’, conside-
radas entidades independientes en el modelo tedrico, aparecen representadas
en este estudio por los factores ‘Valor intrinseco de las matematicas, Valor
extrinseco de las matematicas’y ‘Competencia comparada’. En estudios anterio-
res estas dimensiones emergieron repetidamente bajo un mismo factor: en los
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trabajos de Gémez-Chacon et al. (2006) y De Corte (2015) aparecieron bajo el
factor ‘Creencias sobre el significado y la competencia en matematicas, y en el
de Diego-Mantecon (2013) bajo el factor denominado ‘Relevancia de las mate-
maticas en la vida real'. Forzar la extraccion de cuatro factores ha provocado
que diferentes dimensiones de creencias se aglutinen bajo un mismo factor. Este
hecho ha impedido andlisis pormenorizados de cada dimension lo que ha
dificultado conocer con precision los tipos de creencias que influyen mas en el
rendimiento académico del estudiante. Contar con factores unidimensionales,
como los obtenidos en el presente estudio, permitira establecer relaciones entre
los diferentes tipos de creencias, proporcionando informacién mas precisa sobre
su influencia en el aprendizaje de las matematicas.

De acuerdo con lo anterior, el modelo de 10 factores es mas explicativo que
el modelo de cuatro y da cuenta de varias de las dimensiones subyacentes
que componen el modelo teorico, lo que posibilitara comprender mas amplia-
mente el espectro de creencias de los estudiantes. Estos resultados no se hubie-
ran obtenido forzando la extraccion de cuatro factores. Es importante destacar
que el estudio de Diego-Mantecon (2013), que revelaba sub-factores a través de
un segundo analisis factorial, ya sugeria trabajar con factores unidimensionales.
En este sentido, el presente estudio respalda el analisis de Diego-Mantecdn
(2013), en cuanto a la busqueda de factores unidimensionales, y lo mejora en
cuanto al hecho de no forzar la extraccion de un determinado numero y guiarse
por criterios de extraccion contrastados, como el de Kaiser (1960) y el de Cattell
(1978), que resultan utiles en estudios de caracter exploratorio (Yong y Pearce,
2013). Como se ha descrito anteriormente, el analisis de Diego-Mantecon (2013)
identifico seis dimensiones de creencias, después de aplicar el segundo analisis
factorial, frente a las 10 obtenidas en el presente estudio.

Desde el punto de vista analitico y de fiabilidad del instrumento, los 10 fac-
tores extraidos explican una varianza de 56.34% superior a la de los cuatro
factores descritos en estudios anteriores. Como se ha indicado previamente, los
factores extraidos por Op't Eynde y De Corte (2003), Diego-Mantecén (2013) y De
Corte (2015) explicaron varianzas de 38.3%, 39.4% y 46.8% respectivamente.
Importante, los 10 factores obtenidos en el presente estudio son unidimensio-
nales; es decir, cada uno representa una unica variable de creencias. Tres de
ellos mostraron una consistencia interna alta con alfas de Cronbach superiores
a 0.80, lo que les aporta fiabilidad para ser utilizados en el contexto colombiano.
Otras tres mostraron una consistencia media con valores entre 0.54 y 0.66, y el
resto una consistencia baja con valores entre 0.40 y 0.50. Estos ultimos son
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susceptibles de ser refinados en futuros estudios para mejorar su fiabilidad, pero
son factores potencialmente consistentes ya que apenas incluyen dos items. Por
ejemplo, el factor Vision reduccionista de las matematicas’ que genero una alfa
de 0.49, esta conformado Unicamente por dos items ‘Obtener la respuesta correc-
ta en matematicas es mas importante que entender por qué ésta es correcta’ y
‘Sélo hay una manera de encontrar la solucion correcta a un problema de
matematicas’ Estos items arrojaron unas cargas factoriales aceptables de 0.734
y 0.632 respectivamente, sugiriendo que la fiabilidad del factor se puede mejorar
en investigaciones posteriores con la inclusion de nuevos items que ayuden a
conformar la variable que representan.

Como muestra la tabla 3, la mayoria de los factores con una consistencia media
0 baja son aquellos que se han generado a partir de dos o tres ftems maximo.
Este reducido numero en cada factor se debe a que las escalas originales —dise-
fadas por Op't Eynde y De Corte (2003) para validar su modelo tedrico- se han
ido distorsionando tras las continuas adaptaciones del MRBQ. Inicialmente el
MRBQ constaba de 58 items, este nimero se redujo a 40 en el primer estudio de
Op't Eynde y De Corte (2003) con estudiantes flamencos, después de forzar la
extraccion de cuatro factores. Los estudios posteriores se centraron, por lo general,
en adaptar o mejorar la fiabilidad de estos cuatros factores a un contexto particular,
y no en perfeccionar las escalas originales encaminadas a evaluar las 11 variables
del modelo teorico. Por ejemplo, Gémez-Chacon et al. (2006) anadieron cuatro
items nuevos a los 40 resultantes del estudio de Opt Eynde y De Corte (2003) para
evaluar las creencias de estudiantes espanoles. De forma similar, Diego-Mantecéon
(2006) y Diego-Mantecon et al (2007) incorporan 33 a los 40 existentes con el
objetivo de mejorar la fiabilidad de los cuatro factores extraidos en investigaciones
previas, y adaptar el instrumento al contexto eslovaco, inglés y espanol. Como en
estudios previos, Diego-Mantecon (2006, 2013) forzo la extraccion de cuatro fac-
tores para facilitar la comparacion de datos.

En sintesis, los autores que han empleado el MRBQ se han centrado, por lo
general, en mejorar la fiabilidad de los cuatro factores extraidos en el estudio de
Op't Eynde y De Corte (2003), eliminando items originales y disefiando otros nue-
vos. Estos estudios han obviado las dimensiones de creencias inicialmente pro-
puestas en el modelo teodrico de Op't Eynde et al. (2002) y las escalas originales
disefiadas para su evaluacion (Op't Eynde y De Corte, 2003). Esto explica que en
el presente trabajo algunos de los 10 factores extraidos estén constituidos
Unicamente por dos items. La fiabilidad de estos factores es susceptible de aumen-
tar al incluir nuevos items y mejorar las escalas originales que representan.
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CONCLUSIONES

Como se ha descrito inicialmente, el objetivo fundamental del presente estudio
era adaptary validar la version espanola del MRBQ al contexto colombiano, para
ofrecer a la comunidad educativa un instrumento fiable que posibilite identificar
y analizar las creencias de los estudiantes. Los resultados mostraron cierto grado
de consistencia del instrumento para su uso en el contexto colombiano, sirviendo
este como base para el desarrollo de uno mas refinado que permita evaluar las
creencias con mayor fiabilidad.

Este trabajo revelo, a diferencia de estudios anteriores, que el MRBQ replica
en cierto grado el modelo tedrico inicialmente propuesto por Opt Eynde et al.
(2002) y que habia sido obviado, al menos parcialmente, en otras investigacio-
nes. En particular, los resultados revelan que el MRBQ genera, en el contexto
colombiano, un modelo de 10 factores —que permite una mayor comprension e
interpretacion de las creencias de los estudiantes—y no uno de cuatro como el
que se habia obtenido reiteradamente en evaluaciones anteriores. Estos 10
factores representan mas fielmente el modelo tedrico original; cada uno de ellos
esta bien definido y ha mostrado ser unidimensional, lo que constituye un primer
paso hacia la construccion de un instrumento valido para el estudio de las
creencias acerca de las matematicas en Colombia.

Es importante resaltar que algunos de los factores identificados se generaron
a partir de solo dos items y mostraron un valor de fiabilidad medio-bajo. Es, por
lo tanto, necesario llevar a cabo nuevos estudios encaminados a refinar y com-
pletar las escalas que representan estos factores, mejorando la edicion de algu-
nos items e incorporando otros nuevos que ayuden a incrementar la consistencia
de los factores. La realizacion de estos estudios ayudard a la construccion de un
instrumento mas solido, que facilitard analisis mas rigurosos y como consecuen-
cia resultados mas precisos sobre las creencias y su influencia en el aprendizaje
de las matematicas.
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Resumen: La investigacion internacional acerca de creencias matematicas -
creencias acerca de las matematicas, su ensenanza y su aprendizaje- se ha
centrado ampliamente en indagar las creencias de profesores en niveles pri-
maria y secundaria y escasamente se ha indagado en profesores de niveles
medio superior (bachillerato) y superior. Para comenzar a llenar este vacio la
presente investigacion cualitativa tiene por objetivo identificar, sin imponer
categorias, las creencias matematicas que tienen 18 profesores mexicanos de
bachillerato. Para el analisis de los datos, recolectados a través de entrevistas
semiestructuradas, realizamos tres analisis tematicos guiados por la definicién
de que una creencia es aquello que un individuo considera como verdadero.
Los resultados sefnalan que ‘las matematicas son para ser aplicadas/usadas'y
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de que ‘las matematicas son para razonar, ‘para resolver problemas’ y ‘para
tomar decisiones’ son las principales creencias acerca de las matematicas de
las cuales se derivan las creencias de aprendizaje de las matematicas y las
principales creencias acerca de la ensefianza de las matematicas. La existencia
de las creencias identificadas pueden ser explicadas de dos maneras comple-
mentarias: por el contexto cotidiano de los participantes y por su condicion de
maestros con formacion profesional de ingenieros.

Palabras clave: Creencias del profesor; creencias matemdticas; andlisis temdtico;
creencias sobre el aprendizaje; creencias sobre la ensefianza

Abstract: Beyond elementary levels, little has been researched about the mathe-
matical beliefs -beliefs about mathematics, their teaching and their learning- of
in-service teachers. To begin filling this gap, the present qualitative research aims
to identify, without imposing categories, the mathematical beliefs that 18 Mexican
high school teachers have. For the analysis of the data, collected through
semi-structured interviews, we conducted three thematic analysis guided by the
definition that a belief is what an individual considers true. The results indicate
that ‘mathematics is to be applied / used' and that ‘mathematics is to reason’, to
solve problems’ and ‘to make decisions' are the main beliefs about the mathe-
matics from which the Learning beliefs of mathematics and the main beliefs
about the teaching of mathematics. The existence of the identified beliefs can be
explained in two complementary ways: by the daily context of the participants
and by their condition as teachers with professional training of engineers.

Keywords: Teacher beliefs; mathematical beliefs; thematic analysis; learning
beliefs; teaching beliefs

1. INTRODUCCION

La investigacion acerca de las creencias de profesores y futuros profesores de
matematicas ha merecido una amplisima atencion (Diamond, 2018; Donoso,
Rico, & Castro, 2016; Eichler & Erens, 2014; Friz, Panes, Salcedo, & Sanhueza,
2018; Friz, Sanhueza, & Figueroa, 2011; Garcia, Azcarate, & Moreno, 2006; Giné
& Deulofeu, 2015; Hidalgo, Ana, & Andrés, 2015; Philipp, 2007; Sawyer, 2018;
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Skott, 2015b; Thompson, 1992; Vesga & De Losada, 2018; Xenofontos, 2018). La
premisa, y la promesa, del campo de las creencias de profesores ha sido que
éstas, entendidas como construcciones mentales relativamente estables y reifi-
cadas, influyen significativamente en el comportamiento de los profesores (Skott,
2015b, 2015a). Por ejemplo, para Wilson y Cooney (2002, p. 148) la motivacion
principal para investigar creencias de los maestros de matematicas es porque
representan un “determinante significativo de lo que se ensenay como se ense-
fa" (traduccion nuestra). Los resultados acerca de esta relacion entre creencias
y el comportamiento de los profesores han sido ambivalentes. Algunos investi-
gadores han encontrado consistencia entre las profesadas por los docentes y
las creencias que podrian explicar la practica en el aula de un maestro; mientras
que otros investigadores notaron una inconsistencia (Buehl & Beck, 2015; Phi-
lipp, 2007; Thompson, 1992).

Dada la importancia otorgada a las creencias, algunas intervenciones se han
realizado con el objetivo de propiciar el cambio de éstas en profesores y futuros
profesores de matematicas hacia creencias mas acordes con los estandares
curriculares o con la teorias modernas del aprendizaje de las matematicas
(Charalambous, Panaoura, & Philippou, 2009; Sdenz & Lebrija, 2014; Vesga & De
Losada, 2018). Por ejemplo, Charalambous et al. (2009) estudiaron el uso de la
historia de las matematicas como un medio para cambiar las creencias de
futuros profesores de primaria. En general, estas investigaciones han encontrado
que el cambio de creencias se trata de un proceso a largo plazo, lleno de obs-
taculos debido sobre todo a la estabilidad otorgada a las mismas.

En Matematica Educativa buena parte de la investigacion sobre creencias
de profesores se ha enfocado en investigar sus creencias matemdticas de
(Beswick, 2007; Cross, 2009; Donoso, et al, 2016; Ernest, 1989; Friz, et al, 2018;
Handel, 2003; Hidalgo, et al, 2015; Liljedahl, 2009; Maasz & Schloglmann, 2009;
Philipp, 2007; Raymond, 1997; Stipek, Giwvin, Salmon, & MacGyvers, 2001; Thomp-
son, 1992; Vesga & De Losada, 2018; Zalskd, 2012). Entre otras cosas, estas
investigaciones muestran el papel central de las creencias acerca de las mate-
maticas o de las referentes a la ensenanza y el aprendizaje de las matematicas
que estan detras de las practicas pedagoégicas de los profesores.

En dicho sentido Ernest (1989) considera que la filosofia de las matematicas
del docente, que puede variar desde los valores absolutistas hasta los valores
social-constructivistas, es la categoria de creencias mas importante. Asi, las creen-
cias de aprendizaje y ensefanza de los profesores se relacionan con sus enfo-
ques en clase y son fundamentales para definir la percepcion del profesor sobre
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el rol del alumno en activo o pasivo, dependiente o autbnomo, o como receptor
o creador de conocimiento. En el mismo sentido, Raymond (1997) establecio la
necesidad de influir en las creencias de los docentes para cambiar sus practicas,
especificamente sus creencias sobre las matematicas mismas. Cross (2009)
encontrd entre otros aspectos que, las creencias fueron influyentes en las deci-
siones pedagogicas diarias de los docentes y “que sus creencias sobre la natu-
raleza de las matematicas sirvieron como fuente primaria de sus creencias sobre
la pedagogia y el aprendizaje de los estudiantes” (p. 325).

Para indagar acerca de las creencias matematicas de los profesores los
investigadores han propuesto diferentes tipologias para caracterizarlas. Por ejem-
plo, Ernest (1991) describe tres “filosofias de las matematicas’, llamadas: instru-
mental, platonica y resolucion de problemas.

Hasta donde sabemos la investigacion internacional acerca de creencias
matematicas se ha centrado ampliamente en indagar las creencias de profesores
en los niveles de primaria y secundaria, y escasamente se ha indagado en pro-
fesores de los niveles bachillerato y superior (Donoso, Rico, & Castro, 2016; Garcia
et al, 2006; Lebrija, Flores, & Trejos, 2010).

Lebrija, Flores y Trejos (2010) indagaron acerca de las creencias acerca del
aprendizaje y ensefanza de las matematicas de 41 profesores en servicio de
matematicas de nivel medio y basico, egresados de las licenciaturas de Inge-
nieria, Quimica, Fisica, Arquitectura y Matematicas, de 20 escuelas de la ciudad
de Panama. A través de una encuesta tipo Likerty un cuestionario de respues-
tas abiertas encontraron que los profesores participantes tenian una vision
tradicional de las matematicas y su ensenanza, y promovian un aprendizaje mas
centrado en aspectos algoritmicos y menos en la solucién de problemas. Tam-
bién encontraron que para la mayoria de los participantes las matematicas son
importantes por su aplicacion fuera de la escuela en la vida cotidiana y por ser
una ciencia exacta con aplicacion para resolver problemas.

Donoso, Rico y Castro (2016) indagaron acerca de las creencias y concep-
ciones de profesores chilenos, todos con formacion pedagogica, sobre las mate-
maticas, su ensenanzay aprendizaje en 418 profesores en servicio de educacion
basica. A través de una encuesta tipo Likert encontraron que entre los docentes
participantes destaca la importancia de presentar contenidos matematicos que
sean Utiles para la vida real, destacando resaltando su utilidad y conexion con
situaciones reales.

Garcia et al. (2006) indagaron acerca de las creencias concepciones y cono-
cimiento profesional de 10 profesores de matematicas espafoles, con formacion
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profesional de ingenieros, que impartian Calculo Diferencial en el nivel superior.
Através del analisis cualitativo de las respuestas, a un cuestionario de preguntas
abiertas, encontraron que casi todos los profesores participantes siguen una
linea tradicional a la hora de abordar la ensenanza del calculo, dandole fuerte
peso al contenido matematico en si. También que los participantes recurren a
ejemplos de su vida laboral previa a la de maestro o cuando fueron aprendices
en matematicas, para generar estrategias didacticas. En sintesis, podemos notar
que para los profesores en servicio, sin importar si su formacion profesional
inicial, las matematicas son Utiles para ser aplicadas en la vida cotidiana o
profesional y para resolver problemas.

Como es usual en investigacion educativa, el campo de investigacion acer-
ca de creencias de profesores puede ser dividido en los paradigmas metodo-
logicos: el cuantitativo y el cualitativo. Las investigaciones cuantitativas se
realizan utilizando instrumentos estandarizados, tipicamente encuestas que
utilizan escalas de Likert. En estos casos, es usual usar diferentes tipologias
de creencias como las de Ernest ya mencionadas (Barkatsas & Malone, 2005;
Maasepp & Bobis, 2014).

De acuerdo con Skott (2015a), hay dos conjuntos de problemas metodoldgi-
cos cuando se usan instrumentos estandarizados para indagar creencias de
profesores. En primer lugar, existen problemas relacionados con el significado
de los items y la respuesta de los profesores a ellos; ya que los instrumentos
estandarizados se basan en la suposicion de que los items tengan connotacio-
nes similares para el profesor y el investigador. Si esta suposicion no se aplica,
cualquier inferencia de las creencias del maestro no esta justificada. En segundo
lugar, los instrumentos estandarizados pueden imponer un conjunto de creen-
cias sobre los participantes en lugar de suscitar las propias.

Si estos puntos de vista o tipologias se utilizan como base para encuestas'y
protocolos de entrevistas, imponen un conjunto de posibles alternativas al pro-
fesor en lugar de interpretar el sentido que ellos poseen de los problemas
educativos. Para abordar estos problemas, diversos investigadores (e.g. Abd-El-
khalick & Lederman, 2000) sugieren adoptar una postura mas interpretativa v,
recomiendan el uso de entrevistas cualitativas para generar ‘representaciones
fieles” de los puntos de vista de los participantes (p. 674).
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1.1. OBIETIVO DE LA INVESTIGACION

Las consideraciones anteriores muestran la carencia de investigaciones acerca
de creencias matemdticas de profesores de bachillerato de matemadticas sin impo-
ner categorias de creencias a los profesores. Por ello nos hemos propuesto para
la presente investigacion el objetivo de identificar las creencias matemdaticas que
tienen profesores en servicio de bachillerato mexicano. Para no imponer tipologias
de creencias a los profesores nos proponemos analizar los datos tematicamente
(Braun & Clarke, 2006, 2012) para asi construir nuestras propias tipologias a
partir de lo que los profesores declaran creer a través de entrevistas.

2. CONCEPTUALIZACIONES TEORICAS
2.1. EL CONCEPTO DE CREENCIA

No hay acuerdo sobre la definicion de una creencia. Sin embargo, seguin Skott
(2015) se pueden identificar cuatro aspectos clave que estan en el nucleo del
concepto: (1) “las creencias se usan generalmente para describir construcciones
mentales individuales, que son subjetivamente verdaderas para la persona en
cuestion” (traduccién nuestra, p.18), (2) “existen aspectos cognitivos y afectivos
en las creencias, o al menos las creencias y los problemas afectivos se conside-
ran intrinsecamente vinculados, incluso si se consideran distintos” (traduccién
nuestra, p. 18), (3) “en general, las creencias se consideran como temporales y
contextualmente estables, y es probable que cambien solo como resultado de
un compromiso sustancial en practicas sociales relevantes” (traduccion nuestra,
p. 18)y (4) “se espera que las creencias influyan significativamente en las formas
en que los maestros interpretan y se relacionan con los problemas de la practica”
(traduccion nuestra, p. 19).

Asi, el concepto de creencias de los maestros “se utiliza para designar cons-
tructos mentales individuales, subjetivamente verdaderos, cargados de valores,
que son los resultados relativamente estables de experiencias sociales sustan-
ciales y que tienen un impacto significativo en las interpretaciones y contribu-
ciones propias de la sala de clase” (traduccién nuestra, Skott, 2015a, p. 19).

En este articulo, el concepto de creencia lo usamos esencialmente para
referirnos a todo aquello que un individuo considere verdadero (Beswick, 2005),
asi como proposiciones sobre objetos y fenomenos que las personas toman
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como verdaderas (Green, 1971; Pajares, 1992). En términos mas formales, en la
presente investigacion tomamos la definicion de Pajares (1992, p. 316) de creen-
cia como “el juicio de un individuo de la verdad o falsedad de una proposicion”
(traduccion nuestra).

En la literatura (e.g. Sapkova, 2013) se hace una distincién conceptual
entre creencias declaradas (espoused beliefs las cuales son declaradas vy
conscientemente reconocidas) y creencias promulgadas (enacted beliefs las
cuales son inferidas de la observacion). Cuando en este articulo hagamos
referencia a las creencias identificadas siempre nos estaremos refiriendo a las
creencias declaradas.

2.2. ORIGEN Y DESARROLLO DE LAS CREENCIAS DE PROFESORES

De acuerdo con Skott (20153, p. 19) las creencias de los maestros son el ‘resul-
tado de experiencias sociales sustanciales” (traduccion nuestra). En la literatura
sobre el aprendizaje de la ensenanza, se describen tres categorias de experiencia
que influyen en el desarrollo de las creencias y el conocimiento sobre la ense-
fianza (Richardson, 1996). Estas categorias pueden no ser mutuamente exclu-
yentes y comenzar en las diferentes etapas de la carrera educativa de las
personas: (1) las experiencias personales, (2) las experiencias con la educacion
y la instruccion, y (3) las experiencias con el conocimiento formal vy
profesional.

La complejidad del desarrollo de las creencias de los profesores en matema-
ticas es modelada por Raymond (1997) a través de diferentes factores, entre los
que se destacan (fig. 1): (1) la relacion reciproca central entre creencias y practica,
(2) experiencias escolares pasadas, (3) situaciones inmediatas en el aula (habi-
lidades, actitudes y comportamiento de los estudiantes, limitaciones de tiempo,
el tema matematico en turno), (4) rasgos de personalidad del docente vy, (5)
programas de formacion docente donde se formé el profesor.
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Figura. 1. Factores que influyen en las creencias matematicas del maestro
(Raymond, 1997, p. 571)

2.3. CREENCIAS MATEMATICAS DE PROFESORES

Las creencias son la fuente primaria para la toma de decisiones pedagogicas
(Cross, 2009), por ello la importancia de estudiarlas. Para dar cuenta de ellas,
encontramos que, a diferencia de Ernest (1991), Dionne (1984) propone que las
matematicas se pueden ver como una de (o una combinacion de) los tres com-
ponentes basicos llamados perspectiva tradicional, perspectiva formalista y-pers-
pectiva constructivista. Torner y Grigutsch (1994) se refieren a estos tres aspectos
como: aspecto (1) caja de herramientas (las matematicas se ven como un con-
junto de reglas, formulas, habilidades y procedimientos), (2) aspecto del sistema
(las matematicas se caracterizan por l6gica, pruebas rigurosas y definiciones
exactas) y (3) aspecto del proceso (las matematicas se consideran como un
proceso constructivo donde las relaciones entre diferentes nociones y oraciones
juegan un papel importante).

En el mismo sentido Grigutsch, Raatz y Torner (1998) proponen una tipologia
de cuatro diferentes ‘visiones del mundo” sobre las matematicas: (1) Una vision
orientada a procesos en la que las matematicas se definen como una actividad
heuristica y creativa que permite resolver problemas usando formas diferentes
e individuales, (2) una vision orientada a la aplicacion que acentua la utilidad
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de las matematicas para el mundo real, (3) una visién formalista en la que las
matematicas se caracterizan por un enfoque fuertemente logico y formal, y en
el que la precision y exactitud son importantes y, (4) una vision de esquema
en la que las matematicas se ven como una coleccion de reglas y procedi-
mientos de calculo para memorizar y aplicar en tareas rutinarias.

2.4. CREENCIAS CENTRALES Y PERIFERICAS

Green (1971) conceptualizd a aquellas creencias mas fuertemente sostenidas
como centrales, y las menos sostenidas como periféricas. Cuanto mas central es
una creencia, mas resistente es a cuestionar y cambiar. En el mismo sentido,
Pajares (1992) define la centralidad en términos del grado en que una creencia
estd conectada con otras. Cuanto mayor sea su conexion, mayores seran sus
implicaciones para otras creencias, y cuanto mas se mantenga, y, por lo tanto,
menos susceptible serd cambiar.

Al respecto Liljedahl (2009) remarca la centralidad de las creencias sobre las
matematicas de la siguiente manera: (1) un maestro con la creencia de las mate-
maticas como una caja de herramientas ensenara matematicas con énfasis en
las reglas, formulas y procedimientos con una gran cantidad de practica para impo-
ner su dominio y la memorizacion, (2) un maestro con una creencia de las mate-
maticas como un sistema hard un uso extensivo de las definiciones y las pruebas
tanto como una estrategia pedagogica como contenido para ser adquirido y (3)
un maestro con una creencia de las matematicas como proceso incorporara meto-
dologias de ensenanza constructivista en su ensefanza para que sus estudiantes
experimenten el “hacer’” matematicas.

2.5. PREGUNTAS DE INVESTIGACION

Dadas las consideraciones teoricas anteriores el objetivo de la presente investi-
gacion —identificar, sin imponer tipologias, las creencias matematicas que tienen
profesores de bachillerato mexicanos— se convierte en las siguientes preguntas
de investigacion acerca de las creencias matematicas de profesores de matema-
ticas de bachillerato en servicio:
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» (Cudles son las creencias que los profesores tienen acerca de las
matematicas?,

 (Cuadles son las creencias que los profesores tienen acerca del aprendizaje
de las matematicas? y

* (Cuales son las creencias que los profesores tienen acerca de la ensenanza
de las matematicas?

3. METODOLOGIA
3.1. CONTEXTO

La investigacion se llevo a cabo en un bachillerato ubicado en la ciudad de
Pachuca que esta ubicada a 96 km al norte de la Ciudad de México (en lo sucesivo
llamaremos a este bachillerato bachillerato-Pachuca). El bachillerato-Pachuca se
encuentra adscrito a la Universidad publica mas importante del estado de Hidalgo
y es considerado como el mas importante de la region. Atiende a alrededor de
2 500 alumnos inscritos y tiene una planta de 21 profesores de matematicas,
organizados en la llamada ‘Academia de matematicas, que imparten los cursos
de matematicas de todo el curriculo: Algebra, Geometria plana y Trigonometria,
Geometria Analitica, Precalculo, Calculo Diferencial y Calculo integral.

El modelo educativo del bachillerato-Pachuca estd basado en ‘competencias
que, y segun el curriculo promueve en el aprendizaje del alumno el “saber” (cono-
cimiento), el “saber hacer” (aplicacion del conocimiento) y el “saber ser’ (conducta
y actitudes).

3.2. PARTICIPANTES

En la investigacion participaron 18 profesores de matematicas en servicio
(tabla 1). Algunos de los participantes ensefiaban ademas en otros bachilleratos
y universidades de la ciudad de Pachuca. Los participantes tienen una edad que
va de los 26 a 67 anos y entre 1.5 a 33 anos de servicio como maestros de
matematicas.

Ninguno de los participantes recibio formacion profesional como profesor
de matematicas de nivel bachillerato. La mayoria de ellos son ingenieros que
aprovecharon la oportunidad de trabajar como maestros porque “encajaban en
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el perfil” (tienen una carrera similar a las matematicas). Vale la pena mencionar
que en México es habitual que los ingenieros, matematicos y otros profesionales
similares de Ciencia, Tecnologia, Ingenieros y Matematicas se conviertan en
profesores de matematicas en el nivel medio superior y superior. Dos de los
participantes contaban con estudios de posgrado relacionado con la ensefanza:
una de ellas, Magaly, hizo una maestria en Educacion y otra, Maria, una maestria
en Matematica Educativa. Asi, excepto dos participantes, los demas son profe-
sores sin educacion formal profesional para la ensefanza de las matematicas.
En su conjunto todos los participantes imparten los diferentes cursos semes-
trales en el bachillerato-Pachuca. Los profesores de esta institucion son conti-
nuamente capacitados mediante cursos y talleres que ofrece el bachillerato-Pachuca
u otras dependencias estatales o nacionales. En la época que hicimos el trabajo
de campo, los participantes recientemente habian cursado un diplomado en
Competencias Docentes en el Nivel bachillerato impartido por la Asociacion
Nacional de Universidades e Instituciones de Educacion Superior en México.

Tabla 1. Datos generales de los participantes

Nombre Edad Sexo Estudios de grado y posgrado ézglsic?c?
Carlos 58 M Ingeniero Industrial 20
Elias 63 M Ingeniero Industrial 23
Elva 25 F Licenciado en Sistemas Computacionales 25
Francisco 31 M Licenciado en Sistemas Computacionales 5
Gabriel 42 M Licenciado en Quimica 5
Gonzalo 54 M Ingeniero Industrial 16
Ignacio 67 M Ingeniero Industrial 29
Jaime 35 M Ingeniero Industrial 5
Jesus 62 M Ingeniero Electricista 20
Jonathan 32 M Ingeniero en electronica y Telecomunicaciones 25
José 55 M Ingeniero Industrial 27
Juan 59 M Ingeniero Industrial 33
Luz 50 F Ingeniero Industrial 4
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Ingeniero en Electronica y Telecomunicaciones

Magaly 34 F Maestria en educacion 85
Marisol 33 F Ingeniero Industrial 3
Nadia 36 F Ingeniero Quimico 10
Norma 26 F Matematicas aplicadas 15
Maria 51 F Ingeniero Industrial 20

Maestria en Mateméatica Educativa

Nota: Se usan pseudénimos para nombrar a los participantes

3.3. RECOLECCION DE DATOS

Se recolectaron a partir de entrevistas cualitativas individuales semi-estructura-
das llevadas a cabo por los autores de este articulo. Todas las entrevistas se
realizaron el 1 de julio de 2015. La duracion de las entrevistas oscil6 entre 40
y 60 minutos. Las entrevistas fueron realizadas de manera privada en aulas y
oficinas del bachillerato-Pachuca. Cada uno de los participantes fue invitado
a ser entrevistado por medio de un profesor intermediario (que también fue
entrevistado). Este profesor contacté a sus companeros y los estimulé a parti-
cipar en la entrevista. Todos los participantes aceptaron de manera voluntaria.

Al principio de cada entrevista se les solicité a los participantes algunos datos
personales y profesionales (tablal). Posteriormente se les hizo una entrevista
biografica donde expresaron sus experiencias como aprendices de matematicas,
como docentes de matematicas y la manera en como habian llegado a ser
docentes de matematicas.

Después continuaron preguntas abiertas con la finalidad de indagar acerca
de las creencias de las matematicas, su ensefanza y aprendizaje, segun la
interpretacion de los participantes con base a sus experiencias. Tres preguntas
principales fueron formuladas a los participantes (1) {Qué son para usted las
matematicas?, (2) équé es para usted aprender matematicas? y (3) équé es para
usted ensenar matematicas? Ademas de preguntas auxiliares que fueron formu-
ladas durante la entrevista con el fin de profundizar en las creencias de los
participantes, por mencionar algunas de ellas {Puede darnos un ejemplo de esto
que nos dice? ¢Puede reformular esto que nos acaba de decir?

EDUCACION MATEMATICA, VOL. 31, NUM. 1, ABRIL DE 2019 103



Gustavo Martinez-Sierra, Maria Valle-Zequeida, Javier Garcia-Garcia y Crisologo Dolores-Flores

3.4. ANALISIS DE DATOS

Todas las entrevistas fueron video grabadas para después ser transcritas en su
totalidad.

Tres analisis tematicos (Braun & Clarke, 2006, 2012) fueron realizados a los
datos recolectados. Durante todo el proceso de analisis, se hizo triangulacion
entre los investigadores con la finalidad de contrastar visiones o enfoques a
partir de los datos recolectados de tal manera que se tuviera un mayor grado
de confianza, minimizando asi la subjetividad que pudiera haber.

La parte de la entrevista en donde los participantes expresaron sus experien-
cias como aprendices de matematicas, como docentes de matematicas y la
manera en como habian llegado a ser docentes de matematicas, no fue anali-
zado en el sentido estricto del término y sirvio fundamentalmente para entender
el origen de las creencias que hipotetizamos en la seccion de discusion.

El objetivo de un analisis tematico es identificar a lo largo del conjunto de
datos proporcionados, patrones de significado (temas) que dieran respuestas a
la pregunta de investigacion formulada (Braun & Clarke, 2006, p. 82): “un tema
captura algo importante sobre los datos en relacion con la pregunta de investi-
gacion y representa algun nivel de patron de respuesta o significado dentro del
conjunto de datos” (traduccion propia, énfasis en el original). Los patrones se
identifican a través de un proceso de familiarizacion de datos, codificacion de
datos, desarrollo y revisién de temas.

Para identificar las creencias matematicas de los participantes, sin imponer
tipologias, identificamos proposiciones en donde los participantes expresaran
algo que consideraran verdadero acerca de las matematicas, de su aprendizaje
0 su ensenanza. Cada uno de los temas, al final del analisis, fue identificado
COMO una creencia.

Las etapas del analisis fueron (Braun & Clarke, 2006): (1) familiarizarse con
los datos, (2) generar codigos iniciales, (3) buscar temas, (4) revisar temas, (5)
definiry nombrar temas, y (6) producir el reporte de los resultados. Los diferentes
analisis tematicos de los datos fueron realizados en repetidas reuniones de
trabajo llevadas a cabo por todos los autores de este articulo.

— Familiarizarse con los datos. Para familiarizarnos con los datos, los inves-

tigadores de manera individual hicimos repetidas lecturas de las trans-
cripciones de las entrevistas. Esto contribuyo a familiarizarse con los datos
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y el lenguaje utilizado por los participantes y a que surgieran las primeras
propuestas acerca de los codigos para designar las creencias.

— Generar codigos iniciales. Cada entrevista fue analizada por separado.
Cada proposicién que contuviera un valor de verdad sobre las matemati-
cas, su aprendizaje o su ensenanza fue codificada, este proceso lo reali-
zaron por separado cada uno de los investigadores. Posteriormente, en
diversas sesiones de trabajo los investigadores contrastamos cada una de
las codificaciones en los documentos e hicimos uno solo donde coincidian
en un alto porcentaje las visiones (triangulacion). Todas las proposiciones
con significados similares fueron agrupadas en un codigo comun.

— Buscar temas. También en las diversas sesiones de trabajo, creamos,
asignamos y modificamos codigos para comprender sus relaciones y esta-
blecer familias de cddigos (temas potenciales). Contrastamos los extractos
asociados a cada uno de los temas potenciales. En muchos casos los
temas potenciales sufrieron modificaciones en la manera de nombrarlos
0 en su descripcion

— Revisar los temas. Con los temas potenciales identificados en la fase
anterior, discutiamos su correspondencia con los datos. Dos de los inves-
tigadores presentamos al resto del equipo los temas y mediante triangu-
lacion, establecimos agrupaciones de temas iniciales y eliminamos temas
que no tenfan suficiente evidencia para englobar las ideas de los profe-
sores, generando asi los nuevos temas.

— Definir y nombrar temas. Establecimos un conjunto de temas finales y
verificamos que los codigos estuvieran de acuerdo con los temas asigna-
dos. Los temas finales fueron interpretados como las creencias matema-
ticas que poseen los participantes. Posteriormente redactamos la
descripcion de cada creencia/tema y nombramos cada tema con una
proposicion que sintetizara la creencia/tema descrita.

4. RESULTADOS

En la tabla 2 presentamos las creencias matematicas identificadas en los parti-
cipantes. En lo que sigue describimos e ilustramos con extractos de las trans-
cripciones de las entrevistas algunas de las creencias matematicas identificadas
entre los participantes. En cada creencia especifica, hemos resaltado en cursivas
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las proposiciones en donde los participantes expresan una ‘verdad” (una afir-
macién positiva) acerca de las matematicas o su ensefianza o su aprendizaje.

Tabla 2. Creencias matematicas de los participantes

#P
Creencias acerca de las matemdticas
LLas matematicas son para ser usadas/aplicadas en la actividad diaria 11
LLas matematicas implican razonar para tomar decisiones en la actividad diaria 5
Las matematicas son una ciencia abstracta 4
Las matematicas se componen de néimeros y sus relaciones. 1
Creencias acerca del aprendizaje de las matemdticas
Aprender matematicas es aprender a aplicar las matematicas 8
Aprender matematicas es aprender a razonar para resolver problemas y tomar 6
decisiones
Aprender matematicas es aprender a resolver problemas 4
Creencias acerca de la ensefianza de las matemdticas
Ensenar matematicas es explicar procedimientos con ejemplos 5
Ensenar matematicas es ensenar a razonar para resolver problemas y tomar decisiones 5
Ensenar matematicas es explicar los temas con ejemplos de aplicacion/uso 3
Al ensenar se debe hacer que los alumnos se interesen por las matematicas 3
Al ensenar se debe tomar en cuenta los tiempos de aprendizaje de los alumnos 1
Ensenar matematicas es transmitir conocimientos 1

Nota: #P denota el nimero de participantes en que fue encontrada la creencia respectiva

4.1. CREENCIAS ACERCA DE LAS MATEMATICAS

- Las matematicas son para ser usadas/aplicadas en la actividad diaria. Once
de los profesores consideran que las matematicas son para ser “aplicadas’ o
‘usadas’ como herramienta, ya sea en la vida diaria, en la modelacion de los
fenomenos naturales, en la empresa o la industria o de manera transversal con
otras disciplinas y areas del conocimiento.
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Jonathan: las matematicas.. pues para mi serian una herramienta que utilizamos
cotidianamente, pero que afortunadamente lo hacemos tan normal que ni nos
damos cuenta a veces que son matematicas [..] Entonces es una herramienta impor-
tante que utilizamos para la vida en cualquier cosa...

Francisco: [las matematicas] son la base de todo, si no se conocen dificilmente se
podrd ser participe de una sociedad globalizada, por asi decirlo, pues tenemos que
saber decidir, analizar, dar un juicio de las cosas, analizar, tomar decisiones, pregun-
tarnos si son buenas o malas. Ademas, en todas las ramas de las distintas carreras
es parte fundamental, por ejemplo, la medicina, en ella se aplica la mayor parte de
Calculo Diferencial e Integral o en Quimica, tienen que verse forzosamente las
matematicas, incluso para los abogados

Jesus: [las matemdticas] son el uso adecuado, con conocimiento de causa de los
numeros que nos permita saber, que nos permita decir, expresar muchos fenémenos.
Algunas cosas de la vida diaria que a veces necesitamos tener algo para comprender
qué tan grave, intensa, o buena puede ser una situacion cuando la expresamos con
namero.

- Las matematicas implican razonar para tomar decisiones en la actividad
diaria. Cinco profesores creen que las matematicas son una forma de razonar
0 para tomar decisiones en la vida cotidiana. Esta forma de razonar es expresada
por los participantes como ser “criticos” o “analiticos’.

Carlos: Porque [las matemdticas] nos ayudan, a eso, a la loma de decisiones, a ser
mds analiticos, a establecer comparaciones, a mantener la mente ocupada, a ejerci-
tarnos en los numeros, y creo que las matemadticas estdn en todos lados, incluso la
persona que no sabe matematicas sin darse cuenta esta aplicando matematicas.

Gonzalo: Las matemdticas deben de ser la formacion critica y razonada, estructurada
para una toma de decisiones. El épor qué?, la voy a decir de una forma muy sencilla,
toda nuestra vida estd relacionada con las matemdticas, toda...

Elva: En mi opinion [las matematicas] son aquello que nos ayuda a pensar, a razonar,

a desarrollar habilidades no sélo para operaciones o para cuestiones de matemati-
zacion en general, 0 sea, todo lo que hacemos representa un proceso, representa
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una secuencia de pasos y vaya, para mi es eso en matemdticas, que tienes que
hacer una secuencia, un razonamiento, toma de decisiones.

4.2. CREENCIAS ACERCA DEL APRENDIZAJE DE LAS MATEMATICAS

- Aprender matematicas es aprender a aplicar/usar las matematicas en la
actividad diaria. Ocho de los profesores consideran que una consecuencia de
que has aprendido matematicas es cuando puedes “aplicarlas’ o “usarlas’ en
situaciones de la vida diaria o en alguin proceso en alguna industria o empresa.
En algunas ocasiones los participantes hacen referencia a ejemplos de las
empresas en donde han laborado o laboran como ingenieros.

Carlos: Yo creo que aprender las matemadaticas es aplicar las matemadticas. Buscarles
en donde se utilizan, cémo se utilizan y siempre estar pensando en los problemas,
en como se podrian hacer desde el punto de vista de las matematicas.

Ignacio: Bueno, aprender matemdticas es precisamente encontrarle el sabor de estas,
para visualizar sus aplicaciones.

Jaime: [Aprender matematicas es] verle la aplicacién, tu aprendes cuando algo te va
a servir o que estas aplicando algo, entonces hay un punto de las matemdticas
donde tienes el contacto diario. Matematicas es desde que tienes que saber cuanto
tienes que traer para tu pasaje de la ida y la vuelta, porque vas a comprar esto, o
sea ahf estan las Matematicas, en practicamente todo lo que hacemos.

- Aprender matematicas es aprender a razonar para resolver problemas y
tomar decisiones. Seis profesores consideran que al ensenar matematicas se
debe fomentar que el alumno ‘razone’. Para los profesores el razonamiento
consiste en que el alumno sea capaz de plantear estrategias para resolver algun
problema o ejercicio y que sepa decidir, a través de la ‘razon” (en contraposicion
a la "memorizacién’), que de los procedimientos que mostré el profesor son Utiles
para resolver un problema.

Norma: Es aprender a desarrollar ese razonamiento matemdtico que todos tenemos,
pero muy pocos lo desarrollan, es eso. Para mi nunca ha sido aprender formulas ni

108 EDUCACION MATEMATICA, VOL. 31, NUM. 1, ABRIL DE 2019



‘Las matematicas son para ser aplicadas’: Creencias matematicas de profesores mexicanos de bachillerato

saber multiplicar, ni saber hacer cosas muy sofisticadas, simplemente hay que razo-
nar. Hay cosas légicas que deberian ser fdciles para la mente.

Magaly: [Aprender matematicas] para mi, no creo que sea memorizarse las cosas,
es saber aplicarlas y saber razonar, saber en qué momento... este... pueden utilizar
una férmula o algo para poder llegar a un resultado y sin importar qué procedi-
miento utilicemos, debemos llegar al resultado correcto.

- Aprender matematicas es aprender a resolver problemas. Cuatro profesores
creen que aprender matematicas es aprender, que consideran diferente a “memo-
rizar’, los procedimientos adecuados para resolver problemas. Estos procedimien-
tos son los que se explican y ensefnan en el salén de clase.

Magaly: [Ensefiar matematicas] para mi no creo que sea memorizarse las cosas, es
saber aplicarlas y saber razonar, saber en qué momento se puede utilizar una formula
o0 algo para poder llegar a un resultado y sin importar qué procedimiento utilicemos,
debemos llegar al resultado correcto. Porque hay muchas formas de resolverlo.

Nadia: Aprender matematicas no es, bueno, yo creo que no es aprenderse las for-
mulas como tal que, para sacar el area de un cuadrado, que es lado por lado, y que
la del triangulo que es base por altura sobre dos. O sea, yo creo que no es eso, creo
que mds que nada es aprender a aplicarlo y saber en qué me va ayudar [para
resolver un problemal.

4.3. CREENCIAS ACERCA DE LA ENSENANZA DE LAS MATEMATICAS

- Ensenar matematicas es explicar procedimientos con ejemplos. Para cinco
profesores, se debe ensenar temas de matematicas iniciando con un ejemplo
de un problema o ejercicio referente al tema a tratar en ese momento. A partir
del ejercicio o problema, el docente puede mostrar procedimientos o estrategias
para resolverlos. Una vez dado el ejemplo, el profesor debe proponer nuevos
ejercicios o problemas a sus alumnos en donde ellos puedan reproducir estos
procedimientos y, en algunos casos, proponer procedimientos nuevos.

Raquel: Por ejemplo, en Algebra..los modelos matematicos, hay varios problemas
que se pueden resolver mentalmente, pero si ensefiamos a nuestros alumnos a usar
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las reglas pueden resolverlos mds fdcilmente utilizando todo lo que vimos para
despejar en matemdticas. Por ejemplo, para despejar es importante utilizar todas las
propiedades de la igualdad, no nada mds pasar términos de un lado para otro, y
para ello, por ejemplo, yo uso el color rojo, para que vean que es una igualdad.

Jaime: Yo siempre estuve en el sistema tradicional, lo que manejo es: explico.. bueno,
primero, les dejo la tarea de que tengan en teoria investigar el tema, pero yo sé que
no lo van a hacer, asi que entonces llegan con una idea, yo explico el ejercicio de lo
que previamente ellos ya tienen la idea y posteriormente pongo ejercicios para ellos,
v va entonces voy verificando individualmente que dudas tienen respecto a lo que
ellos recopilaron de informacion con lo que yo les mostré en el pizarron y con base
en eso van adquiriendo el nivel para ya estar solos y poder realizar la actividad.

- Ensenar matematicas es ensenar a razonar para resolver problemas y tomar
decisiones. Cinco participantes creen que al ensefar matematicas deben lograr
que los alumnos desarrollen su capacidad de razonamiento para resolver pro-
blemas y tomar decisiones.

Norma: [Ensefar es] ayudar a los estudiantes a desarrollar la habilidad de razona-
miento, es ayudarlos a que entiendan la importancia a que sepan en algun momen-
o que tal vez una férmula no les va a servir, pero el razonamiento les va a servir,
esa es la finalidad. Segun yo, la finalidad de ensenar matematicas no es que alguien
me recite la formula, sino que sepa qué representa, el porqué de sus propiedades,
que me sepan dar un razonamiento de por qué salen las cosas.

Elva: La ensenanza de las matemdticas considero que es un poco mds complejo,
porque hablamos también de razonamiento. Hablamos de complejidad en cierta
medida y para mi la ensefanza de las matematicas radica precisamente en conjuntar
como o mejor dicho qué quiero yo que los estudiantes realmente entiendan de una
operacion que aprenden.

- Ensenar matematicas es explicar los temas con ejemplos de aplicacién/uso.
Tres profesores mencionan que los ejemplos que usan para explicar a los alum-
nos deben tener la caracteristica de que sean aplicables. Para los participantes
lo “aplicable” de los ejemplos consiste en que puedan establecer una relacion
con la vida diaria de los estudiantes o del profesor, o bien de algtn proceso en
alguna empresa. A partir de la aplicabilidad de los ejemplos, consideran que les
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dan sentido a las matematicas, y propician el aprendizaje de ellas, ademas,
consideran que ésta es una manera de captar el interés de los alumnos hacia
la asignatura.

Luz: A mis alumnos siempre les digo que las matemdticas tienen un fin para apren-
derlas y que las estdn aplicando por eso tengo que ensenarles como aplicar esas
matemdticas cual es el porqué de aprender matemadticas ya que las necesitamos.

Jaime: Ensenar Matematicas, como le decia que la representacion grafica o los
simbolos, ellos le den una aplicacion real, a veces a lo mejor en ese momento no
tienen argumentos para aplicar una derivada o una integral, por ejemplo, la integral
se utiliza para calcular centros de gravedad.

5. DISCUSION

Los resultados de la presente investigacion senalan que ‘las matematicas son
para ser aplicadas/usadas' y que ‘las matematicas son para razonar, ‘para resol-
ver problemas’ y ‘para tomar decisiones’ son las creencias que juegan un papel
central -Pajares (1992) define centralidad en términos del grado en que una
Creencia esta conectada con otras creencias- en las creencias de ensenanza y
aprendizaje de las matematicas de los participantes de este estudio.

5.1. ‘LAS MATEMATICAS SON PARA SER APLICADAS’

Tres creencias de los participantes -las matematicas son para ser aplicadas/
usadas' (#P=11), ‘aprender matematicas es aprender a aplicar/usar las matema-
ticas en la actividad diaria’ (#P=8) y ‘ensenar matematicas es explicar los temas
con ejemplos de aplicacion/uso’ (#P=3)-, que incluyen las dos creencias mas
ampliamente compartidas entre los participantes, comparten la creencia acerca
de la utilidad de las matematicas a través de su “aplicacion/uso”. La evidencia
senala que para la mayoria de los profesores participantes es importante hacer
explicito a sus alumnos la idea de la aplicacion de las matematicas; ya que con
ella anclan a las matematicas en algo que ellos consideran concreto en la vida
cotidiana, ya sea personal o profesional. Esta creencia se corresponde estrecha-
mente con lo que propone Grigutsch et al. (1998) en la vision orientada a la
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aplicacién, que acentua la utilidad de las matematicas para el mundo real. En
el mismo sentido nuestros resultados son consistentes con los encontrados en
las investigaciones de creencias con profesores en activo (Donoso, Rico, & Castro,
2016; Garcia et al, 2006; Lebrija, Flores, & Trejos, 2010) quienes encontraron que
los profesores dan suma importancia a ensenar contenidos que sean utiles para
la vida real, ya sea cotidiana o profesional. Esto sin importar su formacion pro-
fesional inicial ya sea como pedagogos, ingenieros u otras ciencias exactas.

Si consideramos aquellas investigaciones que han mostrado que las creen-
cias acerca de las matematicas juegan un papel central, en el sentido de Green
(1971), en las creencias de ensenanza y aprendizaje de los profesores (Beswick,
2007; Cross, 2009; Liljedahl, 2009) nosotros consideramos que la creencia de
que ‘las matematicas son para ser aplicadas/usadas' es una creencia central en
relacion a las otras dos creencias que interpretamos como periféricas (‘aprender
matematicas es aprender a aplicar/usar las matematicas en la actividad diaria’
y ‘ensenar matematicas es explicar los tema con ejemplos de aplicacién/uso’).
Ademads, la centralidad de la creencia de que ‘las matematicas son para ser
aplicadas/usadas’ se ve reflejada por el hecho de que es la creencia mas com-
partida entre los participantes y porque los participantes de manera amplia y
repetida la declaran en diferentes puntos de las entrevistas.

Siguiendo la idea de que son las experiencias las que forman y desarrollan
las creencias (Raymond, 1997; Richardson, 1996; Skott, 2015a) el origen, y su
centralidad, de la creencia de que ‘las matematicas son para ser aplicadas’ puede
ser explicada a través de algunas experiencias de vida (declaradas en las entre-
vistas) de los profesores participantes:

* Dado que los participantes no estudiaron una carrera profesional para
maestro de matematicas, sus principales experiencias fueron en sus estu-
dios profesionales de ingenieria, su eventual practica profesional como
ingenieros y su actividad posterior como maestros de matematicas.

* La experiencia escolar de estudiar para ser ingenieros que vivieron todos
los participantes. En un sentido amplio en México las matematicas en
ingenieria se conceptualizan en tanto su ‘aplicacion’ o ‘utilidad’ para resol-
ver los problemas de la ingenieria.

* De lo anterior se sigue que las creencias derivadas de aprendizaje, ‘apren-
der matematicas es aprender a aplicar/usar las matematicas' y de ense-
nanza ‘explicar los temas con ejemplos de aplicacion/uso, serian creencias
adquiridas a traves sus experiencias como estudiantes de ingenieria.
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* Se sigue también que las demas creencias de ensenanza, aprendizaje y
de evaluacién serian las creencias mas ‘“recientes’ entre los participantes
producto de sus experiencias como maestros de matematicas.

5.2. ‘LAS MATEMATICAS SON RAZONAR', ‘PARA RESOLVER PROBLEMAS’ Y ‘PARA
TOMAR DECISIONES'

Considerando cuatro de las creencias matematicas de los participantes -'las
matematicas implican razonar para tomar decisiones en la actividad diaria’
(#P=5), ‘aprender matematicas es aprender a razonar para resolver problemas y
tomar decisiones’ (#P=6), ‘aprender matematicas es aprender a resolver proble-
mas’ (#P=4) y ‘ensefar matematicas es ensefar a razonar para resolver proble-
mas y tomar decisiones’ (#P=5)-y si consideramos, como antes, la centralidad
de las creencias acerca de las matematicas en las creencias matematicas obser-
vamos que: (1) tres tienen como creencia central que ‘las matematicas son para
razonar ya sea ‘para resolver problemas’ o ya sea para ‘tomar decisiones, (2)
tres tienen como creencia central el que las matematicas sirven ‘para resolver
problemas’y (3) tres tienen como creencias central el que las matematicas sirven
‘para tomar decisiones’.

En la creencia de que las matematicas son para resolver problemas obser-
vamos que los participantes ven a las matematicas como una caja de herra-
mientas para resolver problemas, esta idea guarda relacion con la creencia de
que las matematicas son para ser aplicadas o usadas. En las creencias ‘las
matematicas son para razonar describen el razonamiento como el saber utilizar
formulas y plantear estrategias al resolver problemas. En conjunto estas creen-
cias se corresponden estrechamente con lo que Torner y Grigutsch (1994) refie-
ren como el aspecto caja de herramientas —las matematicas se ven como un
conjunto de reglas, formulas, habilidades y procedimientos— y también con lo
que Grigutsch et al. (1998) llaman vision esquema en la que las matematicas
se ven como una coleccion de reglas de calculo y procedimientos para ser
memorizados y aplicados en tareas rutinarias.

Desde el punto de vista de las experiencias de los participantes, la existencia
y centralidad de la creencia de que las matematicas son ‘para resolver problemas’
puede ser explicada, por el hecho de que en México, desde los anos 90s del
siglo pasado, en los programas oficiales de matematicas, desde primaria hasta
nivel medio superior, existe la consigna de ensefnar las matematicas a través de

EDUCACION MATEMATICA, VOL. 31, NUM. 1, ABRIL DE 2019 113



Gustavo Martinez-Sierra, Maria Valle-Zequeida, Javier Garcia-Garcia y Crisologo Dolores-Flores

la ‘resolucion de problemas’ y de acentuar su utilidad en la resolucion de pro-
blemas de la vida diaria (e.g. in México SEP [Secretaria de Educacion Publica /
Secretary of Public Education], 2016). Asi, es creible la hipotesis que los partici-
pantes hayan adquirido esta creencia por sus experiencias tempranas con las
matematicas en la escuela.

La mayor parte de los participantes del presente estudio muestran tener
creencias matematicas vinculadas al enfoque constructivista; porque creen que
los estudiantes ‘deben razonar para resolver problemas y tomar decisiones’,
‘aprender a resolver problemas), ‘aplicar las matematicas' y que ‘cada uno apren-
de a un ritmo distinto’. Creencias que son consistentes con los lineamientos que
propone la Secretaria de Educacién Publica de México para el nivel medio
superior. Estos resultados contrastan con las creencias matematicas de profeso-
res en servicio de nivel bdasico y medio reportadas por Lebrija, Flores y Trejos
(2010). Quienes reportan que los profesores expresan en menor porcentaje
formas de ensefanza afines a una enfoque constructivista. Esto tltimo es impor-
tante resaltarse, porque los participantes en el estudio de Lebrija et al. (2010)
provenian de las licenciaturas de Ingenieria, Quimica, Fisica, Arquitectura y Mate-
maticas, mientras que este estudio reporta los resultados de profesores en ser-
vicio que en su mayoria son ingenieros.

Por otra parte, nuestros resultados son consistentes con las creencias repor-
tadas por Lebrija et al (2010) en el sentido de que los afos de experiencia
parecen no marcar una diferencia entre sus creencias, sino que comparten
creencias similares. Asimismo, como lo reportan estos autores, en este estudio
también identificamos que los tiempos limitados en el aula 'y la presién por cubrir
el programa correspondiente influyen en la adopcion de practicas docentes
tradicionales. Esto ultimo provoca la aparicion de creencias sobre la ensefianza
de las matematicas orientadas a “explicar procedimientos con ejemplos’, “explicar
los temas con ejemplos de aplicacion/uso” y “transmitir conocimientos’.

5.3. EXPERIENCIAS SOCIALES SUSTANCIALES COMO ORIGEN DE LAS CREENCIAS

Nuestros resultados son consistentes con el consenso en que son ciertas expe-
riencias las fuentes de las creencias de los profesores (Raymond, 1997; Richard-
son, 1996; Skott, 2015a). En particular son consistentes con lo que Skott (2015a)
senala, como parte del consenso en el campo de |as creencias de profesores, de
que las creencias son ‘resultados relativamente estables de experiencias
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sociales sustanciales” (traduccion nuestra, p. 19). Para el caso de los partici-
pantes, segun lo senalan sus experiencias, expresadas en las entrevistas; de
la presente investigacion, son principalmente sociales y escolares tempranas, asi
como las experiencias en su formacion profesional como ingenieros, su posterior
incorporacion como maestros de matematicas en el bachillerato-Pachuca y su
participacién en diferentes cursos y talleres que les ofrece el
bachillerato-Pachuca.

Investigaciones futuras podrian estudiar mas acerca de las experiencias
como fuentes de las creencias de los profesores de bachillerato. En particular
consideramos que el método biografico narrativo seria un método adecuado
para ello (Kaasila, 2007). En complemento seria interesante, comparar las creen-
cias de maestros de matematicas de bachillerato que son ingenieros con maes-
tros de bachillerato que no lo son (por ejemplo quienes si estudiaron para
maestro en su formacion profesional). Nuestra hipotesis es que la creencia de
la “aplicacion” de las matematicas no sera tan preeminente en aquellos profe-
sores que nos son ingenieros.

Si bien nos parece que hablar de efectos positivos de las creencias detectadas
en los participantes de nuestra investigacion va mas alla de los alcances de
nuestra investigacion, nos parece pertinente observar que un profesor en servicio
con formacién inicial profesional de ingeniero, puede aportar informacion rele-
vante para incorporar su conocimiento matematico (y su conocimiento de didac-
tico del contenido) a las estrategias para ensefnar las matematicas con una vision
de aplicacion en temas especificos de matematicas.

5.4. ACERCA DEL ANALISIS TEMATICO

En la presente investigacién realizamos tres analisis tematicos (Braun & Clarke,
2006, 2012) que nos permitieron identificar las creencias de los participantes.
Nuestra experiencia en este analisis sefiala varias ventajas: (1) Junto con la
definicién operativa de creencias en la que nos basamos, el seguir los pasos
sugeridos por Braun y Clarke (2006, 2012) nos proporcion6 una guia clara de
lo que teniamos que buscar en las entrevistas; ya que s6lo tomamos las frases
que daban respuesta a nuestras preguntas de investigacion, (2) nos gui6 de
manera sistematica a la categorizacion de las frases y con base a esto, tuvimos
mayor control en la asignacion de temas, sub temas, y de las evidencias
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correspondientes a cada uno y (3) lo anterior, nos guié de manera clara al
establecer titulos de los temas que al final del analisis fueron identificados como
creencias.

Lo anterior, en conjunto, senala el poder de realizar analisis tematicos para
identificar creencias a base de material narrativo recopilado a través de entre-
vistas. Esta consideracion se complementa con la sugerencia analitica que Chen
y Leung (2015) hacen al proponer el analisis a través de las técnicas de Glaser,
Strauss, y Strutzel (1967) para hacer teoria fundamentada en datos.

5.5. CONCLUSION

En este estudio se obtuvieron tres categorias para las creencias de los profesores
de bachillerato sobre la matematica. Aunque estas categorias ya estan de alguna
forma identificadas y presentadas en la literatura, nunca antes se habia inves-
tigado a este sector en particular de profesores y por lo tanto este estudio es
nuevo y contribuye a la comunidad cientifica en dos aspectos fundamentales.
Uno de ellos es la construccion de tipologias, a través de tres analisis tematicos
de creencias; lo que lleva a entender las creencias de los participantes en un
contexto especifico y donde el contexto y la cultura juegan un rol principal. El
segundo de ellos es la explicacion coherente del origen de las creencias, lo cual
fue complementado con una profunda revision literaria. Algunos de los limites
de esta investigacion es la transposicion de los resultados a otro grupo de pro-
fesores u otras realidades, aunque interesante seria justamente comparar dos
grupos similares, pero provenientes de otros lugares del mundo.
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Resumen: Desde hace tiempo, diversos organismos, como el National Council
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en este trabajo un modelo de formacion de profesores en el que desarrollamos
el sentido matematico a través de tareas matematicas escolares y de la iden-
tificacion de objetivos de aprendizaje para dichas tareas. En este modelo,
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espacial, de la medida y estocastico—y ejemplificamos con tareas de formacion
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Palabras clave: matemdticas para maestros, sentido matemadtico, tareas mate-
madticas, capacidades matemdticas, objetivos de aprendizaje.

Abstract: For a long time, various agencies, such as the National Council of
Teachers of Mathematics, have advocated promoting a meaningful teaching of
mathematics. As mathematics teachers trainers, we show in this work our
proposal of teacher training model in which we develop the mathematical sense
through: the identification of capabilities in solving school mathematical tasks,
as well as in the identification of specific learning objectives for these tasks. In
this model, we review the mathematical capabilities by relating them to different
mathematical senses- number, spatial, measurement and stochastic-and exem-
plify tasks that allow their development in future primary school teachers.
Likewise, these tasks develop some capabilities that future teachers could use
in their profession, due to the model goes beyond the memorization of the
senses and their capabilities, and aims to highlight a functional knowledge of
mathematics.

Keywords: Mathematics for primary school teachers, mathematical sense, tasks,
capabilities, learning objectives

1. INTRODUCCION

Entendemos el Sentido matemdtico como el conjunto de capacidades relacio-
nadas con el dominio en contexto de contenidos numéricos, geomeétricos, métri-
cos y estadisticos, que permiten emplear estos contenidos de una manera
funcional. Esta nocién engloba cuatro sentidos correspondientes a cada bloque
de contenido, denominados Sentido numérico (Sowder, 1992); Sentido espacial
(Clements y Battista, 1992; Flores, Ramirez-Uclés y Del Rio, 2015), Sentido de la
medida (Shaw y Cliatt, 1989, Moreno, Gil y Montoro, 2015); y Sentido estocdstico
(Ruiz-Hidalgo y Serrano, 2015), basado en la idea de sentido estadistico (Watson,
2006; Batanero, Diaz, Contreras y Roa, 2013).

Esta idea hace que consideremos que la formacion de profesores de mate-
maticas tiene que contribuir a que los futuros profesores aprecien qué significa
ensenar matemdticas con sentido (matemdtico), y se preparen para lograr que
su potencial alumnado aprenda matemdticas con sentido. Entendemos que
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‘aprender matematicas con sentido consiste en atender a sus usos en contexto
y ofertar propuestas a las cuestiones que de ello se deriven” (Rico, Flores vy
Ruiz-Hidalgo, 2015, p.51). El origen de esta consideracién arranca de apreciar
que las matematicas son una ciencia cultural, que permite pensar, entender y
actuar en los problemas del entorno que tienen que ver con la cantidad, la forma,
el tamano vy la incertidumbre aleatoria (OECD, 2016). Es por ello que se plantea
una ensenanza funcional de las matematicas, que haga predominary dar sen-
tido a los conceptos en resolucion de problemas o tareas en contexto, frente al
aprendizaje de destrezas o algoritmos en situaciones descontextualizadas (Rico
y Diez, 2011). Establecemos asi que es necesario disponery desarrollar el sentido
matematico para llegar a ser matematicamente competente (Rico, Flores y
Ruiz-Hidalgo, 2015).

Ante esta situacion, en diversos cursos de formacion de profesores de mate-
maticas, nos venimos planteando la necesidad de convertir la idea de sentido
matematico en un foco de atencion prioritario (Flores y Rico, 2015; Van de Walle,
Karp y Bay-Williams 2013), tanto por constituir un objetivo de la ensefianza que
cursaran los futuros maestros, como por originar un conocimiento didactico del
contenido matematico, que no se limite a aportar un conocimiento memoristico
de resultados de investigaciones educativas sobre la ensefianza de las matema-
ticas. Este tipo de conocimiento estd enfocado en la toma de decisiones en los
procesos de ensefanza (Herbst, 2018) y en los procesos de reflexion en el con-
texto de formacion de profesores (Pineiro y Flores, 2018).

La forma con la que se abordan los cursos de formacién matematica del Grado
de Educacion Primaria se centra en suscitar que los futuros profesores se cuestio-
nen sobre cdmo ensenar matematicas con sentido. Este propdsito se alcanza en
tres etapas, que ayudan a definir las finalidades de los cursos que se incluyen en
el plan de estudios:

1) a través de profundizar en el conocimiento del significado de los concep-
tos matematicos escolares, que se puede concretar en identificar y organi-
zar situaciones, contextos, fenémenos y modos de uso de cada concepto
(Ruiz-Hidalgo, 2016);

2) mediante el desarrollo del conocimiento matematico con sentido de los
estudiantes para profesor; y

3) como provision de herramientas para llevar a cabo una ensefanza signifi-
cativa en su vida profesional futura.
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En este trabajo nos centramos en la segunda etapa y mostramos algunas
experiencias que estamos llevando a cabo para lograr dos propositos relaciona-
dos con ella:

1) la identificacion de capacidades en la resolucion de tareas matematicas
escolares, y

2) la formulacion y estudio de objetivos de aprendizaje especificos para que
dichas tareas afronten un aprendizaje matematico con sentido.

Este trabajo se estructura alrededor de estos dos propositos. En primer lugar
mostramos un ejemplo de como favorecer que el alumnado del grado en Edu-
cacion Primaria (el futuro docente) desarrolle sentido matematico de medida.
Posteriormente mostramos como contribuimos a que el futuro profesor comprenda
la nocién de sentido estocastico, apreciando las necesidades informativas y de
acciones, asociadas a las capacidades matematicas (o componentes) que descri-
ben este sentido, para resolver un problema concreto. Por ultimo, presentamos una
experiencia para favorecer que el futuro profesor disefne objetivos de aprendizaje,
tendentes a lograr que sus alumnos desarrollen sentido numeérico.

2. EL PLAN DE FORMACION EN MATEMATICAS EN EL GRADO
DE EDUCACION PRIMARIA

El proceso de formacion inicial de profesores de matematicas tiene que abordar
tanto las condiciones actuales de los candidatos a profesor, como las expecta-
tivas profesionales que tendran que abordar en su desempeno futuro. A tal fin,
en la Facultad de Ciencias de la Educacion de la Universidad de Granada
(Espana) se plantea una formacion inicial de maestros en el drea de matematicas
que lleve a los estudiantes a profundizar en el contenido matematico de primaria,
arrancando de una vision funcional de la educacién matematica, lo que conduce
a suministrar herramientas para profundizar en el conocimiento, con intencion
practica. Los estudiantes del grado deben llevar a cabo analisis didactico de los
contenidos matematicos.

Por analisis didactico de un contenido matematico escolar entendemos un método
para escudrinar, estructurar e interpretar, dentro de un marco curricular, los
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contenidos didacticos de las matematicas escolares, con el proposito de su planifi-
cacion, su implementacion en el aula y su evaluacion (Rico, 2016a).

Consideramos el método conocido como analisis didactico (Rico, Lupianez y
Molina, 2013) en su faceta de herramienta para la elaboracion de unidades
didacticas de matematicas (Ruiz-Hidalgo y Fernandez-Plaza, 2013), estructurado
en cuatro tipos de analisis:

Analisis de contenido, centrado en describir y establecer los diferentes

significados que tienen las nociones matematicas.

 Analisis cognitivo, donde se estudian aspectos del aprendizaje de las mate-
maticas por parte de los escolares.

* Anadlisis de instruccién, enfocado en las cuestiones relacionadas con la
instruccion, su planificacion e implementacion.

* Anadlisis de evaluacion, cuyo fin es valorar el proceso de aprendizaje y los

logros alcanzados.

El curriculo de la formacion inicial del maestro se relaciona con la idea de que
el conocimiento diddctico tiene el papel de herramienta funcional, necesitando
revisar investigaciones sobre la ensenanza y aprendizaje del contenido, para
tener en cuenta apreciaciones que repercutan en su aprendizaje, como para
determinar las dificultades de aprendizaje mas habituales (Flores, 2018).

Realizar el analisis del contenido matematico (Rico, 2016b), lleva a compren-
der el significado de dicho contenido, mediante una profundizacion que aprecie
y organice sus estructuras conceptuales, los sentidos, situaciones, usos y proble-
mas que ayudan a resolver el contenido, asi como la forma en que se representan
(sistemas de representacion y modelos). Fruto de este analisis de los contenidos
de matematicas de primaria, surge la materia que se denomina “Bases Matema-
ticas para la Educacion Primaria’, que se imparte en primer curso del grado de
Maestro de Educacion Primaria y que se concreta en un libro titulado Matemd-
ticas para maestros de Educacién Primaria (Segovia y Rico, 2011).

Una vez profundizado en el significado del contenido matematico, se pueden
pasar a examinar los aspectos relativos a la ensenanza de dicho contenido, las
expectativas y limitaciones de aprendizaje previsibles en los estudiantes de
primaria, realizando un andlisis cognitivo del contenido. Es en este momento en
que se aborda la dimension funcional del curriculo de matematicas de primaria
(Rico y Diez, 2011), que lleva a apreciar la importancia de dar sentido al
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aprendizaje de las matemdticas. Todo esto dentro de un curso destinado a rea-
lizar el analisis cognitivo de los contenidos matematicos, desarrollado en un libro
de referencia titulado “Ensefianza y aprendizaje de las matemdticas en Educa-
cion Primarid” (Flores y Rico, 2015).

El concepto de sentido matematico aparece como un punto crucial del estu-
dio cognitivo de los contenidos matematicos (Lupianez y Rico, 2015; Rico, 2015).
Durante diversos cursos en que hemos planteado el proceso, apreciamos la
importancia de cubrir dos etapas para contribuir a que el estudiante valore en
su justa medida el sentido matematico: mejorar su propio sentido matematico y
apreciar en qué consiste y como se contempla en las tareas matematicas esco-
lares habituales en la educacion primaria.

Para mostrar c6mo abordamos estas dos etapas, comenzamos por describir
el proceso formativo que pretende ayudarles a desarrollar el sentido matematico,
describiendo un ejemplo basado en el sentido de la medida. A continuacion,
presentamos ejemplos de tareas para que los futuros profesores identifiquen los
componentes del sentido de la medida, sentido estocastico y definan y organicen
objetivos de aprendizaje para desarrollar el sentido numeérico.

Todos los ejemplos se han desarrollado en sesiones de trabajo practico de
la asignatura “Ensenanza y aprendizaje de las matematicas en Educacion Pri-
maria’, en las que los futuros profesores trabajan en grupos de cuatro miembros
de manera supervisada dentro del aula. Las sesiones practicas incluyen el trabajo
autonomo fuera del aula para completar la tarea solicitada y redactarla. Estas
sesiones complementan a las lecciones tedricas en las que se describen, discuten
y ejemplifican los componentes de cada uno de los sentidos. El curso total esta
compuesto por 15 sesiones teoricas (dictadas a grandes grupos de unos 60
futuros profesores) y 15 practicas (dictadas a grupos de 20 futuros profesores),
de las cuales 5 tedricas y 10 practicas se dedican al estudio del sentido mate-
matico. En las sesiones practicas, los 20 futuros maestros se organizan en
pequenos grupos (4 miembros) que realizan tareas como las que ejemplificamos
a continuacion. Tras trabajar todos los sentidos (numérico, espacial, medida,
estocastico), se les propone un trabajo final que se describe en el punto 5.

3. DESARROLLAR EL SENTIDO DE LA MEDIDA

La idea de sentido de la medida que se trabaja en el curso aparece en el capitulo
correspondiente del libro de texto (Moreno, Gil y Montoro, 2015), y enfatiza tres
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componentes o capacidades especificas y etapas para aprender con sentido la
medida: captar la magnitud, llevar a cabo medidas y desarrollar estrategias y
actividades de estimacion. En diversos cursos hemos empleado una tarea practica
para mejorar el desarrollo del sentido de la medida (Ferndndez, 2011) de los
futuros profesores, al determinar con sentido la dosis de un tratamiento. En el
cuadro 1 aparece el enunciado de esta tarea.

Cuadro 1. Tarea “Fluidasa”

Resuelve con sentido la situacién siguiente:
‘FLUIDASA SOLUCION" es un jarabe, cuyo principio bdsico es la ‘mepifilina’, que estd in-
dicado para la tos en pacientes con bronquitis. En el prospeclo, respecto a las instruccio-
nes de administracién, indica: 1 medida de 5 ml contiene aproximadamente 25 mg de
‘mepifilina”. La dosis normal es de 8 mg por kg de peso y dia, fraccionada en 3 tomas.
Rocio es una nina de 6 anos que pesa aproximadamente 19 kg, (cudntas cucharaditas
de las de café (5 ml) hay que darle en cada toma?

Durante una sesién practica de trabajo los profesores en formacion, en grupos
de 4, abordan la resolucion de esta tarea. Usualmente muestran disposicion a
tomar los datos, buscar las operaciones y resolverlas, llegando a soluciones
(correctas 0 no), que generalmente emplean niimeros decimales de cucharadas
en cada toma.

La puesta en comun de las soluciones suele confrontar las respuestas
fraccionarias con las que abordan la cantidad de cucharadas de una manera
menos precisa. Es en este momento en que proponemos que examinen las
magnitudes y los objetos que estan presentes en el problema. Con cierta faci-
lidad aparecen tres magnitudes (capacidad de cuchara, masa del nifo y dura-
cion, edad del nino). Las otras dos magnitudes, masa de mepifilina y volumen
de la disolucién, suelen ser mas complicadas de apreciar, al venir dadas por
tasas que relacionan la masa de mepifilina con el volumen de disolucién y la
masa de mepifilina con el peso del paciente, pero son fundamentales para
comprender el problema en toda su extension.

En esta fase se aborda el componente conceptual del sentido de medida,
concretamente centrada en identificar cudl es la cualidad que se aprecia de
cada objeto, distinguiendo las magnitudes que son pertinentes (dejando de lado
la edad, aun reconociendo que es pertinente habitualmente en la determinacién
de una dosis, pero que en este caso no disponemos de informacion al respecto,
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y que esta relacién no suele ser de proporcionalidad, tal como la que relaciona
el peso de la nina con la dosis, sino una relacién escalonada).

Apreciar las unidades de medida de cada magnitud (estableciendo o no
correspondencias entre masa y peso, segun proceda), separando las de capaci-
dad y volumen, pero captando la relacién entre ambas, es el paso siguiente. De
este estudio se llega a clarificar la medida aproximada, y a reconocer el empleo
cotidiano de una unidad de medida no estandar (la cucharada), apreciando la
escasa precision que lleva a hacer estas apreciaciones. Una actividad de medida
de diversas cucharadas podria hacer mas completa esta parte de la resolucion,
comenzando por ordenar de manera intuitiva la capacidad de diversas cucharas,
comprobando dicha ordenacion, identificando la influencia de la tension super-
ficial y como varia la capacidad segun se colme o no la cuchara, y segun el
liguido empleado. Este proceso de estimacion y medida puede colaborar a
desarrollar el tercer componente del sentido de la medida, es decir, la estimacion,
tanto para apreciar la diversidad de medidas de capacidad, como comenzar a
interiorizar su capacidad, y percibiendo el interés en estimar sobre el medir en
situaciones como la presentada.

Después de estas fases se puede trabajar con la resolucion “con sentido mate-
matico” de esta tarea, apreciando que la precision permite reducir la dosis a dos
cucharadas en cada toma, sin por ello faltar a las apreciaciones que figuran en
el prospecto. Durante el proceso se han enfatizado los componentes que caracte-
rizan el sentido de medida, especialmente para apreciar la importancia de tomar
en consideracion todas las facetas implicadas. La siguiente sesion de trabajo se
dedica a apreciar los componentes en diversas situaciones, tanto para afrontarlas
y resolverlas, como para explicarlos.

4. ELABORACION DEL LISTADO DE LOS COMPONENTES
DE CADA SENTIDO

Para evitar la memorizaciéon innecesaria de los componentes de cada sentido y
centrar el esfuerzo en desarrollar lo que estos significan y cuales son los indi-
cadores de las actividades que los caracterizan, se les pide que elaboren un
esquema exclusivamente con la denominacion de los componentes, a partir de
referencias aportadas en clase. El esquema debe incluir “indicadores’ que le
permitan analizar las tareas y discriminar si se pone en juego cada componente.
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Se muestra en el anexo | un ejemplo de esquema elaborado por un estudiante,
con el listado de los componentes de los cuatro sentidos.

4.1. LOS FUTUROS PROFESORES IDENTIFICAN LOS COMPONENTES
DEL SENTIDO ESTOCASTICO

Durante la sesion de trabajo practico destinada a que los futuros profesores apre-
cien el concepto de sentido estocastico (Ruiz-Hidalgo y Serrano, 2015), hemos
empleado la tarea matematica escolar “Autobus o caminar’, que aparece en el
cuadro 2, contextualizada en Granada y su sistema de transporte urbano.

Cuadro 2. Tarea “Autobls o caminar’

Examina tu sentido estocastico contestando razonadamente la siguiente cuestion: Cuando se
viene a la Facultad de Ciencias de la Educacion desde la Plaza Albert Einstein, ces mejor siempre
tomar la linea U3 de autobuses que venir caminando?

Informaciones: La linea U3 de autobuses de Granada tiene 3 paradas intermedias entre el pun-
to de salida (Plaza Einstein) y la Facultad de Ciencias de la Educacion. Cada parada coincide con
un semaforo y el tiempo de espera en cada parada es el mismo que dura el semaforo. Los hora-
rios de salida de Plaza Einstein estan establecidos por la empresa concesionaria, y hay que
buscarlos en la informacion correspondiente.

Resolucion (en el seminario): En clase deberas estudiar la situacion, examinando:

A: Qué parte del estudio corresponde a un proceso aleatorio y cudl a un determinista
B: Como puedes cuantificar la probabilidad en los apartados aleatorios

C: Qué datos necesitas buscar y como obtenerlos

D: Como puedes resumir los datos para extraer informaciones utiles

E: Como llevar a cabo el estudio completo.

Se han previsto una serie de informaciones que te van a ayudar a realizar el estudio, cada una
de ellas corresponde a uno de los apartados anteriores. Conforme se te van indicando se te
ayuda a desarrollar el componente correspondiente del sentido estocastico.

Trabajo del grupo a entregar:
a) Resolucion: Realizar
al) Un cuadro que exprese los tiempos medios de duracién del trayecto, segun la hora.
a2) Un informe que responda razonadamente a la pregunta (Cuando se viene desde la Plaza
de Einstein, ées mejor siempre tomar la linea U3 de autobuses que venir caminando?), y que
aclare las condiciones y decisiones adoptadas para llegar a la solucion.
b) Demuestra que comprendes la idea de sentido estocastico
|dentifica justificadamente todos los componentes del sentido estocastico que se ponen de ma-
nifiesto al realizar la tarea, sefalando como se aplica cada uno.
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Para llevar a cabo esta tarea, se ha previsto que los futuros profesores apre-
cien los datos que tienen y los que les faltan. Cuando empiezan a detectar
necesidades se les suministra una baraja de informaciones, compuesta por
cuatro colecciones, cada una correspondiente a una de las letras indicadas (A:
Qué parte del estudio corresponde a un proceso aleatorio y cual a un determi-
nista; B: Cémo puedes cuantificar la probabilidad en los apartados aleatorios; C:
Qué datos necesitas buscar y como obtenerlos; D: Como puedes resumir los
datos para extraer informaciones utiles; y E: Cémo llevar a cabo el estudio com-
pleto). Se entrega una coleccion a cada integrante del equipo, quienes deben
mirar las informaciones que les ayuden a resolver el problema. Con ello se
pretende que se produzca una interpretacion cruzada de informaciones, en la
que vayan completdndolas y teniendo presente el origen (el componente) de
cada informacién y la dependencia entre ellas. En el anexo Il figura la baraja
de informaciones suministradas.

El siguiente paso, como se ha descrito en el ejemplo anterior y que se
repite en todas las actividades sobre sentidos, consiste en identificar com-
ponentes de cada sentido que contribuyen a desarrollar en tareas matema-
ticas escolares de libros de texto y en disenar otras actividades dirigidas al
alumnado de Educacion Primaria que contribuyan al mismo fin.

El proceso de compartir diversas clases de informacién, relaciondndolas
entre si, hasta construir un mapa de relaciones, lleva a darle presencia al
sentido matematico como finalidad de ensenanza. El problema siguiente con-
siste en definir objetivos de aprendizaje que tengan en cuenta tanto el signi-
ficado de los contenidos matematicos, como el desarrollo del sentido matematico
en el alumnado de primaria. Esto lo abordamos en el apartado 6, tomando casos
particulares relacionados con el sentido numérico.

5. DISENO Y COEVALUACION DE ACTIVIDADES
PARA DESARROLLAR SENTIDO MATEMATICO

Una vez realizada la aproximacion inicial, desarrollo, organizacion e identifica-
cion de los componentes que describen cada sentido matematico, presentada
en este articulo mediante las actividades ejemplificadas, se propone a los futuros
maestros como trabajo final practico la seleccion de uno o varios componentes
y el diseno justificado de una propuesta de actividad para el alumnado de Edu-
cacion Primaria que contribuya a desarrollar dichos componentes.
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Puesto que nuestros estudiantes no pueden llevar a la practica del aula
de primaria cada propuesta, el trabajo de cada grupo se desarrolla y evalta
en dos fases. En la primera, la actividad planteada por cada grupo es revisada
por otro grupo de trabajo que realiza un informe “borrador” durante la hora
de clase, en el que se evalta la actividad atendiendo a los aspectos de forma
y, especificamente, al grado en que se cubren las capacidades que plantean
los companeros, analizando criticamente la justificacion que proporcionan.
Completan el analisis de la tarea reflejando otros componentes destacados y
planteando mejoras. En la segunda fase cada grupo, una vez recibido el infor-
me, elabora una nueva version del trabajo en el que modifica su actividad y
el analisis de los componentes. Esta produccion es empleada en la evaluacion
del grupo por el profesor de la materia, quien también valora el informe ela-
borado sobre el trabajo de otro grupo.

Como ejemplo, en relacion con el sentido de la medida, en el cuadro 3 se
muestra una actividad planteada por un grupo de futuros maestros. El cuadro
4 incluye la critica realizada por otro equipo de trabajo.

Cuadro 3. Actividad y capacidades indicadas por un grupo

Completa la siguiente tabla midiendo con un boligrafo BIC la pizarra, el pupitre (largo y
ancho), una libreta, la pata de una silla y la puerta del aula. A continuacién, haz la estima-
cion del ancho y largo del aula mediante pasos

Mide: Mide: Mide:
Mide: Mide: Mide:

Capacidades que se trabajan (respuesta dada por uno de los grupos):

Ejecucion del proceso de medir. Seleccionar la unidad adecuada, estandar o no estandar,
procedimiento e instrumentos adecuados. Usar férmulas cuando sea apropiado. Expresar
adecuadamente el resultado.
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Cuadro 4. Critica realizada por otro grupo de futuros profesores a la tarea del cuadro 3.

La actividad presenta las siguientes fortalezas:
» Desarrolla la capacidad que se menciona.
* Las unidades no convencionales son ideales para realizar medidas.

Sin embargo, presenta las siguientes debilidades:

* No se justifica como trabaja dicha actividad esa capacidad.

» También falta afadir que dicha actividad contribuye al desarrollo de la capacidad
de estimacion.

* No se contrasta la medicién con el empleo de instrumentos estandarizados para
comparar las medidas realizadas con unidades no convencionales. Por ejemplo, si
el aula mide de largo 17 pasos de Juany 21 pasos de Luis, no hay referente estan-
dar respecto del cual averiguar qué medicion ha sido mas precisa.

Como sugerencia de mejora, se propone incluir cuestiones destinadas a mostrar que se obtie-
nen diferentes medidas cuando estamos trabajando con la misma unidad de medida no estan-
dar (las partes del cuerpo de cada alumno tienen diferente tamafio) y por tanto se hace
necesario el uso de unidades estandar.

Finalmente, esta actividad se puede trabajar en parejas para fomentar la motivacion y la co-
laboracion.

La tarea propuesta en el cuadro 3 se divide en dos: la primera es de medida
directa en la que la unidad de medida esta determinada. La segunda tarea, por
su parte, es de estimacion aunque no requiere tomar decisiones sobre medir o
aproximar. Asi, las capacidades a desarrollar en ambas son, fundamentalmente
‘Aplicar el procedimiento e instrumento adecuados para efectuar dicha medicion
ya sea exacta o aproximada” y “Expresar adecuadamente el resultado de la
medicion” (ver anexo ).

En la capacidades indicadas por los futuros profesores (cuadro 3, transcrito
literalmente), se perciben algunas deficiencias como el énfasis en capacidades
secundarias: “Seleccionar la unidad adecuada, estandar o no estandar’ (que esta
determinada por el enunciado) y “Usar formulas cuando sea apropiado” (que se
refiere al uso de formulas para medidas indirectas). Asimismo, aparecen caren-
cias relacionadas con el contenido matematico expresado por los futuros profe-
sores como la ausencia de dimensiones o magnitudes (longitud/superficie/
volumen) que han de medirse en algunos de los objetos sefalados.

Por su parte, la critica del cuadro 4, acierta parcialmente en la valoracion
pues menciona que se desarrollan las capacidades mencionadas, pero no indica
si todas o so6lo algunas. La afirmacion sobre el uso de unidades no
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convencionales como ideales no es apropiada. Sin embargo, aciertan en propo-
ner la capacidad de estimacion como implicada en la tarea, y dedicar esfuerzo
a realizar aclaraciones sobre el proceso de medida mediante la estimacion y la
diferencia entre unidades estandar y no estandar, lo que manifiesta que han
identificado estos procesos como fundamentales de la tarea, y sugieren a sus
companeros que deberian describirlos con mas detalle.

6. DEFINIR OBIETIVOS DE APRENDIZAJE

Dentro de la realizacion del analisis cognitivo de un contenido, los futuros
maestros tienen que definir expectativas de aprendizaje, en forma de objetivos
especificos. Estos objetivos deben recoger la idea de sentido matematico. (Cudles
y como deben ser los objetivos de aprendizaje para que los alumnos aprendan
matematicas con sentido?

Los sentidos matematicos nos hacen prestar atencion a todos los compo-
nentes necesarios para el aprendizaje de un concepto, concediendo igual aten-
cion a la comprension que al aprendizaje de destrezas y técnicas matematicas.
Es decir, el sentido matematico requiere:

a) Equilibrio entre conocimiento conceptual y procedimental.
b) Cubrir el maximo de componentes o respetar la importancia de cada uno
de ellos.

6.1 OBJETIVOS CONCEPTUALES Y PROCEDIMENTALES:

Es relativamente facil establecer objetivos cuando tienen intencion procedimen-
tal, ya que es sencillo identificar qué queremos que el alumno aprenda, en qué
orden, con qué pasos, etc. Por ejemplo, si queremos que aprenda el algoritmo
tradicional de la resta, no es dificil encontrar etapas:

 Restar niimeros de una cifra (5 - 2; 8 — 6, etc)).

* Restar de un numero de dos cifras otro de una cifra, primero sin llevarse
(15 -3; 27 - 6; 28 = 8), luego llevandose (13 - 9; 26 - 7, etc), terminando
con las restas a multiplos de 10 (20 = 7, 30 = 9, etc), colocando siempre
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los numeros en papel cuadriculado, para alinear las unidades del orden
correspondiente.

* Restar numeros de dos cifras, primero sin llevada (36 — 24; 43 - 31), luego
llevandose (36 — 27), para terminar con multiplos de 10 (40 - 24; 35 - 20),
colocando los numeros en papel cuadriculado.

* Aumentar el nimero de cifras de los nimeros, incluyendo aquellos que
no tienen igual cantidad de cifras (123 - 85).

Esta consideracion permite formular los siguientes objetivos del aprendizaje del
procedimiento:

1) Obtener el resultado de una resta de niimeros de una cifra:
a) Recordando las sumas correspondientes
b) Determinando cuanto hay que sumar al minuendo para llegar al
sustraendo
2) Obtener el resultado de una resta de niumeros de dos cifras menos néime-
ros de una cifra:
a) Sin llevada
b) Con llevada

No es tan facil definir objetivos correspondientes a capacidades de comprension
de conceptos: el concepto de resta, por ejemplo. ¢Qué es comprender?, {como
podemos expresar los objetivos conceptuales para evitar que se conviertan en
objetivos de memorizacion?

Seguin la Real Academia de la Lengua (RAE), comprender es entender, alcan-
zar. En Psicologia, el concepto de comprension es la accion de percibir el signi-
ficado de algo, se identifica con una actividad cognoscitiva que comparte
elementos con el conocimiento racional y con sus técnicas interpretativas, su
interés es interpretar el sentido de las cosas (Hiebert y Carpenter, 1992).

De aqui que interpretemos que un alumno comprende la resta cuando:

* Resuelve los diversos problemas que corresponden a la resta (todos los tipos
de problemas determinados en el analisis de contenido, cuando estudiamos
su significado: cambio, combinacion, comparacion; en todas las situaciones
—incognita en la transformacion y en la cantidad inicial, incognita en uno
de los sumandos, incdgnita en el elemento de comparacion aditiva, o en
alguno de los referentes, en la comparacion sustractiva).
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* Pasa de una forma de representacién a otra (al plantearle una resta de
manera vertical, 1a identifica con otra horizontal, 12 - 9, piensa en una
situaciéon con significado que corresponda a esta resta — tengo 12 cromos
y pierdo 9, cuantos me quedan —, puede expresarlo por medio de otras
representaciones, desde los objetos, el dbaco, etc).

* Es capaz de interpretar la situacion de diversas formas, buscando la mas
sencilla cuando tiene dudas al respecto (12 = 9 también puede interpre-
tarse como averiguar cuantos pisos tengo que subir, si estoy en el 9y
quiero ir al 12, que es lo mismo que averiguar cuantos tengo que subir si
estoy en el 10 y quiero ir al 13, con lo que aprecio mas facilmente que es
3; por tanto en la aplicacion del procedimiento de resta con llevada tiene
que salir 3; u otras estimando: 12 esta en la sequnda decena, tendré que
subir menos de 10 pisos, estimando, el tamafo del resultado).

Los analisis realizados hasta el momento deben facilitar al futuro profesor saber
qué quiere lograr en su ensefanza, y definir objetivos que vayan en la direccion
prevista, es decir, que estén encaminados a que el alumno aprenda matematicas
con sentido.

En la formacion de profesores tenemos que ensefar a definir objetivos y
hacerles apreciar en qué grado los objetivos planteados recogen lo mas impor-
tante de los sentidos, asi como los elementos que contribuyen a ello, es decir, a
comprender, ademas de a aplicar técnicas.

6.2 ANALISIS DE LOS OBIJETIVOS PROPUESTOS POR LOS FUTUROS PROFESORES

Para disponer de criterios con los que revisar los objetivos formulados por futuros
profesores, presentamos un proceso que les permite examinar en qué grado sus
objetivos plantean el logro de un aprendizaje con sentido de las matematicas,
respondiendo a cuestiones como las siguientes:

* Que aspectos del contenido estamos enfatizando, ¢solo los procedimenta-
les? étambién los conceptuales?, ien qué proporcion?, éson adecuados para
alcanzar el sentido matematico correspondiente?

* Que componentes del sentido matematico se estan teniendo en cuenta
destan todos?, daparece alguno mas que los demas?, ésomos conscientes
y es lo que interesa?
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* Qué aspectos de significado estamos teniendo en cuenta ése recogen los
adecuados para que el alumno llegue a comprender?, ées conveniente
anadir alguno?

e Qué elementos de las representaciones se han atendido, éson suficientes
para que el alumno interprete unos en funcion de los otros?, ifavorecen
que pase de la representacion simbolica a representaciones materiales?,
¢he previsto que se utilicen representaciones graficas que permitan pasar
de simbolicas a materiales en ambos sentidos?

Para responder a estas cuestiones, es decir, para poder juzgar si los objetivos
definidos son adecuados, si estan definidos de manera funcional, empleamos la
tarea del cuadro 5 en esta parte final de los cursos de formacion de profesores.
En ella revisan los objetivos formulados y los rectifican a partir de apreciar en qué
proporcion aparece cada componente y en qué grado coincide con sus intenciones
formativas segun ciclo.

Cuadro 5. Los colores. Tarea

Consideramos esta asignacion de los colores del parchis:
Concepto: Rojo
Procedimientos: Azul
Representaciones: Amarillo
Usos/Fendémenos: Verde
1. Utiliza estos colores para el mapa conceptual del andlisis de contenido
2. Asigna un color a cada uno de los objetivos, seguin esté relacionado con alguno de los elementos del
andlisis de contenido. Si estd asociado a varios, Unicamente utiliza el que esté mas relacionado (para ello,
piensa en qué tiene que realizar el alumno para que estés seguro que lo has logrado)
3. Asigna a cada objetivo, los componentes de los sentidos que estén asociadas a €l (pueden ser varias).
Utiliza esta codificacion:
» Sentido Numérico (SN1=reconocer cuando y como usar los numeros, SN2: componente 2...)
 Sentido Espacial (SP1: elementos geométricos, SP2: componente 2...)
 Sentido de la medida (SM1: reconocimiento de cualidades medibles, SM2: componente 2, etc)
* Sentido estocastico (SE1: reconocer situaciones aleatorias, SE2: componente 2, etc)
Observa el siguiente ejemplo, donde se ha marcado como procedimental este objetivo y se ha
indicado la componente SP2.
Ejemplo. Objetivo: Construir un cuadrado a partir de uno de sus lados (SP2: relaciones geomé-
tricas, visualizacion)
4. Reflexiona sobre las siguientes cuestiones:
¢Se reflejan todos los colores en tus objetivos? ¢Qué color prevalece? éPor qué?
éSe reflejan todos los contenidos en tus objetivos? {Crees que has “barrido” con tus objetivos el andlisis de
contenido? ¢Has utilizado todos los componentes de los sentidos relacionados? (Cudles faltan? Ahade un
objetivo o reformula los que tienes para considerarlas.
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7. REFLEXIONES FINALES

Hemos presentado algunas tareas utilizadas en la formacion de maestros de
educaciéon primaria para desarrollar 1a nocion de sentido matematico. Esta
nocion queda concretada en los sentidos numérico, espacial, de la medida y
estocastico.

Con la tarea Fluidasa (cuadro 1) hemos ejemplificado momentos y situacio-
nes en las que se pueden poner en juego los conjuntos de capacidades rela-
cionadas con los componentes del sentido de la medida: entender la nocién de
magnitud, desarrollar los procedimientos de medida y desarrollar estrategias de
estimacion.

La tarea Autobus o caminar (cuadro 2) nos ha servido para ejemplificar el
trabajo del sentido estocastico, concretamente para que el estudiante identifique
las capacidades relacionadas con los componentes tratamiento de datos (cap-
tura, organizacion) y con la toma de decisiones a partir de los datos.

Como se ha mostrado en los cuadros 3y 4 el disefio de las tareas durante
la formacion de profesores incentiva la comunicacion y retroalimentacion entre
diferentes grupos de trabajo, promoviendo su analisis critico respecto de los
componentes del sentido de la medida.

Ademas de resolver tareas para desarrollar el sentido matematico y compren-
der sus componentes, también contribuye a desarrollar el sentido matematico
al proponer y analizar objetivos de aprendizaje de una tarea. Asi, la tarea Los
cuatro colores (cuadro 5) permite a los futuros maestros reflexionar sobre las
metas de una tarea. Proponer objetivos de aprendizaje, lejos de ser una labor
facil, pasa por la identificacion, distincion y seleccion de capacidades concep-
tuales y procedimentales, que hemos apreciado en nuestra experiencia como
formadores, y resulta una actividad compleja para los futuros profesores.

Las tareas presentadas persiguen una comprension del significado del sen-
tido matematico que va mas alld de la memorizacion de sus componentes,
resaltando un conocimiento funcional que permita a los futuros profesores
identificarlos y proponer tareas que las desarrollen. Para destacar el interés que
tenemos en que usen de manera practica los componentes, sobre su memori-
zacion, se permite a los estudiantes que disefien su propio resumen con la
denominacion de los componentes y que dispongan de ¢l en todo momento,
incluidas las tareas de evaluacion.

En relacion con los referentes teoricos, en este trabajo hemos analizado
el potencial de las tareas propuestas para que los estudiantes comprendan
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el concepto de sentido matematico. Consideramos que una continuacion en
futuros trabajos seria tratar de analizar las producciones de los estudiantes
y estudiar la evolucion en su comprension de los componentes.
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Anexo |

Capacidades/Componentes que caracterizan el Sentido numérico

o

Reconocer como y cuando usar los nimeros

Discernir en qué ocasiones se ha de dar un valor exacto y en cuales un

valor aproximado.

Detectar patrones y usar relaciones numéricas

3.1. Componer y descomponer nimeros

Percibir la magnitud de los nimeros

Realizar calculos numéricos con procedimientos diferentes

5.1. Aplicar algoritmos diferentes al estandar

5.2. Desarrollar estrategias de calculo mental

5.3. Realizar estimaciones razonables

5.4. Elegir el procedimiento mas sencillo (debe haber dos procedimientos
alternativos)

Conocer diferentes representaciones de los niumeros y usar la mas adecuada.

6.1. Emplear propiedades del sistema decimal de numeracién

Resolver problemas con diversidad de estrategias (al menos dos)

Inventar problemas a partir de datos y operaciones propuestas

Detectar y corregir errores aritmeéticos

Capacidades/Componentes que caracterizan el Sentido espacial

1.

A

Manejo de conceptos geométricos

1.1. Conocer e identificar propiedades de formas y figuras

1.2. Reconocer, aplicar y establecer relaciones geométricas (Clasificar aten-
diendo a diferentes criterios)

1.3. Movimientos: Aplicar movimientos a figuras y conocer sus propiedades.

Destrezas de visualizacion

2.1. Localizacién y Orientacién

2.2.Visualizacion propiamente dicha
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Capacidades/Componentes que caracterizan el Sentido de la medida

1. Reconocer cualidades comparables y medibles de los objetos
2. Ejecutar el proceso de medir
2.1. Seleccionar la unidad de medida adecuada estandar o no estandar
2.2. Aplicar el procedimiento e instrumento adecuados para efectuar dicha
medicion ya sea exacta o aproximada
2.3. Usar formulas cuando sea apropiado
2.4. Expresar adecuadamente el resultado de la medicion
3. Desarrollo de estrategias de estimacion
3.1. Discernir situaciones en las que se requiere una medicion exacta y
otras en las que baste una estimacion

Capacidades/Componentes que caracterizan el Sentido estocastico

1. Razonamiento probabilistico
1.1. Identificacion de situaciones aleatorias
1.2. Cuantificacién del grado de incertidumbre
2. Razonamiento estadistico
2.1. Busqueda y obtencion de datos
2.2. Resumen estadistico de la informacion
2.3. Realizar inferencias o sacar conclusiones coherentes
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Anexo Il. Baraja de informaciones suministradas para la tarea
“Autobus o caminar’

A: Identificacion
situaciones
probabilisticas

B: Cuantificacion de la
probabilidad

C: Busqueda y obtencion de
datos

D: Resumen
estadistico de la
informacién

E: Inferencia

Al: Solucién requiere
comparacion de dos
fenémenos:

B: duracion viaje U3,

P: duracion recorrido a pie.

B1: Se toma “esperanza”
del "tiempo en cada
parada’, por valor medio
de dicho tiempo.

C1: Medicion de duracion
media en cuadro siguiente:

D1: Una forma de
calcular duracion es
mediante “esperanza’,
estimada por la
‘media” de resultados.

E1: Comparando
resultados se estima
duraciones, a cada
hora. Respuesta mas
precisa requiere
inferencias
estadisticas mas
complejas.

A2: La magnitud en los
dos fenémenos es ‘la
duracion’.

Unidad de medida ‘el
minuto”

B2: Se puede simular
tiempo que se detiene
en parada Severo
Ochoa con dado:
numero indicara
minutos que se demora.

C2: Se han tomado datos sin
contar paradas, y resultan (en
minutos): 4,5; 5: 5; 7; 3; 4,5:4;
45;45; 3.

D2: El tiempo de
duracion de los
semaforos del
recorrido suele ser de
1/3 del total para el
peaton y 2/3 para los
vehiculos.

A3: Duracién de viaje en
Bus es aleatoria por
imprevisibilidad:
‘Aunque hagamos
muchos viajes, no
podemos predecir
duracion exacta”

B3: Se simula tiempo
del U3 en la parada de
Cristo de Yedra con un
dado, considerando: 1
minuto si sale nimero
impary 2 si sale par.

C3: Resultados de varios
peatones trayecto Plaza
Einstein - Facultad Educacion.
(minutos): P: 36; J: 46; H: 50; K:
32; L: 35, M: 42; 0: 47; Q: 53;
T. 41; U: 40

D3: En la parada del
Cristo de la Yedra,
suele

tardar entre 1y 2
minutos, con la misma
frecuencia cada
resultado.

A4: Duracion de recorrido
a pie es aleatorio por
imprevisibilidad:
‘Aunque hagamos
muchas veces, no
podemos predecir
duracion exacta”

B4: Calcula duracién
media de espera
semaforo,

multiplicando tiempo de
espera por division
entre tiempo peatones y
tiempo total (peaton +
vehiculo)

C4: El tiempo indeterminado
en la parada de Severo
Ochoa suele tardar entre 1y
6 minutos, con la misma
frecuencia cada resultado.

A5: Duracién es una
variable cuantitativa
continua.

B5: Se considera
duracion viaje autobus,
sin paradas ni
semaforos, estimado en
un viaje.

C5: En parada de Cristo de la
Yedra, suele tardar entre 1y 2
minutos, con la misma
frecuencia cada resultado.

A6: Duracién viaje en bus
varfa con las horas, ya
que a entrada a clase en
la Uni hay mas gente
esperando y necesita mas
tiempo en cada parada.

B6: El tiempo total
esperado es suma de
tiempos esperados en
recorridos

y paradas que tiene que
hacer el U3.

A7: Cada uno camina a
velocidad distinta. Por ello
‘ir a pie a Facultad’, es
diferente para cada
sujeto. Cambia con
estado del trafico,
semaforos v lluvia.
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Resumen: Los simbolos matematicos no suelen ser habitualmente considerados
como objetos de ensenanza en asignaturas de la universidad, aunque su uso
es esencial para el quehacer matematico. Se presentan resultados de una
investigacion centrada en el proceso de construccion del significado para
algunos simbolos matematicos en estudiantes universitarios. Se usaron herra-
mientas y constructos del Enfoque Ontosemiotico del Conocimiento y la Ins-
truccion Matematica (EOS) para identificar las practicas matematicas
involucradas en el proceso de construccion de significado y las funciones
semidticas ligadas a dichas practicas. Las mismas orientaron tanto el diseno
de un instrumento especifico como el analisis de los datos recolectados. El
instrumento fue administrado a estudiantes de primer afo de algunas carreras
de la Universidad Nacional de Mar del Plata, Argentina. A partir de los analisis
sobre las producciones escritas de los estudiantes se investigo la secuenciacion
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u orden en el que las practicas identificadas se manifestaron. Los resultados
obtenidos pueden constituir una guia para disenar tareas y gestionar una clase
en la que se promueva la construccion de significado de simbolos matematicos,
convirtiéndolos en objeto de ensefianza.

Palabras clave: simbolos matemdticos, practicas matemdticas, funcién semio-
tica, enfoque ontosemidtico, procesos de significacion.

Abstract: Mathematical symbols are not usually considered objects of teaching
at university level, although they are essential for mathematical work. Results of
the research work focused on the process of the construction of meaning of some
mathematical symbols on university students are presented. Tools and constructs
of the Ontosemiotic Approach of Knowledge and Mathematical Instruction (OSA)
were used to identify the mathematical practices involved in the process of con-
struction of meaning. Semiotic functions linked to these practices were also
recognized. Mathematical practices and semiotic functions guided both the design
of a specific instrument and the analysis of collected data. The instrument was
administered to freshmen of some courses of the Universidad Nacional Mar del
Plata, Argentina. The analysis of those students™ written productions was the
starting point to do research and find out a sequence of the above stated practices.
The results obtained could be used as a guide for designing new tasks or man-
aging the class in which the construction of meaning of mathematical symbols
is promoted, so that they can become objects of teaching.

Keywords: mathematical symbols, mathematical practices, semiotic function,
ontosemiotic approach, meaning processes.

1. INTRODUCCION

Durante los procesos de ensefanza y aprendizaje de la matematica es posible
observar dificultades que los estudiantes universitarios manifiestan en la lectura
y escritura de expresiones simbélicas (Lacués Apud, 2014; Distéfano, Pochulu y
Font, 2015; Bardini y Pierce, 2015). Algunas de esas dificultades son tan elemen-
tales como el desconocimiento de algunos simbolos. Otras son de mayor com-
plejidad como la imposibilidad de interpretar una proposicion representada en
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una expresion simbolica, o la de construir una expresion simbdlica que esté
correctamente formulada, desde el punto de vista sintactico. En particular, los
estudiantes que inician una carrera universitaria que tiene asignaturas de Mate-
matica en su plan de estudios, revelan desconocimiento de distintos aspectos
que constituyen el significado de simbolos matematicos que son de uso habitual
en las asignaturas de este nivel de ensenanza. Es posible detectar que nume-
rosos estudiantes no estan familiarizados con las practicas matematicas ligadas
a la construccion de significado de un simbolo, lo que conduce tanto a dificul-
tades en la lectura de materiales didacticos y bibliografia, como a errores en las
producciones escritas. En Argentina, una de las posibles causas atribuibles a
esta situacion podria ser el hecho de que, los simbolos matematicos que se
requieren en el nivel superior, son utilizados con poca o ninguna frecuencia en
la escuela secundaria, lo que provoca limitaciones y obstaculos en los estudian-
tes que comienzan asignaturas de Matematica en la universidad. Si bien los
simbolos constituyen una herramienta fundamental en el quehacer matematico,
particularmente en los primeros anos de la universidad, no suelen ser objeto
directo de ensenanza, y su significado se va generando de manera subsidiaria
al de otros objetos matematicos.

Son numerosas las investigaciones y publicaciones relativas a cuestiones
simbdlicas focalizadas en la educacién primaria o secundaria. Muchas de ellas
se centran en la transicion de la aritmética al algebra (Hiebert, 1988; Goémez
Granell, 1989; Palarea Medina, 1999; Trigueros, Ursini y Lozano, 2000; Alcala,
2002; Socas, 2011; Ruano, Socas y Palarea, 2008; Cerdan, 2010; Rodriguez
Domingo, 2015; Fernandez Millan y Molina, 2016). En otras se detallan y carac-
terizan diversos tipos de errores, ligados a distintos factores, tales como la dife-
rencia entre la actividad algebraica y la actividad aritmética, el uso de las
notaciones y las convenciones, el significado de letras y variables, y la manipu-
lacion de simbolos sin sentido (Booth, 1988; Palarea Medina, 1999; Trigueros,
Ursini y Lozano, 2000; Molina Gonzalez, 2006; Ruano, Socas y Palarea, 2008;
Cerdan, 2010; Rodriguez Domingo y Molina, 2013; Herrera Lopez, Cuesta Borges
y Escalante Vega, 2016).

Bardiniy Pierce (2015) analizan el uso de los simbolos en la transicién entre
la escuela secundaria y la universidad, y destacan las dificultades que las dife-
rencias entre ambos niveles provocan en los estudiantes, en relacion con los
aspectos simbolicos. Situados en el nivel universitario se encuentran los trabajos
de Camos y Rodriguez (2009) y de Colombano, Formica y Camos (2012), que
analizan las problematicas originadas en la falta de atencién que los docentes
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le otorgan al uso simultaneo del registro del lenguaje natural y del registro
simbdlico, al ensefar los conceptos de limite, continuidad y derivabilidad. Tam-
bién centrado en tematicas del Calculo, Giigler (2014) presenta un estudio sobre
el simbolismo ligado a la nocion de limite en estudiantes universitarios que
toman el curso, provenientes de distintas carreras. Muestra un paralelismo entre
el discurso coloquial del docente y sus formulaciones escritas en la pizarra, asi
como también comparaciones entre lo que algunos estudiantes declaran y lo
que efectivamente escriben. Concluye que es importante no dar por sentado el
poder comunicativo de los simbolos y advierte que, si no se atiende a los dife-
rentes significados matematicos que pueden generarse a partir del mismo sim-
bolo, se podrian generar dificultades de comunicacion en el aula.

Como parte del estudio de la complejidad cognitiva que presentan algunas
tareas con expresiones simbolicas, Distéfano, Pochulu y Font (2015) identifican
categorias en los tipos de respuestas que formulan estudiantes universitarios
ante dichas tareas y describen algunos errores frecuentes vinculados a cuestio-
nes simbdlicas.

Las publicaciones de Distéfano, Urquijo y Gonzalez (2010) y de Lacués Apud
(2011, 2014) se focalizan en experiencias de ensenanza para mejorar las habi-
lidades en el registro simbolico-algebraico con estudiantes de nivel universitario.
Reportan un impacto positivo de distintas intervenciones educativas para favo-
recer el manejo de expresiones simbdlicas, concluyendo que es posible promover
una mayor competencia en los estudiantes en la utilizacion de simbolos mate-
maticos. Es por esto que resulta de interés estudiar el proceso de construccion
de significado de los simbolos matematicos, con el proposito de favorecer los
procesos de significacion y simbolizacion en la clase, cuando ello se estableciera
como un proposito de ensenanza del docente.

En este trabajo se presentan algunos resultados de una investigacion cen-
trada en la descripcion de los procesos de significacion y simbolizacion, tomando
la concepcion pragmatica de significado que adopta el Enfoque Ontosemiotico
que propone Godino, Batanero y Font (2009). A partir de la identificacion de
algunas practicas matematicas vinculadas a la construccion de significado de
algunos simbolos, se describe una secuenciacion de su manifestacion. Esta
secuenciacion podria resultar el punto de partida para el disefo de una inter-
vencion didactica destinada a la ensenanza de los simbolos, como una manera
de favorecer la construccion de su significado en los estudiantes.
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2. MARCO TEORICO

Los lineamientos tedricos que han sido fundamento de la investigacion que da
origen a este articulo provienen del Enfoque Ontosemidtico del Conocimiento y
la Instruccion Matematica (EOS), de Godino, Batanero y Font (2008).

En este enfoque, se considera una prdctica matemdtica a “toda actuacion o
expresion (verbal, gréfica, etc) realizada por alguien para resolver problemas
matematicos, comunicar a otros la solucion obtenida, validarla o generalizarla
a otros contextos y problemas” (Godino, Batanero y Font, 2009, p.4). Este concepto
da origen a la nocion de significado que se aborda en este enfoque. El signifi-
cado de un objeto matematico se define como “el sistema de practicas operativas
y discursivas para resolver un cierto tipo de problemas” (Godino, Bencomo, Font
y Wilhelmi, 2007, p.7).

En este contexto, el aprendizaje supone la apropiacion por parte del estu-
diante de los significados validados en el seno de una institucién, mediante su
participacion en las comunidades de practicas (Godino, Bencomo, Font y Wil-
helmi, 2007; Godino, Batanero y Font, 2009). Por lo tanto, se torna relevante el
proceso mediante el cual un sujeto crea un significado, vinculando una expre-
sion con un contenido a través de una funcion semidtica. Las funciones semio-
ticas son “entendidas como una relacién entre un antecedente (expresion,
significante) y un consecuente (contenido, significado) establecida por un sujeto
(persona o institucion) de acuerdo con un cierto criterio o codigo de correspon-
dencia” (Godino, Batanero y Font, 2009, p.8).

El EOS considera que objeto matematico “es cualquier entidad o cosa a la
cual nos referimos, o de la cual hablamos, sea real, imaginaria o de cualquier
otro tipo, que interviene de algun modo en la actividad matematica” (Godino,
Batanero y Font, 2009, p.4). Por consiguiente, en este contexto, es posible consi-
derar a los simbolos matematicos como un objeto. Particularmente, pueden
encuadrarse en una de las categorias de los denominados objetos primarios:
los elementos linguisticos. El enfoque distingue seis tipos de objetos primarios,
u objetos de primer orden: situaciones-problemas, elementos lingtisticos, con-
ceptos o definiciones, propiedades, proposiciones y argumentos (Godino, Ben-
como, Font y Wilhelmi, 2007). Los distintos objetos no resultan aislados entre si,
sino que se vinculan a traves de las funciones semioticas construidas entre ellos,
dado que pueden ejercer el rol de antecedente o de consecuente de las mismas
(Godino, Batanero y Font, 2009).
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3. METODOLOGIA

La investigacion que dio origen a los resultados presentados en este articulo es
de tipo cuali-cuantitativa. Para llevarla a cabo se seleccionaron algunos simbolos de
uso habitual en asignaturas de Matematica en el nivel universitario. El primero
de los criterios utilizados para efectuar tal seleccion fue la frecuencia de uso en
los materiales didacticos y en la bibliografia. El seqgundo criterio estuvo determi-
nado por la categoria a la que pertenecen en el universo de los simbolos mate-
maticos. Se optd por simbolos que no tienen uso fuera del ambito matematico
y que fueron creados exclusivamente para representar ideas matematicas. A este
tipo de simbolos Pimm (1990) los denomina logogramas 'y Socas (2010) los
define como signos artificiales. Esta caracteristica de uso conduce a que la
construccion de su significado se realice, casi exclusivamente, en el contexto de
las clases de Matematica. Los simbolos elegidos para ser estudiados son: €, C,
AV, Vy3

En las siguientes subsecciones se describen los aspectos metodologicos
centrales de la investigacion.

3.1. PRACTICAS MATEMATICAS IDENTIFICADAS

El estudio de la construccion de significado de estos simbolos en el marco del
EOS, requirio la determinacion del conjunto de practicas matematicas que con-
forman, como sistema, dicho significado.

Para poder describirlas se parti¢ de la idea de que el significado de un sim-
bolo esta ligado a tres elementos: la identificacion, la sintaxis y la semantica. La
consideracion de estos elementos como constitutivos del significado de un sim-
bolo matematico estd basada en distintos fundamentos. Por un lado, se consi-
derd que la identificacion es la primera accién que un sujeto puede realizar con
relacion a un simbolo y que resulta necesaria para poder efectuar cualquier otra
tarea vinculada con ese simbolo. Esta basada en el primero, y mas elemental,
de los procesos cognitivos que Hiebert (1988) postula en relacion con el desa-
rrollo de competencias con simbolos matematicos: Conectar los simbolos con
los referentes. En relacion con la sintaxis y la semdntica, constituyen dos ramas
de la semiodtica (Peirce, 1986; Morris, 1985) que determinan caracteristicas pro-
pias de un simbolo y que también han sido consideradas por otros autores que
han abordado las cuestiones simbdlicas en el ambito de la ensenanza de la
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Matematica, con una perspectiva didactica (Gémez Granell, 1989; Pimm, 1990;
Rojano, 1994; Goldin y Kaput, 1996; Palarea Medina, 1999; Alcala, 2002; Serrano
Gomez, 2005; Rodriguez y Zeballos, 2014; Chalé-Can, Font y Acuna, 2017).

La consideracion de estos tres elementos condujo a la identificacion de las
siguientes practicas matematicas ligadas a la construccion de significado de un
simbolo:

* |dentificar en forma escrita u oral el vocablo asociado a un simbolo dado,
o, reciprocamente, representar en forma escrita el simbolo asociado a un
vocablo dado.

* Escribir una proposicién de manera simbolica, respetando las reglas de
sintaxis asociadas a los simbolos utilizados.

* Decidir si una expresion simbolica dada esta correctamente escrita de
acuerdo con las reglas de sintaxis de los simbolos empleados.

e Determinar el valor de verdad de una proposicion dada de manera
simbolica.

* Efectuar conversiones entre representaciones realizadas en el registro sim-
bolico-algebraico y el registro coloquial.

La primera practica mencionada esta ligada al hecho basico de conocer el
simbolo. De manera casi trivial, esta practica resulta el paso inicial en el proceso
de construccion de significado, ya que cualquier otra practica que implique la
utilizacién del simbolo en cuestion, no seria posible sin la identificacién del
correspondiente grafismo y sin la asociacion con el vocablo del lenguaje colo-
quial que lo identifica.

La segunda y la tercera de las practicas enumeradas estan vinculadas al
aspecto sintactico, pues aluden al conocimiento de la estructura formal de la
sintaxis asociada a un determinado simbolo. Estas practicas suponen tanto
identificar la secuencia correcta en la formulacion de una expresion en la que
participa el simbolo, como asi también el rol que ejerce cada uno de los restantes
simbolos que constituyen una expresion. Se las puede relacionar con la actividad
cognitiva definida por Duval (2004) como ‘formacion de representaciones puesto
que, segun este autor, esta actividad cognitiva requiere efectuar o constatar la
selecciéon de simbolos apropiados dentro del registro en el que se forma la repre-
sentacion (en este caso el registro simbdlico-algebraico) y combinarlos de acuerdo
con las reglas de conformidad de dicho registro.
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Finalmente, las dos ultimas practicas estan ligadas a la cuestion semantica,
es decir a la comprension del contenido de la expresion simbolica. En particular,
las conversiones mencionadas son esenciales en tareas de lectura pues, para
interpretar el contenido semantico de una expresion, no resulta suficiente con
la decodificacion simbolo a simbolo.

3.2. FUNCIONES SEMIOTICAS DEFINIDAS

Como componentes del significado, las practicas matematicas conducen a aso-
ciaciones de objetos.

La primera de las practicas anteriores implica la asociacion del grafismo del
simbolo con el vocablo de la lengua natural que lo identifica. Las practicas
ligadas a la estructura formal de una expresion simbdlica en la que aparece
determinado simbolo, requieren la asociacion del simbolo con la estructura
sintactica vinculada al uso de dicho simbolo. Las practicas vinculadas con la
comprension del contenido semantico de una expresion simbdlica implican, por
un lado, asociar la proposicién simbdlica con su valor de verdad, y por otro,
asociar la expresion simbolica y una expresion coloquial equivalente.

Estas asociaciones pueden representarse a través de funciones semioticas,
que vinculan los distintos objetos involucrados en las practicas matematicas
descritas. Se definieron tres funciones semioticas, a las que se denomind
principales:

* F1: relaciona el simbolo con el vocablo de su denominacion.

* [2:relaciona el vocablo/simbolo con la estructura sintactica de la expresion
que lo contiene.

 F3: relaciona la proposicion en la que esta presente el simbolo, con su
valor de verdad, el cual depende también de los significados de los ope-
randos involucrados.

Las funciones semioticas definidas, de acuerdo a los elementos que vinculan y
a las practicas matematicas implicadas, pueden clasificarse como: nominal (F1),
sintdctica (F2) y semdntica (F3).

En la figura 1 se representan estas funciones semidticas principales, deta-
llando en cada caso el antecedente y el consecuente.

EDUCACION MATEMATICA, VOL. 31, NUM. 1, ABRIL DE 2019 151



Maria Laura Distéfano, Maria Andrea Aznar y Marcel David Pochulu

ANTECEDENTE CONSECUENTE

SimbOlO —E_>_
, F2
Vocablo/ Simbolo —
Proposicion F3
(Estructura sintactica) |——>

Figura 1. Funciones semidticas principales ligadas a la construccion
de significado de un simbolo.

Para analizar las trasformaciones de expresiones entre el registro de la lengua
natural o coloquial y el registro simbolico-algebraico se definieron funciones
semioticas especificas. Se les denomino:

*» F.: correspondiente a las conversiones del registro coloquial al simbdlico.

* F. correspondiente a las conversiones del registro simbdlico al coloquial.

* F: correspondiente al tratamiento, que debe efectuarse en el registro colo-
quial, 1a cual es interna a dicho registro.

Estas funciones semidticas se representan en la figura 2, detallando su antece-
dente y su consecuente.

ANTECEDENTE CONSECUENTE

Expresion en el registro del
lenguaje coloquial

Expresion en el registro
simbdlico-algebraico

Expresion simbolo a simbolo
en el registro del lenguaje
coloquial

Figura 2. Funciones semidticas relativas a las conversiones y tratamientos
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Las funciones semioticas definidas tuvieron incidencia en el disefio del ins-
trumento construido para la recoleccion de datos y constituyeron una potente
herramienta para el andlisis.

3.3. INSTRUMENTO

Para la recoleccion de datos se construyé un instrumento ad-hoc, cuyo proceso
de disefno estuvo formado por tres versiones sucesivas, con cada una de las cuales
se tomd una muestra de datos. En el Anexo se presenta el protocolo de la tercera
y ultima de las versiones, en el que pueden verse los enunciados de cada uno de
los ejercicios que lo componen. Las actividades que se incluyeron estan basadas
en las practicas matematicas identificadas y en las correspondientes funciones
semidticas cuya manifestacion se pretende evaluar.

Entre las consideraciones que se tuvieron en cuenta en el diseno del ins-
trumento, una de ellas estuvo focalizada en el contenido matematico repre-
sentado. Se consider6 el hecho de que el contenido matematico al que cada
expresion refiere podia interferir en la informacion que se deseaba obtener en
relacion con el manejo del simbolo. Es decir, podria suceder que un estudiante
no conociera el contenido matematico representado en una expresion simbo-
licay que ese desconocimiento afectara su desempeno en la resolucion de la
tarea, provocando algun tipo de error o, incluso, la omision de la resolucion.
Esto provocaria una distorsion en la informacion -respecto de la cuestion
simbdlica— que se obtuviera de su respuesta, pues en muchos casos no se
podria identificar con certeza el origen del error cometido. Con la intencion de
evitar esta situacion, todas las expresiones utilizadas en el instrumento refieren
a unidades tematicas que se imparten en la escuela secundaria, de modo que
el contenido matematico al que cada expresion refiere no resulte un obstaculo
en la comprension de la misma.

En el Ejercicio 1, se solicita la escritura de la expresion coloquial correspon-
diente a cada uno de los simbolos en estudio, lo que permite evaluar la funcién
semidtica F1. También se requiere la formulacién de un ejemplo de uso del
simbolo, lo cual esta destinado a evaluar la funcion semiotica F2, en una tarea
de escritura. Con el objetivo de evitar que se formularan como ejemplo expre-
siones tales como X€R' o como pA(’, en las que el uso de literales no permite
conocer con certeza a qué objetos hace referencia el estudiante, se incluyo en
el enunciado la condicién de que el ejemplo dado fuera verdadero, de modo
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que los ejemplos fueran proposiciones. Esto permite evaluar, por un lado, el rol que
juega cada uno de los simbolos que intervienen en la expresion en relacion a
la sintaxis (F2) y, por otro, la funcién semiotica relativa a la asignacion del valor
de verdad (F3), en una expresion generada por el estudiante.

En el Ejercicio 2, se pretende evaluar la funcion semiotica correspondiente a
la sintaxis (F2), tanto en una tarea de lectura (necesaria para la decision de res-
ponder si la expresion esta erréneamente formulada) como en una tarea de
escritura (al momento de reescribir aquellas expresiones que el alumno consi-
dere como incorrectamente escrita). En este ejercicio se incluyo tanto un item
correctamente formulado, como uno que no lo esta, para cada uno de los sim-
bolos en estudio, los cuales no siguen un orden para evitar una automatizacion
en las respuestas.

En el Ejercicio 3 se presentan algunas expresiones simbdlicas para ser con-
vertidas al lenguaje coloquial. También se solicita la determinacion del valor de
verdad de dichas expresiones y la justificacion de esta ultima respuesta. Estas
tareas permiten evaluar la manifestacion de las funciones semioticas correspon-
dientes a la conversion del registro simbolico-algebraico al registro coloquial, al
tratamiento en el registro coloquial y a la determinacién del valor de verdad de
una expresion dada.

En el Ejercicio 4 se requiere efectuar conversiones desde el registro coloquial
al registro simbolico-algebraico. En este caso se evaltan las funciones semidticas
correspondientes a este tipo de transformaciones.

Las funciones semioticas definidas no sélo se tuvieron en cuenta para el
diseno y analisis de cada ejercicio, sino que también determinaron aspectos
cuantitativos del relevamiento de datos. Para cada estudiante se consigno si se
observaba, o no, la manifestacion de cada una de las funciones semioticas
involucradas en cada item. Esto dio lugar a la definicion de 54 variables dico-
tomicas, asociadas a la manifestacion de las funciones semidticas y a los dis-
tintos items, mediante las cuales se registraron los datos provenientes de las
respuestas de cada estudiante. En la tabla 1 se presentan las funciones semio-
ticas que se pretenden evaluar en cada ejercicio, de acuerdo a la tarea propuesta
en cada uno de ellos. También se muestra la codificacion con la que se identificd
a cada funcion semiotica en los analisis posteriores.
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Tabla 1. Funciones semioticas evaluadas en cada tipo de tarea propuesta.

Ejercicio Fun'c’u')n Tarea Codigo
semiatica
F1 Determinar como se lee el simbolo F1
1 F2 Escritura sintacticamente correcta del ejemplo F2-Ejem
= Determlhnar del valor de verdad de la expresion propuesta F3-Ejem
como ejemplo
0 Determinar que una expresion dada es sintacticamente F2-Fac
5 correcta
Detectar el posible error de sintaxis y reformular la .
F2 o e F2-Dif
expresion de manera sintacticamente correcta
Fee Efectuar la conversion del registro simbdlico al coloquial Fec
P Obtener una oracion que manifieste la idea global F
3 t representada en la expresion simbolica !
= Determmar el valor de verdad de cada expresion F3u/f
simbolica dada
4 Fes Efectuar la conversion del registro coloquial al simbélico Fes

3.4. MUESTRA Y APLICACION DEL INSTRUMENTO

La version final del instrumento fue aplicada a 90 estudiantes de las carreras
de Ingenierfa, Profesorado en Matematica, Bioquimica y Licenciatura en Ciencias
Bioldgicas, de la Universidad Nacional de Mar del Plata, Argentina, dispuestos
a formar parte de la investigacion.

Se consideraron carreras que contienen la asignatura Algebra en el primer
ano de su plan de estudios. Entre ellas, fueron seleccionadas aquellas en las
que fue posible el acceso de los investigadores a sus estudiantes, dado que los
docentes a cargo de las correspondientes catedras permitieron la entrada a sus
respectivas aulas y cedieron tiempo de sus clases para la toma de datos. Si bien
en cada una de las carreras contempladas el “peso” de las materias de Mate-
maticas en el plan de estudios es distinto, las practicas matematicas que se
evaluan en el instrumento son basicas y comunes a todas ellas.
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Se tomo una muestra intencional de estudiantes, a los que se les solicito
la resolucion del instrumento. La intencionalidad de la muestra consiste en la
seleccion de estudiantes que cursan la primera asignatura del drea Algebra
en el plan de estudios de las carreras mencionadas. Esta decision estuvo
basada en el hecho de que en esta area se emplean con mas frecuencia los
simbolos en estudio y, por consiguiente, estos estudiantes debian estar atra-
vesando el proceso de construccion de significado de dichos simbolos.

La composicion de la muestra quedé formada de la siguiente manera:

Ingenierfa: 43 estudiantes

* Licenciatura en Ciencias Bioldgicas: 10 estudiantes.
* Profesorado en Matematica: 16 estudiantes
 Bioguimica: 20 estudiantes

El instrumento fue aplicado, en todos los casos, en la semana siguiente al primer
examen parcial de la asignatura de cada carrera. Esta decision estuvo basada
en la necesidad de que los estudiantes ya hubieran pasado por una etapa de
estudio mas intensa destinada a rendir dicho examen. El tiempo de resolucion
por parte de los estudiantes fue de 25-30 minutos.

3.5. PARTICION DE LOS DATOS Y CALCULO DE LAS PROPORCIONES

Una vez relevados los datos, se indago sobre la existencia de una secuenciacion u
orden en el que se manifiestan como construidas las distintas funciones semioticas
que se evaltian en las tareas que componen el instrumento. Para ello, se procedié
a agrupar los datos obtenidos para cada uno de los simbolos en estudio para, pos-
teriormente, indagar si existen caracteristicas comunes. Para agrupar los datos se
siguieron una serie de pasos que se describen a continuacion.

PASO 1: Se agruparon los resultados de los items correspondientes a las evaluacio-
nes de las funciones semioticas de cada uno de los seis simbolos estudia-
dos, en seis planillas Excel, y se las codifico como se muestra en la tabla 1.
En cada fila se volcaron los datos de cada estudiante.
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PASO 2: En cada una de las seis planillas se calculd, para cada estudiante, la pro-
porcién entre las funciones semioticas establecidas y las funciones semio-
ticas involucradas, mediante el siguiente cociente:

(Cantidad de funciones semicticas establecidas) / (Total de funciones semicticas para el simbolo)

En cada una de las planillas, se reordenaron las filas con los datos de los
estudiantes, tomando como criterio la proporcion obtenida, en orden
ascendente.

PASO 3: A partir del ordenamiento realizado se observo que los estudiantes que

presentan la misma proporcién no necesariamente manifiestan el estable-
cimiento de las mismas funciones semidticas. Esto condujo a plantear si
era posible realizar agrupamientos de estudiantes respecto de los cuales
se pudiera establecer algun tipo de caracterizacion.
Para formar los grupos se efectuaron sucesivas particiones arbitrarias. En
cada instancia, se formaron grupos con los estudiantes que hubieran obte-
nido un determinado rango de valores en la proporcion computada. En
cada grupo se calculd, para cada funcion semidtica, el porcentaje de
miembros del grupo que manifestara esa funcion. El criterio que marcaba
la particion entre un grupo y el siguiente era la comprobacion de aumento
del porcentaje de alumnos en alguna de las funciones semidticas.

A modo de ejemplo, y para clarificar los calculos detallados en este paso, en la
tabla 2 se expone un extracto de la planilla correspondiente al cuantificador
existencial. En la misma se presentan los tres primeros grupos de la particion
realizada. Puede notarse el aumento de porcentajes en la mayoria de las fun-
ciones semidticas al pasar de un grupo al siguiente.
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Tabla 2. Extracto de la planilla del calculo de proporciones y porcentajes para el simbolo 3

o) = S5
2 ElEl glul®|elE|2 o @ 2.
E e I e B I ol - g g
|||l ele|ll|e|0 & S
33 025
49 025
18 033
25 033] 1
45 033
83 033
87 033

Porcentaje
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o = 5
2 El Bl w|x| 8| 2|5|8 o 2
E e R =N ol B B el I | g
= I I O vt T I O 0 I T B 10 I S
14 042
34 042
43 042
44 042
47 042
55 042
63 042
82 042
3 050
4 050
5 050
9 050
12 050
13 050 2
19 050
23 050
31 050
50 050
53 050
68 050
70 050
71 050
74 050
76 050
78 050
81 050
84 050
Porcentaje | 100 |22 |11 30 93 |96 4 37 |93 |7 37 |41
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N | = | Alumno

Slw|jlolu|lulse|lsles W lw | lwln|e-
Clw |l |lo|lRr|la|m|o|o | [N |w

89

Porcentaje

F3-v/f-Fac
Fsc-Log
Ft-Log
F3-v/f-Lég
Proporcién
Grupo

F2-Ejem
F3-Ejem
F2-Fac
F2-Dif
Fsc-Fac
Ft -Fac
Fes

i
[T

o | L&
v | U
S | oo

058
058
058
058
058
058
058
058
058
058
058
058
058
058

100 |25 [13 |31 |94 |94 13 |63 1006 |75 |88

PASQ 4: Una vez obtenidas las particiones, el propésito fue identificar y determinar
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qué funciones semidticas caracterizan a cada grupo, es decir, cuales son
las funciones semidticas que fueron manifestadas por la mayoria de los
estudiantes en cada grupo. Se considerd que esa mayoria podia ser consi-
derada, arbitrariamente, por un porcentaje mayor o igual al 70%, conside-
rando que este porcentaje contempla casi a las tres cuartas partes de los
estudiantes incluidos en cada grupo.
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4. RESULTADOS

A partir de los pasos descritos en la seccién anterior, se determinaron las fun-
ciones semioticas que se manifiestan como construidas por 70% de los estu-
diantes de cada grupo. En las tablas 3 a 8 se representan los datos obtenidos
marcando con un fondo gris aquellas funciones manifestadas por, al menos,
70% del grupo.

Por ejemplo, en la tabla 3, correspondiente a los datos del simbolo de perte-
nencia, puede observarse que la primera fila corresponde al grupo 1. Para este
grupo, puede leerse que 70%, o mas, de los estudiantes de este grupo manifes-
taron la funcion Fly la funcion F2 evaluada, en tanto que las restantes funciones
no se manifestaron como logradas por un porcentaje relevante de estudiantes.

En la segunda fila, correspondiente al grupo 2, las cuatro primeras funciones
semidticas consideradas aparecen manifestadas en 70% de los estudiantes o
mas. Debe observarse que en este grupo la manifestacion de la funcion semio-
tica evaluada en los items codificados como F2-Ejem y F3-Ejem, aparecen por
primera vez, manifestados por 70% o mas de los estudiantes.

En la fila del grupo 3 aparece en color gris por primera vez la funcion semio-
tica que corresponde a uno de los items del Ejercicio 2 considerado como dificil
(F2-Dif1). Finalmente, en la ultima fila, que corresponde al grupo de estudiantes
que obtuvo la maxima proporcion de funciones semioticas consideradas para
este simbolo, se observa que la totalidad de las mismas aparecen
manifestadas.

Tabla 3. Manifestacion de cada funcion semiotica para el simbolo €

Céfjigo ~
del item § g E g E
Grupo b uNI_ ml uNI_ EI &
1
2
3
4
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De manera analoga pueden interpretarse las Tablas 4 a 8 correspondientes
a los restantes simbolos estudiados.

Tabla 4. Manifestacion de cada funcion semiotica para el simbolo <

Codigo
del item

F2-Ejem
F3-Ejem
F2-Fac
F2-Dif 1
F2-Dif 2

F1

Grupo

G B> W N

Tabla 5. Manifestacion de cada funcion semidtica para el simbolo ¥

Codigo
del item

F3-v/f-2
Fcs-1
Fcs-2

F1
F2-Ejem
F3-Ejem
F2-Fac
F2-Dif
Fsc-1
Ft-1
F3-v/f-1
Fsc -2
Ft -2

Grupo

D |Ul B W IN |
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Tabla 6. Manifestacion de cada funcién semidtica para el simbolo 3

Codigo
del item El E| o « = o
ol I A B T = O =
Grupo ol I O+ N I U I o O 4 L B N 0
1
2
3
4
5
6
Tabla 7. Manifestacion de cada funcién semidtica para el simbolo A
Codigo
del item El E| o o .
ol o £ 5|, S
Grupo oo R R e e R E

(G2 BN IE = OSSR

Tabla 8. Manifestacion de cada funcion semiética para el simbolo v

Codigo
del item

F1
F2-Ejem
F3-Ejem
F2-Fac
F2-Dif
Fsc

Ft
F3-v/f

Fcs

Grupo

Ul [ W [N
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La observacion de las tablas anteriores permitio realizar, para cada uno de
los simbolos, una descripcion de las funciones logradas en cada grupo de cada
particién y su diferenciacion respecto del grupo siguiente. Esto generd un nuevo
interrogante: ¢Existe algun orden o secuencia de aparicion de cada funcion
semiotica para cada uno de los simbolos en estudio? Con el objetivo de respon-
der a esta pregunta, se volcaron todos los resultados en una misma tabla, tabla
9, para comparar y analizar si se repite la secuencia de aparicion, buscando
algun posible patron en la manifestacion de las funciones semioticas de todos
los simbolos en estudio.

Tabla 9. Manifestacion de las funciones semioticas en cada grupo para cada simbolo

o Fl e (Nada) oFl oFl oFl o Fl
F2-Fac F2-Fac Fsc-1 Fsc Fsc
Fsc-2
o [2-Fjem o [1 o fsc-1 e [2-Fac e [2-Fac e [2-Fac
F3-Ejem F2-Fac Fsc-2 Fcs-1 Fcs
F3-v/f
Aparicion de | © F2-Dif 1 | e F2-Ejem o Fcs-1 o [3-v/f-1 o [2-Ejem | e F2-Ejem
Iasp HEL F2-Dif 1 Fes-2 Fes F3-Ejem
Sig‘(jgﬁcfj | eF2Dif2 | oF3Eem | oF2Eem | oF3vF2 | eFcs2 | oF3Eem
grup F3-Ejem F3-v/f
F3-v/f-2
o [2-Dif 2 o -1 o [2-Ejem o [2-Dif o [2-Dif
F3-v/f-1 F2-Dif Ft Ft
F3-Ejem

o F2-Dif o Ft1
Fi-2 Fi2

La tabla 9 permite efectuar una observacion conjunta sobre todos los simbolos a
la vez, en busca de algun patron o similitud en la secuencia de aparicion de las
funciones semiéticas analizadas. Al cotejar las columnas puede decirse que, en
principio, no hay una secuencia idéntica entre las funciones de cada uno de los
seis simbolos estudiados. Sin embargo, hay una semejanza en el orden en que
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se manifiestan las funciones semioticas que permite entrever cierta secuencia-
cion, como se detalla a continuacion:

* F1: Es la primera en manifestarse como establecida, para todos los simbo-
los, dado que aparece siempre en el primer grupo. Al momento de definirla,
Se supuso a esta funcion semidtica como necesaria para la construccion
de las restantes. El resultado observado en la tabla 9 estaria reafirmando
la suposicion, dado que para todos los simbolos en estudio se detecta que
esta funcién se manifiesta como construida por 70%, o mas, de los alum-
nos del primer grupo de todas las particiones efectuadas.

* F2-Fac: El reconocimiento de la adecuacion sintactica de una expresion
dada se evalud, para todos los simbolos, con una expresion que esta
correctamente formulada y con otra que no lo esta. Esta funcién semiética
corresponde al caso del reconocimiento de una expresion cuya sintaxis es
correcta, y es la mas sencilla de las dos tareas planteadas. La escasa difi-
cultad en la tarea podria ser la razon de su temprana manifestacion en
esta secuencia, pues en todos los casos aparece a la par de la funcién F1
0 en el grupo siguiente.

* k. Esta funcion semidtica corresponde a las conversiones desde el registro
simbdlico-algebraico al coloquial. Para los simbolos en los que fue eva-
luada, la funcién se manifiesta en el mismo grupo que la funcion de
reconocimiento de la sintaxis de una expresion o en el grupo siguiente,
razon por la cual aparece siempre en el primer o segundo grupo de cada
particion. El hecho de que este tipo de conversion aparezca como estable-
cida en los primeros grupos de las particiones puede deberse a dos razo-
nes. En primer lugar, esta funcion se consideré6 como manifiesta aun para
los casos en que la conversion fuera del tipo “simbolo a simbolo” (como
una simple decodificaciéon) y, en segundo lugar, que para efectuar este tipo
de conversiones (‘simbolo a simbolo”") seria suficiente con tener estableci-
das las funciones F1 de cada uno de los simbolos que participa de la
expresion dada.

* F.: Esta funcion semidtica corresponde a las conversiones desde el registro
coloquial al simbolico-algebraico. Para su establecimiento intervienen las
funciones F1 de cada uno de los simbolos intervinientes (para asociar el
vocablo al simbolo correspondiente) y también la funcion semiotica relativa
a la sintaxis (F2) para obtener una expresion bien formada.
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Para todos los simbolos, se observa que esta funcién aparece mani-
fiesta en grupos posteriores a aquellos en los que se evidencié la funcion
de conversion en el sentido inverso (F..). Es conocido que las conversiones
entre los mismos registros semidticos suelen implicar distinto nivel de
dificultad segun el registro de partida y de llegada (Duval, 2006). En este
caso particular, la aparicion de esta funcion en grupos posteriores a los de
la conversion en sentido inverso se presenta como de mayor dificultad. La
razon a la cual puede adjudicarse que resulte mas dificil para los estu-
diantes podria ser que, en este sentido de conversion (del registro coloquial
al simbolico), interviene la sintaxis correspondiente a los simbolos involu-
crados en la expresion.

También se advierte que esta funcién semidtica se observa como esta-
blecida en grupos anteriores a los que se manifiesta la funcién correspon-
diente a la sintaxis en una expresion propuesta por el estudiante (F2-Ejem).
Esto podria deberse al hecho de que la oracion coloquial dada, que debe
convertir a una expresion simbolica, resulta una guia para el estudiante y,
en cierta manera, le esta mencionando los elementos u objetos que deben
integrar la expresion simbolica. Si el alumno tiene construida la funcion
semidtica correspondiente a la sintaxis de esos simbolos, podra efectuar
la conversion, sin la necesidad de tomar la decision de seleccionar una
situacion en la que sea pertinente utilizar el simbolo, como sucede en el
caso de la formulacion de un ejemplo.

F2-Ejem: Esta funcion semiotica corresponde a la adecuacion de la sintaxis
de un determinado simbolo en una expresion que es generada totalmente
por el estudiante a modo de ejemplo de uso. Es por esto que, en este caso,
ademas de la dimension sintactica del simbolo, interviene fuertemente la
dimension pragmatica, lo que podria ser la razon de la aparicion mas tardia
de esta funcion semidtica, que se posiciona —en general— de la mitad de
la lista en adelante, para cada uno de los simbolos, en la tabla 9.

F3-v/f: Esta funcién semiotica corresponde a la adecuacion de la determi-
nacion del valor de verdad de una expresion simbolica dada. Se manifiesta
como construida por los estudiantes de los grupos intermedios de |a tabla
9,y a la par —o antes— que la funcién semidtica correspondiente a la
determinacion del valor de verdad de una expresion construida por el
propio alumno (F3-Ejem). Esto tltimo podria deberse a que, en el caso del
ejemplo, esta funcion esta ligada directamente a la de la sintaxis, puesto
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que no es posible determinar el valor de verdad de una expresion que
fuera sintacticamente incorrecta.

* F3-Ejem: Esta funcion semidtica corresponde a la adecuacién de la deter-
minacion del valor de verdad de una expresion que es generada totalmente
por el estudiante a modo de ejemplo de uso de algun simbolo en particular.
En general, aparece a la par que la funcién semiotica correspondiente a
la sintaxis de esa expresion (F2-Ejem), aunque en algunos casos aparece
después, lo que la hace suponer de un nivel de dificultad mayor.

* F2-Dif: Esta funcién corresponde a la identificacion de una sintaxis inco-
rrecta para una expresion dada y su adecuada reformulacion para la
obtencion de una expresion bien formada. Se presenta como de mayor
grado de dificultad, pues su aparicion se observa en el ultimo o antedltimo
de los grupos, para todos los simbolos. Detectar un error de sintaxis es una
tarea dificultosa en si misma, pues requiere de un muy buen manejo de
la sintaxis. Ademas, la dificultad puede radicar en el hecho de que, en
algunos items, intervienen las funciones semioticas relativas a la sintaxis
de dos simbolos distintos—una para la deteccion del error y otra para la
reescritura— o bien que la funcion semiotica correspondiente a la sintaxis
debe ser utilizada dos veces, una para la tarea de lectura, en la que se
detecte el error, y otra para la tarea de escritura, en la que se reformula la
expresion para convertirla en bien formada.

* Ft Esta funcion semidtica, correspondiente al tratamiento en el registro
coloquial, aparece como la de mayor dificultad para los estudiantes, pues
en todos los casos se manifiesta en el ultimo grupo de las particiones. Si
bien esta funcion semiotica no esta directamente asociada a los simbolos,
pues se establece entre expresiones del registro coloquial, tiene estrecha
relacion con la dimension semantica. La expresion obtenida a través del tra-
tamiento serfa la que mas se asemeja a las expresiones utilizadas en el len-
guaje oral y en la forma en que se desarrolla el discurso interno en el
pensamiento de un individuo. Esto la liga a la comprension que el estudiante
tiene del contenido semantico de la expresion.
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5. CONCLUSIONES

Del analisis realizado a partir de los datos recolectados, se observé cierta secuen-
ciacion en la manifestacion de las funciones semidticas que intervienen en las
tareas propuestas en los distintos ejercicios del instrumento. Esa especie de orden
se presenta, con cierta similitud, para todos los simbolos estudiados, lo que condujo
a pensar que podria representar un orden en el establecimiento de las funciones
semioticas que intervienen en el proceso de construccion de significado de sim-
bolos matematicos. Dicha secuenciacion u orden constituye una caracterizacion
en el proceso de significacién de estos simbolos. En términos de las tareas que
se realizan, la secuencia observada puede formularse asi:
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Asociacion entre el simbolo y el vocablo: Es la mas elemental de las tareas
y trivialmente necesaria para efectuar cualquier otra tarea con el
simbolo.

Reconocimiento de la adecuacion de la sintaxis en una expresion que esta
correctamente formulada: es una tarea elemental pues no requiere que el
estudiante posea mucha seguridad en la estructura sintactica ya que la
expresion esta correctamente formulada.

Conversion del registro simbolico-algebraico al registro coloquial: Esta tarea
requiere, basicamente, de la asociacion de cada uno de los simbolos con
un vocablo del lenguaje coloquial. Si se la considera como efectuada aun
en los casos en los que sea realizada en la forma ‘simbolo a simbolo), la
tarea tiene escasos requerimientos y esa podria ser la razén de su tempra-
na aparicion en la secuencia.

Conversion del registro coloquial al registro simbdlico-algebraico: Para
efectuar esta tarea se requiere, ademas de la asociaciéon entre el vocablo
y el simbolo, el manejo de la sintaxis en el registro de llegada, para obtener
una expresion bien formada en el registro simbolico-algebraico. El hecho
de que tenga injerencia la sintaxis en el registro simbolico-algebraico le
otorga a estas conversiones un grado de dificultad mas alto.

Adecuacién de la sintaxis de una expresion generada por el estudiante:
La formulacién de una expresion simbdlica por parte del estudiante se
presenta como de un grado de dificultad mayor. Igual que en la tarea
anterior, la cuestion sintactica tiene una participacion central. Sin embargo,
en este caso el aumento de la dificultad podria deberse a que es el propio
estudiante el que debe construir la expresion en el registro coloquial
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(probablemente en forma mental) y posteriormente efectuar también una
conversion partiendo de la expresion coloquial que haya pensado, deci-
diendo qué simbolos requiere la expresion y la adecuacion de la sintaxis
con la que los combine en la expresion que escriba. Esta situacion es la
que se presenta cuando el estudiante escribe la resolucion de un ejercicio.
En una clase de Algebra, una de las primeras tareas que se le demanda
al estudiante es la resolucion de ejercicios que implican escribir expresio-
nes simbolicas, tales como efectuar demostraciones. Dado que las funcio-
nes semioticas que se requieren se construyen de manera tardia en el
proceso de significacion, esas tareas resultan de gran dificultad para los
estudiantes y podria ser la razon por la que cometen tantos errores al
expresar sus ideas en las resoluciones.

* Determinacion del valor de verdad de una expresion simbolica dada: Esta
tarea se manifiesta antes que aquellas en las que interviene fuertemente
la sintaxis y también antes que la determinacion del valor de verdad de
una expresion formulada por el propio estudiante. Podria interpretarse que
la comprension del contenido semantico de una expresion dada se lograria
antes que la habilidad ligada a la sintaxis, al menos para expresiones
dadas. Esto podria estar indicando que la comprension en la lectura de
expresiones simbdlicas seria previa a la habilidad de la escritura de estas
expresiones, que implican el manejo de la sintaxis.

* Determinacion del valor de verdad de una expresion generada por el
estudiante: La habilidad para efectuar esta tarea se manifiesta al mismo
tiempo, o inmediatamente después, que la correspondiente a la de generar
una expresion sintacticamente adecuada. Esto podria deberse a que, de
acuerdo con el ejercicio planteado en el instrumento, no es posible analizar
la determinacion del valor de verdad de una expresion que no esta correc-
tamente formulada. Esa también podria ser la razon por la que, en algunos
casos, se manifiesta después que la determinacion del valor de verdad de
una expresion simbolica ya dada.

* Reconocimiento de errores sintacticos en una expresion simbdlica y su
reformulacion: Esta tarea aparece entre las de mayor dificultad. En ella
interviene fuertemente el aspecto sintactico, pues la deteccion de un error
requiere de alto manejo de la sintaxis asociada a los simbolos que inter-
vienen en la expresion, asi como también para la correcta reformulacion
que subsane el error.
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* Tratamiento en el registro coloquial: Se presenta entre las ultimas logradas
y es posterior a la conversion del registro simbdlico-algebraico al registro
coloquial. Si bien corresponde a un tratamiento interno al registro coloquial,
es muy importante para las tareas de lectura de expresiones simbolicas,
pues esta directamente relacionada con la comprension del contenido
semantico de la expresion simbdlica a la que se le haya efectuado la
conversion. Por ende, esta vinculada a la compresion que el estudiante
tiene de una expresion simbolica que lee en el material bibliografico al
cual accede para estudiar.

Esta secuenciacion permite observar, de manera desagregada, el proceso de
construccion de significado de simbolos matematicos, en estudiantes universi-
tarios. Su aporte puede resultar una gufa para el disefio de una posible inter-
vencion didactica destinada a que los estudiantes desarrollen sus habilidades en
relacion a las distintas practicas matematicas que estan vinculadas a los simbolos
que se utilizan en la asignatura. Las tareas que se propongan a los estudiantes
en esa posible intervencion pueden ser disenadas tomando como base los ejer-
cicios que constituyen el instrumento (ver Anexo) con el que se recolectaron los
datos para esta investigacion, sumadas a cualquier otro tipo de tareas que
pongan en juego las practicas matematicas identificadas como parte del signi-
ficado de un simbolo matematico. Los antecedentes en Ia literatura afirman que
destinar un tiempo, aunque sea breve, a la formacion en el manejo de simbolos,
tiene un resultado exitoso (Distéfano, Urquijo y Gonzalez, 2010; Lacués Apud,
2011, 2014). Favorecer en los estudiantes el desarrollo de las practicas matema-
ticas que estan asociadas a la construccion de significado de los simbolos, puede
darles una herramienta basica para desempenarse satisfactoriamente en tareas
de lectura y escritura de expresiones simbalicas.
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ANEXO. Protocolo del instrumento para recoleccion de datos

3. Complete:

, . Escriba un ejemplo utilizando el simbolo del que se
0]
Szl ey el pueda afirmar que es VERDADERO

€

[

w

>

<

4. Analice si las siguientes expresiones estan BIEN ESCRITAS (independiente-
mente de ser verdaderas o falsas). En caso de no estarlo, escribala en forma
correcta.

y éLa expresion esta BIEN ol [ egpresin e il
Expresion ESCRITA? (SI/NO) ESCRITA, escribala en forma
correcta
2e £
i F
f1:2) =N
MNe F
4N A -3<0
TeMNv -l £
Sad e R
deMv L
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FIN N=0

¥YxeR 20

dxeR / y+2=5

dxef/x=0

5. Exprese coloquialmente (con sus palabras) lo que representa cada una de las
siguientes expresiones simbolicas. Indique si es verdadera o falsa, justificando

Su respuesta.

Expresion simbdlica

Expresion coloquial (con sus
palabras)

V-F

Justificacion del V-F

03ed v -1e £

2eF A -le N

¥ (e F = x<0)

dx (x££~ x=0)

JueN/2=x<3

FxelN x<x+1

6. Escriba en forma simbolica cada una de las siguientes expresiones coloquiales.

Expresion coloquial

Expresion simbdlica

3 es un numero entero y positivo

3y 5 son nuimeros naturales

4 es un numero natural o entero

Cada numero entero es menor que su sucesor

Algunos numeros naturales son negativos

El cuadrado de cualquier numero real es positivo o cero
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Resumen: Disenamos, implementamos y evaluamos (proceso y resultados) un
programa de formacion Actitudes hacia las Matematicas con perspectiva de
Género (PAMQ) dirigido a estudiantes de doce escuelas secundarias publicas
ubicadas en la Ciudad de México (ocho de ellas vespertinas y con bajas cali-
ficaciones en la prueba ENLACE), cuyo proposito fue probar estrategias didac-
ticas para mejorar las actitudes del alumnado hacia las matematicas, desde
una perspectiva de género. El programa consta de cinco estrategias (persuasion,
metacognicion, conflict cognitive e historia de vida) en nueve actividades didacticas
con seis horas de duracion. Para evaluarlo construimos una metodologia mixta
que incluye un analisis interpretativo del proceso (notas y videograbacién de las
sesiones) y un diseno cuasiexperimental con andlisis estadistico (resultados).
En lo general, el PAMG cambid positivamente las actitudes de estudiantes en
la mitad de las escuelas, segun el analisis de algunos factores que incidieron
en aquellos grupos que no experimentaron cambios significativos. Cualitativa-
mente identificamos que hablar en primera persona acerca de las matematicas
y buenas relaciones socio-afectivas en el grupo, inciden positivamente en el
trabajo en el aula.
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Palabras clave: actitudes; matemdticas; estudios de género; secundaria;
intervencion.

Abstract: We design, implement and evaluate (process and results) a training
program (pamg) for students of twelve public high schools located in the City
of Mexico (eight of them evening and low results in the ENLACE test), whose
purpose was to improve and the attitudes of students towards mathematics
from a gender perspective. The program consists of five strategies (persuasion,
metacognition, conflict cognitive and life history) in nine didactic activities with
six hours duration. To evaluate the pamg we build a mixed methodology that
includes an interpretive analysis of the process (notes and videotaping of the
sessions) and a quasi-experimental design with statistical analysis (results), iden-
tifying those specific strategies that positively improved attitudes girls and boys.
Qualitatively, we identify that speaking in the first person about mathematics
and good social-affective relationships in the group, positively impact on the
work in the classroom.

Keywords: attitudes; mathematics; gender studies; junior high school;
intervention.

INTRODUCCION

Es conocida la baja proporcion de estudiantes que ingresan al campo de las
matematicas, en comparacion con otras disciplinas (Menchaca, 2000; OCDE,
2016); particularmente, se sabe de la subrepresentacién de mujeres matematicas
en estudios superiores (Gonzalez, 2006; Espinosa, 2010). Como parte de las
politicas de género del Instituto Nacional de las Mujeres (Inmujeres), nos invi-
taron,? como expertas, a realizar una intervencion cuyo objetivo era mejorar las
actitudes de las alumnas de secundaria hacia las matematicas. El trabajo implicd
tres planos articulados: a) disefo del programa; b) implementacion en doce
escuelas secundarias, y ¢) evaluacion (proceso y resultados), que presentamos
en este reporte.

2 Hace veinte afos iniciamos una Especializacion en Estudios de Género en Educacion en la Univer-
sidad Pedagogica Nacional, una de cuyas lineas de investigacion es precisamente Género y matematicas.
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Esta intervencion la consideramos un ejercicio sistematico y riguroso que
nos permiti6 —ademas de probar en el campo algunas estrategias educativas
que trabajamos en la formacion de especialistas en estudios de género en
educacion desde la intersubjetividad y la dimension afectiva (Gonzalez, 2002,
2012)- comprender mejor los procesos que inciden en la formacién de actitudes
hacia las matematicas. Por lo demds, el programa es un ejemplo, entre otros,
que el profesorado puede disenar cotidianamente en su salon de clase teniendo
en cuenta las caracteristicas de sus estudiantes y el contexto de su escuela,
retomando algunas de las estrategias didacticas que probamos y dando rienda
suelta a su creatividad.

El aprendizaje de las matematicas se considero, por mucho tiempo, como un
problema so6lo cognitivo. Pero hace mas de dos décadas, Mcleod (1992), una
autoridad en educacion matematica, empez6 a enfatizar la importancia de los
afectos, lo que incremento el interés de los especialistas por el llamado dominio
afectivo de la ensenanza, referido a un conjunto de aspectos entre los que se
incluyen actitudes, creencias y emociones, constructos que, si bien tocan todos
los campos de conocimiento, en educacion basica repercuten particularmente
en el aprendizaje de las matematicas (Leder y Forgasz, 2002; Ursini, Ramirez,
Rodriguez, Trigueros y Lozano, 2010, y Ursini, Montes, Ramirez y Garcia, 2012).

Hay diferentes perspectivas tedricas acerca de la dimension emocional;®
segun la nuestra, la dimension afectiva se fundamenta en el psicoanalisis freu-
diano* (como teoria de la intersubjetividad y la representacion-afecto), del cual
se deriva una estrategia didactica especifica para trabajar esta dimension.

DISENO Y EVALUACION DE ESTRATEGIAS ACTITUDINALES

Hay dos concepciones encontradas acerca de como programar y evaluar estra-
tegias formativas. Por una parte, dicha actividad se concibe como la aplicacion
de principios susceptibles de ser explicados causalmente, que se interesa por
los resultados y utiliza disenos cuasiexperimentales para medir si hubo cambios
y en qué sentido (Murillo, 2008). Por otra parte, se entiende como una tarea

3 Veéase la revision de MclLeod (2002) y Gil, Blanco y Guerrero (2005).

A diferencia de otros enfoques que separan lo cognitivo de lo afectivo, para el psicoanalisis la repre-
sentacion (ideas, imagenes o fantasias) estd unida al afecto; este ultimo, con una dimension cuantitativa -mas
0 menos intensa- y otra cualitativa que se manifiesta como placer o displacer (Chiozza, 1998). Cuando la
racionalidad falla, surge el afecto.
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artistica y creativa, imposible de definir en términos de causa y efecto, cuyo
interés se centra sobre todo en el sentido, las relaciones y el proceso desde un
contexto determinado, valiéndose de un enfoque interpretativo (Arthur, Waring,
Coe y Hedges, 2012).

Efectivamente, toda puesta en acto de un programa educativo es singular
(en ocasiones, creativa); sin embargo, el disefio de un programa formativo implica
algunas regularidades (los objetivos, las estrategias didacticas, la experiencia
profesional del docente) y varias situaciones contextuales cambiantes (estudian-
tes con diferentes historias de vida, grupos escolares con distintas relaciones y
trayectorias académicas, condiciones materiales del aula, actitudes hacia el
aprendizaje, etc). El profesional de la educacién, en diversos contextos y grupos
escolares, sabe como proceder para que un programa cumpla con los propésitos
de formacion.

El Inmujeres se interesaba especialmente en un diseno experimental que
llegara a la mayor cantidad de estudiantes; a nosotras nos interesaba sobre todo
comprender qué ocurria en el proceso, por lo que vinculamos metodolégicamen-
te un diseno cuasiexperimental con analisis estadistico (resultados) como un
analisis interpretativo (del proceso), articulacion no exenta de dificultades® que
busca acercar posiciones dicotomicas y excluyentes (Bolivar, 2005), respetando
la l6gica (induccion para el diseno cuasiexperimental y conjetural para la inter-
pretacion de los videos considerados textos) de cada procedimiento. Por cuestion
de espacio, este reporte se centra en el analisis de resultados.

La investigacion implico tres planos reflexivos-programaticos articulados:
1) disefio del Programa de Actitudes hacia las Matematicas con perspectiva de
Género (PAMG), 2) implementacion del programa en doce escuelas secundarias
de la Ciudad de México y 3) disefio metodoldgico de la evaluacién (proceso y
resultados) del PAMG, que a continuacién se describen.

1. DISENO DEL PROGRAMA

a) Construccién logico-conceptual del modelo “Cambio de actitudes hacia las
matematicas con perspectiva de género’”.

> No ignoramos los principios epistémicos y ontoldgicos diferentes de una y otra posicion.
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b) Con base en el modelo anterior, disefio del programa “Actitudes hacia las
matematicas con perspectiva de género” (PAMG), dirigido a estudiantes de 1°
de secundaria.

1.1. FUNDAMENTACION DEL PAMG

El diseno de cualquier programa parte del supuesto de que la formacion puede
incidir en la transformacion del alumnado al que se dirige; el cambio lo enten-
demos en sentido metaférico como “mirar desde otra posicion’; esto es, resigni-
ficar® (las matematicas, en este caso) y resignificar-se en relacion con este
saber-hacer. Este sequndo aspecto es el que abordamos. Ademas de revisar la
literatura, analizamos semanticamente el concepto de actitud, lo que nos per-
mitio formular algunos supuestos previos acerca de como orientar el cambio
que se pretende. Enseguida se presenta una sintesis de algunos fundamentos
teoricos del PAMG.

CAMBIO DE ACTITUDES HACIA LAS MATEMATICAS

El término actitud se usa para describir la respuesta evaluativa (positiva, negativa,
indiferente) de alguien hacia una situacion, persona u objeto (Bolivar, 2000). Las
actitudes hacia las matematicas son un constructo multidimensional que incluye
convencionalmente, en el caso de estudiantes, sus creencias acerca de las
matematicas como campo de conocimiento (nivel de dificultad y valor o utilidad)
o0 actividad escolar (interesantes, aburridas), los afectos negativos que provoca
en algunos de ellos resolver problemas matematicos (ansiedad), los afectos
generados por sus experiencias previas (gusto, disgusto), las convicciones que
tienen acerca de su propia capacidad para las matematicas (autoconcepto) y su
tendencia a considerarlas como una actividad intelectual y profesional propia
para hombres (estereotipos de género) (Eccles-Parson, Kaczala, Goff'y Futterman
1982; Gonzalez, 2004a).

® Trabajamos también con las y los docentes de matematicas de las secundarias seleccionadas desde
la prdctica reflexiva (saber desde la accién) de Donald Shon (1983); por cuestion de espacio, no se incluye.
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Mcleod y Mcleod (2002) destacan la confusion conceptual que hay entre acti-
tudes, creencias y afectos, desarrollando un esquema para clasificarlos (figura 1).

Figura 1. Clasificacion de conceptos de dominio afectivo

[Emocionesw [ Actitudes J

Principalmente
afectivo
Menos estable
Mas intenso

Principalmente
cognitivo
Mas estable

Menos intenso

Tanto la informacion (familia, medios de comunicacion) como las experiencias
escolares y extraescolares que cada estudiante tiene con las matematicas van
conformando sus creencias respecto a este campo de conocimiento. Sus practi-
cas en la escuela les generan determinados afectos (gusto, aburrimiento, frus-
tracion), los cuales al repetirse llegan a sedimentarse como actitudes que se
manifiestan como gusto, rechazo o indiferencia por dicha materia (figura 2). En
tanto las actitudes se construyen, son susceptibles de cambio.

Figura 2. Construccion de actitudes

Creencias

Experiencias — Actitudes
repetidas

Formulamos la hipdtesis de investigacion de que si las actitudes hacia las mate-
maticas en el alumnado se originaron a partir de ciertas experiencias repetidas
-que pudieron no ser positivas al generarles creencias y afectos negativos hacia
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la disciplina-, tales actitudes pueden cambiar si se ponen en cuestion sus con-
vicciones negativas y se planean practicas matematicas que les resulten intere-
santes, utiles y ludicas y que los involucren intersubjetivamente.’

No debatiremos en este espacio la literatura que, durante décadas, ha
intentado aclarar si hay diferencias en pruebas de matematicas entre mujeres
y hombres, ya que consideramos que unas y otros no son comparables: par-
timos de un concepto de ser humano® distante del modelo evolutivo y biolo-
gicamente determinado en que se fundamentan las mediciones que comparan
personas y comunidades. Por otra parte, dichas diferencias son realmente
considerables cuando se valoran condiciones socioeconomicas, carencias en
las escuelas, situacion étnica o racial (McGraw, Lubienski y Strutchens, 2006)
que merecen ser analizadas cuando se traducen en condiciones desfavorables
para las mujeres.

La perspectiva de género es una forma de abordar la investigacion que
cuestiona la organizacion sexual dicotomicamente estructurada, organizacion
que puede incidir en creencias y actuacion en contra de las mujeres, a quienes
se les atribuyen habilidades innatas para la vida privada (privilegio del senti-
miento que favorece el cuidado de menores, enfermos y ancianos) en contrapo-
sicion con los hombres, a quienes se les adjudican destrezas para el ambito
publico (el gobierno, la razon sobre el sentimiento, la construccion y la fuerza
fisica) (Gonzdlez, 2012) y que castiga para ellos mostrar sentimiento y los res-
ponsabiliza del sustento familiar.

En educacion hay tres lineas de trabajo en relacién con las mujeres y las
matematicas: las alumnas 1) no pueden (cognicién); 2) no quieren (motivacién),
y 3) no les interesan (estereotipos). La primera alude a su capacidad, la sequnda
a falta de interés y la tercera al ambito cultural. Con el PAMG buscamos estimular
su interés y cuestionar algunos estereotipos: a) que las matematicas son un
campo de conocimiento propio para varones; b) que hasta recientemente las
mujeres se iniciaron en este campo de estudio; ¢) que es un saber abstracto, sin
relacion con la vida cotidiana.

7 La intersubjetividad es acontecimiento, no conciencia; se hace consciente y se integra como experien-
cia en un segundo momento.

8 Un ser humano no es, esta siendo a partir de su origen comunitario, cultura e historia personal (Ricoeur,
2011). Ser hombre o mujer es una pregunta abierta al otro, sin una respuesta definitiva.
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1.2. PROGRAMA ACTITUDES HACIA LAS MATEMATICAS CON PERSPECTIVA DE GENERO
(PAMG)

A partir de este modelo disenamos el PAMG. Decidimos que no ensenariamos
matematicas, sino que nos centrariamos en las actitudes hacia las matematicas
incorporando la resolucién de problemas (por ejemplo, encriptar un mensaje,
decidir qué empresa celular les conviene mas). Dimos al programa un enfoque
constructivista sociocultural y lo situamos en el didlogo, la intersubjetividad y la
estética,’ delimitando dos competencias: 1) que el alumnado mejorara sus acti-
tudes hacia las matematicas (valorado a través de un cuestionario); 2) que fueran
capaces de reconocer a mujeres matematicas notables, planteandose los siguien-
tes objetivos:

c) Cuestionar la idea de que las matematicas son dificiles.

d) Presentar el saber matematico como una actividad cultural ltdica y util.

e) Cuestionar la tipificacion de las matematicas como un campo de estudio
propio para varones.

Ademas de la presentacion, encuadre y evaluacion, el PAMG integra nueve
actividades programadas con una duracion aproximada de seis horas (trabajan-
do dos horas por sesién); varios aspectos se cuidaron en el disefio de cada
actividad:

* que el alumnado protagonizara la actividad;

* que se trabajara en equipos y de forma colaborativa;

* que se incluyeran tareas vinculadas con el arte grafico'® y aspectos
practicos;

* que tuviera relacion directa con su vida cotidiana;

* que fueran actividades ludicas y les representaran un reto;

* que propiciaran meta-cognicion (reflexion, acerca de sus propios
pensamientos).

% Lo afectivo, lo sensible ha permanecido practicamente al margen del discurso educativo, a pesar de
su omnipresencia en el aula. La estética, como la recepcion sensible de la expresion humana, abre la puer-
ta a una gama de actividades formativas no sélo en torno al arte, sino especialmente en la recepcion que
el estudiante hace de la actividad que se le propone.

10 Comprenden la utilidad de la geometria para representar su pensamiento de forma abstracta.
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Se trabaj6 cada actividad de acuerdo con los objetivos particulares, incorpo-
rando diversas estrategias didacticas, algunas dirigidas a las creencias o afectos
y una especifica para la dimension intersubjetiva que llamamos historia de vida
(figura 3).

Figura 3. Estrategias didacticas para cambio de actitudes

Estrategias didacticas

| __—— —
| Metacoanicién |
Creencias : "
= Conflicto cognitivo ’

positivas Meétodo de caso

Historia de vida

Actitudes

Historia de vida es una estrategia original para mejorar la integracion grupal y
el cambio de actitudes hacia determinados conocimientos, que ubica en el centro
la dimension intersubjetiva y afectiva' del acto educativo (Gonzalez, 2012).

El PAMG también incluye tres videos con edicion y tratamiento didactico:
Mujeres matemdticas en México (disefio original nuestro); Las chicas s6lo quie-
ren sumar, del programa de v Los Simpson (editado, con duracion de seis
minutos y tratamiento didactico) y Donald en la Tierra de las matemdgicas
(editado, con tratamiento didactico).

11 El afecto emerge cuando falla la racionalidad. La ciencia moderna occidental con Immanuel Kant
sobrevaloro la racionalidad, categorizando el sentimiento como una expresion infantil y femenina. Por el
contrario, consideramos que solo aquello que nos incumbe afectivamente llega a inquietarnos propiciando
motivacion o rechazo, pero no indiferencia (Gonzalez, 2012).
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2. DISENO METODOLOGICO PARA LA EVALUACION DEL PAMG

Conjuntamos un enfoque interpretativo del proceso de implementacion del
PAMG con una evaluacion de los resultados (modelo experimental) que permi-
tiera aceptar o rechazar las hipotesis de investigacion.

2.1 DISENO CUASIEXPERIMENTAL

La caracteristica principal de esta modalidad es que los sujetos no son asignados
aleatoriamente a las condiciones experimentales; se utiliza en la investigacion
educativa donde los grupos escolares ya estan conformados y es relevante tra-
bajar en ambientes naturales (Jackson, 2008).

Los sujetos

Se impartio el PAMG a un total de 438 estudiantes de primero de secundaria;
con ese fin asistio una facilitadora a cada una de las escuelas, y una investiga-
dora videograbd las seis horas de sesién (dos horas por dia) y tom6 notas.

El diseno original de la seleccion de escuelas secundarias de la Ciudad de
Meéxico fue bietapico (escuela y grupo) al azar. Comprensiblemente, Inmujeres
nos solicité que incluyéramos nueve secundarias con las mas bajas calificacio-
nes en la prueba de matematicas ENLACE; de la seleccion original conservamos
cinco, tres de ellas en colonias clasificadas de baja o muy baja marginalidad y
el resto en colonias de muy alta marginalidad. En 12 escuelas se impartio el
PAMG y en otra, un programa alterno (educacion sexual) como placebo. Ocho
escuelas son del turno vespertino y cinco del matutino.

Se intervino en un total de 16 grupos -doce experimentales'? y cuatro de
comparacién-" Se incluyeron dos tipos de grupos de comparacion. Tres de ellos
son equivalentes;* a éstos no se les impartié el PAMG y solo se les aplicaron el

12 Los grupos en que se implemento el PAMG.

13 Se refiere a los grupos de las mismas escuelas donde solo se aplico la escala para medir actitudes
hacia las matematicas y a un grupo en otra secundaria al que se impartio otro programa con similares
caracteristicas pero en otro tema (educacion sexual), aplicando la escala antes y después.

1 En educacion se considera un grupo equivalente cuando es del mismo grado escolary de la misma
escuela que el grupo experimental; para verificar la equivalencia se calcula la diferencia de medias con la
prueba T para muestras independientes.
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prey el postest para controlar el efecto “historia” y el aprendizaje del instrumento
de medicion y en otro grupo el programa placebo.

El instrumento

Para evaluar si hubo cambios y en qué sentido, aplicamos la escala Actitudes
hacia las matemdticas (EAM) -validada (confiabilidad y validez de contenido)
con la poblacion de la Ciudad de México (Gonzalez, 2005)- a los grupos selec-
cionados, antes y despueés de impartir el PAMG.

Para analizar los cambios (pre y post) formulamos varias hipétesis de inves-
tigacion con un nivel de confianza de 95% y una potencia estadistica de .80
(Cohen, 1992), que mas adelante se presentan.

ANALISIS DE LA INFORMACION ESTADISTICA

Una vez concluida la etapa de imparticion de los programas a los grupos selec-
cionados, se codifico y capturd la informacion con ayuda del software estadistico
Statistical Package for the Social Sciences (SPSS). Puesto que un aspecto central
del analisis era comparar el resultado de la EAM (antes y después del PAMQ),
tomamos el criterio de suprimir del andlisis a aquellos sujetos que no hubieran
contestado la EAM en el pre o en el post® o también, que no respondieran en
tres 0 mas reactivos de la EAM (pre o post), los cuales sumaron 22 casos, que-
dando un total de 416 estudiantes.

Con el fin de determinar el tipo de prueba estadistica que se utilizaria para
contrastar medias (pre y post), se analizaron los datos de la EAM (pretest) con
la prueba de Kolmogorov-Smirnov para verificar la ‘bondad de ajuste’, y se
obtuvieron los siguientes resultados: 7 .999, p =.217 y p > .05; se determin6 que
la muestra se ajustaba a una distribucion normal.

También se analizd con la prueba de Box, la igualdad de las matrices de
covarianzas, la cual resulté no significativa (F 2.270, p <.000), lo que compromete
la confiabilidad de los resultados de la investigacion. Ya que esta prueba es muy
sensible al tamano de la muestra, se analizd con otros dos tipos de pruebas

> Por inasistencia.
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(Traza de Pillai, Lambada de Wiks, Traza de Hotelling), y resulto significativa en
ambos casos (1.308, p >.271).

Sobre la base de estos criterios estadisticos, se opto por utilizar la prueba T de
Student para grupos relacionados con el fin de analizar las diferencias de medias
(pre y post) y la prueba U de Mann-Whitney para mediciones ordinales.

Estimamos también el tamano del efecto (effect size). Cohen (1992) desa-
rrolld un indice conocido como d que permite conocer no solamente si hay
diferencias significativas, sino también la magnitud del efecto. El indice d para
las diferencias entre las medias de poblaciones esta estandarizado al dividir
éste por la desviacion tipica comun.

=~

A S Y,

s,
Cohen establecié una serie de rangos, y determind que en la prueba T un efecto
pequeno con des igual a 0.2, un efecto mediano es igual a 0.5 y un efecto grande
esigual a .8.

Estos analisis permitieron estimar, a posteriori, la potencia estadistica® que
habla de la validez de la investigacion. Con un efecto de .2 y un nivel de signi-
ficancia de .05, las tablas de Cohen (1992: 158) sefalan que en pruebas de
diferencias de media se requiere una poblacion de 393 sujetos para una poten-
cia de .80. La muestra con la que se trabajo fue de 416 sujetos, por lo que se
cumple con el criterio senalado por el autor.

3. IMPLEMENTACION DEL PAMG

Entre agosto y noviembre del 2011 el PAMG se impartio a estudiantes (47.6%
mujeres) de primer grado de 12 escuelas secundarias. A cada una asistié un
facilitador(a) y una observadora,'’ trabajando simultdneamente tres escuelas
(dos horas por sesion, durante tres dias). Las observadoras tomaron nota de cada
escuela en un formato disenado exprofeso y grabaron las sesiones en que se

16 Se refiere a la probabilidad de resultados significativos; es decir, la aceptacion de la Hi cuando es
verdadera; Cohen (1992) establece como criterio .80.

17" Cada equipo llevaba consigo laptop, bocinas, videograbadora y tripié. Visitaron previamente cada
escuela para entrevistarse con el (la) director(a).
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impartio el PAMG (dos horas por sesion, durante tres dias). Las dos facilitadoras
se especializan en capacitacion laboral (con muchos anos de experiencia docente
en educacion superior, pero sin experiencia con jovenes de secundaria).

Una vez que se inici¢ la implementacion del PAMG, conformamos un labo-
ratorio donde nos reunimos todos los integrantes del equipo para interpretar los
videos (70 horas de grabacién). En la primera semana hicimos una modificacion
menor al programa.*®

PRINCIPALES RESULTADOS

En el cuadro 1 se presentan los resultados por escuela. En relacion con la pri-
mera hipotesis de investigacion, encontramos diferencias significativas al com-
parar el promedio de los resultados de la escala (EAM) antes y después, por lo
que se acepta la H;: los estudiantes que trabajan el PAMG incrementaron
positivamente sus actitudes hacia las matematicas, al comparar antes (pre) y
después (post) de la intervencion (grafico 1).

Grafico 1. Promedio de resultados de la EAM antes
y despues de impartir el PAMG en grupos experimentales
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51 ot

- //

49

18 T 1
Pre Post

Fuente: Cuadro 1.

En cuanto a la segqunda hipdtesis de investigacion (H,), encontramos diferencias
significativas positivas en los grupos experimentales (pre y post) con un tamafo

¥ En las escuelas con bajo rendimiento en ENLACE, el alumnado no estaba acostumbrado a trabajar
en equipo, intercambiando opiniones y poniéndose de acuerdo, por lo que implementamos una actividad
para trabajar en pequenos grupos.
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del efecto d .20; por el contrario, no encontramos diferencias significativas en los
grupos de comparacion, con un tamano del efecto de .08 (cuadro 1), por lo que
se acepta la segunda hipotesis de investigacion: los estudiantes que trabajan el
PAMG incrementaron positivamente sus actitudes hacia las matematicas, en com-
paracion con aquellos que no lo trabajan o trabajan otro programa (grafico 2).

Grafico 2. Promedio de resultados de la EAM antes y después
de impartir el PAMG en grupos experimentales y grupos de comparacion
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Fuente: Cuadro 1.

DIFERENCIAS POR ESCUELA

Convencidas de que los resultados generales de las hipotesis de investiga-
cién subsumen aspectos particulares de los procesos, identificamos las dife-
rencias por escuela en la EAM, utilizando el indice d para analizar el tamano
del efecto del PAMG en el alumnado. Observamos que en seis escuelas hubo
un efecto moderado y en seis fue pequeno o insignificante, valorado con el
indice d (cuadro 1).
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Cuadro 1. Media, desviacion tipica, prueba Ty tamano del efecto de la Escala de Actitudes
hacia las Matematicas (EAM)

Grupos/escuelas Pre media | Post media DT T Tamano

(DT) (DM pre y post (nivel de del efecto
significacion) D (1)

Grupo experimental 495 511 8.0 -4931 22

n=348 (7.7) (82) )

Grupo de 50.1 50.7 77 -1.651 08

comparacion n = 91 (7.5) (7.6) (ns)

Grupo experimental 49.7 511 79 -3.002 20

Mujeres n =165 (7.5) (81 9

Grupo experimental 494 51.0 8.1 -2.105 19

Hombres n = 183 (7.9) (83) ®

1. Sec. Técnica 45 448 47.0 53 -2613 41
(4.3) (5.9) @)

2. José Ma. Velasco 453 459 8.1 -512 07
(8.9) (77) (ns)

3. Ledn Felipe 472 488 6.8 -1435 19
(6.3) (7.2) (ns)

4. Sec. Técnica 115 472 50.8 81 -3343 44

G. experimental (7.4) (86) (9

4. Sec. Tecnica 115 471 482 77 -593 14

G. de comparacion (7.8) (77) (ns)

5. Sec. Técnica 53 53.6 55.2 6.7 -1501 23

G. experimental (6.2) (7.3) (ns)

5. Sec. Técnica 53 486 50.3 81 -1426 20

G. de comparacion 9.0) (7.2) (ns)

6. Sec. Técnica 70 50.6 53.7 73 -2498 42

G. experimental (6.8) (7.7 @]

6. SecTécnica 70 497 50.0 70 -350 04

G. de comparacion (6.9) (7.4) (ns)

7. Rep. de Cuba 50.2 512 72 -511 13
(7.2) (7.2) (ns)

8. Carlos A. Carrillo 50.6 514 6.8 -494 11
(7.1) (6.6) (ns)

190 EDUCACION MATEMATICA, VOL. 31, NUM. 1, ABRIL DE 2019



Evaluacion de estrategias formativas para mejorar las actitudes hacia las matematicas en secundaria

9. Sec. Técnica 60 51.2 514 8.4 -191 02
(7.1 95) (ns)

10. SecTécnica 31 529 55.2 6.7 -2.803 34
(6.9) (6.4) (*")

11. Dr. Manuel Barranco 50.7 52.8 88 -2377 23
(84) 93) *

12. Martin V. Gonzalez 514 514 82 -043 03
(8.2) (84) (ns)

13. Diego Rivera 525 529 7.0 -509 05
(6.6) (75) (ns)

El nivel de significacion es un estadistico de prueba en virtud del cual se concluye acerca de la existencia del
fenomeno estudiado, o el riesgo de rechazar erroneamente la Ho.

(**) Significativo al 1%; (*) Significativo al 5%; (ns) No significativo.

Hasta .20, efecto pequeno; entre .21 y .50, efecto moderado; .51 o mas, efecto grande (Cohen, 1992).

Constatamos que en las escuelas en donde se impartieron menos de cuatro
horas del PAMG,'® con diversos inconvenientes como la entrada y salida de
personas, interrupciones (simulacro sismo, examen, etc) (nums. 9, 12 y 13), el
efecto fue insignificante.

Encontramos diferencias importantes (T -4.236, p <.001) al comparar el factor
d por turnos, a favor de escuelas del turno vespertino. Este hecho se ha men-
cionado en otras investigaciones: quienes reciben menos educacion® tienden
a responder mas positivamente (Forgasz, 2010).

Particularmente nos preguntamos como fue que las estrategias del PAMG
mejoraron de manera significativa la actitud hacia las matematicas en la mitad
de las escuelas y por qué en otras seis no hubo cambios estadisticamente
significativos. Retomamos las grabaciones (70 horas), y procedimos de la
siguiente forma:

a) Observamos en dos ocasiones cuatro videos de las tres sesiones (uno por
cada facilitador), tomando nota de lo mas significativo de cada actividad
(contexto, situacion, formas de comunicacion entre el (1a) facilitador(a) y

19 En un caso por simulacro de sismo, en otro porque el director argumentd no haber recibido el oficio y
en uno mas por pérdida de las llaves del salén de computo, no se impartieron las seis horas programadas.

2 Las secundarias vespertinas —en comparacion con las matutinas- tienen menos alumnas, son grupos
mas reducidos y hay estudiantes mayores de 13 afos. Por no tratarse de una muestra aleatoria, no analiza-
mos diferencias por turno.
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el grupo y el alumnado, respuesta del alumnado ante cada actividad
didactica propuesta).?*

b) Formulamos algunas conjeturas acerca de las escenas, que fuimos acla-
rando y enriqueciendo con la observacion de otros videos. Comentamos
estas inferencias con las investigadoras vy las facilitadoras participantes
para conocer su punto de vista.

c) Continuamos interpretando videos de otras escuelas, hasta que decidimos
que era suficiente lo que muestran las escenas, para validar las
conjeturas.

d) Por ultimo, contrastamos algunos aspectos de las escuelas donde mejo-
raron las actitudes del alumnado hacia las matematicas (facilitador, for-
mas de relacion, infraestructura, etc) con las escuelas donde no hubo
avances importantes.

B) INTERPRETACION DEL PROCESO DE IMPLEMENTACION DEL PAMG

En el laboratorio revisamos las grabaciones en las que iniciamos con dos pre-
guntas generales: écomo se llevo a cabo la actividad? y équé efecto producian
las diferentes estrategias didacticas programadas? Si bien en la mayoria hubo
una buena recepcion, en dos escuelas el video dura poco por ‘no haber recibido
el oficio a tiempo”.?

A algunas de las escuelas vespertinas se les conoce como “escuelas basurero’,
que es revelador de la mala opinion que se tiene tanto de la escuela como del
alumnado que ahi llega. En todas las escuelas se contaba con un espacio para
la proyeccion de videos, y se identifican tres tipos: a) salén tipo teatro con butacas
fijas; b) sala de computo con mesas; ¢) espacio en la biblioteca, con mesas movi-
bles. La mejor opcion para trabajar el PAMG fue la cy la peor la a.

La actitud del alumnado fue en algunos casos de confrontacién (malas
palabras, parejas besandose, riéndose y haciendo tanto ruido que era imposible
escucharse); después de un rato, entre ellos empezaban a callarse y pedir
atencion.

2l En esta primera observacion no contdbamos con informaciéon acerca de en qué grupos habian
mejorado las actitudes y en cudles no.

22 |as investigadoras asistieron una semana antes de la actividad a cada escuela para presentarse
con el directivo y conocer las instalaciones en que se iba a implementar el PAMG.
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ESTRATEGIAS DIDACTICAS PARA EL CAMBIO DE ACTITUDES HACIA LAS MATEMATICAS?

Cada actividad se correspondia con un tipo de estrategia didactica (grafico 3); a
continuacion se describe cada una de las actividades.

PERSUASION

Los videos lograron captar el interés y emocionaron a buena parte del alumnado.
Dieron excelentes resultados para problematizar algunas creencias en relacion
con las matematicas. El video Donald, a pesar de haberse producido hace mas
de 80 anos (1935), contintia siendo vigente para mostrar una dimensioén cultural
de hacer matematicas; particularmente persuade en el sentido de que las mate-
maticas son utiles para la vida cotidiana y que no se trata solamente de un
saber abstracto sin relacion con el mundo: la musica, la arquitectura o el juego
de estrategia (ajedrez).

Por su parte, el video Mujeres matemadticas en México atrajo la atencion del
grupo y permitio dar a conocer las aportaciones que algunas mujeres han hecho
al campo de las matematicas. Debido al alto volumen de la musica, no se escu-
cha con claridad el mensaje de la voz; opinaron que es un video corto y claro
para los fines que persigue, segun los comentarios de las alumnas al concluir:
‘Ahi faltamos nosotras”.

Una situacion muy desagradable que se repitié en todos los grupos fue la
burla racista que genera la imagen de la primera matematica afroamericana
Evelyn Boyd (“qué fea’; ‘ja ja, se parece a tu abuela”). El tema de la discriminacion
racial en México es un problema muy presente y denunciado, aunque poco
trabajado en la escuela, e implicaria por si mismo destinarle no sélo algunas
horas en la clase, sino una practica cotidiana involucrando a todos los agentes
educativos.

El video Trabajo en equipo, el cual se incluyé debido a que la mayoria de
los grupos vespertinos no estan acostumbrados a esta forma de actividad, les
fue significativo cuando evaluaron el PAMG: “Aprendi que es importante trabajar
en equipo’.

% El PAMG se puede consultar en Gonzalez (2013).
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CONFLICTO COGNITIVO

El video de dibujos animados de la Familia Simpson Las ninas solo quieren
sumarrelata que a Juliana, quien fue alumna de la escuela primaria de la ciudad
de Springfield, le organizan una ceremonia en el auditorio para reconocer sus
éxitos profesionales. El director Skinner recuerda en su exposicion que ella fue
muy buena alumna; Juliana interrumpe y comenta: “Bueno, no tanto en mate-
maticas’, a lo que Skinner responde: “Bueno, es 16gico, eres mujer... lo que quise
decir es que los ninos son mejores en Matematicas, Ciencias, materias de
verdad”. Posteriormente presentan como separan a nifos y ninas en la clase
de Matematicas. Lisa se disfraza de nino para entrar a las clases que a ellos
les imparten, ya que en la de ninas sélo se preocupan por su autoestima 'y
no les ensenan a resolver problemas.

La reaccion de las alumnas no se hace esperar, quienes se apresuran a senalar
que ellas son mejores en las clases de Matematicas.** El mensaje de este video
consigue que hablen en primera persona expresando su disgusto. En el caso de
los alumnos, no se dan por aludidos, aunque muestran atencion al tema.

La sola exposicion de los videos no produce el efecto esperado; es importante
el trabajo didactico, en el que se les formulan preguntas especificas que apuntan
a la reflexion de sus propios pensamientos.”

METACOGNICION

La reflexion®® y el didlogo son centrales en esta estrategia; si el alumnado
reflexiona acerca del método que sigue para resolver un problema y este pro-
ceder le resulta clarificador, es posible que modifique sus creencias acerca de
las matematicas (son dificiles) y que le genere placer afrontar el reto.

Por su parte, el dialogo, a decir de Hans-Georg Gadamer, entra en el marco de
la pregunta-respuesta, de la llamada y la escucha, elementos entranablemente

% Esto es cierto, ya que el alumnado de secundaria en las escuelas es evaluado por sus profesores
(as), quienes en promedio califican mejor a las alumnas que a los alumnos (Gonzélez, 2005).

% Por ejemplo, en el video de Mujeres matemdticas en México, a la pregunta de la facilitadora si
conocian alguna mujer matematica comenta un estudiante ‘yo pensé que no habia matematicas famosas’,
a lo que algunos asienten. Nuevamente les interroga, épor qué pensaban eso? ‘no conocia a ninguna’; y
por qué sera que no conocias a ninguna ‘bueno, tampoco conocia a matematicos, ja ja."

% Entendida como “una continua interaccion entre el pensamiento y la acciéon” (Schon, 1983).
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unidos. Las posibilidades de dialogar entre facilitador (F) y estudiantes (E) y de E
entre ellos (as) pasa porque se interroguen y se escuchen, y esto sélo es posible
en pequenos grupos.

La actividad “Numero secreto” pretendia mostrar que resolver problemas
puede implicar complejidad, pero también diversion, cuando se consigue. Si
alguna actividad se trabajé en equipo -entendiendo por esto no sélo un peque-
no numero de estudiantes reunidos, sino la participacion colectiva en que cada
cual realizd una parte para conseguir resolver el problema que se les planteaba-,
fue “niimero secreto” que incluyé didlogo y reflexion. Resulto muy gratificante
ver cdmo varios equipos se mostraban satisfechos de sus resultados.

‘Encriptacion de mensajes' pretendié vincular el cifrado y descifrado de men-
sajes con la resolucion de problemas que implica analisis, reflexion y descubri-
miento. Resulto interesante y divertida para buena parte del alumnado, que se
sorprendio por la creacion de codigos creativos y mensajes positivos que mani-
fiestan afecto (“quiero decirles que los quiero”). Esta actividad fue la que menos
comprendieron el facilitador y las facilitadoras y en la cual mostraron su descono-
cimiento de la ensenanza de las matemadticas en el momento del cierre.

El conocimiento que el facilitador tenia del programa incidi¢ positivamente:
los dos que participaron en el diseno del PAMG tuvieron mejores resultados. Las
formas de relacién y comunicacion entre el alumnado (conocido como clima
escolar) fueron otro aspecto que favorecié mejores resultados.

METODO DE CASO

‘La mejor decisién” consiste en que por equipos el alumnado elija, de tres
companias de telefonia celular cuyas tarifas de prepago se le proporcionan,
cudl de ellas es la mas conveniente y por qué. Dicha estrategia ofrece 1a posi-
bilidad de vincular el contenido tematico con el entorno social y aplicar los
conocimientos a situaciones cotidianas.

La actividad no resultd muy interesante ni divertida, pues al estar en equipos
se comunican poco y no saben ponerse de acuerdo. Ademas, dos de las facili-
tadoras no comprendieron bien el sentido de la actividad:*® mostrar que, si se
clarifican diferentes aspectos de la oferta de cada empresa telefoénica (costo,

27 Actividad sugerida por la doctora Gisela Espinosa.
% Una se enfocd mas en estimar el costo por llamada y la otra no propiciaba la reflexion.
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atractivo del celular, calidad de comunicacion, etc), se pueden tomar decisiones
informadas.

‘Cuadro cubista” fue la actividad que mas interesé al alumnado, ya que es
una de las que apuntan precisamente a la dimension afectiva. Se les pide que
dibujen una pintura en la que ocupen figuras geométricas. Se les explica bre-
vemente quién y donde se creo lo que se conoce como dibujo cubista. La fina-
lidad era reforzar la idea de que las matematicas no son solamente algoritmos
0 conocimiento sin sentido para la vida cotidiana.

El dibujo logroé que el alumnado expresara muy diferentes imagenes y senti-
mientos y diera rienda suelta a la creatividad: frecuentemente dibujaron grafitis?
(en otros casos muestran dibujos simples o convencionales, como casas o perso-
nas). A algunos equipos incluso hubo que pedirles varias veces que terminaran
el trabajo, pues el tiempo destinado a otras actividades habia concluido.

Consideramos que se ha menospreciado la comunicacion grafica como
medio de expresion y comunicacion en este nivel educativo.

HISTORIA DE VIDA

Originalmente se planted que en pequenos grupos cada estudiante hablara de
su experiencia personal con las matematicas; pronto constatamos que no estan
acostumbrados a hablar en primera persona (burlas, desinterés de companeros),
por lo que hicimos algunas modificaciones y pedimos que tres hablaran de
experiencias positivas y tres de negativas, intentando propiciar la reflexion al
respecto. Las experiencias negativas fueron especialmente conmovedoras.

Relacionamos cada uno de los reactivos (pre y post) de los resultados en la
Escala con la prueba no paramétrica de Wilcoxon; a continuacion presentamos
las actividades y estrategias didacticas, el objetivo y los reactivos, reportando
solamente aquellos con un nivel de significacion de 5% o menor.

2 Los grafitis suelen asociarse a la violencia juvenil, parece que es una de las formas de comunicacion
de estos jovenes.
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Cuadro 2. Nivel de significancia estadistica en la relacion de actividad, objetivos y reactivos

Actividades PAMG y Objetivo Reactivos Nivel de

estrategias didacticas significancia

-Video familia Simson Incrementar la auto- 8. Mi habilidad para -

-Video mujeres confianza en sus las matematicas es

matematicas(metacognicion y | capacidades muy buena. X

persuasion) matematicas 18. Soy bueno (a) en *
matematicas.

-Numero secreto Cuestionar la idea de | 14. Me parecen muy s

-Encriptacién de mensajes que las matematicas | faciles las

(metacognicion) son dificiles matematicas.

-Toma de decisiones (método | Presentar las 1. Las matematicas me o+

de caso) matematicas como un | ayudan a tomar

-Donald y la Tierra de las actividad util y valiosa | decisiones

Matemégicas (persuasion)

-Dibujo cubista (trabajo en Disminuir el temor 11. Me siento 4+

equipo)

que genera hacer
matematicas

intranquilo (a) en clase
de matematicas.

-Dibujo cubista (trabajo en
equipo)

-Gusto por las matematicas
(historia de vida)

Considerar interesante
y divertido la
resolucion de
problemas

2. Las matematicas
pueden ser divertidas.

Kk

(**) Significativo al 1%; (*) Significativo al 5%

(+) Especialmente para las alumnas; (++) especialmente para los alumnos

Por ultimo, correlacionamos algunas variables como cantidad de estudiantes por
grupo, clima del aula®, indice de feminidad y prueba Enlace con el puntaje D'y
promedio de resultados en EAM (pre) identificando relacion entre puntaje D y clima

de aulay (cuadro 3).

30

Esta variable surgio en la observacion de los videos en el laboratorio; nos percatamos que un
ambiente socio-afectivo positivo de interaccion en el aula favorecia la implementacion del PAMG en el
grupo; posteriormente, le asignamos un valor a cada grupo (1 = muy malo y 5 = muy bueno).
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Cuadro 3. Correlacion entre variables seleccionadas

Variables 1 2 3 4 5 6
1.Puntaje D -193 -148 | 782* | -388 -228
2EAM (Pre) 106 191 A78 | 721
3. No. estudiantes por gpo. 152 002 -007
4.Clima del aula -103 147
5.Indice de feminidad 204
6. Prueba ENLACE

(**) Significativo al 1%; (*) Significativo al 5%

APRENDIZAIJES DEL PAMG

Enseguida se describen algunos aprendizajes que nos dejé la implementacion

del PAMG, mediante la interpretacion de los videos:

. Las actividades funcionan mejor con instrucciones claras y cortas; cuando
se dificulta la comprension es bueno poner un ejemplo con un grupo para
que todos observen.

. ElI mejor antidoto para la indisciplina son las actividades que le hacen
sentido y le resultan interesantes al alumnado, cuando menos a la mayoria.
. Muy diversos factores influyeron en mejorar las actitudes del PAMG: la com-
presion del programa; estilo de comunicacion y ensefanza del facilitador;
grupos con aceptable relacion entre ellos(as) y no mayormente apaticos
con el aprendizaje (buen ambiente de aula); contar con un aula con mo-
biliario movible para trabajar en pequenos grupos, libre de interferencias,
y haber cubierto el total de actividades didacticas sefaladas en el PAMG

. No cubrir todas las actividades del PAMG, malas instalaciones y mal am-
biente de aula afectaron el cumplimiento de los objetivos en seis escuelas.
. La posibilidad de que el alumnado sea el protagonista en la formacion
pasa por el trabajo en equipo previamente planificado.

Al finalizar la imparticion del PAMG se pedia al alumnado que evaluara los tres
dias de trabajo, preguntandoles qué aprendieron y como se sintieron. Tres aspectos
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destacan en sus respuestas en lo general: a) fue divertido hacer matematicas; b)
las mujeres pueden ser tan buenas como los hombres en matematicas; c) las
ventajas del trabajo en equipo. A continuacion, algunos ejemplos.

Ana Angélica: “Que las mujeres también pueden estudiar matematicas”.

Maria Fernanda: “A trabajar en equipo y que las mujeres son igual de buenas para
las matematicas que los hombres.., me senti bien, tranquila”.

Raymundo: “Aprendi a convivir en equipo y mucho de matematicas.. me senti ali-
vianado y bien”.

Cercle: “Se me hizo muy interesante lo del pictograma... gracias por venir a ensenar-
nos, a hacernos entender que podemos convivir en equipo y la importancia de las
matematicas”.

Giovanny: “Con muchas ganas de aprender mas sobre las matematicas’.

DISCUSION

Al finalizar la evaluacion (experimental) confirmamos que cumplimos con el objetivo
de la intervencion que pretendia mejorar significativamente las actitudes hacia las
matematicas en alumnas de secundaria a través del PAMG, programa que disena-
mos a partir del analisis conceptual de actitud, del cual derivamos estrategias didac-
ticas que incluyeron las dimensiones creencias cognitivo-afectivas aunadas y
relacional, obteniendo mejoras en el sentido de resignificar a las matematicas (reac-
tivos 1y 2: Las matemdticas pueden ser divertidas, Me ayudan a tomar decisiones)
y resignificar-se en relacion con sus habilidades en la disciplina (reactivo 8: Mi
habilidad para las matemdticas es muy buena) y disminuir la ansiedad que les
genera (reactivo 11: Me siento intranquila en clase de matemdticas).

Al analizar por escuelas, en seis de las doce escuelas encontramos que
mejoraron significativamente sus actitudes hacia las matematica con 99% de
confianza y en 3 escuelas mas el efecto fue pequeno.

El conceptualizar cognicion-afecto como dos caras de una misma moneda
y la dimension personal-relacional humana iluminaron aspectos que
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usualmente las categorias individuo, cognicion y emocion no permiten observar
ni trabajar pedagogicamente.

Al incorporar una perspectiva de género a traves de dos videos -la partici-
pacion historica de mujeres en el campo de las matematicas y una caricatura
en donde el director de una escuela descalifica a una exalumna senalando que
era buena estudiante “pero no en materias de verdad, como matematicas’- gene-
roé una reaccion de rechazo en buena parte de las alumnas quienes mostraron
abiertamente su negativa a tal afirmacion, actividades que seguramente
incidieron en las respuestas en la post aplicacion del cuestionario en torno a
que es un conocimiento propio para varones y que las mujeres han ingresado
a este campo recientemente.

Las escuelas vespertinas -con mas bajos puntajes en matematicas previo a la
intervencion- fueron las que en mayor medida mejoraron sus actitudes hacia las
matematicas y el estereotipo de que es un saber sin relacién con la vida cotidiana,
confirmando lo sefalado por otras investigaciones en el sentido de lo provechoso
de destinar mas y mejores recursos a quienes cuentan con menos oportunidades.

La actividad que incluimos para trabajar en equipo -con un video que no
dura mas de tres minutos-, aunado a la forma en que se movieron las bancas
para conformar los equipos en aquellos salones que lo permitian fueron favo-
rables para la comunicacion y trabajo en pequenos grupos; asi mismo, en
algunas ocasiones se logrd una aceptable-buena comunicacion a través de los
dibujos que seria deseable investigar en futuras investigaciones con jovenes.

Fue un error subestimar el saber del profesorado de secundaria el cual lleva
anos; a pesar de que facilitadores llevan muchos anos de experiencia formando
profesionistas fueron evidentes sus limitaciones en las dos primeras semanas
para trabajar con jovenes de secundaria; también la formacion pedagdgica de
uno de ellos y su involucramiento con el diseno del programa.

Dos de las actividades -numero secreto e encriptacion de mensajes- se
relacionaron positivamente con la idea de que las matematicas son dificiles,
especialmente para los alumnos. El video de Donald favorecié que el alumnado
contemplara las matematicas con una actividad util y valiosa.

Consideramos que la intervencion resultd novedosa en mas de un sentido.
Desde una perspectiva didactica, la formacion de actitudes ha tomado realce en
la ultima década, pero aun hay escasa investigacion acerca de como transformar
positivamente las actitudes hacia el aprendizaje, sobre todo en el caso particular
de las matematicas; al respecto, probamos dos estrategias didacticas innovadoras
(persuasion y cuéntame U tu historia) que mostraron ser efectivas, la primera en
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el andlisis experimental y la segunda en el interpretativo en donde el alumnado
se expresa con mayor amplitud la valoracion que hace del curso que recibio.

Desde un enfoque ético-politico, el PAMG pretende garantizar la igualdad
de derechos y oportunidades para ninas y mujeres en este campo de conoci-
miento; logramos que las alumnas mejoraran sus actitudes hacia las matema-
ticas conociendo a mujeres sobresalientes en esta materia, lo que les permitio
cuestionarla como una actividad propia de los varones.

Metodoldgicamente, se probaron maneras de investigar integrando perspec-
tivas antagonicas -un diseno cuasiexperimental y un analisis interpretativo- y
haciéndolas coincidir en una propuesta para mejorar la comprension/explicacion
de fenomenos complejos como la intervencion educativa.

Hubiera sido deseable aplicar de nuevo el cuestionario de actitudes al alum-
nado dos anos después, ya que ignoramos el efecto del PAMG a mas largo
plazo; sin embargo, en México los estudios de este tipo en educacién practica-
mente son inexistentes.
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Analisis de la relacion entre imagen y definicion

en una situacion problematica mediada
por GeoGebra a partir de no ejemplos
del concepto de poliedro regular

Analysis of the relation between image and definition
in a problem mediated by GeoGebra from non-examples
of regular polyhedron

Ana Maria Mantica!
Magali Lucrecia Freyre?

Resumen: Numerosos documentos regulatorios expresan una revalorizacion
de la Geometria, tanto en el trabajo con materiales manipulativos como en el
mediado por software de geometria dinamica. Dicha revalorizacion se plantea
a través del disefio de situaciones que permitan la exploracion, formulacién y
validacion de conjeturas. Para abordar la nocion de poliedro regular se elabora
una situacion problematica mediada por GeoGebra, dadas las ventajas que
proporciona este entorno dinamico en cuanto al trabajo con figuras tridimen-
sionales. Dicho entorno permite obtener una multiplicidad de casos con una
Unica construccion si se utilizan propiedades geométricas. Se presenta el ana-
lisis de lo realizado por estudiantes de profesorado en matematica durante la
resolucion del problema. Se pretende determinar si sus imagenes estan intrin-
secamente controladas por el concepto empleando, registros escritos, graba-
ciones de audio y video, y protocolo de construccion de los archivos del software.
Del andlisis se desprende que en algunos estudiantes la integracion entre
imagen y concepto para el caso de poliedro y/o de poliedro regular particular-
mente, es incompleta.
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Palabras claves: Conceplo figural, poliedro regular, GeoGebra, construcciones
tridimensionales, formacion docente

Abstract: Numerous regulatory documents express a revaluation of Geometry,
not only when working with manipulative materials but also when dynamic
geometric software mediates the work. We demonstrate it through the design
of situations that allow exploration, formulation and validation of conjectures.
To address the notion of regular polyhedron, we elaborated a problematic sit-
uation mediated by GeoGebra, due to the advantages that this dynamic envi-
ronment provides when working with three-dimensional figures. This environment
enables us to obtain a multiplicity of cases with a single construction provided
geometric properties are used. We present an analysis of the tasks performed
by prospective mathematics teachers during the resolution of the problem. Our
aim is to determine whether their images are intrinsically governed by the
concept, and to do so we have analyzed written records, audio and video
recordings and the software construction protocol files. This analysis reveals
that in the case of the polyhedron and/or of the regular polyhedron in particular,
some students cannot achieve a complete integration between the image and
the concept.

Keywords: Figural concept, regular polyhedron, GeoGebra, three-dimensional
constructions, prospective teacher training

INTRODUCCION

Distintos documentos regulatorios de Argentina de la escolaridad obligatoria de
los ultimos anos (Nucleos de aprendizaje prioritarios (NAP), Tercer ciclo EGB
2004, NAP Ciclo Basico 2011, Ciclo Orientado 2012, Disefio curricular Educacion
Secundaria Orientada Provincia de Santa Fe, 2014 y versiones preliminares del
ultimo que datan de 2011, entre otros) ponen en valor el trabajo en Geometria
y sugieren realizarlo mediante la utilizacion de elementos tradicionales y de
software de geometria dinamica (SGD). A pesar de este reconocimiento, la ense-
nanza de la geometria tiene menos “presencia en las aulas’ en comparacion
con la aritmeética y el algebra ya que generalmente se reduce el trabajo a la
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medida, como sostienen ltzcovich (2005, 2007), Schaefer y Sgreccia (2016) y mas
aun si se trata de geometria en tres dimensiones (Grossi y Sgreccia, 2016)

Con respecto a la intencion de provocar cambios en la actitud por parte de
los docentes en cuanto al trabajo en Geometria en la escolaridad obligatoria,
Gutiérrez (2015) sostiene que ‘la reciente aparicion de diversos programas de
geometria dinamica 3-dimensional y el mayor uso de los ordenadores en los
centros de educacion primaria y educacion secundaria pueden ayudar a superar
los inconvenientes para ensenar geometria espacial’. (p. 54)

En el presente articulo se analiza el desempeno de los estudiantes en una
situacion problematica que forma parte de una secuencia didactica. El objetivo
de este problema es resignificar la definicién de poliedro regular a partir de la
construccion de poliedros no regulares que cumplan solo algunas de las con-
diciones exigidas por dicha definicion, mediante el uso del software de geometria
dindmica (en adelante SGD) GeoGebra.

Este tipo de figuras, denominadas en el presente articulo no ejemplos, son
aquellos casos raros denominados ‘monstruos” por Lakatos (1978), quien sos-
tiene que son figuras tridimensionales que no cumplen algun/os criterio/s de
los establecido/s en la definicion acordada. El uso de no ejemplos amplia el
conjunto de figuras disponibles de un concepto, en este caso de poliedro regular,
dado que en apariencia podria considerarse un ejemplo de esta familia, sin
embargo analizando detenidamente la definicion puede determinarse que no
es un miembro de la misma. Las preguntas que guian esta investigacion refieren
a si el trabajo con no ejemplos contribuye a una mejor integracion entre con-
cepto y figura y por lo tanto si ayuda a una mejor formacién del concepto figural
de poliedro regular.

Con respecto a lo mencionado se afirma que una figura geométrica puede
ser descripta como poseedora de propiedades intrinsecamente conceptuales, no
obstante una figura geometrica incluye ademas una imagen basada en la
experiencia sensitiva-sensorial, como la imagen de un dibujo y que el concepto
estd formado por la definicion y las propiedades que se derivan de ella. Se
apunta a que la figura considerada no sea una imagen cualquiera sino una
estructura controlada logicamente.

Para intentar lo anterior, se analiza lo acontecido durante el desarrollo de la
actividad planteada en el contexto del dictado de la materia Geometria Euclidea
Espacial, donde se utiliza GeoGebra de manera habitual para la construccion,
formulacion y validacion de conjeturas por parte de los estudiantes. Esta asig-
natura corresponde a tercer ano del profesorado en matematica de la
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Universidad Nacional del Litoral (UNL), de la ciudad de Santa Fe. En el problema
propuesto se pretende estudiar la formacion de conceptos figurales, en particular
el concepto de poliedro y, mas especificamente, el de poliedro regular.

En este sentido, se analizan las producciones de los estudiantes (reunidos
en grupos) teniendo en cuenta no solo sus registros escritos y protocolos de
construccion del software, sino también las grabaciones de audio y video y notas
del observador, correspondientes al trabajo en grupos y a la puesta en comun.

MARCO DE REFERENCIA

De acuerdo al objetivo planteado, se utilizan para el analisis dos aspectos: uno
referido a la formacion de conceptos geométricos y otro referido al aporte que
el uso de un SGD brinda en esta formacion.

En cuanto a la formacion de conceptos geométricos, se consideran los apor-
tes de Fischbein (1993) en lo que respecta a la construcciéon de concepto figural.
Se retoman los aportes de Vinnery Dreyfus (1989) y Tall (1989) en lo referido al
empleo de ejemplos y no ejemplos en la construcciéon del concepto. Y en lo que
se refiere particularmente a la formacion del concepto de poliedro regular se
apela a los aportes de Guillen Soler (1997).

Primeramente, Fischbein (1993) sostiene que una figura geométrica puede
ser descripta como poseedora de propiedades intrinsecamente conceptuales, no
obstante esta figura no es sélo un concepto, es una imagen visual. Posee una
propiedad que los conceptos usuales no tienen, pues incluye la representacion
mental de propiedades espaciales. Todas las figuras geométricas representan
constructos mentales que poseen simultaneamente propiedades conceptuales
y figurales. El término “concepto figural’, introducido por este autor, pretende
enfatizar el hecho de que tratamos con un tipo particular de entidades mentales
que no son reducibles ni a imagenes usuales ni a conceptos genuinos. La par-
ticularidad del concepto figural es que incluye la figura como propiedad intrin-
seca. Un concepto figural es un constructo mental caracterizado por todas las
propiedades de los conceptos (generalidad, esencialidad, abstraccion, idealidad),
pero que al mismo tiempo preserva propiedades figurales (forma, distancia,
posicién). En principio, la fusion entre figura y concepto deberia ser absoluta,
ésta es una situacion ideal que usualmente puede ser cumplida en la mente
entrenada del matematico. Sin embargo, Fischbein (1993) sostiene que la inter-
pretacion de la componente figural de una figura geomeétrica deberia quedar
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enteramente sometida a las restricciones formales. Esa idea no es siempre enten-
dida, y es frecuentemente olvidada por el estudiante. En general, se tiende a
olvidar la definicién bajo la presion de las restricciones figurales, esto representa
un obstaculo grave en el razonamiento geométrico.

Seguidamente, Vinnery Dreyfus (1989) expresan que, si bien las definiciones
son desarrolladas en clase, los alumnos no necesariamente las utilizan para
decidir si un objeto matematico dado es un ejemplo 0 no de un concepto. En la
mayoria de los casos deciden basandose en la imagen conceptual, que es el
conjunto de todas las figuras mentales (grafica, simbolica, etc) del estudiante
relacionadas con el nombre del concepto. junto con todas las propiedades que
lo caracterizan. Esta imagen es el resultado de sus experiencias con ejemplos y
no ejemplos del concepto. Asi, el conjunto de objetos matematicos considerados
por el estudiante como ejemplos del concepto no es necesariamente el mismo
que el conjunto de objetos matematicos determinados por la definicion. En este
caso, el accionar de los estudiantes podria diferir de lo que el docente espera.
Es importante entonces entender por qué difieren y para esto se estudian las
imagenes que los estudiantes poseen de los conceptos matematicos.

Asimismo, Tall (1989) afirma que muchas de las piezas de aparatos concretos
que se usan en la ensenanza de la matematica se focalizan mas en lo que el
concepto es y no en lo que no es. De esta manera, los no ejemplos de los con-
ceptos parecen tener poca relevancia. El autor expresa la importancia de la
manipulacion por parte del alumno de ejemplos y, en el caso de ser posible, de
no ejemplos de un concepto matematico especifico o de un sistema de conceptos
relacionados. Se requiere asi de un balance adecuado entre la variedad de
ejemplos y de no ejemplos propuestos para la formacion de una imagen cohe-
rente del concepto involucrado. Esto contribuye a que el estudiante gane expe-
riencias que le provean de una estructura cognitiva, la cual le permita construir
los conceptos mas abstractos.

Posteriormente, Guillén Soler (1997) sostiene que la imagen que se forma
de un concepto se basa en atributos criticos y no criticos. Estos ultimos se dan
por casualidad e influyen en reconocer ejemplos del concepto. Por este motivo,
resulta importante presentar variados ejemplos posibles ya que ‘la imagen que
uno se va formando de un concepto se afina, amplia y cambia a medida que se
va ampliando el mundo de ejemplos posibles”. (p.18)

En cuanto al aporte que un SGD brinda a la construccion de un concepto
geomeétrico, se considera a Sessa, Borsani, Cedron, Cicala, Di Rico y Duarte (2015)
y Gutiérrez y Jaime (2015).
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Sessa et al (2015) expresan que los SGD plantean nuevos horizontes posibles
para el trabajo en el aula de matematica y permiten pensar en tareas que sin
estas herramientas serian impensadas. Manifiestan que las intenciones didac-
ticas se modifican al verse enriquecidas por el uso del software. Sostienen que
las figuras dinamicas construidas en SGD representan modelos recortados de
los problemas en estudio. El trabajo del docente debe dejar en claro a los estu-
diantes que la construccion en el SGD no es suficiente para realizar determina-
das afirmaciones, sino que éstas deben estar apuntaladas por cierta racionalidad
matematica. Es intencion que los alumnos vayan “construyendo una mirada
critica sobre las respuestas del software, relacionandolas con los conocimientos
que tienen sobre los objetos matematicos que se ponen juego’”. (p.159)

Gutierrez y Jaime (2015) analizan el uso de software de geometria dindmica
tridimensional para la ensefianza de la geometria espacial. Afirman que la
aparicion de estos programas informaticos permiten que los estudiantes exploren
y experimenten mas activamente, junto a los materiales didacticos tradicionales,
en entornos de ensenanza mas interesantes que le permitan al alumno construir
nuevos conocimientos. Asi, puede contribuir a superar algunos inconvenientes
en la ensenanza de la geometria espacial que derivan de manejar las represen-
taciones en papel de cuerpos espaciales o de la escasez de material manipula-
tivo en algunos casos. Estos autores mencionan que las formas de ensefanza
0 aprendizaje en geometria dinamica plana no pueden extrapolarse a la geo-
metria espacial y, como consecuencia, resulta necesario que las manipulaciones
dinamicas (que ofrece el trabajo con el software) ayuden a eliminar imagenes
falsas, mejorar dibujos en papel de estructuras tridimensionales y a enriquecer
las imagenes conceptuales de los conceptos involucrados.

METODOLOGIA

La presente investigacion es cualitativa interactiva, ya que “consiste en un estudio
en profundidad mediante el empleo de técnicas cara a cara para recoger los
datos de la gente en sus escenarios naturales” (Mc Millan y Schumacher, 2005,
p.44). Se describe el contexto del estudio y las perspectivas de los informantes.
Asimismo, se trata ademas de una investigacion aplicada ya que “se centra en
un campo de practica habitual y se preocupa por el desarrollo y la aplicacion
del conocimiento obtenido en la investigacion sobre dicha practica” (p.23)
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Los sujetos de estudio de la investigacion son alumnos del profesorado en
matematica de la Facultad de Humanidades y Ciencias de la UNL que cursan
la catedra Geometria Euclidea Espacial (GEE), correspondiente al tercer afo de la
carrera. La eleccion de los sujetos de estudio se da al considerar el acceso que
los investigadores tienen a dicha catedra y, ademas, porque se tiene en cuenta
que estos estudiantes de profesorado realizan actividades (en el marco de la
catedra) que son de interés seguin los objetivos planteados para la investigacion.

El plan de catedra de la asignatura da cuenta de que, en el cursado, se utiliza
un apunte de catedra y, como complemento en algunos temas particulares, el
libro Geometria métrica, tomo | Fundamentos, de Puig Adam (1980). Ademas de
utilizar materiales manipulativos, se emplea el software GeoGebra, de cddigo
abierto y disponible de manera gratuita, que permite construcciones dinamicas
utilizando definiciones y propiedades geométricas en el plano y en el espacio.
El uso de este software en la materia es transversal, ya que esta incluido tanto
en las instancias de clases como en las de evaluacion. Se considera fundamental
para la elaboracion de conjeturas y pruebas de propiedades que posteriormente
son formalizadas con rigurosidad matematica. La elaboracion de conjeturas se
ve beneficiada por el aspecto dinamico que ofrece el software al posibilitar un
desplazamiento en la pantalla de elementos libres, este desplazamiento permite
visualizar una multiplicidad de figuras que cumplen las propiedades que son
consideradas para su construccion.

Respecto al tema “poliedros” en particular, puede observarse, en el material
de catedra, que los estudiantes definen superficie poliédrica céncava y convexa
y poliedro convexo, analizan distintas demostraciones del teorema de Euler y
definen poliedros eulerianos. A partir de esto demuestran que no seria posible
que existan mas de cinco poliedros que tengan sus caras iguales y que en cada
vértice concurra el mismo numero de ellas, en particular si esas caras son poli-
gonos regulares. De esta manera, concluyen que dichos poliedros son regulares;
definiendo poliedros regulares convexos. Contintan con transformaciones
geomeétricas y sus propiedades, lo que les permite trabajar con las relaciones de
paralelismo y perpendicularidad. Definen familias de poliedros particulares y
prueban propiedades de las mismas (prisma, piramide, tronco de piramide),
estudian ademas los cuerpos redondos (cilindro, cono, tronco de cono y esfera)
y el caso particular de la geometria en la superficie esférica. Prueban luego la
existencia de los cinco poliedros regulares a partir de lo planteado en el texto
de Puig Adam (1980), construyendo cada uno de ellos en funcion de las defini-
ciones y propiedades disponibles. Por tltimo, trabajan una unidad sobre medida,
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en la que obtienen las formulas que permiten el calculo de area y volumen de
los poliedros y cuerpos redondos estudiados en la catedra.

La situacion problematica involucrada en el presente trabajo, que se explicita
mas adelante, es abordada por los estudiantes en el marco de un taller obliga-
torio con el uso de GeoGebra que se propone en la misma catedra.

Los estudiantes trabajan, en una primera instancia, en grupos de dos para
la resolucion del problema y, en una segunda instancia, socializan a la clase
sus producciones.

La técnica que se emplea para el registro de datos es la observacion parti-
cipante. El investigador tiene una participacion activa, apela a la escritura de
extensas notas de campo durante la implementacion de las actividades para
documentar lo que acontece en el desarrollo de las tareas: interacciones, inter-
venciones, acciones y otros tipos de aportes de todos los participantes. Ademas
de estos registros escritos se incluyen las grabaciones de audio y video de las
clases en las que se efectuan las tareas, los archivos que producen los alumnos
con el software y sus registros escritos mientras resuelven la actividad. Vale
aclarar que los estudiantes participantes dan su consentimiento para que su
trabajo sea grabado y filmado, y para que el material recogido sea utilizado para
difundir los resultados del proyecto de investigacion.

En seguida, se realiza un andlisis cualitativo de los datos que tiene como
proposito comprender el contexto que los rodea y describir las experiencias de
los estudiantes, relacionando los resultados de dicho analisis con el marco
teorico elegido.

DESARROLLO DE LA EXPERIENCIA

El problema presentado forma parte de una secuencia didactica que tiene
como objetivo resignificar la definicion de poliedro regular a partir de la cons-
truccion de poliedros no regulares que cumplan solo algunas de las condicio-
nes exigidas por la definicion, con el uso de software de geometria dinamica.
Esta secuencia forma parte de un trabajo de investigacion mas amplio que
tiene como objetivo analizar si los estudiantes tienen construido el concepto
figural de poliedro.
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PROPUESTA DE TRABAIO

Considerando que la situacion problematica, que se presenta en este articulo,
aborda el concepto de poliedro regular, se tienen en cuenta los aportes de Gui-
[lén Soler (1997) quien hace una clasificacion de poliedros regulares y no regu-
lares atendiendo a las caracteristicas de la definicion. En este sentido, se propone
una clasificacion con las caracteristicas de los poliedros involucrados en los
problemas que se plantean en el taller.

En esta asignatura se consideran poliedros regulares convexos, aquellos
cuyas caras son poligonos regulares iguales y en cuyos vértices concurren el
mismo numero de ellas. En las actividades presentadas en el taller se proponen
construcciones de poliedros que cumplen sélo dos de estas tres condiciones, por
lo que no son regulares. Se realiza una categorizacion de poliedros a los efectos
de analizar los tipos de no ejemplos que podrian proponerse. Se considera no
ejemplo de un poliedro regular a un poliedro que cumple una o dos de las tres
condiciones exigidas por la definicion de poliedro regular pero no las tres.

A continuacion se presenta la categorizacion que tiene en cuenta solamente
aquellos poliedros que surgen de cumplir unicamente dos condiciones exigidas
para la regularidad, dado que corresponde al problema involucrado en este
articulo. Las condiciones exigidas son:

X: Sus caras son poligonos regulares.

Y: Sus caras son poligonos iguales.

/: En cada vértice concurren el mismo nimero de caras.

Tipo X Y VA Denominacion
1 Si No Si No regular Tipo 1
2 Si Si No No regular Tipo 2
3 No Si Si No regular Tipo 3

Figura 1. Posibles poliedros

Los problemas de la secuencia plantean una reflexién acerca de las condiciones
que debe cumplir un poliedro para ser regular, esto contribuye a que se gene-
ralice el objeto mental de esta determinada familia de sélidos. Asi, “se pretende
que los estudiantes incluyan en el objeto mental correspondiente todos los
ejemplos de la familia de sélidos, en diferentes posiciones, junto con propiedades
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de la familia y relaciones de sus elementos o con ejemplos de otras familias”.
(Guillén Soler, 2000, p.50)

El problema presentado se relaciona con la existencia y construccion de
poliedros no regulares de los denominados tipo 2.

Consigna del problema
Construir, si es posible, un poliedro no regular de modo que todas sus caras sean triangulos
equilateros iguales.
a) Sino es posible, justifica la no existencia.
b) Si es posible:
i. Indica qué condiciones son necesarias para construirlo?
ii. Analiza si el poliedro es unico.
iii. Justifica por qué el poliedro obtenido no es regular.

ANALISIS DE LO REALIZADO POR LOS ESTUDIANTES:

A continuacion se expone y se transcribe lo realizado por los seis estudiantes que
cursan la asignatura, quienes se retinen en grupos de dos integrantes para resolver
el problema, y que posteriormente socializan sus producciones al grupo clase.

Se aclara que los fragmentos de dialogos textuales* que se expresan estan
representados utilizando para cada estudiante la primer letra de su nombre y
para el docente utilizando la letra P.

GrupoDy A

Los estudiantes leen la consigna y recurren al docente para comentar su inter-
pretacion. Acuden a la definicion de poliedro regular, determinando la condicion
que no debe cumplir segun la consigna.

> En el desarrollo de la asignatura se plantean habitualmente problemas de construcciones con el
objetivo de problematizar y potenciar los objetos matematicos involucrados. Se parte del supuesto de que
bajo ciertas condiciones las construcciones con elementos cldsicos de geometria o software de Geometria
Dinamica permiten explorar, identificar, conjeturar y validar propiedades de dichos objetos geométricos. La
secuencia en la que se enmarca el problema exige el uso del SGD GeoGebra.

* La forma lingtistica empleada es la variedad dialectal del espaol rioplatense.
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A: - Un poliedro no regular de modo que sus caras sean ftridngulos equildteros
iguales. Para que un poliedro sea no reqular no se tiene que cumplir una de estas
dos condiciones: que sus caras sean poligonos requlares iguales, eso si o si pasa
porque son tridngulos equildteros iguales. Y la otra, en sus veértices concurren el
mismo numero de aristas. Deberia no cumplirse esta condicion.

Comienzan pensando en la modificacién de un tetraedro regular para que
no se cumpla la condicion que en cada vértice concurran el mismo niimero
de caras. Piensan en agregar triangulos equilateros de modo que en el
vertice que estan considerando concurran mas de tres aristas, lo cual les
parece imposible en un comienzo. Se posicionan en un vértice de un tetrae-
dro regular e intentan abrir el triedro de manera tal que se agreguen mas caras
(fig. 2). Asi pretenden construir una piramide cuyas caras sean triangulos equi-
lateros iguales pero encuentran que no es posible de esta manera que la base
sea un triangulo. El problema es que esta cara no les permite cerrar la figura
tridimensional que estan construyendo y por tanto no quedaria determinado un
poliedro. Esto evidencia que los alumnos tienen construida una imagen de
poliedro como figura tridimensional cerrada.

A: - Lo que yo pienso no se puede, es decir, no nos entra en la cabeza. Vos tenés
un tridngulo equildtero abajo y lo pensamos como un tetraedro regular. Tenés la
cara asi y si lo abrimos para meterle mds caras, éste que estd asi.> acd tiene que
entrar otro tridngulo equildtero, y acd otro.. porque todas las caras tienen que ser
triangulos equildteros iguales.

Figura 2. Triedro considerado

> Se posicionan en un triedro del tetraedro.
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Los alumnos descartan este procedimiento. Retoman nuevamente el tetraedro
regular y realizan una simetria central respecto de uno de sus vértices. En la
figura obtenida intentan nuevamente abrir los triedros opuestos por el vértice
para agregar triangulos, pero se dan cuenta que esto no los conduce a una
construccion que cumpla las condiciones solicitadas en la consigna. Luego
recurren a otro concepto trabajado en la asignatura que es el Teorema de Euler.
Como este teorema es valido para todos los poliedros convexos, no solo para
los regulares, lo descartan. Se evidencia que no logran, en un comienzo, des-
prenderse de la imagen del tetraedro regular y esto les impide visualizar una
construccion que cumpla la consigna. Contintan debatiendo, pero siempre con-
siderando la posibilidad de agregar mas caras que concurran en un vértice de
un tetraedro regular para negar la condicion que en todos los vértices concurran
el mismo numero de caras.

Iniciada la puesta en comun, uno de los integrantes del grupo continua
trabajando con el software y logra una construccion correcta, que explica pos-
teriormente al resto de la clase. En ningin momento debate con su companera
acerca del poliedro construido, que es una bipiramide® Se evidencia que siempre
piensan en el tetraedro regular, primero, en agregarle caras y luego en “acoplarle”
(término utilizado por el alumno) otro tetraedro regular, unido por una cara.

Figura 3. Puesta en comun Grupo Dy A

® “Las bipiramides son las formas que se obtienen cuando se juntan dos piramides de bases iguales,
de manera que ajusten completamente sus bases’(Guillén Soler, 1997: 18)
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Luego justifica utilizando propiedades geométricas como obtendria, a partir
de un tetraedro reqgular, la bipiramide.

Se considera que la construccién del poliedro obtenido puede estar influen-
ciada por la demostracion realizada para probar la existencia del octaedro regu-
lar en la que se parte de dos piramides cuadradas unidas por la base.

El alumno, en la puesta en comun, primero expone como le quedo el poliedro
y después fundamenta como hace para obtenerlo. Expresa que obtuvo el polie-
dro que cumple las condiciones pedidas de la siguiente manera:

A: - Partimos de un letraedro regular, usamos el comando de tetraedro reqular y lo
que hicimos fue acoplarle el mismo pero le aplicamos una simetria especular res-
pecto del plano que contiene a la base. Nos quedd este poliedro. En este Vértice
concurren las tres aristas del primer tetraedro, y en éste.. uno, dos, tres, cuatro. Esta
formado por tridngulos equildteros como lo pedia el enunciado pero no es un polie-
dro regular convexo.

D: - Ah, parece un octaedro, solo que tiene tres caras arriba y tres abajo.

En la puesta en comun, cuando el alumno explica, se evidencia que la imagen
que tiene de poliedro regular pareciera estar controlada por la definicion, dado
que siempre contrapone la imagen y la definicion. Por esto, logra descartar las
primeras imagenes de poliedros que trabaja agregando caras a los triedros cuyos
vértices coinciden con los vértices del tetraedro regular porque siempre compara
la imagen obtenida con su imagen de poliedro como figura cerrada.

La asociacion entre la imagen del octaedro, la definicién de poliedro regular
y lo solicitado por la consigna permite que encuentre este poliedro (bipiramide)
que surge de “acoplar’ dos tetraedros regulares.
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Figura 4. Protocolo de construccion de bipiramide

Si bien el estudiante pone en valor su imagen de poliedro para la construccion
y para la justificacién del poliedro obtenido que cumple las condiciones solici-
tadas en el problema, en la puesta en comun hace referencia a la definicion y
a la figura logrando una buena fusion entre ambas.

Vale aclarar que no hace referencia a la problematica de la unicidad en sus
conclusiones ni reflexiona expresamente sobre las condiciones necesarias para
la construccion. Esto puede deberse a que la construccién de la bipiramide la
realiza uno de los estudiantes del grupo minutos antes de su exposicion.

GrupoTy M

Las alumnas comienzan a pensar en el posible poliedro no regular tipo 2 (XY,
no Z) haciendo referencia a la definicién de poliedro convexo.

M: - El poliedro reqular es el que deja a las otras caras en el mismo semiespacio.

En la catedra, se trabaja la definicion de poliedro regular convexo, y es tal vez
por esta razon que las alumnas parecieran estar considerando la condicion de
convexidad de un poliedro para abordar el problema.

Contintian dialogando acerca de una posible construccion, recurriendo al
tetraedro regular y analizando como modificarlo para que no se cumpla la
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condicién que en cada vértice concurra el mismo numero de caras. A esta cons-
truccién la llaman ‘reloj de arena’”.

M: - Podrias hacer la pirdmide, o sea el tetraedro de tridngulos equildteros, y el
opuesto también. iViste como el reloj de arena? Es un no reqular y todas sus caras
son triadngulos.

T-- ¢Por qué es un no regular?

T: - Porque en un vértice, el del medio® no van tres caras, van muchas mds.

Las alumnas construyen el tetraedro regular siguiendo los mismos pasos que
hicieron en clases anteriores para probar la existencia de dicho poliedro tal como
se observa en el protocolo de construccion.
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Figura 5. Protocolo de construccion tetraedro regular

Las estudiantes intercambian ideas acerca de qué simetria utilizar para obtener
el poliedro cuya imagen es la que se asemeja a un ‘reloj de arena’. Aseguran
que cumple la condicion pedida aceptando que la figura construida es un

7 Se refieren a dos tetraedros que tienen en comun sélo un vértice.
¢ Se refiere al vértice compartido por los dos angulos triedros.
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poliedro y retoman la definicion de poliedro regular para justificar su
afirmacion.

T: - No es regular.

M: - éPor qué sabemos que no es regular?

T: - Porque en el vértice H concurren 6 caras y en los demds sélo 3. ademds..poliedros
requlares son aquellos cuyas caras son poligonos regulares iguales y en cuyos
vértices concurren el mismo numero de ellas.

M: - Entonces, éNo es regular, 0 no es convexo?

T: - iDénde estaba la definicién de poliedro regular? Porque ésta es la de poliedro
regular convexo.

Las estudiantes preguntan al docente acerca de la definicién de poliedro regular.
Se analiza que el tetraedro regular siempre es convexo.

Las alumnas centran la discusion en la concavidad o convexidad de la figura
tridimensional obtenida. Si bien la figura construida no se corresponde con las
imagenes habituales de poliedro, las estudiantes no se cuestionan en ningun
momento si la misma cumple las condiciones exigidas por las definiciones
consideradas en la catedra.’

A'lo largo de la escolaridad, en general, se presentan ejemplos estereotipados
de poliedros contando en escasas o en ninguna ocasion con no ejemplos. En
particular, los poliedros con los que se trabajan suelen ser convexos.

La construccion que realizan se corresponde con uno de los monstruos que
menciona Lakatos (1978) que estd constituido por dos “gemelos” conectados por
un vértice. Utilizaremos este término en el texto para referirnos a esta figura
tridimensional al trabajar en la puesta en comun.

° Llamaremos superficie poliédrica al conjunto de un ntimero finito de poligonos, llamados caras de la
superficie, que cumplan las siguientes condiciones: Cada lado de una cara pertenece también a otra y solo
otra (caras contiguas); y dos caras contiguas estan en distinto plano. La superficie se llama convexa si
ademas se cumple que el plano de cada cara deja en un mismo semiespacio a las demas.

Llamaremos poliedro convexo al conjunto de los puntos comunes a todos estos semiespacios. Los
vértices y lados de las caras se llaman vértices y aristas del poliedro. (Mantica y Gétte, 2017)
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Figura 6. ‘Gemelos” conectados por un vertice

Una vez construida una figura que consideran solucion del problema, comien-
zan a analizar si esa construccion es o no unica. Para esto, deciden efectuar
otra construccion. Esto puede tener que ver con lo realizado para probar la
existencia de los poliedros regulares, los cuales fueron construidos con este
proposito.

T: - éQuerés que lo construyamos?
M: - S total lo hacemos como lo hicimos hoy, para mostrar.
T: - Entonces en vez de trazar una perpendicular trazd una chanfleada.'®

Con esas consideraciones realizan una nueva construccion que se expone a
continuacion. Vale aclarar que si bien la idea es correcta, en los procedimientos

empleados no tienen en cuenta para uno de los tetraedros que sus caras sean
triangulos equilateros.

10" Se refieren a una recta que pase por H no perpendicular al plano que contiene al triangulo GAB.
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Figura 7. Variacion de los “gemelos” conectados por un vértice

A continuacion, reflexionan sobre la existencia de otro poliedro que cumpla las
condiciones establecidas. Piensan en el tetraedro, y a partir de él, qué construc-
cion podrian realizar de modo que en un vértice concurran mas de tres caras.
Plantean que los tetraedros podrian estar unidos por una arista, de modo que
en la misma concurran mas de dos caras. Si bien no lo construyen en GeoGebra,
realizan un dibujo en la hoja que se corresponde con la figura que Lakatos
llama “‘gemelos” conectados por una arista, nombre que utilizaremos para nom-
brar esta figura tridimensional.

M: - Yo podria decir que en una arista concurran mds de dos caras. Porque en vez
de hacerlo por el vértice podria haberlo hecho por la arista. En un vértice vuelven a
concurrir mds de tres caras.

Figura 8. “Gemelos" conectados por una arista
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La construccién no cumple la condicion que cada lado de una cara pertenece
a otra y so6lo a otra siendo estas caras contiguas porque en el caso representado
algunas caras comparten un lado con mas de una cara.

Las estudiantes contintian su debate, planteando que una arista puede ser
compartida por mas de dos caras. Recurren a la definicion de superficie polié-
drica y de poliedro convexo en la que se expresa que cada lado de una cara
pertenece a otra y sélo a otra. No obstante, después de leer la definicion conti-
nuan sosteniendo que una arista puede ser compartida por mas de dos caras.

Lo expresado anteriormente puede verse en su conclusion escrita en la cual
se evidencia la posibilidad de construccion de los dos tipos de ‘gemelos” aunque
uno no sea construido en GeoGebra. (fig. 9)

Se puede apreciar que las estudiantes Ty M no poseen el concepto figural
de poliedro que segun Fischbein (1993) constituye la integracion entre imagen
y concepto. Las estudiantes no reflexionan acerca de esta construccion teniendo
en cuenta la definicién de poliedro y las imagenes relacionadas con las que
habitualmente se encuentran.

Luego de estas construcciones, vuelven a considerar la posibilidad de otra
solucion para la consigna, en este caso, realizan una bipiramide. Lo hacen
teniendo en cuenta el simétrico de un vértice del tetraedro regular respecto del
plano que contiene a la cara del mismo que no contiene a dicho vertice.

Manifiestan que esta construccion surge de lo realizado en la prueba de la
existencia del octaedro regular.
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Figura 9. Conclusion escrita Grupo Ty M
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En la puesta en comun expresan haber encontrado mas de una solucion al
problema. Comienzan presentando los ‘gemelos”: los conectados por un vértice
y los conectados por una arista. En este caso el docente cuestiona si estas figuras
tridimensionales son o no poliedros. Para esto recurre a la definicion de super-
ficie poliédrica (dado que solo se define poliedro convexo) lo que propicia un
momento de debate y reflexion por parte de los alumnos. El estudiante A expresa
que en los gemelos por la arista no se cumple la condicién que cada lado de
una cara pertenece a otra y sélo a otra, y por esta razon estos gemelos no se
corresponden con la definicién. Si bien es el estudiante A quien expresa por qué
la figura 8 no es poliedro, luego de su intervencion, el resto de la clase acuerda
con que esta figura no es un poliedro.

En este caso la figura realizada por los estudiantes se corresponde con lo
que han definido como superficie poliédrica no convexa, sin embargo la discu-
sion no se centra en las definiciones que disponen de superficie poliédrica y
poliedro convexo. Ello podria llevarlos a la busqueda de una definicion de
poliedro, que incluya a poliedros no convexos. Esta discusion genera que la
catedra revise y reelabore las definiciones disponibles. Se establecen las siguien-
tes definiciones:

‘Llamaremos superficie poliédrica al conjunto de un numero finito de poli-
gonos, llamados caras de la superficie, que cumplan las siguientes
condiciones:

Cada lado de una cara pertenece también a otra y solo otra. Ambas caras

se llaman contiguas.

* Dos caras contiguas estan en distinto plano.

* Dos caras no contiguas pueden unirse por una sucesion de caras
contiguas.

* Dos caras no contiguas no pueden tener mas punto comun que un veértice

y si lo tienen deben pertenecer ambas a un mismo angulo poliedro.

La superficie poliédrica se llama convexa si ademdas de las condiciones de la
definicion anterior se cumple que el plano de cada cara deja en un mismo
semiespacio a las demas.

Llamaremos poliedro al conjunto de los puntos de la superficie poliédrica y
los interiores a la misma. Los vértices y lados de las caras se llaman vértices y
aristas del poliedro.
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Si'la superficie que determina al poliedro es convexa el poliedro se llama con-
vexo. De lo contrario lo denominaremos poliedro concavo”. (Mantica y Gétte, 2018)

Las definiciones que se revisan atienden por un lado a descartar a los
‘gemelos por un vertice” que no se corresponden, en general, con las imagenes
usuales de poliedros. Para esto se introducen mas requisitos en la definicion de
superficie poliédrica. Por otro lado, para subsanar el “agujero” que ocasionan las
definiciones empleadas anteriormente que solo contemplan a los poliedros con-
vexos, se incorpora la definicién de poliedro. Una cuestion a destacar es que las
reflexiones de los estudiantes llevan a la revision del material tedrico utilizado
por la catedra.

Grupo Gy C

Este grupo, para resolver la consigna, recurre a la imagen visual que tiene de
prisma, que es una imagen estereotipada. Consideran un prisma apoyado sobre
una de sus bases utilizando las expresiones “arriba” y “abajo” para referirse a las
mismas. Manifiestan que el prisma al igual que el tetraedro es un poliedro.
Recurren a poliedros conocidos y a partir de ellos obtienen otro que cumpla la
consigna.

G: - Un poliedro no regular.. ¢Un tetraedro es un poliedro?
C- Los que son asi iguales arriba y abajo {Cémo se llaman?
G: - Prismas, que también es un poliedro..

Analizan que para que un poliedro sea regular debe cumplir solamente la con-
dicion que las caras sean poligonos regulares iguales. No recurren al material
tedrico de modo de considerar la definicion donde se establecen todas las
condiciones. No conciben en un principio la posibilidad de construir el poliedro
que pide la consigna.

C: - El tema es que dice que las caras sean tridngulos equildteros iguales, éste es
un triangulo, éste también tiene que ser un tridngulo..

G: - Pero no es posible que no sea reqgular, si sus caras son tridngulos equildateros
iguales..
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Consideran la posibilidad que se pueda partir de un prisma para obtener el
poliedro. Nuevamente utilizan la imagen visual que tienen de prisma pero en
ningiin momento hacen referencia a su definicion.

C: - Por eso no se puede, ponele que vos tenés en esta cara un tridngulo equildtero.
Aunque podria ser un prisma..

G: - No, porque tienen que ser todas sus caras iguales, y van a ser tridngulos. No, un
prisma no me parece. Si es un prisma vas a tener cuadrados, rectdngulos, como caras.

Vuelven a leer la consigna y se centran en el punto en el cual se cuestionan si
la construccion es Unica y recurren a otra familia de poliedros trabajados: pira-
mide. Pareciera que el trabajo con las familias de prismas y piramides influye
en el conjunto de imagenes disponibles de poliedro limitando ejemplos que no
pertenezcan a estas familias.

C: - Y'si yo hago tipo un tetraedro, me queda un tetraedro reqular que es lo que no
quiere. y otra cosa..si, dice aparte analizar si el poliedro es unico..

G: - ¢Qué otro poliedro puede ser?

C: - Prisma...

Trabajan con el software y descubren la herramienta Desarrollo. Comienzan a
indagar sobre desarrollos planos de poliedros de facil construccion en el
software.

G: - Te estd diciendo caras iguales..

C: - Tenemos poliedros, pueden ser una pirdmide o un prisma, nada mds.

G: - Mird este desarrollo.!!

C - Aver.

G: - Pero no sé lo que tengo que hacer.. iAh! yo dibujo el poliedro y me hace el
desarrollo..

Vuelven a considerar el poliedro regular sin recurrir a la definicion, por tanto,
tienen la imagen de los cinco poliedros regulares y consideran que negar la
regularidad equivale a que las caras no sean iguales.

11 Se refiere al desarrollo plano en el software de algun poliedro.
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C: - Pero no te puede decir en la consigna que no se puede..poliedro no regular..
sus caras no son iguales.. y acd dice que las caras sean iguales...

G: - Si un poliedro va a tener tridngulos equildteros.. todos iguales, ponele no me
importa cudntos sean, pero tienen que ser iguales.

Descartan el tetraedro y contintian recurriendo a otros poliedros regulares cuyas
caras son triangulos equilateros, con la intencién de obtener el poliedro
solicitado.

G: - éCudl es el poliedro que tiene una pirdmide arriba y abajo?

C: - El icosaedro creo que es.

G: - ¢Es reqgular? Si, es un poliedro convexo regular.

C - Yo digo éste.’’.

G: - Ah, el octaedro..

C-iAh! porque las caras son tridngulos, y ésta del medio no es una cara, el
cuadrado.

Puede decirse que vuelven constantemente a sus imagenes de poliedros regu-
lares pero desde una vision global de las mismas considerando sélo forma y
regularidad de las caras. No tienen en cuenta que en el texto disponible esta la
definicion de poliedro regular que les permitiria hacer visible la condicion que
no estan considerando: en cada vértice de un poliedro regular concurre el mismo
numero de caras.

G: - Nosotros queremos que las caras sean tridngulos equildteros iguales y que sea
un poliedro no regular.

C: - éPero no es que cuando un poliedro tiene todas las caras iguales es reqular?
G: - Pero capaz son equildteros no todos iguales..

C: - Pero acd te dice equildteros iguales.

Las alumnas continuan debatiendo haciendo referencia a los cinco poliedros
regulares, en particular a los poligonos que forman sus caras.

Recurren a la definicién de poliedro regular por una sugerencia de la docente
luego de haber transcurrido aproximadamente diez minutos de debatir acerca
de la posibilidad de solucion del problema.

12 Se refiere a una imagen del material tedrico.
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P- ¢Qué dice la definicion de poliedro regular? Porque la semana pasada hicimos
las construcciones..

La componente figural que las alumnas tienen de poliedro regular es para ellas
suficiente y por tanto no sienten la necesidad de acudir a la definicion. Pareceria
ser un impedimento para lograr una adecuada fusion entre la imagen vy la
definicién de poliedro regular que les permita pensar en poliedros que no cum-
plen alguna de las condiciones exigidas en la definicion. La imagen visual que
tienen de poliedro regular es tan resistente y estereotipada que condiciona un
analisis minucioso de la definicion y por tanto el concepto figural que logran es
incorrecto.

Luego de leer la definicion por la sugerencia de la docente, inmediatamente
encuentran una imagen de un poliedro que cumple la condicién solicitada en
el problema y realizan la construccion del mismo en el software sin mayores
inconvenientes.

Las alumnas consideran una piramide triangular cuyas caras son triangulos
equilateros iguales y en cuyos vértices concurren tres caras, es decir, un tetraedro
regular. No obstante, no utilizan en el software la herramienta Tetraedro. Cons-
truyen la piramide triangular empleando el mismo meétodo que utilizaron la clase
anterior para probar la existencia del tetraedro regular. Luego utilizan una esfera
para determinar los dos vértices faltantes (fig. 10).

En la puesta en comun, presentan su construccion explicando los procedi-
mientos empleados y justifican por qué cumple con lo exigido por la consigna.
Manifiestan no haber analizado la condicion de unicidad por falta de tiempo.

BRectal Recague
pasiporn

Figura 10. Construccion de bipiramide
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DISCUSION Y CONCLUSIONES

El objetivo del problema de este trabajo es resignificar la definicion de poliedro
regular a partir de la construccion de poliedros no regulares que cumplan sélo
algunas de las condiciones exigidas por la definicion con el uso de GeoGebra. En
el analisis se tienen en cuenta dos aspectos, por un lado, la formacién de los
conceptos geométricos de los estudiantes considerando la fusién que existe entre
la figura y la definicién del concepto de poliedro regular se hace hincapié espe-
cialmente en el uso de no ejemplos; y por otro lado, el uso de un software dinamico
en la construccion de dicho concepto. A continuacién se expresan algunas reflexio-
nes teniendo en cuenta el objetivo y aspectos considerados para el andlisis.

RESPECTO A LA RELACION IMAGEN, DEFINICION Y CONCEPTO FIGURAL

En algunos estudiantes se evidencia una dificultad en la construccion del concepto
figural de poliedro que es previo al de poliedro regular. Se observa que los estu-
diantes no tienden a recurrir a las definiciones disponibles para construir las
figuras tridimensionales solicitadas. Si bien las construcciones realizadas no son
las que habitualmente encuentran en los textos y actividades usuales, es llamativo
que los estudiantes no se cuestionen si éstas son o no poliedros. Esto podria
deberse a que soélo disponen de la definicion de poliedro convexo, no obstante,
podrian recurrir a la definicion de superficie poliédrica que si se da en general.

La construccion de los “gemelos’ conectados por un vértice que realiza el
grupo Ty M es relacionada con un elemento conocido por ellas, que es el “reloj
de arena’. Esto representa una superficie poliédrica de acuerdo a la definicion
acordada por la catedra, sin embargo, las estudiantes no recurren a la definicion
y esto se evidencia en la construccion de los “gemelos” conectados por una arista,
figura que no cumple con la definicién de superficie poliédrica. Fischbein (1993)
sostiene que algunos errores en el razonamiento geometrico que tienen los estu-
diantes, pueden explicarse con la falta de congruencia entre el aspecto conceptual
y figural de los conceptos figurales, en este caso relacionado al concepto de
superficie poliédrica.

Por lo tanto, se considera que el hacer hincapié en poliedros convexos podria
limitar el conjunto de imagenes con las que interactéan los estudiantes, influ-
yendo en el concepto figural de poliedro construido lo que representa una
limitacion para la resolucion del problema.
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La estructura figural que poseen los estudiantes del grupo Ty M de poliedro
domina la dinamica del razonamiento ya que pareciera que éste ultimo no esta
controlado por las restricciones formales que impone la definicion. Se destaca
que los alumnos cuentan con el apunte de catedra en el que tienen disponibles
las definiciones lo que les permitiria revisar si las construcciones cumplen con las
condiciones exigidas por éstas.

A los estudiantes del grupo G y C no les es posible, en un principio, pensar
en una imagen que cumpla solo alguna de las condiciones que establece la
definicion de poliedro regular ya que sostienen que si las caras son poligonos
regulares iguales sélo es posible que el poliedro sea regular. Luego de la inter-
vencion del docente, estos estudiantes comienzan a considerar la definicion lo
que les permite realizar una construccion adecuada.

Fischbein (1993) sostiene que los conceptos geométricos no son reducibles
a una definicion puramente formal sino que el concepto es una imagen ente-
ramente controlada por una definicion y sin este tipo de imagenes espaciales,
la geometria no existiria como una rama de las matematicas. En la resolucion
presentada por el estudiante A, pareciera que existe una buena fusion entre la
definicion y la imagen evidenciando una conveniente construccion del concepto
figural de poliedro regular.

Los estudiantes, en general, recurren a las imagenes que tienen de poliedro
regulary parten de ellas para intentar la construccion de un nuevo poliedro que
no cumpla una de las condiciones exigidas por la definicion de poliedro regular,
en este caso que en cada vertice concurran el mismo nimero de caras.

RESPECTO DEL ANALISIS DE LA CONSTRUCCION (CONDICIONES NECESARIAS
Y UNICIDAD)

Se aprecia que los estudiantes no realizan una busqueda sistematica basada
en las propiedades que deben cumplir los dngulos poliedros de las figuras
solicitadas. Esto consiste en analizar las posibilidades de que en un vértice
concurran tres, cuatro y cinco triangulos equilateros. Los estudiantes consideran
el caso de tres triangulos equilateros y descartan el de cuatro (dado que en ese
caso es siempre regular) pero no tienen en cuenta el de cinco que les permitiria
pensar en otra solucion: una bipiramide formada por dos piramides
pentagonales.
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No logran, en ninguno de los tres grupos, realizar un analisis previo a la
construccion acerca de las condiciones que son necesarias para su existencia,
lo que se solicita en el punto i) de la consigna.

En referencia al analisis de la unicidad del poliedro que cumpla las
condiciones solicitadas, el grupo Ay D no lo tiene en cuenta. El grupo Ty
M lo considera particularmente y construye, empleando el SGD, figuras que
cumplen con lo solicitado y consideran otra que no cumple con los solicitado
aunque no la construyen. El grupo G y C, una vez obtenida una figura que
cumpla la condicion pedida, a su criterio, no consideran otra posibilidad.

RESPECTO A LA UTILIZACION DEL SOFTWARE EN LA ELABORACION DE CONJETURAS

Se remarca que los estudiantes emplean el software en la construccion del
concepto figural de poliedro regular durante el cursado de la materia elaborando
conjeturas a partir de su uso realizando pruebas informales mediante las pro-
piedades utilizadas en las construcciones y haciendo uso del desplazamiento
de objetos libres para validar o invalidar conjeturas, previo a las demostraciones
formales.

En este problema en particular, todos los grupos utilizan un criterio visual
para justificar que la figura obtenida tiene las caracteristicas solicitadas en el
problema empleando la herramienta Rota vista grdfica 3D. Esto les permite a
los alumnos explorar las particularidades de la figura tridimensional construida
analizandola desde distintos puntos de vista, por ejemplo, pueden determinar
la cantidad de caras que concurren en un vértice, entre otras condiciones.

Con un solo comando pueden construir el tetraedro regular y luego utilizan
en un caso simetria central (grupo Ty M) y en otro simetria especular (grupo D
y A). Esto permitiria validar la construccion utilizando propiedades de una mane-
ra muy sencilla, ya que pueden asegurar la igualdad de las caras y que el
tetraedro obtenido por estas simetrias es igual al tetraedro dado aunque no se
evidencia en los estudiantes participantes que lo hayan realizado. El grupo Gy
C sin embargo, no utiliza la herramienta Tetraedro, lo construyen a partir de
herramientas disponibles basadas en la definicion de dicho poliedro regulary
propiedades geométricas.

Gutiérrez y Jaime (2015) refieren a estudios cuyos resultados expresan que
el uso del software permite a través de las construcciones mejorar la capacidad
de visualizacion e intuicion no solo centrando la atencion en los aspectos
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visuales sino en las propiedades matematicas involucradas. Las herramientas
que ofrece el software brindan aspectos que favorecen la elaboracion de argu-
mentos que justifiquen los procedimientos de resolucién lo que superarfa incon-
sistencias entre los criterios utilizados en la resolucion y aquellos que son
verbalizados dado que al utilizar una herramienta determinada del software
queda expuesta la propiedad y concepto involucrados. Podria decirse que la
igualdad de los tetraedros que conforman las figuras tridimensionales construidas
(‘gemelos” por un vértice y bipiramide) es tan evidente para los estudiantes que
no consideran la necesidad de justificarla. Como sostiene Sessa et al (2015) es
trabajo del docente poner de manifiesto que las construcciones con el SGD requie-
ren de cierta racionalidad matematica que permita validar las conclusiones
obtenidas.

El uso del software contribuye a la formacién de imagenes dinamicas lo
que enriquece la formacion del concepto figural. Gutiérrez y Jaime (2015)
sostienen que

La problematica derivada de la pobreza de las imagenes conceptuales es especial-
mente importante en geometria espacial. En la actualidad, el uso de programas de
geometria dindmica 3-dimensional puede ser un complemento a los materiales
manipulativos y a las representaciones estaticas en los libros de texto que ayude a
los estudiantes a crear imagenes mentales adecuadas. (p. 59)

El uso del software seguin Gutiérrez y Jaime (2015) empleado de manera siste-
matica influye positivamente en el desarrollo de una correcta fusién entre la
imagen y la definicion.

RESPECTO AL USO DE NO EJEMPLOS DE UN CONCEPTO

El problema apunta a trabajar con no ejemplos de poliedro reqular, en este caso,
con poliedros que cumplan dos de las condiciones exigidas por su definicion.
Con esto se espera que los estudiantes valoricen las tres condiciones que deben
cumplirse necesariamente para que el poliedro sea reqular (caras poligonos
regulares iguales y en cada vértice concurren el mismo nimero de caras).

Si bien no se pretende generalizar resultados, lo analizado invita a una
reflexion acerca del trabajo que se realiza con determinados conceptos geomeé-
tricos, en este caso particular, el de poliedro regular. Cuando se intenta que el
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alumno construya un concepto figural seria interesante, ademas de hacer hin-
capié en la definicion, presentar diversas imagenes del mismo tratando de que
estén exentas de posiciones y formas estereotipadas. Como sostiene Guillén Soler
(1997) es importante brindar iméagenes ricas y desprovistas de posicién y per-
feccion al estudiante.

Generalmente no se tienen en cuenta los no ejemplos que corresponden al
concepto que se trabaja, lo cual seria enriquecedor para la formacion de ima-
genes (Vinnery Dreyfus, 1989)y les permitiria a los estudiantes ganar experien-
cias para la construccién de conceptos mas abstractos (Tall, 1989). Las
experiencias con los no ejemplos pueden influir en la necesidad del estudiante
de recurrir a la definicion y no quedarse sélo con el aspecto figural para decidir
si una imagen es representante o no del concepto que se esta desarrollando. El
trabajo con no ejemplos brinda un conjunto fructifero de imagenes no estereo-
tipadas con las que el alumno puede contraponer la definicion y exige al estu-
diante recurrir constantemente a la definicion contrastando la imagen.

Se considera este aspecto muy importante ya que en general las figuras que
proveen los libros de texto son estereotipadas y corresponden solo a ejemplos
del concepto. Con respecto al software GeoGebra la herramienta Tetraedro, por
ejemplo, refiere a la construccion de un tetraedro regular lo que podria limitar
a los estudiantes a pensar que un tetraedro siempre es regular. De igual modo
ocurre con el resto de los poliedros regulares. El uso de no ejemplos apunta a
romper con esta interpretacion errénea. Por este motivo el problema propuesto
en este articulo se basa en la construccion de un no ejemplo.

La presentacion de no ejemplos de esta manera contribuye a reflexionar
sobre las condiciones que se expresan en la definicion y a pensarla como una
condicién necesaria y suficiente analizando las restricciones formales del con-
cepto ademas de enriquecer las imagenes visuales redundando en beneficio de
la construccion del concepto figural.

Se pretende poner en evidencia la necesidad de analizar todas las condicio-
nes que debe cumplir una definicion. La propuesta presentada, al considerar
que existen poliedros que cumplen algunas de las condiciones exigidas por la
definicién de poliedro regular y no otras, contrapone lo que generalmente se
presenta en los libros de texto de nivel superior en los que solo se analiza la
existencia de los poliedros regulares.

Las ventajas que propone la utilizacion de no ejemplos fundamenta la elec-
cion de esta propuesta que solicita especialmente construcciones de no ejem-
plos. Los estudiantes de los grupos Gy Cy Ty M no consideraron relevante el
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uso de la definicion de poliedro regular al comienzo de la resolucion del pro-
blema. No obstante, la aparicion de estos no ejemplos en su componente figural
los hace reflexionar sobre la existencia de poliedros que cumplen algunas de
las condiciones exigidas por la definicion y no otras. Luego de la presentacion
del trabajo realizado de los tres grupos con el empleo del software, la estudiante
C cuestiona la herramienta Tetraedro de GeoGebra ya que limita la construccion
a un tetraedro regular. Esto da cuenta que el uso de los no ejemplos influye en
la formacién del concepto figural de poliedro regular dado que permite pensar
que existen tetraedros que no son regulares.

El trabajo con software de geometria dindmica y materiales manipulativos, si se
presentan tanto ejemplos como no ejemplos sin dejar de lado la definicion de los
conceptos, podria contribuir positivamente en la formacion de conceptos figurales.

Para continuar el trabajo seria interesante efectuar el analisis de lo realizado
por estudiantes en otros problemas de la secuencia donde se presentan otros
tipos de poliedros, segun la categorizacion realizada en el punto 4.1 de propuesta
de trabajo, que también constituyen no ejemplos de poliedro regular. Este estudio
podria dar mas indicios acerca de la influencia del uso de no ejemplos en la
fusion entre las imagenes y definicion del concepto de poliedro regular.
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Resumo. Este artigo descreve uma forma de promover o ensino da matematica,
atraveés de um contexto formativo que envolve atividades experimentais hands-on
de STEM, recorrendo ao questionamento investigativo. Com uma abordagem
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envolvendo professores que implementaram este tema, de forma interdisciplinar.
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Abstract. This paper describes a way to promote the teaching of mathematics,
through a professional development context that involves STEM hands-on exper-
iments applied resorting to the inquiry approach. With a qualitative methodology
and an interpretative approach, we investigate how teachers developed math-
ematical tasks, from the sound topic, according to school syllabus. We also
present some case studies, involving teachers who implemented this theme in
an interdisciplinary way. It is concluded that it is possible to work mathematics
based on STEM experiments, at primary schools, through a collaborative teachers’
professional development context, that supports the teachers when they imple-
ment their practices.

Keywords: Professional Development hands-on, STEM, interdisciplinarity,
inquiry.

1. INTRODUCAO

Este artigo descreve uma forma de promover o ensino da matematica, ao nivel
do 1.2 Ciclo do Ensino Basico (1.2 CEB), através de um contexto formativo que
envolve atividades experimentais hands-on de STEM (Science, Technology, Engi-
neering and Mathematics) implementadas recorrendo ao questionamento inves-
tigativo. A principal questao que queremos investigar é¢: Em que medida os
professores que participaram num contexto formativo com STEM criam e imple-
mentam tarefas relacionadas com o som, nomeadamente tarefas que envolvem
a matematica? Quais as caracteristicas deste contexto formativo que motivam
0s professores para se envolverem neste tipo de praticas?

A formacao de professores envolve workshops onde sao introduzidos topicos
relacionados com STEM, tais como astronomia, matematica, eletricidade, som,
robdtica e tecnologia, entre outros. Os formadores, responsaveis pela condugao
dos workshops, sao professores do ensino superior (universitario e politécnico)
e investigadores nas areas das ciéncias da educagao, matematica, fisica, enge-
nharia informatica, engenharia eletrotécnica e de computadores, e tecnologias
da informacao e comunicacao.

Em Portugal, o 1.2 Ciclo do Ensino Basico (1.2 CEB) é constituido por quatro
anos de escolaridade (dos 6 aos 10 anos), onde sao ministradas as areas curri-
culares de Matematica, Portugués e Estudo do Meio. Relativamente a Matematica
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uma das trés finalidades assinaladas nas orientacoes metodologicas, ¢ a andlise
do mundo natural (Ministério da Educacao, 2013):

A Matemadtica ¢ indispensavel a uma compreensao adequada de grande parte dos
fenémenos do mundo que nos rodeia (..) o dominio de certos instrumentos mate-
maticos revela-se essencial ao estudo de fenémenos que constituem objeto de
atengao em outras disciplinas do curriculo do Ensino Basico (MEE, 2013, p. 2).

A interdisciplinaridade e o questionamento investigativo estdo patentes nos
principios orientadores da organizag¢ao curricular e programas, das areas curri-
culares de Estudo do Meio e de Matematica do 1.2 CEB. Nestes principios orien-
tadores ¢ referido que “o Estudo do Meio estd na interseccao de todas as outras
areas do programa, podendo ser motivo e motor para a aprendizagem nessas
areas.” (ME, 2007, p. 101). Nos objetivos gerais do mesmo programa destaca-se
que o aluno deve:

Utilizar alguns processos simples de conhecimento da realidade envolvente (obser-
var, descrever, formular questoes e problemas, avancar possiveis respostas, ensaiar,
verificar), assumindo uma atitude de permanente pesquisa e experimentacdo. (ME,
2007, p. 103)

As indicacoes metodologicas sao que “A curiosidade infantil pelos fenomenos
naturais deve ser estimulada e os alunos encorajados a levantar questoes e a
procurar respostas para elas através de experiéncias e pesquisas simples” (ME,
2007, p. 115). Recomenda-se, ainda, que os alunos devem usar instrumentos de
observacgao e medida, sendo importante que 0s mesmos facam registos daquilo
que observam.

As Ciéncias sao ministradas na area curricular de Estudo do Meio, a qual
dispoe de cerca de trés horas semanais (Ministério da Educacao, 2007). Nesta
area curricular, o som estd enquadrado no dominio “Conhecimento do Meio
Natural e Social” e subdominio “Viver Melhor a Terra”.

O estudo, aqui apresentado, faz parte de um projeto de intervengao pedago-
gica mais amplo, com inicio em 2013 (www.academiacap.iptpt), que envolve
atividades laboratoriais de STEAMH (Science, Technology, Engineering, Arts,
Mathematics and Heritage) promovidas por uma instituicao do ensino superior
em Portugal (Costa & Domingos, 2018). No ambito deste projeto, o som foi tra-
balhado com os participantes nas férias escolares e nas visitas as escolas
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(Ferreira, Neves, Costa e Teramo, 2017) passando de seguida a ser trabalhado
com os professores, no contexto formativo acima descrito, de forma interdiscipli-
nar procurando motivar os professores para também trabalharem a
matematica.

O projeto mais amplo assenta numa metodologia baseada em Teacher
Design Research (Bannan-Ritland, 2000), com o objetivo de promover o desen-
volvimento profissional dos professores, correspondendo cada ano letivo a um
ciclo de Design Research. Este artigo tem por base os dados recolhidos em dois
anos letivos (2015/2016 e 2016/2017), procurando-se investigar que tarefas
relacionadas com o som sao criadas e implementadas pelos professores, nomea-
damente tarefas que envolvem a matematica.

2. REVISAO DA LITERATURA

Varios autores (Osborne & Dillon, 2008; Rocard et al, 2007) identificam um
declineo no interesse dos jovens pelas STEM, o que ira comprometer o futuro
das proximas geragoes. Os mesmos autores salientam a necessidade de novas
estratégias de ensino que despertem o interesse por estas areas, realizando
atividades experimentais centradas nos estudantes, relacionandoas com aspetos
do seu dia a dia. Das varias estratégias recomendadas, destaca-se o inquiry
(questionamento investigativo), como uma abordagem que da mais espaco a
observacao, experimentagao e constru¢ao, dando oportunidade a crianca de
construir o seu conhecimento, orientada pelo professor (PRIMAS, 2010; Rocard
et al, 2007).

Realizar atividades experimentais hands-on usando o questionamento inves-
tigativo, conduz a melhorias significativas no desempenho dos alunos e desen-
volve atitudes positivas relativamente a matematica e as ciéncias (Mody, 2015).
Os professores reconhecem que esta abordagem capta a aten¢ao dos estudantes
ao colocé-los a pensar “fora da caixa’, tornando a sua aprendizagem significativa
(Gillies & Nichols, 2015).

Em Portugal, também sdo cada vez mais as recomendac¢des para um ensino
interdisciplinar e centrado nos estudantes, onde se promove a resolugao de
problemas da vida real, estando patentes no programa para o ensino basico e,
tambem, no projeto de autonomia e flexibilidade curricular dos ensinos basico
e secundario (Didrio da Republica, 2017).
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As ciéncias devem ser usadas para promover a interdisciplinaridade, por
favorecerem a aprendizagem de outras areas curriculares (Abell & McDonald,
2006) e a sua integracao no curriculo prepara melhor os estudantes para a vida
real (Beane, 1995). Relacionar a matematica com as ciéncias e tecnologia tem
sido amplamente defendido por varios autores (Berlin & Lee, 2005) mas nao ¢
facil concretizar este objetivo (Baxter, Ruzicka, Beghetto, & Livelybrooks, 2014).
Treacy e O'Donoghue (2014) referem a existéncia de pouca investigacao sobre
a integracao da matematica e ciéncias, bem como a falta de um modelo de
ensino que englobe esta integracao. Kim e Bolger (2016) defendem a criagao
de um curriculo que integre as ciéncias e a matematica, devendo-se envolver
os professores no desenvolvimento de li¢oes interdisciplinares adequadas a esta
abordagem. A integracao de STEM deve ser feita nos primeiros anos de escola-
ridade, através do desenvolvimento profissional dos professores (Kermani &
Aldemir, 2015).

Os professores sao a pedra basilar de qualquer processo de renovagao
pedagdgica (Rocard et al, 2007). O sucesso de qualquer intervencao nas escolas
nao é possivel sem o seu desenvolvimento profissional (Hewson, 2007). Além
disso, ser parte de uma rede contribui para melhorar a qualidade do ensino
(Rocard et al, 2007). £ neste sentido que Geiger, Goos, Dole, Forgasz e Bennison,
(2014) sugerem uma parceria entre investigadores e designers, que promova a
integracao de tarefas com abordagens pedagdgicas adequadas, para melhorar
0 ensino e aprendizagem.

Ball (2003) refere que para melhorar a aprendizagem da matematica, ¢
crucial dar oportunidades de aprendizagem aos professores, sendo fundamen-
tal o desenvolvimento cuidadoso de cursos, workshops e materiais bem dese-
nhados e administrados. Os professores devem trabalhar e experimentar, os
conteudos e tarefas que se espera que venham a desenvolver em aula, num
ambiente de reflexdo onde se sintam apoiados (Afonso, Neves, & Morais, 2005).
As inovagoes devem ser apropriadas pelos professores que as implementam
e transformadas na sua propria pratica de modo a terem efeitos reais (Zehet-
meier, Andreitz, Erlacher, & Rauch, 2015). Num estudo preliminar Costa e
Domingos (2017) concluem que é importante desenvolver o conhecimento dos
professores sobre os topicos de ciéncias e matematica, num ambiente colabo-
rativo, onde se sentem apoiados, de modo a ganharem motivacao e confianca
para inovarem as suas praticas.

Ferreira et al. (2017) integram o som com as tecnologias recorrendo a um
paradigma socioconstrutivista e concluem que esta abordagem promove o
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interesse das criangas e dos jovens pelas STEM. Neste estudo, recomendam
implementar esta abordagem num contexto de formagao profissional de profes-
sores promovendo a interdisciplinaridade.

Face ao exposto, 0s professores sao a pedra basilar de qualquer processo de
renovacao pedagdgica, sendo crucial promover o seu desenvolvimento profis-
sional. Neste sentido, recomenda-se uma parceria entre investigadores e profes-
sores de forma a criar um contexto formativo colaborativo, onde os professores
se sintam apoiados e tenham oportunidade de praticar o que se espera que
venham a desenvolver em aula.

3. METODOLOGIA

Foi com base nos pressupostos e conclusoes anteriores que foi criado o contexto
formativo de professores que conduziu a investigacao que aqui apresentamos.
Neste sentido, foi realizado um trabalho colaborativo entre professores do ensino
superior, centros de formacgao e agrupamentos de escolas para criar e desenvol-
ver um programa de formacao que responda as necessidades dos professores
da regiao.

E inquestionavel a necessidade de atualizar os conhecimentos dos profes-
sores sobre as matérias que lecionam e sobre o conhecimento pedagégico para
ensinar (Hewson, 2007). Este ¢ um dos motivos porque a formagao continua de
professores € obrigatoria em varios paises, como ¢ o caso de Portugal (OECD;
2014). No nosso pais, compete ao Conselho Cientifico-Pedagdgico da Formacao
Continua proceder a acreditacao das ag¢oes de formagao continua de professores
e acompanhar o respetivo processo de avaliacao (http://www.ccpfcuminho.pt/).
As acoes de formacao frequentadas pelos professores, participantes no estudo,
foram acreditadas por este Conselho de Formagao e consistem num total de 26
horas distribuidas por varios workshops ao longo de um ano letivo, com de 2 a
4 horas cada. Nestes workshops, os professores trabalham os contetidos e mani-
pulam os materiais, com o0 objetivo de conseguirem realizar as tarefas propostas
com os respetivos alunos. Usando a pedagogia do questionamento investigativo,
procura-se que os topicos introduzidos sejam implementados de forma interdis-
ciplinar, nomeadamente trabalhando a matematica. Apos cada workshop, sobre
cada um dos temas trabalhados, € solicitado aos professores que apresentem
propostas de tarefas destinadas a implementar com os seus alunos, que inte-
grem o tema abordado de forma interdisciplinar, nomeadamente com a
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matematica. No final de cada ciclo de Teacher Design Research (TDR), os pro-
fessores apresentam uma reflexdo critica sobre o impacto da formacao recebida,
descrevendo as praticas desenvolvidas com os seus alunos.

Uma particularidade deste programa de formagao tem a ver com as visitas
dos formadores a sala de aula dos professores, quer para realizar atividades
experimentais hands-on, com os respetivos alunos (a fim de as exemplificar),
quer para os ajudar, apoiar e observar nas tarefas por eles implementadas. Dos
varios temas abordados na formagao daremos destaque as tarefas de matema-
tica criadas a partir do topico do som.

Nesta investigacao iremos usar uma metodologia qualitativa de natureza
interpretativa com recurso a estudos de caso (Cohen, Lawrence, & Keith, 2007).
Os dados sao recolhidos, essencialmente, a partir de observacoes participantes
e de relatorios apresentados pelos professores. Para interpretar melhor alguns
casos serao realizadas algumas entrevistas semiestruturadas. Um estudo de caso
¢ uma investigacao empirica que se debruca sobre um fenémeno contempora-
neo dentro do seu contexto de vida real podendo permitir uma generalizagao
dos resultados obtidos (Yin, 2005). Recorremos, assim, ao estudo de caso de
professores que participaram no contexto formativo, acima descrito, para descre-
ver a forma como estes desenvolveram as tarefas relacionadas com o som com
0s respetivos alunos.

A primeira autora deste artigo € observadora participante, sendo responsavel
pela escrita dos didrios e pela coordenacao do projeto mais amplo. O segundo
autor é responsavel pela triangulacao e validacao de toda a informagao envol-
vida. A observacao participante decorre essencialmente nos workshops da for-
magao presencial com os professores e nas visitas as respetivas aulas.

3.1. PARTICIPANTES

No ano letivo 2015/2016, participaram no programa de formacao de 14 profes-
sores do sexo feminino de cinco escolas, com idades compreendidas entre os
42 e 58 anos e mais de 17 anos de servico. No ano letivo 2016/2017 participaram 37
professores do sexo feminino e um do sexo masculino, de catorze escolas do
1.2 Primeiro Ciclo do Ensino Basico (1.2 CEB), com idades compreendidas entre
0s 35 e os 61 anos de idade e mais de 10 anos de experiéncia de ensino.
Neste artigo, os participantes sdo quatro professores do 1.2 CEB, envolvidos
em pelo menos um dos anos letivos 2015/2016 e 2016/2017, correspondentes
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a dois ciclos de TDR. Comec¢amos por destacar as percecoes de uma professora
que descrevem o contexto formativo. De sequida, fazemos estudos de caso de
trés professores que trabalharam o som. Um caso em que a professora nao
promoveu a interdisciplinaridade apesar de a sugerir e outro em que 0s pro-
fessores criaram e implementaram tarefas de matematica relacionadas com o
som. Para preservar a identidade dos participantes todos os nomes apresen-
tados sao ficticios.

4. ANALISE E DISCUSSAO DE DADOS

Nesta secao introduzimos o contexto formativo que se devolveu durante dois anos
letivos, descrevendo o topico do som e a forma como este foi trabalhado, quer nas
sessOes presenciais com os professores, quer nas visitas as escolas. De seguida,
discutimos com mais pormenor as conce¢oes de alguns dos professores que
participaram neste contexto formativo passando de sequida aos estudos de caso.

4.1 O TOPICO DO SOM

Nas acoes de formagao, destinadas aos professores, 0 som € introduzido de
forma tedrico pratica, sendo realizadas diversas atividades experimentais hands-on,
relacionadas com este tema, recorrendo a diversos equipamentos. Alguns destes
equipamentos sdo prototipos, desenvolvidos pelos formadores (professores na
area da engenharia eletrotécnica e de computadores), sendo alguns deles no
ambito de projetos finais de curso, em colaboracao com alunos finalistas, quer
de licenciatura, quer de mestrado da instituicao onde lecionam. Alem disso,
também sao usados recursos computacionais, tais como softwares gratuitos que
permitem medir a frequéncia e/ou intensidade do som, ou gerar/reproduzir
audio, bem como editar/visualizar a forma da onda e do espectro do som (Fer-
reira et al, 2017).

Nas sessoes com 0s professores sao dadas varias ideias de implementagao
de atividades experimentais para usar em aula. Por exemplo, é sugerido que se
facam medicoes do ruido através do sofware Sound Meter, ou que os alunos
procurem ver nas suas casas o ruido produzido pelos seus eletrodomésticos,
como a maquina de lavar roupa ou o frigorifico. Depois de fazerem os registos,
devem partilhar os resultados com a turma para fazerem a discussao e
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tratamento dos dados resultantes. Nesta altura, os professores fazem sugestoes,
como por exemplo graficos de barras ou diagrama de caule e folhas. No entanto,
nem sempre as concretizam, a ndao ser por insisténcia do formador, o que refor¢a
a importancia de haver apoio aos professores e acompanhamento, para estes
inovarem as suas praticas.

Nas visitas dos formadores as aulas dos formandos para exemplificar as
atividades, as sessdes decorrem recorrendo ao questionamento investigativo,
inquirindo os alunos sobre os conceitos em estudo, valorizando as experiéncias
e conhecimentos individuais dos mesmos, levando-os a realizar e visualizar
experiéncias, de modo a que consigam tirar conclusoes. Para aferir sobre 0s
conhecimentos dos alunos sobre o som, ¢ realizado um questionario antes e
depois da sessao destinada a este tema. Com este questionario, pretende-se por
um lado identificar as percecoes dos alunos sobre o som e, por outro, aferir se
estas se alteraram apos a sessao sobre o som. Até a escrita deste artigo o ques-
tionario ja foi aplicado a mais de uma centena de alunos, distribuidos por varias
turmas, dos 3.2 e 4.2 anos, do 1.2 CEB. A figura 1 apresenta um exemplo de
respostas, de um aluno, a questao n.2 2: “Faz um desenho sobre o que achas
que € o som"”.

2. Fazum desenho sobre o que achas que é o0 som. -

% Z%{u& om P i Kw‘m&/a' (((( /
B""“‘?QM/Q %> Ondos Aomows oo Aom

e —— &
fjérl(’a, A %UJZV/

Figura 1. Resposta a questao n.° 2, antes e depois da sessao.

Nesta figura, é notério que o aluno associou o som ao ruido (assim como a
maioria dos colegas) e aprendeu que o som € uma onda, tal como foi introduzido
pelos formadores.

A figura 2 apresenta outro exemplo, neste caso, das respostas de um aluno
a questao n.2 5, relacionada com a velocidade do som.
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5. O QUE VIAIA MAIS DEPRESSA? O SOM OU A LUZ?

D rome Dfo mas dafressra .
et Af&{ﬁ’ {;’%,9_, A ﬂﬁ}f']@% olo” gL o7 AT .

Figura 2. Resposta a questao n.2 5, antes e depois da sessao.

Praticamente todos os alunos acham que o som ¢ mais rapido do que a luz.
Depois de questionados sobre “porqué?” esta ideia, muitos respondem “ouve-se
logo o barulho”.

Um exemplo usado para fazer a comparagao entre o som e a luz é o fend-
meno atmosférico da trovoada. Os formadores mostraram videos de trovoadas,
onde claramente se via a luz (o reldmpago) e sé mais tarde se ouvia o som. Os
mesmos videos foram aproveitados para calcular a distdncia a que estava a
trovoada, a partir do tempo que demorava a ouvir-se o trovao depois de obser-
vado o relampago.

No final, analisadas as respostas dos alunos aos questionarios aplicados,
verificou-se que todos os alunos responderam acertadamente a esta questao,
assim como também interiorizaram que o som é uma onda que se propaga.

Estas experiéncias com os alunos sao exemplificativas para os professores
em formagdo, mas também sao importantes para os formadores, porque o fee-
dback dos alunos também os ajuda a preparar melhor a formacao dos profes-
sores, no sentido de a adequar as necessidades dos mesmos, para uma maior
eficacia da intervencao nas escolas.

5.1 AS PERCECOES DA PROFESSORA AUREA RELATIVAMENTE AO CONTEXTO
FORMATIVO

Vamos comecar por apresentar as percecoes e reflexdes da professora Aurea (61
anos), por entendermos que estas retratam o contexto formativo. O seguinte
excerto de um relatério final (RF) desta professora mostra as espectativas iniciais
que ela tinha sobre a formacao que escolheu frequentar, bem como sobre a
pertinéncia da mesma:
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Tornava-se fundamental frequentar uma formagao que concorresse para cabalmente
configurar o modo de operacionalizar contetdos, porventura envoltos nalguma opa-
cidade, atenuasse ou resolvesse alguns hiatos nos meus conhecimentos teorico
cientificos e que transversalmente me proporcionasse uma reflexao coletiva sobre
temas de Matematica, Ciéncias e Tecnologia através do encontro com outros profes-
sores e com especialistas tedrico-praticos, para poder projetar um percurso de ensino/
aprendizagem da minha turma, com mais qualidade e potenciador do sucesso dos
meus alunos (RF, junho de 2017).

A professora reconhece que a principal inovacao desta formagao tem a ver com
a abordagem usada na mesma, enfatizando a grande componente experimental,
tal como indica o seguinte excerto da sua reflexao final:

A etiqueta dada pelos formadores a esta oficina de formacao foi: Matematica, Cién-
cias e Tecnologia: uma abordagem experimental no Ensino Basico. () Quanto a
mim, ¢ exatamente na acao, na abordagem experimental que se centram a inovacao
€ as novas assercoes sobre o ensino/aprendizagem das ciéncias. Deixou de haver,
segundo parece, um entendimento didatico determinado e enformado por uma série
de exercicios pré-estabelecidos e de resultados exatos. Ha sim uma descentralizacao
da agao do professor do resultado para o processo e, nesta perspetiva, atrevo-me a
dizer que muitos dos manuais existentes ndao correspondem a esta visao de ensino,
porque raramente enfatizam as tarefas propulsoras das verdadeiras caminhadas
experimentais (RF, junho de 2017).

Logo na primeira reflexao, apresentada pela professora, apos a primeira sessao
presencial de formacao, que decorreu em janeiro de 2017, ficaram patentes as
metodologias e estratégias a implementar com os alunos em aula:

Ficaram subjacentes trés ideias transversais: construir modelos mentais que facam
sentido; incutir nos alunos o “‘empoderamento” isto €, leva-los a acreditarem que sao
capazes de construir a sua aprendizagem e finalmente projetar um ensino baseado
em experiéncias, manipulagoes e vivéncias (alids como foi apanagio desta sessao,
onde tivemos varios momentos praticos demonstrativos) (..) Registo com muito apre-
¢o a abordagem clarividente do formador que promoveu o didlogo entre as meto-
dologias de ensino e as ciéncias. (Relatério, janeiro de 2017)
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Mais uma vez, Aurrea destaca a forte componente experimental e as meto-
dologias propostas nesta formacgao, como indica o sequinte excerto:

Todas as tarefas experimentais partiram de situagoes problematicas que serviram de
ponto de partida e de ponto de chegada do processo de ensino/aprendizagem. Na
verdade, o trabalho experimental promove nos alunos capacidades de exploragao,
conjeturas e raciocinio logico.

Esta formagao permitiu nao a repeticao de ideias e formulas feitas, sejam elas da
ordem do contetdo, das metodologias ou dos materiais, mas sim um desenvolvi-
mento de saberes consistentes, construidos a partir da reflexao sobre os materiais e
as tarefas apresentadas pelos formadores. (RF, junho de 2017)

A professora Alrea conclui dizendo que a formacgao contribuiu para reforcar os
seus conhecimentos e melhorar a sua atuacao em aula:

Estou certa que reforcei os conhecimentos e a sensibilidade necessaria para poder
melhorar @ minha atuacao na sala de aula, utilizando as variacoes e modelacoes
que me foram (..) (RF, junho de 2017).

Quanto as propostas de tarefas da professora, para realizar em sala de aula,
foram as relacionadas com a astronomia que mais promoveram a interdiscipli-
naridade com a matematica. No entanto, apesar de ter implementado tarefas
relacionadas com a eletricidade e com o som, faltou explorar, com mais profun-
didade a parte da interdisciplinaridade, nao apresentando, neste topico, tarefas
que envolvessem a matematica.

5.2. AS PROPOSTAS DOS PROFESSORES RELACIONADAS COM O SOM

Foram varios os professores que fizeram propostas de atividades relacionadas
com o som tais como constru¢cao de um megafone, de um telefone de cordel,
de um estetoscopio, xilofone colorido, exemplificacao da propagacao do som
através de uma mola, producao do som por vibracao, observar que o som faz
vibrar areia ou acucar, entre outros.

Muitos professores construiram com os seus alunos o protétipo que permite
visualizar a voz, que lhes foi apresentado na formacao, utilizando para tal um
guiao que lhes foi anteriormente fornecido. Praticamente todos os professores
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que realizaram experiéncias hands-on reportaram o grande entusiasmo e empe-
nho das criangas no decorrer das atividades. O entusiasmo e a participacao dos
alunos com empenho, nestas visitas, acaba por ser um fator que motiva e “con-
vence” os professores que vale a pena realizar este tipo de abordagem. Este
aspeto também é referido quando os formadores dinamizam atividades experi-
mentais com os alunos dos formandos. Nos relatérios finais, estes manifestam
a importancia destas intervencoes e insistem que estas devem continuar porque
sao muito enriquecedoras para os alunos e € sempre um momento especial e
diferente no dia a dia dos mesmos. Este ¢ um dos motivos que nos leva a con-
cluir que sobre a importancia destas demonstra¢des, em aula, para continuar a
motivar os professores para estas abordagens.

Muitos relatorios dos professores, apresentam propostas de tarefas que
incluem planos de aula e fichas de trabalho, criadas pelos préprios, para traba-
lharam com os alunos. Foram varios os que dao conta de como o trabalho foi
desenvolvido com os alunos, através de fotografias que ilustram a realizagao
das atividades e, ainda, com o trabalho feito pelos alunos, nomeadamente as
respostas destes as questoes das fichas, criadas pelos professores sobre 0s temas
trabalhados.

De seguida, apresentaremos estudos de caso de professores que trabalharam
0 som quer recorrendo ao questionamento investigativo quer de forma
interdisciplinar.

5.3. O PERCURSO DA PROFESSORA MARIANA

A professora Mariana (53 anos, 28 anos de servico) participou no programa de
formagao no ano letivo 2015/2016 (1.2 ciclo de TDR). Para além das sessoes pre-
senciais com os restantes professores, a turma de Mariana (4.2 ano do 1.2 CEB)
recebeu os formadores para realizar experiéncias laboratoriais relacionadas com
o som. Os formadores levaram equipamentos laboratoriais e usaram o questiona-
mento investigativo para conduzir os alunos nas tarefas, levando-os a experimen-
tar, discutir ideias e, por fim, tirar conclusoes. Durante este processo, a professora
assumiu uma postura de observadora, atenta as atividades realizadas pelos for-
madores com os alunos. Apesar de ter frequentado o workshop sobre o som a
professora deixou os formadores conduzirem as varias atividades experimentais.

Mariana referiu ja ter frequentado varias formacgoes de ciéncias e que gos-
tava de fazer algumas atividades relacionadas com as propostas no manual de
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Estudo do Meio, mas que nenhuma era igual as que os formadores estavam a
implementar. A professora referiu, ainda, que esta formacao melhorou as meto-
dologias habituais, nomeadamente a introducao do questionamento investiga-
tivo que reconhece ser eficaz para promover a aprendizagem dos alunos.

Numa outra sessdo, a Mariana propos fichas de trabalho para aferir os
conhecimentos dos alunos, sobre o que foi trabalhado em sala de aula, de
acordo com o sugerido pelos formadores. O questionamento investigativo foi
posto em pratica nas varias questdes colocadas pela professora para despertar
a curiosidade dos seus alunos e, também, para os conduzir no decorrer das
tarefas, com vista a aprendizagem (figura 3).

Porque é que o aglcar comeca a dancar em Porque é que ouvimos diferentes sons a partir
cima do plastico quando batemos no prato de dos frascos? Serd que a cor da dgua tem algu-
metal? ma influéncia nestes sons?

Figura 3. Exemplo do questionamento investigativo aplicado durante
a realizagao da atividade experimental

No seu relatorio final Mariana manifesta alguma inseguranca, provocada pela
falta de conhecimento de contetdo pedagogico: “(..) falta de preparagao dos
professores para desenvolverem esta metodologia e a falta de conhecimentos/
fundamentacao cientifica que promove a nossa inseguranga”. No entanto, reco-
nhece a importancia da formagao recebida: “Adquirimos mais conhecimentos
para melhorar as nossas praticas sobre o ensino das Ciéncias e da Matematica
junto dos alunos.” E continua dizendo: “Com estas atividades praticas os alunos
puderam mexer e manusear coisas e objetos, pensar, refletir, planear, interpretar
e discutir as situacoes estudadas.” O conhecimento pedagogico desta professora
destaca-se quando refere:
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Privilegiamos o trabalho de grupo, tornando-os mais auténomos, mais sociaveis e
responsaveis. Nao descuramos todos os conhecimentos e conce¢oes que 0s alunos
possuiam e deveremos ter como ponto de partida esses conhecimentos para qual-
quer objeto de estudo (RF, junho 2016).

A interdisciplinaridade ¢é referida pela professora quando fala em competéncias
que poderao ser exploradas em disciplinas como o Portugués, Matematica, Cida-
dania e dando exemplos de como isso podera ser feito:

Portugués, recolhendo informacao em textos sobre os assuntos em discussao, des-
crevendo uma ou mais experiéncias que efetue, utilizando vocabulario cientifico,
partilhando saberes...,

Matematica, construindo e interpretando graficos, tabelas, célculos, ... ( RF, junho 2016).

Em resumo, notou-se uma evolugdo na professora Mariana ao longo da forma-
¢ao recebida e na forma como ela recorre a esse conhecimento, para o desen-
volvimento de tarefas em sala de aula. Apesar da professora propor varias tarefas
relacionadas com as ciéncias, ela apresentou poucas evidéncias de aplicacdes
destes temas a matematica. No entanto, o questionamento investigativo foi
aplicado no decorrer das tarefas (figura 3).

Tal como a professora Mariana, no primeiro ciclo de TDR, quase nao houve
evidéncias de tarefas interdisciplinares relacionadas com o som que envolvessem
a matematica. Estes foi um dos aspetos que nos levou a reformular o sequndo
ciclo de TDR, de forma a insistir mais na importancia de promover a interdiscipli-
naridade, nomeadamente criar tarefas de matematica a partir das atividades expe-
rimentais relacionadas com STEM. Neste sentido, foram dados mais exemplos desta
abordagem bem como sugestoes de implementacao em aula. Nas visitas as turmas
dos formandos, também se insistiu nesta abordagem incentivando os formandos
a implementarem as ideias que entretanto apresentavam aos formadores. Foi o
caso dos professores que apresentamos de seguida.

5.4. O PROFESSOR ANACLETO E A PROFESSORA MICAELA
Os professores, Anacleto e Micaela, participaram na formacao no ano letivo

2016/2017 (2.2 ciclo de TDR) e escolheram trabalhar a matematica com os alu-
nos, a partir do tépico do som. Micaela (48 anos, 27 anos de servico) era titular
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de uma turma do 2.2 ano do 1.2 CEB, com 16 alunos. Anacleto (48 anos, 27
anos de servigo) sem turma atribuida desenvolveu, em conjunto com a Micaela,
as atividades para serem implementadas na turma de Micaela.

Os professores comecaram por introduzir o tema com a sequinte questao: ‘O
que € 0 Som?". De seguida pediram aos alunos para desenharem o que achavam
que era o som. Alguns destes desenhos mostram-se na figura 4.

‘S 3 Y 1! \
Sk \ L
¢ S (

Figura 4. Percecoes dos alunos relativamente ao som.

Depois de recolhidas as opinides dos alunos, os professores conduziram os
mesmos na procura de respostas as questoes colocadas, recorrendo aos seus
dicionarios e a internet. Por exemplo, na Wikipédia aparece a sequinte definicao:
“E uma onda longitudinal que se propaga de forma circuncéntrica em meios
materiais (solidos, liquidos ou gasosos)’. Apesar de esta nao ser uma definicao
adequada a alunos deste nivel de escolaridade, o objetivo dos professores foi o
de desenvolver praticas investigativas com os seus alunos. Além disso, os pro-
fessores mostraram algumas imagens e videos que ilustravam a propagacao do
som como uma onda, de forma a dar significado a definicao anterior.

Apo6s mais alguma discussao de ideias sobre 0 que € o som, colocaram-se
mais questoes tais como: Para que serve o som? Como se produz? O que produz
0 som?

Novamente, ouvidas as opinides dos alunos, passaram a discussao e inves-
tigagao no sentido de obter respostas para as questoes colocadas. De seguida,
foi construido um prototipo (cujo guido foi disponibilizado no workshop sobre
0 Som) que permite “visualizar" o som da voz. Ap6s mais algumas experiéncias
para introduzir este tema, passou-se a medi¢ao da frequéncia do som (em hertz)
e da intensidade (em decibéis), recorrendo a equipamentos e softwares tais como
o Sound Meter. Um exemplo da medi¢ao da intensidade do som, com um dos
alunos da turma, encontra-se na figura 5.
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Acdes Bater
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Palmas
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Figura 5. Registo de medicoes do som em decibéis.

A medicao apresentada na figura 5 foi realizada com todos os alunos da turma
e 0 resultado encontra-se na figura 6.

30 | 40 | 50 | 60 | 70 | 80 | 90
Sussurrar 12 | 4
Falar 4 9 3
Rir 16
Chorar 3113
Gritar 3 8 5
Cantar 4 8 4
Bater palmas 16

Figura 6. Resultado das medi¢des do som em decibéis, dos alunos da turma.

Com os registos obtidos, a partir das medicoes realizadas com cada um dos alunos,
foram construidos graficos (Figura 7). No primeiro, cada “cara” representa dois
alunos que registaram aquela intensidade de som (em decibéis) enquanto fala-
vam. No segundo, estao representadas as frequéncias de audi¢ao dos alunos (em
hertz) no eixo horizontal e 0 nimero de alunos no eixo vertical, correspondendo
cada retangulo colorido as frequéncias de audicao de cada um dos alunos.
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S requéncia de audicho dos shunos da turma CENZ

Figura 7. Organizacao e tratamento de dados.

Por fim, foram ainda realizados varios problemas, envolvendo célculos a fim de
trabalhar no contexto da matematica.

No relatério final, apresentado pela professora Micaela, esta reconhece que
¢ possivel trabalhar outros contetdos a partir do som, fazendo uma abordagem
transversal e destacando que:

As atividades praticas implementadas com os meus alunos, em conjunto com o
professor Anacleto, permitiram verificar que é possivel fazer uma abordagem trans-
versal de conteudos, relacionando a matematica, o estudo do meio, a expressao
musical e dramatica, e revelaram que os alunos se motivam e empenham com muito
mais facilidade neste tipo de tarefas (RF, junho 2017).

Micaela também refere inova¢des na aquisicao de conhecimento de conteudo
pedagdgico e das matérias a ensinar, reconhecendo que esta formacao ira
melhorar o seu desenvolvimento profissional:

Saliento que a acao de formacdo contribuiu para a aquisi¢cao de novos conhecimen-
tos que me permitirdo melhorar o desempenho profissional e ter um impacto positivo
na sala de aula, proporcionando aos alunos experiéncias diversificadas de aprendi-
zagem e o desenvolvimento de competéncias cientificas (Relatorio final, junho 2017).

O professor Anacleto valoriza a forte componente pratica da formacgdo e o
impacto que este tipo de abordagem teve nos seus alunos:
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Considero que esta formagao vem trazer a minha pratica letiva, um leque mais
alargado de possibilidades de novas atividades, a realizar no contexto da sala de
aula. O mais interessante mesmo, é que estas novas abordagens, que tivemos na
formacdo, sao na sua maioria, abordagens praticas, o que é muito bom. Com abor-
dagens praticas os alunos ficam mais atentos e interessados, colaborando de forma
mais ativa e empenhada, o que depois se nota na aprendizagem (RF, junho 2017).

Outro aspeto muito valorizado pelos professores é a visita dos formadores a sala
de aula:

Um dos pontos mais altos, penso que ¢ mesmo a visita dos formadores/professores,
as turmas, pois, trata-se de um momento Unico na sala de aula. Os alunos vao poder
aprender/experimentar com a ajuda de técnicos credenciados e equipados com todo
o material necessario (RF, Anacleto).

Os professores, Anacleto e Micaela, foram inovadores, no sentido em criaram
tarefas relacionadas com o topico do som que ndo estavam propostas nos
manuais escolares, e promoveram a interdisciplinaridade, trabalhando a mate-
matica e tecnologias, entre outros. Os professores também implementaram as
tarefas recorrendo ao questionamento investigativo.

6. CONSIDERACOES FINAIS

Os principais aspetos destacados pelos professores foram a forte componente
pratica, o ambiente colaborativo entre os pares e o apoio dos formadores, bem
como a adequabilidade e pertinéncia dos topicos abordados. As visitas as salas
de aula, para além de serem muito apreciadas pelos professores, sao Uteis para
os formadores pois esta experiéncia também os ajuda a preparar melhor a
formagao dos professores ao ficarem com a nogao do impacto das atividades
junto dos alunos. No entanto, nota-se que alguns professores continuam a
preferir que sejam os formadores a conduzir as atividades, o que refor¢a a
importancia de continuar a promover o seu desenvolvimento profissional. Este
aspeto tem vindo a ser assinalado por varios estudos internacionais (e.g, Murphy,
Smith, Varley & Razi, 2015) que também referem que este processo demora
tempo. Com a experiéncia adquirida em dois ciclos de TDR reconhecemos a
importancia do acompanhamento e do apoio aos professores, bem como do
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tempo necessario para concretizar com eficacia um projeto de intervencao peda-
gogica. Este aspeto foi notorio ao se verificar a proposta e implementacao por
parte dos professores de tarefas interdisciplinares mais ricas no 2.2 ciclo de TDR.
Atribuimos esta diferenca ao refor¢o do apoio aos professores dando a oportu-
nidade aos mesmos de treinarem as tarefas propostas, bem como ao refor¢o do
acompanhamento em aula.

Todos os professores que realizaram atividades experimentais destacaram a
importancia do apoio dos formadores, bem como a pertinéncia de realizar este
tipo de atividades. Também destacam o entusiasmo e a reacao dos alunos por
esta abordagem, referindo, ainda, que esta € uma forma de promover a apren-
dizagem significativa. Defendemos que esta constatacao por parte dos profes-
sores € um dos fatores que os motiva e faz reconhecer a importancia de continuar
a desenvolver este tipo de praticas.

A professora Aurea refere que a abordagem experimental usada na formacao,
bem como as metodologias de implementacao da mesma, nomeadamente a
‘descentralizacao da acao do professor do resultado para o processo’, sao pro-
motoras de ‘tarefas propulsoras das verdadeiras caminhadas experimentais’.
Estas percecoes da professora estao de acordo com varios estudos que indicam
que um modelo de formacao de professores que envolve o questionamento
investigativo, em vez de um modelo centrado no professor, aumenta a probabi-
lidade de estes adotarem formas de ensino mais construtivistas e centradas nos
estudantes (OECD, 2014; PRIMAS, 2011). Deste ponto de vista, consideramos que
este formato é promotor da eficacia do desenvolvimento profissional dos
professores.

Os professores Anacleto e Micaela, inovaram as suas praticas, realizando
atividades relacionadas com as STEM, que nao eram habituais no seu quotidia-
no. Para além de criaram e implementaram diversas tarefas de matematica, a
partir da atividade experimental relacionada com o som, reconheceram a impor-
tancia de realizar este tipo de abordagem com os seus alunos.

Defendemos que foi o contexto formativo colaborativo com uma forte com-
ponente pratica que motivou e deu confianga aos professores para realizarem
atividades experimentais que nao fazem parte da sua pratica habitual. Tal como
referem Afonso, Neves e Morais (2005), os professores devem experienciar o que
se espera que venham a implementar com os respetivos alunos, num ambiente
de grande apoio aos mesmos, de forma a tomarem como suas as praticas
desenvolvidas. Este aspeto esta de acordo com outros autores tais como Zehet-
meier, Andreitz, Erlacher e Rauch (2015) que referem que as inovagoes devem
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ser apropriadas pelos professores que as implementam e transformadas na sua
propria pratica de modo a terem efeitos significativos. Consideramos que foi o
que aconteceu com os professores Anacleto e Micaela que passaram por um
processo de formacao com STEM e desenvolveram as suas proprias praticas.

No 1.2 ciclo de TDR praticamente nao foram propostas tarefas interdiscipli-
nares relacionadas com o som. Ja no 2.2 ciclo, os professores Anacleto e Micaela
sao exemplos de como podem ser desenvolvidas tarefas interdisciplinares rela-
cionadas com o som. Consideramos que foi o contexto formativo onde foi refor-
cada a componente pratica e o apoio aos professores que levou os professores
a inovarem as suas praticas.

Conclui-se que ¢é possivel trabalhar a matematica, a partir do som, através
de um contexto de desenvolvimento profissional colaborativo, que exemplifica
esta abordagem e onde 0s professores sao apoiados na implementacdao das
suas praticas.
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Resumen: En México, en el curriculum de Calculo de nivel medio superior, el
concepto de derivada se muestra normalmente a los estudiantes como una
recta tangente a la curva y, posteriormente, se proporciona su tratamiento
analitico. Esto genera que la comprension de dicho concepto se reduzca a la
memorizacion de expresiones algebraicas y calculos algoritmicos, lo que con-
lleva a no relacionarlo con fenémenos fisicos que presentan variaciones y
cambios, asi como pensar que la derivada es Unicamente un limite indetermi-
nado. Dentro de las investigaciones en Matematica Educativa, el concepto de
derivada ha sido ampliamente estudiado por su importancia dentro de la
matematica y la dificultad que se observa en su ensefanza y su aprendizaje.
Estas investigaciones aportan informacién suficiente a profesores para utilizar
y disenar actividades en torno al concepto, apoyandose en los resultados de
investigacion. En este articulo se presenta una secuencia didactica cuyo objetivo
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es introducir el concepto de derivada a través de un fendmeno que presenta
variaciones y cambios, buscando, ademas, la coordinacion entre los registros
de representacion en estudiantes de bachillerato que tienen un primer acer-
camiento a este concepto.

Palabras clave: derivada, variacion y cambio, registros de representacion,
secuencia diddctica, bachillerato.

Abstract: In Mexican’s Calculus curriculum of High School level, the derivative
concept is commonly shown to the students as a tangent line to the curve and
later it is provided its analytical treatment. That reduces its understood to the
memorization of algebraic expressions and algorithmic calculations, which don't
leads to the concept of physical phenomena that present variations and chang-
es, as well as thinking that the derivative is only an indeterminate limit. Within
the Mathematics Education research, the concept of derivative has been studied
for its importance in mathematics and the difficulty observed in its teaching
and learning. These inquiry already provide enough information to teachers to
use and design activities around the concept based on research results. In this
article, a didactic sequence is presented whose objective is to introduce the
concept of derivative through to a phenomenon that presents variations and
changes, which also allows the coordination between representation in high
school students who have a first approach to this concept

Keywords: derivative, variation and change, register of representation, didactic
sequence, High School.

INTRODUCCION

Dentro del curriculum mexicano de Calculo de nivel medio superior, se trabaja
por primera vez el concepto de derivada y suele hacerse mediante una definicion
de limite indeterminado para después proporcionar una serie de reglas que
permitan derivar funciones.

De acuerdo con Vrancken y Engler (2014), el calculo es la matematica de la
variaciéon. Por medio de conceptos como el de derivada podemos modelar, expre-
sar, y predecir situaciones que presentan variaciones y cambios. Sin embargo,
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algunos autores (e.g. Artigue, 1998; Salinas y Alanis, 2009; Vrancken y Engler;
2014) mencionan que la ensefnanza del calculo se sigue centrando en practicas
algoritmicas y estructuras formales de la matematica que no aportan un signi-
ficado al estudiante. Especificamente, la ensenanza del concepto de derivada
tradicionalmente se basa en que el estudiante domine los procesos para obtener
derivadas de expresiones algebraicas por medio de férmulas sin lograr la com-
prension de este concepto (Dolores, 2009).

Existen diversos trabajos de investigacion dedicados a explorar el concepto
de derivada, en su mayoria, con estudiantes de licenciatura que ya han tenido
contacto con este concepto (e.g. Borji, Font, Alamolhodaei y Sanchez, 2018). En
Educacién Matematica, particularmente, dichas investigaciones analizan y/o
promueven la comprension del concepto a partir de distintos ambitos segun sus
intereses (e.g. Robles, Del Castillo y Font, 2012).

De acuerdo con algunos de estos resultados de investigacion, hemos dise-
nado una secuencia didactica que permite introducir el concepto de derivada
en estudiantes de bachillerato que por primera vez tienen contacto con el tema,
a través del trabajo con contextos de variacion y provocando el transito entre
distintos registros de representacion.

Con base en la problematica que hemos planteado y la literatura de inves-
tigacion consultada, pretendemos que el estudiante logre comprender los fun-
damentos del concepto de derivada a través de dos enfoques, la idea de variacion
y cambio implicita en el propio concepto y el transito entre los diferentes registros
en los que éste se puede representar, para que pueda aplicarla segun el con-
texto en el que se encuentre.

ANTECEDENTES

El estudio del Calculo presenta diversas dificultades para los estudiantes, tanto
en el bachillerato, como en la universidad. Tall (1993) realiza una sintesis que
incluye aspectos didacticos, epistemologicos y cognitivos que causan dificultades
en la comprension de los elementos centrales de esta asignatura. En |a investi-
gacion en didactica del calculo se han realizado propuestas para atender a las
dificultades que presentan los estudiantes para su aprendizaje. Dichas propues-
tas han pasado por la reestructuracion del curriculo (e.g. Salinas y Alanis, 2009);
la identifacion de enfoques didacticos para la ensefianza y de sus alcances y
deficiencias (e.g. Artigue, 1995; Moreno, 2005); la determinacion de conocimientos
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matematicos y didactico-matematicos (o carencias de estos) de profesores en
servicio o en formacioén (e.g. Pino-Fan, Godino y Font, 2018), y diversas propuestas
para el aprendizaje de conceptos del Célculo (e.g. Orts, Llinares y Boigues, 2016).

Por otra parte, Moreno (2005) menciona que, en la literatura concerniente a la
didactica del calculo, existen dos enfoques con distintos objetivos para la ense-
nanza: que los estudiantes hagan matematicas por medio de aplicaciones y com-
prendan la relacion entre los elementos que conforman el calculo o que los
estudiantes formulen, propongan, conjeturen, validen, argumenten y discutan con
sus companeros de clase. Ademas, Artigue (1995) menciona un enfoque distinto
en el cual se propone que el estudiante, desde un inicio, coordine los registros
algebraico, numeérico y grafico de los conceptos y procesos que estan aprendiendo.
La autora propone trabajar las intuiciones y concepciones de los estudiantes
para que éstas logren evolucionar a través de situaciones adaptadas.

Asimismo, Garcia y Dolores (2016) trabajan el concepto de derivada con estu-
diantes de primer ano de licenciatura a través de secuencias didacticas, basadas en
lo que denominan Pensamiento y Lenguaje Variacional. Los autores disenaron una
secuencia para cada una de las tres fases graduales en las que dividieron la toma
de datos. En la primera fase se trabajaron conceptos iniciales y fundamentales (¢qué
cambia? écudnto cambia? écomo cambia?), para que mas adelante estos fueran
utilizados al relacionarlos con el concepto de derivada, en la segunda fase se traba-
jaron actividades para la formacién del concepto de derivada y sus caracteristicas.
En la ultima fase se disend la secuencia de manera que se estableciera la asimila-
cion y repaso del concepto. En estas actividades se trabajaron los registros: verbal
(que se presenta propiamente como el lenguaje matematico), numérico (al trabajar
con sucesiones numéricas), grafico (al trabajar con figuras o imagenes) y algebraico
(con el uso de expresiones algebraicas).

Mientras que, en Sanchez-Matamoros, Garcia y Llinares (2008) se estudia la
comprension del desarrollo del esquema de la derivada en el nivel bachillerato
y primer ano de la universidad. Se muestra, ademas, que los estudiantes pasan
de un nivel a otro en el esquema a partir de la forma en que realizan la repre-
sentacion. Las caracteristicas de los elementos matematicos que conocen los
estudiantes los ayudan a obtener nueva informacion para la resolucion de
problemas al establecer la relacion logica que se da entre dichos elementos.
Otro de los resultados es que los estudiantes presentan dificultades para esta-
blecer relaciones entre comportamientos puntuales y globales del concepto,
ademas de que existe una construccion progresiva del esquema y los modos de
representacion para el concepto.
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En cuanto a las propuestas de ensefnanza y aprendizaje del tema de deriva-
das, encontramos que, en gran parte de éstas, las graficas son utilizadas para
analizar comportamientos de funciones como concavidades, crecimiento, maxi-
mos o minimos. Por ejemplo, Flores (2007) menciona que las gréficas funcionan
como estrategia para el analisis de funciones en contextos matematicos y extra-
matematicos. El trabajo con estudiantes de nivel medio superior para conocer
la interpretacion que los estudiantes proporcionan al analizar un fenémeno que
describe variaciones. En la primera parte de la actividad se solicita a los estu-
diantes construir una grafica que modele los cambios en la posicion de una
persona que realiza un movimiento. Posteriormente, con la ayuda de sensores,
se realiza la simulacion para obtener la grafica. Al realizar las simulaciones del
movimiento se espera que los estudiantes describan las variaciones que se
presentan y lo relacionen con la grafica obtenida. Finalmente, se realiza una
comparacion entre la grafica propuesta y la hallada con el sensor. En esta
investigacion se concluye que, al trabajar con situaciones como las descritas, los
estudiantes adquieren aprendizajes por intuicion por medio de la interpretacion
y construccion de graficas.

También Vrancken y Engler (2014) trabajan con el concepto de derivada desde
una perspectiva de variacion y cambio. En esta investigacion se trabajé con estu-
diantes de nivel universitario que respondieron a cuestionarios previos que ayu-
daron a reconocer deficiencias en la comprension del concepto de derivada.
Posteriormente se disend una actividad que permitiera atender estas dificultades.
Los resultados obtenidos muestran que la metodologia utilizada por el docente
permitio a los estudiantes elaborar la definicion de derivada. El trabajo grupal
favorecié la comprensién de la transicion entre diferentes formas de representar
el concepto de derivada. Una de las dificultades detectadas fueron las deficiencias
en el manejo de conocimientos previos necesarios tanto conceptuales como algo-
ritmicos, como por ejemplo al hacer el calculo de la velocidad instantanea.

Otros aportes esenciales de la Educaciéon Matematica a la ensenanza y
aprendizaje de la derivada son las investigaciones realizadas alrededor de la
variedad de representaciones que puede tener un objeto matematico, conside-
randose como un elemento esencial en el pensamiento matematico la coordi-
nacion y trasferencia entre los mismos (Duval, 2006). Flores (2007) utiliza el
registro grafico para el andlisis de una situacion que presenta variaciones y
cambio y Garcia y Dolores (2016), ademas de utilizar el pensamiento y lenguaje
variacional, trabajan a la derivada mediante los registros numeérico, algebraico
y geométrico.
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MARCO TEORICO

La propuesta didactica que aqui se detalla fue construida bajo la base de dos
constructos teoricos principales. Por un lado, siendo conscientes de los distintos
significados de la derivada (ver Pino-Fan, Castro, Godino y Font, 2013), centra-
mos esta propuesta en la derivada como calculo de fluxiones (vision Newto-
niana de la derivada) y el significado de Calculo de Diferencias (vision
Leibinitziana de la derivada). Para ello nos valimos del Pensamiento y Lenguaje
Variacional. Por otro lado, nuestra propuesta didactica enfatiza en las trans-
formaciones entre registros de representacion. A continuacion, detallamos los
aspectos centrales de estos dos enfoques.

El Pensamiento y Lenguaje Variacional es una linea de investigacion encar-
gada de estudiar la evolucion y desarrollo del lenguaje de fenémenos que pre-
sentan variaciones. Cantoral (2013) menciona que, en la educacion, esta linea de
investigacion estudia los fendmenos de ensefanza, aprendizaje y comunicacion
de conocimientos matematicos relacionados con la variacion y el cambio. En este
contexto la prediccion es una herramienta para el desarrollo y la comprension de
fendmenos dinamicos, un estudiante desarrolla Pensamiento y Lenguaje Variacio-
nal cuando es capaz de predecir el cambio y cuantificarlo.

Los estudios sobre Pensamiento y Lenguaje Variacional han aportado estrate-
gias y herramientas didacticas basadas en la idea de prediccién y cuantificacion.
En su mayoria, se proponen secuencias didacticas para estudiar fenémenos que
presentan cambios a partir de su grafica, expresion algebraica o con el uso de
software para modelar dichos fenomenos (e.g. Dolores, 2016). Estas estrategias y
herramientas van dirigidas a estudiantes, profesores y profesores en formacion.

En la linea del pensamiento y lenguaje variacional la derivada se trabaja a
partir de los aspectos epistemoldgico y didactico. Referente al aspecto epistemo-
l6gico Alanis (1996) hace uso de la prediccion para llegar a lo analitico, con el
analisis didactico trabajo la transicion de magnitudes constantes a magnitudes
variables. Pulido (1997) apoyado en el Célculo desarrollado por Leibniz, trabaja
el concepto de derivada a partir de fenémenos de fisica.

Con respecto a los registros de representacion, nos basamos en Duval (2006),
quien menciona que dichos registros de representacion deben permitir la mani-
pulacion y transformacion dentro de un mismo registro y/o permitir la transforma-
cion total o parcial a otro registro, puesto que, si un estudiante logra articular al
menos tres registros de representacion de un concepto matematico, entonces
puede decirse que ha comprendido dicho concepto.
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Sanchez-Matamoros, et al. (2008) mencionan que la clasificacion que se
hace en la investigacién de algunos registros de representacion del concepto
de derivada son:

» Numérico: Se puede obtener la derivada como una sucesion de cocientes
diferenciales en un intervalo, cuando una variable aumenta y la otra se
queda fija.

* (rafico: Se analiza que ocurre cuando el cambio de longitudes en el eje cambia
con respecto a la longitud en el eje Y. Dentro de este registro se pueden hacer
transformaciones, por ejemplo, pasar de la grafica de la funcién a la grafica
de su derivada y viceversa, como pendiente de la recta tangente a una cunva.

* Algebraico: Se establece como el limite del cociente diferencial cuando las
diferencias en X se aproximan a cero.

e Verbal: En el que se presenta propiamente como parte del lenguaje mate-
matico, como pendiente de una recta tangente o como razén de cambio
instantaneo.

METODOLOGIA
EL DISENO METODOLOGICO

Esta experiencia didactica se llevo a cabo en el contexto de un curso de Calculo
diferencial e Integral del ciclo escolar 2016-2017 en un grupo que cursa el tercer
ano de bachillerato general en México. La profesora responsable del curso es
una de las investigadoras que participan en este escrito, por lo que se decide
implementar un disefio metodologico de Investigacion-Accion (Elliot, 2005) que
permita a la profesora asumir una postura reflexiva y critica ante su practica, asi
como asumir una postura objetiva de profesor investigador.

El trabajo se divide en tres fases, la primera, referente al disefio de la secuen-
cia, el cual implica una primera aproximacion a los resultados de investigacion
referentes a didactica del calculo y en particular a lo que se refiere a la derivada.
Este bagaje se muestra en los Antecedentes y el Marco Tedrico de este trabajo.
La segunda fase se refiere a la implementacion de la secuencia dentro del aula
como parte de los trabajos normales del curso de Calculo diferencial. La ultima
fase corresponde al andlisis de la informacion y la reflexion sobre los resultados
derivados de esta experiencia didactica.
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La naturaleza de los datos y el paradigma interpretativo bajo el cual hemos
decido abordar la investigacion nos conduce a utilizar un enfoque cualitativo
de analisis de los datos. Esto, porque estamos realizando un estudio exploratorio
acerca de los procesos y conocimientos matematicos que ponen en juego los
estudiantes al trabajar con una secuencia didactica.

Dadas las condiciones del diseno metodologico, es natural pensar en uti-
lizar el método de observacion participante (Elliott, 2005) para la implementa-
cion de la secuencia y la recoleccion de los datos. Ademas, para minimizar
sesgos en la informacion y controlar la subjetividad del estudio se recurrié a
un método de triangulacion entre investigadores, en el cual participan varios
observadores que opinan sobre el analisis para detectar o minimizar los sesgos
que introduce la propia persona del investigador (Hammersley y Atkinson, 1995
en Carrillo y Munoz-Catalan, 2011).

INFORMANTES, INSTRUMENTOS DE RECOLECCION
Y ANALISIS DE INFORMACION

Para la recoleccién de los datos se implemento la secuencia didactica disenada
a lo largo de cuatro sesiones de cien minutos cada una. Se eligié como infor-
mantes a un grupo integrado por 27 jovenes de entre 16 y 18 anos de edad que
estan interesados en continuar estudios universitarios en carreras de Ciencias
exactas o Ingenieria.

Debido a que el grupo de informantes ha trabajado con la profesora durante
los meses anteriores a la aplicacion de la secuencia, no se tuvo la necesidad de
realizar alguna evaluacion adicional de conocimientos previos.

En la primera sesion la profesora integré nueve grupos de trabajo, en los
cuales intentd mantener un equilibrio en cuanto al rendimiento de los estudian-
tes, buscando que los equipos tuvieran estudiantes de rendimiento alto, medio
y bajo, seguin su conocimiento y apreciacion sobre sus estudiantes. Estos equipos
se mantuvieron durante dos sesiones masy la ultima sesion el trabajo se realizo
de forma individual.

Durante la implementacion de la secuencia se realizaron grabaciones de
audio y video de todas las sesiones, las cuales fueron transcritas y codificadas
para el analisis, ademas de recopilar todas las evidencias escritas que se hubie-
ran generado en los equipos de trabajo durante las sesiones.
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Para el analisis de la informacion decidimos utilizar el enfoque de la
Grounded Theory, cuyos fundamentos estan en una recoleccion y analisis
sistematico de datos, a través de una continua interaccion entre el andlisis y
la recoleccion de informacion, generando asi una parte de la teoria a la que
se quiere llegar durante el proceso de investigacion, emergiendo directamente
de los datos (Strauss y Corbin, 1994).

DISENO DE SECUENCIA DIDACTICA

En esta primera fase definimos lo que entendemos por secuencia didactica y el
uso que le daremos dentro de la experiencia a realizar.

La secuencia didactica surge de la necesidad de organizar la ensenanzay
el aprendizaje y se condiciona por las personas que la elaboran de acuerdo a
los objetivos que se persigan y el contexto en el cual se aplique y tiene el objetivo
de unificar los procesos de investigacion educativa, ser innovadoras y permitir
el trabajo en equipo (Fernandez, 1999).

Sobre la estructura de ésta, Tobén, Pimienta y Garcia (2010) comentan que una
secuencia es un conjunto de actividades de aprendizaje y evaluacion disenadas
de forma que el docente sea el guia de los estudiantes en la adquisicién de nuevos
conocimientos. Ademas, para el planteamiento de las actividades se deben tener
en cuenta tareas y preguntas que representen un reto a los estudiantes, que les
supongan contradicciones y que contribuyan a que hallen soluciones o propongan
conjeturas de forma independiente.

Sobre el contenido y bases tedricas de la secuencia, como hemos mencionado
en los primeros apartados de este escrito, los trabajos de investigacion revisados
en el apartado de antecedentes sugieren la idea de realizarla tomando como base
situaciones de variacion y cambio que permitan identificar puntos criticos y varia-
ciones en un contexto de movimiento, esto nos lleva a proponer la actividad sobre
la base de dos constructos principales: el pensamiento y lenguaje variacional
(Cantoral, 2013) y el tratamiento y conversion entre distintos registros de represen-
tacion (Duval, 2006). Todo esto nos permitird introducir a los estudiantes al con-
cepto de derivada como aquella que nos indica la razén de cambio instantanea
entre dos variables.

La secuencia didactica que disenamos consta de tres actividades (ver Anexo
1) utilizando la siguiente situacién como base para el trabajo general:
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Actividad 1. Conversion entre el registro grafico y verbal
Instrucciones: Traza la grafica posicién — tiempo que representa el movimiento de Juan en la si-
guiente situacion:

% Dl S Juan sale de su casa para ir a estudiar a
< casa de su companero. No es necesario
=& @ casa de compaiers o, K .
< BARRIO DE tomar el camion, pues su amigo vive en
SANTIAGO

una colonia proxima a la suya. Cuando
sale de casa contesta un mensaje avan-
zando con paso lento los primeros 250
metros, en cuanto envia el mensaje con-
tinta caminando mas rapido. Cuando

1EL
ITAS

IOLCANES 25, = han transcurrido 8 minutos recuerda que

L i olvidé su libreta y regresa a casa corrien-

7y, ' do. Llega a casa, toma su libreta y, como
@ casa de Juan Ay o il . )

ya es tarde, camina a la esquina y espera

% Google T 3 minutos para tomar un taxi que lo lleva

a la casa de su companero.

Figura 1. Actividad 1 de la secuencia didactica

Uno de los principales focos de atencion en la secuencia es el transito entre
registros verbales y registros graficos que lleven al estudiante a analizar la
situacion de variacion y asi reflexionar sobre qué y cdmo cambia el movimiento
para después reflexionar sobre cudnto cambia.

Otro punto central es el analisis de representaciones graficas dado que en
Calculo las graficas son utilizadas como herramientas privilegiadas para ana-
lizar comportamientos de funciones como concavidades, crecimiento, maximos
0 minimos, etcetera, ademas de usarlas para estudiar como varia la posicion
y las relaciones entre velocidad y aceleracion, con lo cual se establece un
significado de la variacion mediante la modelacion-graficacion (Suarez y Cor-
dero, 2010).

Las actividades que proponemos promueven entre los estudiantes el analisis
de diferentes cualidades de variacion: (qué magnitudes cambian?, {cuanto cam-
bian? y {como cambian? En éstas, se acerca al estudiante a la necesidad de
establecer una forma para analizar las variaciones entre las magnitudes, por
medio del analisis de razones de cambio donde establecerd la relacion entre
pendiente de una curvay razon instantanea de cambio.
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Tomando en consideracion los resultados obtenidos por Vrancken y Engler
(2014) y Dolores (2009), nuestra intencion fue provocar que los estudiantes
utilizaran el estudio de la variacion mediante la razon de cambio, velocidad
media, razén de cambio media, relacion con la recta secante, velocidad instan-
tanea, razon de cambio instantanea y relacion con la recta tangente.

Se busca que la secuencia ayude a que el estudiante pueda inferir qué
es lo que ocurre en diferentes intervalos de tiempo y modelar la situacion a
partir de una grafica, para posteriormente analizar los intervalos de tiempo
propuestos y llegar al analisis puntual. Esperabamos que a través de estas
fases el estudiante lograra construir una primera nocion general de derivada
como aquella que nos indica la razén de cambio instantanea entre dos
variables.

RESULTADOS DE LA EXPERIENCIA DIDACTICA

Como habiamos mencionado, la aplicacion se llevd a cabo a lo largo de dos
semanas repartidas en cuatro sesiones de 100 minutos cada una. La aplicacion
constaba de dos partes, una de trabajo por equipos y una puesta en comun
grupal a través de exposiciones en el pizarréon la cual era moderada por la
profesora. Para que el lector pueda distinguir el origen que tienen los datos que
se muestran en los resultados, en adelante nos referimos a las evidencias escritas
de manera grupal como la participacion del “Equipo #" y a las participaciones
individuales de los estudiantes expuestas de forma oral como “E#".

SOBRE LOS PROCESOS Y CONOCIMIENTOS QUE DETONA EN LOS ESTUDIANTES LA
SECUENCIA DIDACTICA

Una vez que se analizaron las evidencias, hemos podido establecer cinco cate-
gorias que engloban los procesos de resolucion que realizan los estudiantes
segun los conocimientos que ponen en juego:

Categoria 1. Identificaciéon de la presencia de variables y relaciones entre estas

Para poder trazar la grafica los estudiantes tuvieron que hacer una lectura del
planteamiento que modela el movimiento de Juan. En la actividad 2 también
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fue necesario establecer la relacion posicion tiempo para poder hacer el ana-
lisis tanto global como puntual de la grafica que se les proporcionoé. Por
ejemplo, en la pregunta 5 de la actividad dos, donde se solicita al estudiante
identificar intervalos donde se cumple que la velocidad es menor en uno de
ellos en distintas secciones, se deben elegir segmentos en la grafica, donde la
pendiente de la recta secante, sea menor que la pendiente de la recta secante
en otro intervalo. Esto nos da indicios de como relacionan pendiente de recta
secante con velocidad.

Categoria 2. Las graficas muestran compresion sobre la variaciéon en la posicion

El trazo de la grafica en la actividad 1 permite analizar si los estudiantes consi-
deran a las variaciones constantes o no constantes. Por ejemplo, la grafica de
la figura 2 muestra variaciones no constantes. Esto nos permite decir que algu-
nos estudiantes tienen conocimiento del tipo de graficas que se generan con
movimientos no constantes.

Figura 2. Grafica posicion tiempo de variaciones no constantes

Otro ejemplo, es la grafica de la figura 3, la cual fue construida por siete de los
nueve equipos. En esta se puede observar que graficaron movimientos de velo-
cidad constante y que no tienen una idea clara de que tipo de graficas se
generan cuando los movimientos no son constantes.
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Figura 3. Grafica que representa movimientos con variaciones constantes

Categoria 3. Uso de conocimientos que no pertenecen a la matematica formal

En todas las actividades los conocimientos no formales dentro de la matematica
fueron de gran apoyo para los estudiantes. Sin embargo, en algunas actividades
este hecho es mas notorio que en otras. Por ejemplo, en las preguntas 2 y 3, de
la actividad 2 parte Il, donde los estudiantes deben contestar como es la veloci-
dad en el intervalo de aa by como es la velocidad de b a ¢ fue de gran utilidad
para los estudiantes considerar qué es lo que estaba haciendo Juan en ese
momento, lo cual generd que no fuera necesario trazar intervalos y trazar rectas
secantes dentro de estos intervalos. Otro ejemplo, en la pregunta 4 de la actividad
2 parte ll, donde se cuestiona sobre lo que ocurre alrededor del punto de
inflexion, el estudiante E13 dice:

E13: Cabe recalcar que en lo que menciond mi companero también utilizamos el
contexto de la lectura y nos apoyamos mucho de la primera respuesta en donde
vemos la gréfica. Al inicio de la grafica [se apoya en la gréfica de la figura pro-
porcionada en la actividad] se puede considerar en reposo y vemos como va
acelerando de cierta manera hasta llegar a una aceleracion maxima que en la
grafica seria el punto by al finalizar vemos que va desacelerando hasta de nuevo
quedar en un estado de reposo. Al analizar también lo que seria el problema
vemos que, del punto a al punto b, esta llevando cierta aceleracion, esta tratando
de ir mas rapido, por eso podemos inferir que va mas rapido que de b a ¢
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En este caso, la experiencia sensorial de movimiento y las relaciones con
velocidad y aceleracion, son los elementos no formales de la matematica en los
que se basa el estudiante para generar su explicacion.

Categoria 4. Uso implicito del concepto de pendiente

En algunos equipos no se utilizd propiamente el término pendiente, pero se
hablo sobre la inclinacion de la recta o inclinacion de la curva como un sino-
nimo de pendiente de la recta, usado para poder realizar la comparacion entre
las velocidades. Ejemplo de ello es la respuesta del Equipo 3:

Equipo 3: Entre mas vertical sea la curva la razén de cambio de la posicion con
respecto al tiempo es mayor. Como en la seccion Il la curva estda mas inclinada
podemos decir que su razon de cambio es mas pequena. Tomamos razon de
cambio como sinénimo de velocidad.

Esta afirmacion muestra evidencia de que se establece una relacion entre la
velocidad y la idea de variacion, ademds de proporcionar un indicio de que en
este equipo podrian tener conocimiento acerca de que la pendiente de una recta
también nos proporciona informacion sobre la velocidad.

Categoria 5. Relacion de conceptos pendiente de recta secante-velocidad promedio
y pendiente de recta tangente-velocidad en un punto

La relacion entre estos conceptos se notd con mayor claridad en las actividades
2y 3. Por ejemplo, en la pregunta 5 donde se solicita identificar algun intervalo
de tiempo en la seccion Il donde la velocidad sea mayor que la velocidad en
algun intervalo de la seccion VI, el Equipo 2, comenta que ‘“la seccion inicial del
intervalo VIl entre los puntos (C, D) tiene una velocidad menor al intervalo (A, B)
pues la pendiente de la recta AB es mayor a la pendiente de la recta CD'. Se
apoyan en la Figura 4.
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posicion
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tiempo

Figura 4. Comparacion de velocidades.

Otro ejemplo de esta categoria se observa cuando, en la puesta en comun para
las preguntas 5y 6 de la actividad 2 parte |, se retomo la respuesta de la pregunta
4, dado que no en todo el intervalo de la seccion Il se cumple que la velocidad
es menor con respecto a la velocidad de la seccion VII. Cuando se pregunto si
existia alguna contradiccion entre la respuesta dada a la pregunta cuatro y las
preguntas cinco y seis, los estudiantes comentaron:

E13: Es posible, cuando hablamos de la velocidad entre dos tiempos distintos, sélo
se hace un promedio de la velocidad que hubo en un intervalo. Podemos decir
que hablamos de una velocidad promedio.

Durante esta misma discusion, el estudiante E10 complementa la participacion
del estudiante E13 y explicita la forma en que se relaciona la pendiente de la
recta secante y la velocidad promedio.

E10: Se puede expresar como un Ax [cambio en la posicion] sobre un At [cambio
en el tiempol. Que también es igual a la velocidad media y a la pendiente de
la recta secante, porque la pendiente es el cambio en 'Y, que en este caso es
el cambio en la posicion, sobre el cambio en X, que por ahora es el cambio en
el tiempo. Para nuestro problema nos va a quedar, posicién final menos posi-
cion inicial todo entre tiempo final menos tiempo inicial igual a la velocidad
promedio. [Escribe en el pizarron la relacion %—El.

6
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Las cinco categorias en las que englobamos el comportamiento matematico
de los estudiantes frente a nuestra propuesta didactica nos dan muestra de cuan
benéfico es el manejo de graficas en la comprension del concepto de derivada,
lo cual coincide con lo reportado por Borji et al. (2018). Asimismo, es de resaltar
como la situacion contextual permitio que los estudiantes hicieran un contraste
entre sus graficas y las respuestas que daban a los cuestionamientos.

Si bien es cierto que los estudiantes no habian tenido contacto con el tema
de derivada, los temas que habian trabajado en sus cursos de fisica clasica les
permitieron comprender y cuestionar las graficas. En dicho curso se hablaba
sobre velocidades promedio e instantanea, pero no se formalizaba con la nocion
de derivada, ya que eso era curricularmente incompatible.

REFLEXIONES FINALES

La contribucion didactica que se presenta aqui, trata de romper con el impetu
curricular en el que la introduccion al concepto de derivada se realiza mediante
un tratamiento algoritmico que se desvincula de los significados del propio
objeto matematico, tal como ha sido reportado en diversas investigaciones (e.g.
Salinas y Alanis, 2009). Nuestra propuesta trata de favorecer el desarrollo de
pensamiento variacional y el transito entre registros de representacion. A conti-
nuacion, detallamos como estos elementos se vieron favorecidos.

SOBRE EL USO DEL PENSAMIENTO Y LENGUAIE VARIACIONAL PARA EL ANALISIS DE
SITUACIONES DE VARIACION

Las actividades propuestas en la secuencia permitieron al estudiante trabajar
una situacién en la que identificd los distintos cambios de velocidad. Por
ejemplo, en la actividad 1, los estudiantes construyeron graficas que modelan
distintas velocidades en cada momento donde Juan cambia de posicion, como
lo muestra la figura 3. En esta figura, si bien no se estd considerando las
variaciones naturales en la velocidad de Juan, si se consideran diferentes
pendientes que se corresponden con la situacion contextual. Lo cual nos
permite interpretar que los estudiantes de este equipo estan empleando nocio-
nes (basicas) de variacion y cambio.
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Otra evidencia que muestra como los estudiantes trabajaron el concepto de
variacion, es que en todo momento utilizaron el planteamiento, donde saben
que se modelan cambios, para contestar las preguntas o para ratificar su
respuesta.

Al analizar las evidencias hemos notado que las actividades 1y 2 permiten
a los estudiantes hacer uso de estrategias de trabajo, que estan ligadas a
pensamiento y lenguaje variacional, sin embargo, parece que esta idea se
rompe en la actividad 3, dado que se limitan a la representacion geométrica
de la derivada sin atender el comportamiento de variacién que surge alrededor
de un punto. Constatamos que los conocimientos de la asignatura de fisica
fueron determinantes en el uso de esta representacion dejando a un lado el
analisis de variacion alrededor de un punto para determinar la velocidad
puntual, como lo muestra la figura 5y la explicacién proporcionada por el
estudiante E2.

posicidn

tiempo

Figura 5. Comparacién de la velocidad en dos puntos.

E2: La velocidad del punto D es mayor a la velocidad del punto C debido a que,
si se traza una recta tangente que solo toca a esos puntos, se puede obtener
la velocidad de cada punto; después se pueden comparar los grados de incli-
nacion de ambas pendientes tangentes y asi se nota cual de los puntos tiene
mayor velocidad.
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SOBRE EL TRANSITO Y CONVERSION ENTRE REGISTROS
DE REPRESENTACION EN LA SECUENCIA DIDACTICA

En la primera actividad se buscé, entre otras habilidades, que los estudiantes
realizaran el transito entre el registro verbal y el registro grafico con la represen-
tacion del movimiento de Juan. Para ver si este se realiz6, al analizar las eviden-
cias de esta actividad consideramos los siguientes aspectos: identificacion de
momentos clave, puntos de referencia y graficas que representan movimientos
constantes y no constantes.

En el problema se pueden observar siete momentos clave: (i) Sale de su casa
y camina a paso lento porque envia el mensaje, (ii) avanza mas rapido, (iii)
recuerda que olvidd su libreta y regresa a casa corriendo, (iv) se mantiene en
su casa para buscar la libreta, (v) camina a la esquina, (vi) espera el taxi y (vii)
toma el taxi y se va a casa de su amigo.

De los nueve equipos, dos consideraron todos estos momentos y los equipos
restantes omitieron el momento en el que Juan regresa a casay toma su libreta.
Ejemplo de esta grafica es la que se muestra en la figura 6.

Posicin

ey
Bwnolos Liempo

Figura 6. Posicion de Juan.

De la misma forma nos fijamos en los puntos de referencia, sobre todo en la
ubicacion de las casas de Juan y de su companero. Consideramos que estos
son determinantes en la forma de construir la grafica. Durante la puesta en
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comun de la grafica, se cuestiond acerca de la colocacion de estos puntos. El
estudiante E22 menciona que tuvieron problema al colocar la casa de Juan
porque cuando regresa a ella pensaron que deberia regresar al origen. La expli-
cacion que proporciona el estudiante E10 es:

E10: Bueno, es que de lo que decia de la casa de Juan, yo creo que no hay conflicto
de que digas que la casa de Juan es el origen porque entonces estarias regre-
sando a la posicion cero en un tiempo cero. Pero, por ejemplo, en un determi-
nado tiempo puedes regresar a la posicion donde iniciaste, en t=3, las
coordenadas son (3, 0) y eso significa que pasados tres minutos él regresa a
esa posicion, no regresa al origen. Nosotros lo tomamos asi y no tuvimos nin-
gun conflicto.

Esta discusion llevo al grupo a establecer que la grafica debe ser una funcion
y que, ademas, considerando que el tiempo es una variable, no se puede regresar
de manera horizontal. En la Figura 7 también se observa que se representaron
movimientos constantes y ademas se observa como hay un cambio de velocidad
de un momento a otro.

En la actividad 2 y 3 pudimos observar que se promovio el transito entre el
registro grafico, verbal y analitico. Por ejemplo, en la actividad 3, durante la
puesta en comun, el estudiante E11 nos explica:

E11: Yo recuerdo que en Fisica vimos que la velocidad en un punto es la velocidad
instantanea y se puede encontrar con un limite, el vis = lima,0[7] y Sabemos
que la velocidad promedio es posicion final (x7) menos posicion inicial (x;) entre
un tiempo final (¢ menos un tiempo inicial (¢t;) y entonces el limite anterior
nos queda COMO: Vins = limygg [%] pero necesitamos conocer a las posiciones
o0 una funcion para calcular a la velocidad.

En esta explicacién se hace presente el registro algebraico y el registro verbal.
También en la figura 6, que corresponde a la actividad tres de la secuencia, se
puede observar como esta presente el registro geométrico. Dadas las evidencias
podemos decir que nuestra secuencia si permite (y promueve) el transito entre
los registros de representacion para la derivada, aunque estos se logren solo de
forma parcial por los estudiantes.
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SOBRE ASPECTOS GENERALES DE LA PROPUESTA DIDACTICA

Con respecto a la primera actividad los estudiantes establecieron relaciones entre
las variables del problema de Juan para plasmarlos en el plano cartesiano uti-
lizando expresiones que estan relacionadas con la idea de variacién y cambio.
En todos los equipos de trabajo se menciond a la funcién de primer grado como
la herramienta principal para modelar cambios constantes y las curvas para
cambios variables, ademas de reconocer a la pendiente de la recta como el
elemento que nos modela dichos cambios.

Se tuvieron algunas dificultades en la sequnda parte de la actividad 2, puesto
que no se comprendia lo que se solicitaba. Al parecer, aunque hay un cambio
de concavidad de la grafica que se muestra en la actividad 2 parte I, éste no es
muy notorio y esto no fue de ayuda al pensar que los estudiantes iban a tomar
intervalos a la izquierda y derecha del punto de inflexion. Aun con estas dificul-
tades los equipos se apoyaron en conocimientos previos para hacer uso de los
conceptos recta secante y velocidad promedio. Pese a las dificultades, los estu-
diantes lograron establecer la comparacion de la velocidad entre las diferentes
secciones de una grafica.

Ninguna de las soluciones de los estudiantes a la actividad 3 satisface
nuestros objetivos puesto que, aunque en la mayoria de equipos se empleo a
la pendiente de la recta tangente para calcular velocidades instantaneas, no se
utilizo el proceso de acercarse al punto Cy al punto D, fijando un intervalo y
luego hacer que la longitud de tiempo se hiciera cada vez mas pequena de
acuerdo a lo que se hizo en la actividad 2 parte |l.

En general la secuencia didactica nos permitié observar el proceso de
transicion de los estudiantes entre el registro verbal, grafico, analitico y geome-
trico. Analizar el comportamiento de la velocidad en secciones, alrededor de
un punto de inflexion y en un instante dado, nos ayud6 a poner atencion en
aspectos concretos del comportamiento grafico ((coémo cambia?, écuanto cam-
bia?, crece, decrece, aceleracion, velocidad promedio, velocidad en un instante),
lo cual forma parte esencial de la construccion de los distintos significados
del concepto de derivada.
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