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EDITORIAL DOI: 10.24844/EM3201.00

Editorial

El primer nimero de la revista Educacion Matematica del ano 2020 llega en medio
de una crisis mundial provocada por la expansion del virus COVID-19. que nos
obliga a plantearnos diversas reflexiones en el propio campo de la Matematica
Educativa. Dos de ellas resultan inevitables: la concerniente a la Modelizacion
Matematica y su ensenanza, y la relacionada con la Educacion a Distancia.

Detener el contagio masivo de un virus como el COVID-19 requiere tener
conocimientos matematicos solidos que nos permitan modelizar datos del con-
texto en cuestion; como informacion relacionada con el propio virus, su propa-
gacion, las formas de convivencia social, e incluso los sistemas de salud. Ademas
de estos conocimientos y técnicas matematicas se requiere también de una
interpretacion apropiada y eficaz de los resultados, que nos permita fundamentar
las medidas a tomar para salvar el mayor nimero de vidas posibles. De alguna
manera, esta realidad que nos toca afrontar es una llamada urgente a la inno-
vacion educativa y al cuestionamiento de los enfoques que pretenden la
‘fransversalidad’ sin reconocer la naturaleza y la complejidad de las relaciones
entre saberes de diversa indole. La realidad de la sociedad no puede seguir
fuera de los limites de la escuela; ies necesario integrarla lo antes posible! Para
ello, se requiere realizar investigaciones sobre la naturaleza multifactorial de
la modelizacion matematica, y de las formas en que puede abordarse desde el
aula, tanto presencial como virtual.
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Editorial

La Educacion Virtual o a Distancia —la gran marginada del siglo XXl y eti-
quetada como de baja calidad- se erige hoy como la opcién para mantener viva
la tarea social de educar. Se hace hoy, mas necesario que nunca impulsar la
produccion de saberes en una modalidad tan importante y tan poco explorada
como la ensenanza virtual. Ciertamente, existen investigaciones en el campo de
la Matematica Educativa centrados en estudiar el rol de la tecnologia y la ense-
nanza virtual. De hecho, en este numero presentamos dos articulos al respecto,
el de Irene Sanchez, Juan L Prieto, Rafael Gutiérrez y Stephanie Diaz, v el de
Alberto Alnar y Antonio Oller. Investigaciones que provienen de escenarios pre-
senciales y hacen mas visible aun la demanda de una formacién didactica
especializada en la modalidad virtual. La atencion a esta demanda es urgente,
tanto como la de combatir el virus de la marginacion social: cuantos ninos y
jovenes de comunidades sin acceso a la tecnologia digital y al internet han
quedado sin formacion durante este tiempo?

En este niimero incluimos también una mencion al fallecimiento de dos
educadores matematicos acaecidos recientemente —Eugenio Filloy y Francois
Pluvinage— baluartes de la Matematica Educativa en todo el mundo y principal-
mente en Latinoamérica. Su solidez como investigadores y como seres humanos
se queda con nosotros a través de su basta obra: leerlos es privilegio y homenaje
a su memoria.

En este escenario gris, aparece un atisbo de esperanza venido del norte de
este pais y de una instancia cuyo rol es determinante en la educacion estatal
y nacional: la Secretaria de Educacion del estado de Zacatecas. El texto de
Gema Mercado muestra con claridad el rol de las matematicas y de su ense-
nanza, en esta contingencia, y ofrece una reflexion que toca tanto a los érga-
nos gubernamentales de la educacién como a los de difusion de la ciencia,
como la revista Educacion Matematica. La colaboracion efectiva entre estos
organos es una via compleja, pero ineludible para que la educacion matematica
de calidad contribuya a preservar la vida de todos los ciudadanos.

Avenilde Romo Vazquez
Editora en jefe
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ARTICULO INVITADO DOI: 10.24844/EM3201.01

Las matematicas en los tiempos del Coronavirus

Gema Alejandrina Mercado Sanchez!

Saludo con aprecio la publicacion de un volumen mas de la Revista Educacion
Matemdtica que nos ha acompanado desde hace mas de 32 anos ininterrum-
pidos para garantizar un espacio libre al razonamiento matematico y sus retos
educativos.

Ahora, en pleno momento de oleadas diferidas de la pandemia COVID-19, la
ciencia y la tecnica se revaloran en la discusion global procurando documentar
lo que hacemos, lo que aprendemos diario y lo que quisiéramos predecir. La
matematica se anuncia en cadena nacional, en voz de médicos, epidemiologos,
especialistas de salud publica y politicos. La ciudadania se apresta a entender
las tablas y graficas. Nos llaman a cambiar la curva para mitigar los efectos de
la fatal pandemia. Nos piden que nuestro confinamiento, en medida de sana
distancia, modifique la dinamica del comportamiento de contagios y buscar,
entre todos, “aplanar la curva’. Muchos, sin saberlo, participan de un esfuerzo
mundial para cambiar el valor de la segunda derivada en la curva que parece
advertir una mayor amenaza de la pandemia COVID-19. Aun mas, graficas
coloridas inundan las pantallas explicando que existen diferentes modelos para
enfrentar la amenaza global y el calculo multivariado se parafrasea de diferentes
formas: los modelos de contencién y mitigacion dependen de diversas

! Secretaria de Educacion de Zacatecas, México, gemaa.mercado@gmail.com
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circunstancias: de la economia, de la cultura, del régimen politico, de la capaci-
dad hospitalaria, de los habitos alimenticios, de la salud publica y muchas mas
variables. En cada pais se analiza: écomo somos? iqué tenemos? icomo lo
haremos distinto? La solucién no es copiar lo que otros hacen porque las varia-
bles son diferentes. Es decir, somos distintos. El problema es profundamente
multivariable, no lineal, dificil predecir el final.

Y el despertar humanitario llamando a la solidaridad, a la reflexion, a la
perspectiva diferente. La economia del mercado es brutal porque es muy celosa,
¢ésalud o economia? Todos claman “la salud es lo mas importante, iparemos!”. Y
la economia se desploma.Y la matematica lo documenta: otras graficas y curvas
aparecen, éstas para explicar que la economia va cayendo, que el indice del PIB
se redujo, que la balanza comercial se desequilibro, que el dano econémico sera
inmenso. La matematica no se puede esconder ni desprestigiar como una asig-
natura aburrida, repetitiva, estéril. No es un lujo de algunos expertos, todos
queremos entender, dadonde va la curva? équé anticipa? La respuesta no es
sencilla. Es ciencia, es un modelo matematico, que cambia segun cambian
las variables en cada pais, en cada territorio. Es una aproximacién. Sabemos
tanto, pero la realidad se nos presenta sin exhibirse por completo y es mutante
vertiginosa, se escabulle a la prediccion cientifica. Abundan las interpretaciones
ingenuas que junto con las fake news abruman las redes sociales, {como expli-
car que en San Diego haya 80 infectados mientras que del lado mexicano sélo
seis? La respuesta esta en los modelos matematicos de flujo migratorio y movi-
lidad poblacional. Pero esto no se ignora, porque lo que importa es generar
confusion, asi, la politica intenta sustituir a la ciencia y la técnica.

La matematica puede considerarse un aditamento extraordinario a nues-
tro lenguaje natural, incorpora una posibilidad para describir aspectos y
relaciones cuantitativas del mundo que nos rodea, y nos permite capturar,
en las relaciones entre funciones, la dinamica del universo, su formay com-
plejidad. Los seres humanos hemos podido construir el lenguaje y una
estructura interna de variables, ecuaciones y desigualdades geometrias y
capacidades de analisis de grandes datos para describir, cuantitativamente,
la esencia fundamental de aspectos de nuestra realidad. La obra intelectual
ha sido un ejercicio portentoso y global, de abstraccién de la realidad. La
representacion tiene logica y belleza. La abstraccion impone una gran asep-
sia, sélo lo fundamental puede participar. No todos los detalles de la realidad
caben; solo ella se representa a si misma completa. Y de esa misma seleccion
entre lo esencial y lo extrinseco surge la belleza que se compacta en una
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ecuacioén, en una grafica, en un conjunto de relaciones de funciones. Y asi,
capturada la esencia, paradodjicamente, se libera para conocer su pasado, su
dindmica, su porvenir. Y se establece el desafio constante, mientras mas detalles
incorporamos al modelo matematico, mas complejo se vuelve resolverlo y cono-
cer; la belleza interna también se compromete. Por otro lado, mientras mas
elevada sea la abstraccion, mas perdemos la realidad que queremos capturar
en la representacion matematica. La delgada linea, entre abstraccion y rea-
lidad, es fragil. Los grandes han sido certeros. ¢{Quién no reconoce la imagen
de F=ma? o aquella de E = mc®? Aun los legos presienten su simetria y su poder.

La modelacion matematica es una estrategia del razonamiento para traducir,
interpretar de forma compacta y cuantitativa, el comportamiento de nuestro
universo, de la naturaleza, de la sociedad, de la economia y un interminable
etcétera. Extendiendo nuestro lenguaje y codificando magnitudes podemos inter-
pretar nuestro entorno, reconocer su estructura y su dinamica, su pasado y su
presente. Es tan poderosa esa posibilidad, que es inconcebible el desarrollo
técnico y cientifico, ni el mundo como lo conocemos sin el gran fundamento
representativo de la matematica. Y esta ciencia, con su propia sintaxis y seman-
tica, no es exacta, ni rigida, ni inhumana, como sus detractores la anuncian sin
gracia. Al contrario, es una aproximacion sustantiva, aunque es precisa en su
propia légica interna. Se deriva de una actividad profundamente humana, devie-
ne del triunfo de la argumentacion sobre el dogma. En el ejercicio matematico
se convoca a los presentimientos fundamentados, a la emocién de lo posible y
de lo imposible, a la ilusion de la esperanza sobre el desaliento. La matematica
evoluciona, crece, se afina, incorpora nuevas rutas de pensamiento y estructuras,
se vincula con otras ciencias para construir nuevas formas del pensamiento y
nacen nuevas areas del conocimiento, nuevas ciencias. Es profundamente
humanay solo el optimismo explica su origen y evolucion. Las matematicas son
una de las creaciones intelectuales mas sofisticadas del razonamiento humano
y junto con las otras ciencias, incluyendo las humanas, el arte y la ética, repre-
sentan los aspectos mas brillantes de nuestra civilizacién. Son asi, el Unico
asidero de sobrevivencia de la especie humana.

En la inercia previa a la contingencia sanitaria global por la pandemia,
hasta la ciencia parecia prescindible. Hoy todos somos convocados a revisar
el modelo de vida, el modelo economico y el modelo de crecimiento. La ciencia
salta al escenario principal y se reinstala en la necesidad de que, en tiempos
sombrios, el brillo mas portentoso de la creaciébn humana senale el camino.
Coinciden los antropdlogos, los epidemiologos, los religiosos y los politicos: la
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vida futura debe ser diferente. Debe incluir la ética, 1a generosidad, el recono-
cimiento de revalorar la otredad y desmontar el vinculo fatal de economia y
modo de vida vertiginoso y con programacion acritica. La educacion de las
ciencias, su entendimiento masivo y difusion renuevan su pertinencia. La ciencia,
y las matematicas particularmente, como todas las obras humanas, son también
elementos que modifican la vida de las civilizaciones. En la discusion publica,
se anticipa con cierta claridad el papel que ocupan las matematicas en la distri-
bucién de los saberes, en la legitimacion social, en la exclusion y en la desigualdad
y su profundo impacto en la salud publica.

Por eso, la Secretaria de Educacion del Gobierno del Estado de Zacatecas
responde al llamado y se compromete a apoyar la edicion de la Revista Educa-
cion Matemdtica en este ano axial, el ano que nadie olvidard, el de la pandemia
COVID-19. Queremos que la revista contintie sus 32 anos de educacion y difusion
de la Educacién Matematica. Ojala su tarea educativa se acentue y pueda dedi-
car un numero especial a la epidemiologia matematica; a la economia mate-
matica y financiera que explique el efecto y consecuencias multiples de la
pandemia que nos ha tocado vivir. La epidemiologia es una ciencia cuantita-
tiva, pero detras de cada dato, de cada cifra hay personas y familias. Ojala haya
matematicas/os que expliquen ese vinculo esencial entre los modelos para con-
tener la pandemia del COVID-19 dependiendo de variables como la pobreza, la
migracion y la desigualdad social que parecen describir el entorno nacional, y en
particular el de Zacatecas, en el cual se desenvuelve el gran reto de salud
publica que enfrentamos.

Es nuestro anhelo y queremos contribuir a que la Revista Educacion Matemd-
fica siga siendo un referente obligado para los estudiosos de esta disciplina en el
mundo hispanoparlante. Ojala otras instituciones y actores revaloremos su impor-
tancia en la educacion de nuestros pueblos para evitar que sigamos siendo Uni-
camente testigos o victimas fatales de una pandemia como la que hoy vivimos.

GEMA ALEJANDRINA MERCADO SANCHEZ
Domicilio postal: ~ Lopez Portillo #305, CP. 98618

Guadalupe, Zacatecas, México
Teléfono: 01 (492) 92-39600
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ARTICULOS DE INVESTIGACION DOI: 10.24844/EM3201.02

La transformacion de conocimientos matematicos
en situaciones de escritura ligadas al proceso de
institucionalizacion

The transformation of mathematical knowledge in writing
situations related to the institutionalization process

Inés Sancha!
Claudia Broitman?

Resumen: En el presente articulo se exponen las principales ideas de una
investigacion® centrada en analizar el funcionamiento de algunas situaciones
de escritura desarrolladas en clases de Matematica con el propdsito de explicitar,
reorganizar y sistematizar conocimientos que circularon durante la resolucion
previa de problemas. La indagacion se realiza a través de la implementacion
y posterior andlisis de una secuencia didactica de Matematica sobre Numeros
Racionales en un aula de 5° ano de Nivel Primario. El proceso de instituciona-
lizacion que se desarrolla a lo largo de la secuencia involucra diversos inter-
cambios orales y practicas de lectura y escritura. Entre ellos estudiamos
particularmente como el proceso de escritura posterior a la resolucion de los
problemas abona a la conceptualizacion matematica. Partimos del supuesto
de que el conocimiento se transforma en las situaciones de escritura ligadas
al proceso de institucionalizacién y nuestro interrogante principal se refiere al
modo en que sucede tal transformacion.
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Palabras clave: Escrituras - Matemdtica — Practicas de estudio - Instituciona-
lizacion - Educacion Primaria

Abstract: This article contains the main ideas of an investigation centered in
the analysis of the functioning of certain writing situations developed in Math
classes with the purpose of explaining, reorganizing and systematizing knowl-
edge that circulated during the resolution of the problems. The investigation
is done through the implementation and further analysis of a Math didactic
sequence regarding Rational Numbers in a fifth year classroom, primary level.
The institutionalization process developed throughout the sequence involves
diverse oral, reading and writing exchanges. Among them we specifically
studied in what way the writing process upon the resolution of the problems
contributes to the conceptualization of math. As a starting point we assumed
that knowledge is transformed in writing situations connected to the institu-
tionalization process and our main question is referred to the way in which
such transformation occurs.

Keywords: Writing — Mathematics - Study practices — Institutionalization - Pri-
mary school

1. EL PROBLEMA DE INVESTIGACION

Las practicas que se desarrollan tanto en el hacer propio de la disciplina mate-
matica como en el hacer del aula para su aprendizaje, estan necesariamente
asociadas a practicas de lectura y escritura. La escritura esta relacionada con la
posibilidad de crecimiento de las matematicas. Particularmente la explicitacion,
la sistematizacion y la reorganizacion de conceptos generan nuevas relaciones,
nuevos problemas y constituyen parte importante del trabajo matematico. En las
clases, los alumnos pueden participar en instancias que les permiten clasificar
problemas resueltos o establecer relaciones entre conocimientos que aparentan
ser independientes. Se trata de practicas que se aproximan a la idea de producir
y usar modelos matematicos. Aqui la escritura ocupa un lugar central; al escribir
sobre estas relaciones establecidas es posible distanciarse, objetivar el pensa-
miento y enfrentarse a exigencias linguisticas que favorecen el progreso en la
conceptualizacion.
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La investigacion que se presenta estuvo centrada en el funcionamiento de
las situaciones de escritura cuyo propoésito era explicitar, reorganizar y sistema-
tizar conocimientos que habian circulado en clases de Matematica a partir de
la resolucion de ciertos problemas. Nos detuvimos en como el proceso de escri-
tura posterior a la resolucion de los problemas abona a la conceptualizacion
matematica, partiendo de la idea de que el conocimiento matematico se trans-
forma cuando se promueven interacciones sociales a proposito de la escritura
durante el proceso de institucionalizacion.

2. MARCOS TEORICOS DE REFERENCIA

El saber a ensenar en la secuencia didactica implementada involucra practicas
de escritura al servicio de la adquisicion de conocimientos matematicos. Se
trata de un saber a ensefnar que requiere, para su analisis, de una mirada
desde la interseccion de dos didacticas especificas en términos de sus conte-
nidos, la Didactica de la Matematica y la Didactica de la Escritura.

La indagacion se inscribe en la perspectiva de la Didactica de la Matematica
francesa que concibe a las matematicas como un producto cultural y social, en
permanente transformacién y construido a través del trabajo de la humanidad
al enfrentarse a diferentes clases de problemas. Desde esta perspectiva, la ense-
nanza de las matematicas busca generar condiciones para involucrar a los
alumnos en procesos colectivos de produccion de conocimientos en torno a
ciertos objetos matematicos y de maneras especificas de pensar y producir en
esta disciplina (Artigue, 1986; Charlot, 1991).

Un importante marco de referencia para la construccion y analisis de la secuen-
cia implementada en este estudio ha sido la Teoria de Situaciones de Brousseau
(1993, 1994, 2007). Sus situaciones de formulacion son un referente que nos
permite pensar sobre como se transforman los conocimientos al ponerlos en
palabras para explicitarlos o formularlos por escrito. Apelamos a esta teoria para
el estudio de las condiciones didacticas que favorecen que los alumnos produzcan,
expliciten y validen sus conocimientos. Ademas, el concepto de institucionalizacion
como proceso (Perrin-Glorian, 1995; Margolinas, 1993) es central para esta inves-
tigacion, dado que se pretende analizar como funcionan las situaciones de escri-
tura al explicitar, reorganizar y sistematizar lo aprendido.

Un concepto potente para la presente indagacion es el de memoria didactica.
Brousseau y Centeno (1991) mostraron que sostener la memoria didactica evocando
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la experiencia matematica de los alumnos con relacion a conceptos cercanos a
los que se estan trabajando incide fuertemente en sus aprendizajes. En este
estudio, las escrituras producidas en las situaciones de ensenanza resultan un
punto de apoyo para el sostenimiento de la memoria didactica de los alumnos
a lo largo de la secuencia implementada.

Otra contribucion es tomada de la Teoria Antropologica de lo Didactico de
Chevallard (1997). El autor plantea que los procesos de ensefianza y aprendizaje
de las matematicas son aspectos particulares del proceso de estudio, entendien-
do la palabra ‘“estudio” en un sentido amplio que engloba tanto el trabajo
matematico del alumno, como el del matematico. Las situaciones de escritura
que se incluyen en la secuencia de ensenanza pretenden formar parte de este
proceso.

Como marco referencial de la Didactica de la Escritura se toman aportes del
enfoque de base psicogenética que comparte supuestos epistemologicos con-
siderados en el marco proveniente de la Didactica de la Matematica. En esta
linea, Castedo (2003) conceptualiza la escritura como un proceso cognitivo
inserto en un contexto historico y social y senala que ensefnar a escribir es
ensenar a participar en una comunidad de discurso con tareas auténticas y en
interaccion con los otros.

La propuesta de incluir situaciones de escritura en las clases de matematica
involucra el supuesto de que el proceso de escritura favorece la transformacion
de conocimientos. Miras (2000) distingue la funcion epistémica o heuristica de
la escritura, como funcion especifica en el marco de la funcién representativa, y
subraya su potencia como instrumento de toma de conciencia y autorregulacion
intelectual y como instrumento para la construccion del propio pensamiento.

Otros estudios que constituyen una referencia conceptual son los que se han
ocupado de la ensenanza y el aprendizaje de la escritura como herramienta
para la apropiacion de contenidos escolares de algunas disciplinas especificas
(Vérin, 1988, 2004; Garcia-Debanc, 1995; Lerner, Aisenberg y Espinoza, 2012).
Estos parten de la idea de que la produccion de escritos por parte de los alumnos
puede jugar un papel decisivo en la elaboracion del pensamiento, asi como
facilitar la puesta en juego de las ideas propias y su transformacion progresiva.
Uno de los trabajos especialmente relevante es el de Chabanne y Bucheton
(2002) vinculado con el papel de los escritos de trabajo o “escrituras intermedias’
en la construccion del conocimiento en la escuela primaria. Se trata de escritos
destinados a acompanar y estimular la actividad reflexiva durante las tareas de
recoleccion o recuperacion de la informacion.
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3. DECISIONES METODOLOGICAS

La investigacion reportada consiste en un estudio cualitativo de caracter explo-
ratorio que asume el marco metodologico del estudio de casos y toma algunos
aportes de la Ingenieria Didactica (Artigue, 1995).

La indagacion se llevo a cabo a través de la implementacion de una secuen-
cia de situaciones de ensenanza de un contenido matematico: los numeros
racionales en su expresion fraccionaria, en un grupo de 5° ano de Educacion
Primaria. Para elaborarla se utilizaron y combinaron problemas matematicos que
involucraban diferentes sentidos de las fracciones extraidos de otras ingenierias
(Block, 1987; Block y Solares, 2001), de documentos curriculares y de libros de
texto escolares. Para su seleccion se tuvieron en cuenta la potencia de esos
problemas para producir ideas que pudieran ponerse en discusion con las de
sus pares, que promovieran rupturas con respecto a los conocimientos ante-
riores de los alumnos sobre los numeros naturales y que incluyeran sentidos
diversos de las fracciones. En las 17 clases de la secuencia se presentaron
distintos momentos de resolucién de problemas, de intercambio oral acerca de
las resoluciones, asi como también instancias de explicitacion, reorganizacion y
sistematizacion de conocimientos en situaciones de lectura y escritura diferentes.
Se incluyeron situaciones de escritura individual, en parejas y colectiva por dic-
tado al docente, situaciones de lectura de estas escrituras para recuperar la
informacion y situaciones de revision y reescritura, todas ellas vinculadas al
proceso de institucionalizacion de los conocimientos matematicos que circularon
en la clase durante la resolucion previa de problemas.

Para seleccionar el aula en la que se implemento la secuencia se considero
la formacion didactica del docente,* su disposicion a participar de la investiga-
cién, experiencias previas suficientes del grupo de alumnos en practicas mate-
maticas y practicas de escritura con sentido y condiciones institucionales
favorables para implementar la secuencia. El contenido elegido fue los nimeros
racionales, en su expresion fraccionaria, dado que su estudio supone enfrentar
a los alumnos a numerosas rupturas con respecto a los conocimientos construi-
dos en torno a los nimeros naturales (Block, 1987; Centeno Pérez, 1988; Block
y Solares, 2001). Supusimos que ello podria potenciar los intercambios y la
diversidad de ideas que incluyen los ninos en sus escritos.

* Se considerd que el docente seleccionado tuviera un recorrido formativo tanto en los enfoques
didacticos que sustentan esta investigacion, como en el andlisis de sus practicas de ensenanza.
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El diseno de la secuencia se realizd en un espacio de trabajo compartido
con el docente en el que, a partir de un esquema de situaciones presentado
por el investigador, se hicieron modificaciones de acuerdo al nivel de conoci-
mientos de los ninos y al recorrido didactico ya realizado. Durante la imple-
mentacion de la secuencia se sostuvo este espacio de intercambio con el
docente para realizar ajustes.

Las fuentes para la reconstruccion de la secuencia implementada y su
posterior analisis se realiz6 a partir de un conjunto de insumos: registros de
las interacciones que tuvieron lugar en el aula a proposito de la resolucion
de los problemas y de las escrituras vinculadas al trabajo de explicitacion,
reorganizacion y sistematizacion de conocimientos. Ademas, producciones
escritas de manera colectiva en pizarron y afiches y las que realizaron los
alumnos por si mismos en sus carpetas.

En este articulo presentamos un recorte de los resultados que forma parte de
la dimension de analisis referida a la transformacion de los conocimientos mate-
maticos en situaciones de escritura ligadas al proceso de institucionalizacion.®
Entre los numerosos problemas que resolvieron los alumnos seleccionamos,
para este recorte, solo uno de ellos denominado en la secuencia repartos de X’
chocolates entre “Y" ninos® Para llevar a cabo este analisis se confrontaron las
formulaciones realizadas por los alumnos en dos situaciones de intercambio, la
puesta en comun sobre la resolucion del problema y la escritura colectiva de
conclusiones en la que se proponia a los alumnos que agregaran nuevas ideas
al cartel que venian elaborando desde clases anteriores, titulado: “éDe qué mane-
ras puedo resolver un reparto?”.

El problema matematico consistia en la comparacion de 8 repartos diferentes
de chocolates entre ninos, en partes iguales y sin que sobrara nada:

> La necesidad del recorte obedece a la extension posible de este trabajo. Hemos seleccionado este
problema por la relevancia que ha tenido para los alumnos durante la secuencia didactica y en particular
en las siguientes situaciones de escritura.

b Se trata de un problema extraido de la tesis de Maestria de David Block (1987), a quien agradecemos
por su lectura atenta de las adaptaciones realizadas.
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Ntmero de Numero de

- A c/u le toca
chocolates ninos

Repartos

Reparto 1 2 3

Reparto 2
Reparito 3

2

1

Reparto 4 3
Reparto 5 1
3

2

6

Reparto 6

Reparto 7

N[N WA

Reparto 8

¢A los nifios de qué repartos les tocard, a cada uno, mds de un chocolate?

¢A los nifios de qué repartos les tocard la misma cantidad de chocolate?

¢A los nifios de qué repartos les tocard mds chocolate que a los del reparto 1?
Elijan por lo menos un reparto del que estén seguros que a cada chico le toca lo
mismo de chocolate que a cada uno del reparto 5.

ON o>

Para el momento de resolucion se organizo a los ninos en parejas. Debian
responder en primer lugar las preguntas que requerian el establecimiento de
ciertas relaciones entre los numeros intervinientes en los repartos, sin resolverlos,
y posteriormente debian resolver uno de los repartos que era indicado por la
docente a cada pareja.

4. RESULTADOS
A continuacion se presentan algunos resultados referidos a la resolucion del

problema en parejas, a la puesta en comun de las resoluciones de los repartos
y a la escritura colectiva.

4.1. RESOLUCION DEL PROBLEMA EN PAREJAS

Seleccionamos a modo de ejemplo fragmentos del intercambio de una de las
parejas, la de Yael que oficiaba de dictante y Natali que tenia a su cargo la escritura
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en el papel. Mientras responden la pregunta B, Yael parece tomar conciencia de
un conocimiento a partir de enunciarlo para que sea escrito por su companera.

[1]7 Yael: Aca (senala reparto 2), tiene que ser la mitad. Y en esta, y en esta (sefala
muy segura los repartos 5y 6).

(Ambas ninas verifican en la tabla mirando los nimeros, nuevamente sin hacer
calculos, “en esta no.., en esta si." y concluyen que los que cumplen la condicion
solicitada en la pregunta son solo los repartos 2, 5y 6 que permiten obtener las
fracciones 2/4, 'y 3/6, respectivamente)

[2] Yael: Bueno, poné.., dibuja 2 chocolates. (Da esta indicacién a Natali para repre-
sentar el reparto de 2 chocolates entre 4 ninos). Poné (dicta) les toca la misma
cantidad, (dice) porque no es nuestro trabajo poner cudntos sino por qué (no se
pedia en la consigna que explicaran por qué). Y abajo ponele el 5, dibuja los cho-
colates, dibuja los tipitos® y poné lo mismo, les toca la misma cantidad. Y en el 6
dibuja 3 chocolates y 6...

[3] Natali: (sigue resolviendo en la hoja sin detenerse, de manera casi automatica)
después hago una llave y pongo (se autodicta) porque son el doble.

[4] Yael: (dicta) Porque son el doble, (dice) ponele eso... De personas, porque habla
de personas y la mitad de chocolate...

(Natali contintia resolviendo en la hoja y Yael se queda pensando)

[5] Yael: Yo no sabia eso de que si era el doble o la mitad... (se queda pensando)
[6] Natali: (va diciendo lo que escribe y preguntando) Porque son el doble, ide
personas?

[7] Yael: Porque son el doble de personas y la mitad de chocolates. De cantidad, que
quede eso, de cantidad. Entre paréntesis ponele (dicta) de cantidad.

(8] Natali: ¢Qué pongo?

[9] Yael: Cantidad. Porque estamos hablando de la cantidad no de la forma.
(Queda escrito: “Porque son el doble de personas y la mitad de chocolate (cantidad)’)

La seleccion de los repartos que permiten obtener el mismo cociente no parece
ofrecer dificultad para estas ninas, dado que con solo mirar los nimeros corres-
pondientes a la cantidad a repartir y a las partes entre las que se reparte esa
cantidad, ellas pueden identificar cudles cumplen la condicion solicitada. Yael
interpreta la consigna afirmando que no se pide que expliciten cuanto le toca

7 Se enumeran las intervenciones de docente y alumnos para poder recurrir a ellas en el analisis.
¢ Diminutivo de "tipos’, término de uso popular en Argentina para aludir a personas.
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a cada nino en el reparto sino las razones por las que esas fracciones repre-
sentan la misma cantidad [2]. Al justificar por qué esos cocientes son iguales
ambas ninas acuerdan en que se debe a que son el doble de personasy la
mitad de chocolates [3] [4] [6] [7]. Durante la textualizacion compartida de estas
ideas, Yael reconoce un aprendizaje nuevo: Yo no sabia eso de que si era el
doble o la mitad..” [5]. Ella parece referirse a que si la cantidad de partes entre
las que se reparte —representada en el denominador— es el doble de la canti-
dad a repartir —representada en el numerador—, o bien, esta ultima es la mitad
de la primera, la fraccion resulta equivalente a . Esta relacién que se habia
puesto en juego a nivel implicito en la seleccion de los repartos equivalentes pudo
ser identificada por esta nina como un nuevo conocimiento gracias al desafio
que supuso dictarlo para que su par lo incluyera en la produccion escrita de
la resolucion.

e BB N O TR TS
% le?js??n @ B0 B,
% &29 l B‘{G Aj “ehen uzqr:,“/mo i\g@j‘?b\:ha“e/‘ u‘
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Figura 1: Detalle de la produccion de la pareja de Yael y Natali para resolver el problema de comparacion
de repartos de “X" chocolates entre “Y" nifos.

%Q\)E Sovel Bosle pe perSoMAsy
La i e Cllocoldre (Ownonn\

Veamos como responden la pregunta D.

[10] Yael: Ah, mira, acabo de descubrir algo. (Senala los numeros de la tabla, dibuja
una rayita en el medio de los chocolates y los chicos en repartos 5y 3,y lee) Un
medio y un tercio.

[11] Camila (nina de la pareja frente a Yael y Natali): Todos son asi, todos son con
la rayita. Es como que todos tuviesen la rayita aca (se refiere a que la rayita esta
entre las columnas de chocolates y de ninos). Es asi de facil.
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[12] Yael: ¢En serio? (sorprendida) éTodos?

[13] Camila: Si.

(Natali contintia resolviendo el problema planteado en la consigna D. Yael va haciendo
aportes, hace algunos dibujos antes de afirmar que 3/6 es igual a ' y 2/4 también)
[14] Yael: éSabés qué? Camila me dio una idea. (Va marcando la raya intermedia y
va leyendo las fracciones resultantes en cada reparto) Dos tercios, dos cuartos, un
tercio, tres dosavos.., no sé¢, como se diga, centendés? Todos, si les ponés la rayita es
el resultado.

(Comienzan a resolver el reparto N°3 que les habia sido asignado por la docente.
Yael dicta y Natali escribe como lo van resolviendo)

[15] Yael: (dicta) Dividimos el chocolate en 3y al ser 3 chicos, nos dio justo para 1/3
para cada uno.. (dice) Y también anota eso de la rayita.. Es interesante.

(Natali, que parecio no escuchar la explicacion anterior de su companera, va com-
pletando las rayitas que faltaban en la tabla)

[16] Yael: Pero no, las rayitas no, expliguemos algo de eso.

[17] Natali: Vos explicalo, yo no tuve la idea.

Las relaciones que las ninas iban estableciendo para responder las cuatro pre-
guntas y la disposicion de las cantidades en el cuadro de los repartos promovieron
que Yael comenzara a observar una regularidad sustancial [10]: los nimeros que
indican la cantidad a repartir y la cantidad de partes entre las que se reparte,
corresponden respectivamente al numerador y al denominador de la fraccion
resultante. Si bien este descubrimiento se circunscribié en un principio a los repar-
tos N°3 y N°5, la interaccion con Camila [11] [12] [13] facilito que Yael elaborara
la idea de que era posible extender la relacion a todos los repartos del cuadro.

Yael intenta compartir el hallazgo con su companera y propone incluir
la explicacion —“anota eso de la rayita’= en la resolucion del reparto N°3
porque ‘es interesante” [14] a [16]. Natali comienza a completar las rayitas
que faltan en el cuadro pero no esta dispuesta a incluir la explicacion, posi-
blemente debido a que aun no resultaban claras para ella las razones por las
que “funcionaba” tal procedimiento.

4.2. PUESTA EN COMUN DE LAS RESOLUCIONES DE LOS REPARTOS

Al socializar los procedimientos, algunas parejas comenzaron a explicitar la
relacion entre las cantidades de chocolates y de ninos y los numeros

20 EDUCACION MATEMATICA, VOL. 32, NUM. 1, ABRIL DE 2020



La transformacion de conocimientos matematicos en situaciones de escritura...

correspondientes al numerador y denominador de la fraccion resultante del
reparto. Luca y Ramiro fueron los primeros en hacer circular esta nueva relacion
a proposito del reparto N°2 (2 chocolates entre 4 ninos):

[18] Docente: éUstedes lo pensaron igual?, Luca, écomo pensaron?

[19] Luca: Yo de pronto estaba mirando.. Hubo una parte que estaba mirando y vi
el numero de chocolates y los chicos y dije: 2/4, lo comprobé y me daba. Que si el
numero de chocolates se pone como el primer numero, digamos, de arriba, y el numero
de chicos se pone como la parte de abajo, da igual.

[20] Docente: éAsi como estd aca, 2/4? (senala el numero 2 y el numero 4 en la
misma fila del cuadro)

[21] Luca: Hice la cuenta, después, si, daba en todas.

[22] Docente: A ver, équé cuenta hiciste?

[23] Luca: Le fui restando a dos, que es el nimero de chocolates, le fui restando los
2/4 y me dio justo.

[24] Docente: &Y vos te das cuenta por qué llegaste a eso de 2/4?

[25] Luca: Emmm (se queda pensando).

[26] Docente: A ver, miren lo que hizo Luca. Luca sabe que tiene estos dos chocolates
(los dibuja en el pizarron), éno? Y él dijo, le voy a dar 2/4 a cada uno. Y él se fijo si
sacandole 2/4 a esto (sefiala los dos chocolates) podia decir si recibia 2/4 cada uno.
(A Luca) {Cudntas veces le sacaste 2/4 a esto?

[27] Luca: 4 veces.

[28] Docente: 4 veces, épor qué?

[29] Luca: Porque son 4 chicos.

[30] Docente: Porque son 4 chicos los que estan en el reparto. Pero, éyo puedo decir
que porque si, a mi se me ocurrié decir que iba a recibir cada uno 2/4? De algun
lado sali¢, icomo llegaste a eso?

[31] Luca: Llegué porque... primero vi el nimero de chocolates y después vi el nimero
de chicos y ahi se me vino a la cabeza 2/4. Cuando hice la cuenta si daba que eran 2/4.
[32] Docente: ¢Entendieron como lo penso élI?

[33] Soffa O.: Yo no entendi por qué los 2/4 y no 3 (se refiere a ).

[34] Docente: (A Luca) éPor qué hiciste 2/4 y no 2, dice Sofia. {De dénde sale ese
2 y de donde sale ese 4?

[35] Luca: El 2 sale de, del numero de chocolates y el 4 sale del nimero de chicos.
(Ramiro va senalando en el cuadro de su hoja los nimeros que menciona Luca
para que toda la clase los vea)

[36] Docente: (Entendés, Sofi, por qué dijo el 2'y por qué dijo el 4 y no el 3?
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[37] Sofia O. Si.
[38] Docente: Porque 2 son la cantidad de chocolates y 4 la cantidad de chicos.

La explicacion de Luca da cuenta de cierta captacion visual de las relaciones
entre la cantidad que corresponde al numerador y la cantidad que corresponde
al denominador de la fraccion resultante: “estaba mirando y vi..” [19], “primero
vi el numero de chocolates y después vi el numero de chicos y ahi se me
vino a la cabeza 2/4" [31]. Esta relacion que va estableciendo de manera intuitiva
necesita ser comprobada para poder ser extendida luego a los demas pares de
numeros [21] [31]. Para validar su conjetura, Luca no realiza el reparto de los
dos chocolates entre cuatro chicos sino que efectia cuatro restas sucesivas de
2/4 a los dos chocolates que tiene para repartir y concluye que es verdadera.
Este uso de la resta se vincula con el sentido de particién que tiene el problema.
La docente pregunta y repregunta con la intencion de que Luca haga cada vez
mas explicita la relacion que elabor6 y que se difunda en la clase para que
pueda ser comprendida por el resto de los alumnos.

Figura 2: Afiche con el cuadro completo que resume los repartos de ‘X" chocolates entre “Y" nifos.
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4.3. ESCRITURA COLECTIVA

El intercambio producido en torno al procedimiento que pone en juego la rela-
cion entre el reparto de a unidades entre b partes y la fraccién a/b despert6 gran
interés en los alumnos. Antes de pasar a la puesta en comun de las respuestas
a las cuatro preguntas que iniciaban el problema, la docente propuso registrar
por escrito en el afiche que ya venian elaborando la nueva forma de resolucion
hallada. El afiche estaba encabezado por el titulo “‘De qué maneras puedo
resolver un reparto?”’.

El dictado al docente se centré en un primer momento en el grado de gene-
ralidad que asumiria la formulacion del nuevo modo de resolver para trascender
el contexto extramatematico en que se habia planteado el problema:

[1] Docente: éComo puedo poner, Yael?

[2] Yael: (dicta) Si sabés la cantidad de personas entre las que tenés que repartir...
(La docente escribe: “Si sabés la cantidad de personas entre las que tenés que repartir’)
[3] Yael: (dicta) Y el objeto que tenés que repartir... (dice) écomo se dice?

[4] Natali: (dicta) Y el entero.

[5] Yael: (dicta) Y el entero.

[6] Lucas: La cantidad, (dicta) y la cantidad de chocolate.

[7] Natali: Porque no siempre es un entero.

(Murmullo)

[8] Docente: iParen! Yael dijo, (lee) si sabés la cantidad de personas entre las que tenés
que repartiry (dice) éel entero? Natali estd diciendo: no siempre es un entero. Macarena
dice que podrian agregar ‘la cantidad, él dijo lo mismo, {como podemos poner?

[9] Macarena: (dicta) Y la cantidad que tenés para repartir, (dice) lo que pasa que
quedaria..(no se entiende)

[10] Docente: &Y la cantidad que tenés para repartir? (escribe: “la cantidad que tenés’)
[11] Yael: Porque si no, seria de chocolates pero no siempre son chocolates,

[12] Docente: Escuchen esto que dice Yael. Yael dice no poner la cantidad de cho-
colates porque no siempre son chocolates.

[13] Natali: De objetos podés poner.

[14] Docente: éLes parece que esta bien esto que esta diciendo Yael?
(Interrupcion)

[15] Docente: (retomando) Ellas estan tratando de explicar como es que yo puedo
poner la rayita y me daba dos tercios para cada nene, ési? Yael dijo, (lee) si sabés Ia
cantidad de personas entre las que tenés que repartir y la cantidad que tenés.
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[16] Yael: (dicta) Para repartir, ponés.. emmm.

[17] Macarena: (dicta) Ponés la cantidad... (dice) Lo que pasa que queda mucho
‘cantidad.

[18] Docente: Piensen esto, es un borrador. Uno cuando escribe, por ahi escribe un
montdén de cosas y no siempre lo primero que escribe es lo que va a quedar, ¢o no?
Vamos a ir revisandolo, si hay que tachar tachamos. Si hay que agregar, agregamos.
Dale.

[19] Macarena: (dicta) Ponés... la cantidad... de... (dice) no sé.

[20] Varios alumnos: (dictan) La rayita.

[21] Docente: Maca, éponés la qué?, éla rayita?

(Murmullos)

[22] Docente: Escuchen, Yael hizo esta introduccion, (lee) si yo sé la cantidad de
personas entre las que tenés que repartiry la cantidad que tenés para repartir ponés...
(dice) ustedes qué tuvieron en cuenta, la cantidad de chocolates y entre la cantidad
de personas que se hacia ese reparto, ¢y qué te indicaba cada cosa?

(Algunos nifios responden pero no se entiende)

[23] Docente: (destapa el afiche de los repartos del problema y sefala alli en la
primera fila). Por ejemplo, vos Maca, habias dicho, si es 2 chocolates entre tres nenes
es 2/3, ési o no?, bueno, {como hiciste eso, como lo pensaste?

[24] Macarena: No sé, porque yo en realidad primero parti los chocolates dibujan-
dolos y después mirando me di cuenta de que era lo mismo.

[25] Docente: Esta perfecto, pero estamos tratando de explicar esta forma. {Cémo
puedo hacer yo para que entiendan esta nueva forma? Ustedes acd saben la can-
tidad que tienen para repartir y entre la cantidad que tienen que hacer ese reparto.
Yael lo empez6 asi. dQué es lo que hicieron ustedes?

[26] Yael: La rayita. La rayita entre..

[27] Natali: La barra.

[28] Lucas: iEl dominador (sic) y el numerador!

[29] Yael: No entre coso, entre la cantidad de.... repartir..

[30] Docente: ¢éA ver, Cami?

[31] Camila: Yo queria poner, por ejemplo, que la cantidad se transforma en el
numerador y las personas en el denominador.

[32] Docente: Camila dice que esta cantidad de cosas que yo tengo para repartir se
transforma en el numerador y la cantidad de personas que tengo para hacer el
reparto se transforma en el denominador. (Estan de acuerdo con eso?

[33] Varios alumnos: Si.
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[34] Yael: éPero primero no tenemos que anotar qué es el numerador y el
denominador?

[35] Docente: Si quieren después podemos poner un ejemplo. A ver, Cami, ponés
équé? A ver, dale (invitdndola a que contintie con el dictado).

[36] Camila: No sé.

[37] Docente: Como me lo dijiste vos.

[38] Camila: Pero con ‘ponés |a’ (era lo Ultimo que habian escrito), no sé bien. (dicta)
Ponés la rayita entre medio de la...

[39] Docente: Lo que dijiste antes.

[40] Camila: Que después se transforma la cantidad de personas en el denominador y...
[41] Docente: Esperd, {'después), dijiste? (escribe: "después se transforma la cantidad”)
[42] Camila: Si.

[43] Docente: élLa cantidad?

[44] Camila: (dicta) De personas en el denominador.

[45] Docente: ¢La cantidad de fracciones?

[46] Camila: No, de personas.

[47] Docente: {Habias dicho de personas? {En qué se transforma la cantidad de
personas?

[48] Camila: En el denominador.

[49] Docente: (lee mientras escribe) Y después se transforma la cantidad de personas
en el denominador. (dice) &Y qué mas?

[50] Camila: (dicta) Y lo que tenés que repartir en el numerador.

(Queda escrito en el cartel: “Si sabés la cantidad de personas entre las que tenés
que repartiry la cantidad que tenés para repartir, después se transforma la cantidad
de personas en el denominador y lo que tenés que repartir en el numerador’)

En sus primeras intervenciones Yael y Natali parecen preocupadas por aludir a
la cantidad a repartir usando algun término que no solo refiera a los chocolates
que formaron parte del contexto del problema de origen; de alli que proponen
‘el objeto” o “el entero que tenés para repartir’ [3] [4] [5] [13]. La propuesta de
Lucas: ‘la cantidad de chocolate” [6] obliga a estas alumnas a explicitar que
puede ocurrir que lo que se reparta no sean chocolates o que ni siquiera sean
enteros [7] [11]. Se suceden entonces algunas propuestas que coinciden en
escribir “la cantidad que tenés para repartir’ sin especificaciones acerca de qué
se reparte, aunque la repeticion del téermino ‘cantidad’ no convence demasiado
a Macarena [9] [17]. La preocupacion que introduce esta alumna no esta cen-
trada en el contenido de la produccion escrita, sino en un problema de cohesion
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textual, la pertinencia de la repeticion léxica. Cuestiones como esta, vinculadas
a la redaccion, se intercalan con las que se centran en el contenido de la pro-
duccién y vuelven a aparecer en el fragmento siguiente del intercambio.

Para superar el escollo que suponia para los ninos la formulacion en térmi-
nos algo mas generales, la docente se esfuerza por que reparen en la relacion
entre las cantidades que estan intentando diferenciar y los componentes que
integran la fraccion resultante del reparto [22] [23] [25]. Si bien en principio solo
mencionan ‘la rayita” y dudan al definir las cantidades que corresponden al
numerador y al denominador, una de las alumnas, Camila [31], logra enunciar
oralmente esta relacion: “la cantidad se transforma en el numerador y las per-
sonas en el denominador’. A pesar de haber propuesto la idea, ponerla en
palabras aptas para poder ser textualizadas no resulta una tarea sencilla; el
intercambio producido en las intervenciones [35] a [50] esta dedicado a ajustar
esta escritura. Es interesante la propuesta de Yael [34] de agregar la definicion
de numerador y de denominador a la descripcion de Camila. Pareciera que esta
alumna percibe la necesidad de aclarar estos conceptos ya que se han formu-
lado de manera muy imprecisa en los intentos del grupo por describir el proce-
dimiento encontrado.

El fragmento siguiente incluye intervenciones de los ninos orientadas a mejorar
la redaccion del texto producido y a discutir el alcance de la generalizacion del
procedimiento en cuestion y la informacion que es necesario incluir para que
resulte mas clara para el lector. La docente da lugar a todas las intervenciones
aunque no todas las propuestas son incluidas en la produccion escrita, ya que
permanentemente las hace circular para que sean consensuadas:

[51] Docente: A ver, escuchen esto (lee lo que quedd escrito). éEstan de acuerdo con
esto? (Albertina?

[52] Albertina: Profe, dice (lee) para repartir, después se transforma (dice) y después
hay que poner ‘en, en la cantidad de la que tenés que repartir.

[53] Valentina: No, para mi esta bien. Porque ella dice de poner ‘después se trans-
forma en la cantidad'..

[54] Docente: Porque équién es el que se transforma? ¢Se transforma la cantidad de
personas? A ver, dice (lee) después se transforma la cantidad de personas en el
denominador y lo que tenés que repartir en el numerador. (dice) éEstan de acuerdo
con eso que dijo Camila? ¢Sofi?

[55] Soffa: Yo le pondria en ‘para repartir, punto, después... Porque si no, estas...
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[56] Lucas: Profe, yo le pondria una rayita. El numerador, por ejemplo el uno, un
medio, ¢éno? (hace gesto de dibujar la linea de la fraccion en el aire)

[57] Docente: Es verdad que ustedes lo pensaron asi, agregarle esta rayita. Maca,
Yael, Camila, habian pensado en esta rayita (completa las lineas de las fracciones en los
repartos del cuadro). Al decir que esta cantidad de chocolate se transforma en el nume-
rador (senala la columna ‘Numero de chocolates) y que las personas entre las que hacen
el reparto (sefala la columna ‘Numero de nifios) se transforman en el denominador,
éno estamos hablando de que ya es una fraccion? De hecho, custedes no llegaron
a hacer todo este tipo de anotaciones (sefiala la columna ‘A cada uno le toca’ en la
que hay diferentes fracciones escritas)? Lucas, lo que estaba haciendo Camila era
explicar por qué este 2 que estaba aca (senala el 2 en la columna Numero de
chocolates) pasaba aca (senala el numerador de la fraccion resultante) y este 3
(sefala el 3 en la columna ‘Numero de nifios) pasaba aca (sefiala el denominador
de la fraccion resultante), ési? éEs necesario agregar lo de la rayita? (Estan de acuerdo
con esto? (senala lo que escribieron). Valentino, destas de acuerdo con esta explica-
cion?, ésirve para resolver un reparto?

[58] Valentino: En este caso si, pero por ahi en otro caso, no.

[59] Docente: éEn otros repartos no sirve?

[60] Valentino: Para mi, no.

[61] Docente: iPor qué?

[62] Valentino: Por ejemplo, si no hay un entero de chocolate, hay un medio de
chocolate.

[63] Docente: Lo de Camila, si.

[64] Valentino: No... creo que no sirve.

[65] Varios alumnos: No entiendo lo que dice Valentino.

[66] Docente: Pensando en estos casos (se refiere a los repartos del problema), des-
pués vamos a ver qué pasa cuando yo no tengo enteros, pensando en estos casos,
yo tengo enteros para repartir entre ciertas personas, me sirvio esta forma?

[67] Varios alumnos: Si.

[68] Docente: {Estan todos de acuerdo? iNo quieren modificar nada mas de esta forma?
[69] Yael: Podemos poner un ejemplo.

[70] Docente: {Qué ejemplo?

[71] Yael: Y, le ponemos ejemplo y una fraccion y le ponemos lo de arriba es el
numerador y lo de abajo...

[72] Natali: Explicar qué es el numerador...

[73] Docente: Nosotros, alumnos de 5° si leemos que la cantidad de chocolate se
transforma en el numerador y que la cantidad de personas por las que yo tengo
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que hacer el reparto se transforma en el denominador, énecesitamos poner qué es
el numerador y el denominador?

(Silencio, algunos alumnos dicen que no)

[74] Docente: Les estoy haciendo una pregunta a ustedes, eh, éno?, des suficiente
con esto?

[75] Martina: Para mi el ‘después’ ese queda un poco de mas.

[76] Docente: éQué pongo?

[77] Martina: Tachalo y poné directamente ‘se transforma...

[78] Docente: Si sabés la cantidad de personas entre las que tenés que repartiry la
cantidad que tenés para repartir, se transforma la cantidad de personas en el deno-
minador y lo que tenés que repartir en el numerador.

[79] Fabricio: Para mi en el ‘tenés que repartir de abajo va coma, (lee) lo que tenés
que repartir, (dice) coma, (lee) en el numerador.

[80] Docente: Yo les habia hecho una consulta, en esta forma que ustedes habian
puesto (senala el afiche), nosotros ya sabemos que estamos resolviendo repartos. Si
yo estoy resolviendo un reparto hay algo para repartir entre algo, éno? En los ante-
riores, énecesitaron aclarar esto de que si yo tenia para repartir algo entre tantas
personas?

[81] Algunos alumnos: No.

[82] Docente: Fueron directamente a la forma de resolverlo. Pensando en eso, équé
podria yo registrar en el afiche?

(Silencio, parecen cansados de la situacién, algunos hacen propuestas que no llegan
a concretarse)

[83] Natali: éNo quedaria mejor: la cantidad de personas se transforma en el deno-
minador y lo que tenés que repartir en el numerador?

[84] Docente: Natali dice primero poner la cantidad de personas se transforma en el
denominadory lo que tenés que repartir en el numerador. Este ‘se transforma’ tras-
ladarlo aca, (subraya ‘se transforma’ y hace una flecha indicando el lugar donde iria,
luego lee) la cantidad de personas se transforma en el denominador y lo que tenés
que repartir en el numerador.

[85] Varios alumnos: Estad bien.

[86] Docente: Lo dejo ahi.

[87] Inv. Hoy escuché a Valentino que dijo: —pero puede ser que entre los que se
reparta no sean personas. ¢Eso sirve para pensar en cambiar algo mas o lo dejamos
con personas?

[88] Docente: Esta diciendo esto que habia dicho Yael con respecto a lo que yo tenia
que repartir. Algunos dijeron de poner chocolates y Yael dijo que no siempre se
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reparten chocolates. &Y esto que esta diciendo Valentino, tiene razon o no? Valentino
dijo que no siempre es entre personas el reparto.

(Murmullo)

[89] Docente: iEntonces como puedo poner, qué puedo sacar o qué puedo
agregar?

[90] Fabricio: Si sabés la cantidad de cosas para repartir.

[91] Docente: (lee) Si sabés la cantidad de personas entre las que tenés que repartir
y la cantidad que tenés para repartir, (dice) éa qué se esta refiriendo con la cantidad
de personas?, éson las cosas que yo reparto?

[92] Yael: No, son las cosas que...

[93] Natali: A quién repartis.

[94] Lucas: En partes que lo repartis.

[95] Docente: {Como puedo poner esto de las personas para que no quede como
que es exclusivo para cuando son personas?

[96] Camila: Son las veces que tenés que...

[97] Docente: éSi sabés la cantidad de veces entre las que tenés que repartir, pongo?
(lo escribe)

[98] Alumno: Objetos.

[99] Docente: éSiempre van a ser objetos?

[100] Alumno: Pueden ser muchas cosas.

[101] Docente: &Y no habra una palabra que retina todo eso que puede llegar a ser?
[102] Lucas: iSeres vivos!

[103] Docente: Esto que los chicos dicen que (lee) Si sabés la cantidad de veces entre
las que tenés que repartir y la cantidad que tenés para repartir, (dice) éno es sufi-
ciente eso?

[104] Soffa O Ese ‘se transforma’ abajo para mi iria después de ‘para repartir.
[105] Docente: Vos seguis con lo de ‘se transforma’. A ver, (lee) después se transforma
la cantidad de veces en el denominadory lo que tenés que repartir en el numerador,
(dice) o puede quedar (lee cambiando de lugar ‘se transforma’) después la cantidad
de veces se transforma en el denominador y lo que tenés que repartir en el nume-
rador. (dice) Puede quedar como la opcién 2 o como estd asi, hace un rato dijeron
asi, por eso no lo agregué.

[106] Varios alumnos: La 2. Otros: iDejalo asi!

[107] Docente: éQuiénes prefieren la 2?

(Algunos alumnos levantan la mano, otros gritan: iasi!).

[108] Docente: iLo dejo asi? éMe escuchan? No modifica el sentido del texto. Si yo
pongo el ‘se transforma’ ahi o donde esta la flechita no va a modificar lo que vamos
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a entender. {Lo pongo asi en el afiche? (se refiere a copiar lo que estuvieron escri-
biendo en el pizarron en el afiche).

[109] Alumnos: iSt!

(Queda escrito: “Si sabés la cantidad de veces entre las que tenés que repartir y la
cantidad que tenés para repartir, después se transforma la cantidad de veces en el
denominador y lo que tenés que repartir en el numerador’. Posteriormente se pasa
en limpio al afiche)

Figura 3: Escritura colectiva en borrador para ser agregada al cartel que lleva el titulo: {De qué maneras
puedo resolver un reparto?, sobre el procedimiento que pone en juego la relacién entre el reparto de a
unidades entre b partes y la fraccion a/b

Los intereses de los ninos giran en torno a tres nucleos que se van superpo-
niendo. Uno de ellos es la necesidad de incluir informacion o ejemplos acerca
del significado de los componentes de una expresion fraccionaria —numerador,
denominador y linea de la fraccion—, dado que son conceptos que se mencionan
en la explicacion del procedimiento que acaban de escribir y no parecen haber
sido suficientemente definidos para algunos alumnos. Asi, Lucas [56] propone
agregar “la rayita” a través de un ejemplo, la fraccién b, a continuacion de ‘se
transforma la cantidad de personas en el denominador y lo que tenés que
repartir en el numerador. Yael y Natali [34] [69] [71] [72] insisten en la necesidad
de incluir un ejemplo con una explicacion sobre qué es el numerador y qué es
el denominador. Frente a estas propuestas, la docente [73] explicita quién es el
destinatario del escrito y tematiza el problema de la informacion que es necesario
incluir de acuerdo a los conocimientos que supuestamente este ya domina. En
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este caso el destinatario son los propios alumnos de 5% ano, por eso la interven-
cion de la docente pone de relieve la importancia de representarse a si mismos
como futuros lectores del texto que estdn produciendo y de preguntarse si les
han quedado conceptos implicitos que serfa necesario desarrollar para compren-
der el escrito o, por el contrario, si al desarrollarlos, el texto resultaria redundante o
sobrecargado porque ya disponen de la informacion suficiente para interpretarlo.

Otro nucleo del intercambio esta centrado en el dominio de validez de la
formulacion general que han elaborado para describir el procedimiento. Al
releer la explicaciéon que han escrito, Valentino plantea que esta forma sirve
para este caso pero puede no servir para otros [58]. La preocupacién se enlaza
con la discusion que habia tenido lugar en la puesta en comun, a partir de la
reflexion de Camila acerca de la imposibilidad de usar “la rayita” para resolver
el reparto de ' de chocolate entre 2 ninos. Si bien la docente pospone el
analisis de estos casos para otro momento y propone escribir sobre aquellos
en los que se reparten enteros [66], resulta interesante sefalar el interés que
perdura en algunos nifnos por incluir en el texto la restriccion de la validez
de este procedimiento argumentando que no sirve para casos en los que lo
que se reparte no llega a ser un entero de chocolate [60] [62] [64].

Un segundo aspecto del interés en la busqueda de una forma mas general
de referirse al procedimiento de ‘la rayita” se retoma al proponer a los ninos que
reflexionen sobre como estan expresadas en el texto las partes entre las que se
reparte [87] [88], hasta ese momento formuladas en términos de personas: “Si
sabés la cantidad de personas entre las que tenés que repartir..”. Valentino
habia senalado que los repartos no siempre se realizan entre personas, por
eso la docente vuelve a plantear de qué modo escribirlo [89] [95] y los nifos
intentan diferentes maneras de expresarlo: cosas, partes, objetos, seres vivos,
entre otras [90] [92] [93] [94] [96] [98] [100] [102], para finalmente reemplazar
la palabra ‘personas’ por ‘'veces" “Si sabés la cantidad de veces entre las que
tenés que repartir...".

El tercer nucleo de intereses aparece intercalado a lo largo de todo el frag-
mento, en este caso los alumnos parecen centrados en la forma y no tanto en
el contenido del escrito. Se suceden entonces numerosas sugerencias que apun-
tan a mejorar la redaccion, aunque en el fragor de la discusion varias de ellas
no llegan a ser tomadas por la docente. Encontramos un primer intercambio [52]
a [54] en el que Albertina sugiere agregar ‘en’ en una parte del texto y Valentina
se opone argumentando que es correcta la escritura tal como estd; este senala-
miento es aceptado como valido rapidamente por la docente dado que el
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agregado cambiaria el sentido del escrito. Luego Sofia y Fabricio hacen suge-
rencias de puntuacion [55] [79] que quedan diluidas en el intercambio.

Martina hace una indicacion explicita para que la docente tache la palabra
‘después’ porque “parece un poco de mas” [75] a [78] aunque esta solicitud no
aparece reflejada en la produccion. En este caso, el senalamiento sobre la redac-
cion si involucra una cuestion conceptual: al proponer eliminar la palabra ‘des-
pués, la alumna estaria reconociendo que no se trata de dos momentos en el
procedimiento de resolucién sino que la relacion entre los componentes del
reparto es constitutiva de la fracciéon resultante.

LLuego, varios alumnos proponen hacer un cambio en el lugar en que se ubica
‘se transforma’ [83] [85] [104] [106] [109]. Esta sugerencia es tomada por la docente
en varias oportunidades [84] [105] [107] [108] y dado que los nifios no alcanzan
un acuerdo se concluye que su ubicacion no cambia el sentido del texto.

El fragmento muestra que los ninos ponen en circulacion conocimientos
diversos con el fin de hacer mas preciso el sentido de su produccion. La preo-
cupacion que los alumnos manifiestan por mejorar la escritura contribuye a
profundizar la comprension del contenido involucrado.

Al poner en relacion las formulaciones que hicieron los nifios en la discu-
sion de las resoluciones de los repartos y en la situacion de escritura colectiva
para agregar ideas al cartel, identificamos un asunto en comun, entre otros,
que refiere a la descripcion del procedimiento que pone en juego la relacion
entre el reparto de a unidades entre b partes y la fraccién a/b. En la discusién
sobre los repartos los ninos reconocen haber realizado una captacion percep-
tiva de las relaciones entre los nimeros que parece estar favorecida por la
disposicion de los datos en el cuadro. Por otra parte, se centran en la ubicacion
que corresponde a cada uno de los datos en la fraccion —‘numero de choco-
lates arriba” o “ndmero de chicos abajo” de la ‘rayita’—, en términos mas bien
figurativos. Frente a la exigencia de poner este procedimiento en palabras para
ser escritas en el afiche los ninos hacen intentos por describir el procedimiento
con mayor grado de generalidad. Es asi que proponen diferentes términos que
no remiten al contexto del problema hasta lograr explicitar que la cantidad a
repartir se transforma en el numerador y las personas entre las que se reparte,
en el denominador. En el escrito ya no se menciona la ubicacion espacial en
la fraccion ni la "rayita” a la que aludian cologuialmente en la puesta en comun
ya que han profundizado en la conceptualizacion de la relacién hallada.
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5. REFLEXIONES FINALES

En las situaciones de escritura de conclusiones, los alumnos mostraron cierta
tendencia al uso de formulaciones mas generales y descontextualizadas que las
utilizadas en las discusiones sobre los problemas. Si bien en diferentes oportu-
nidades a lo largo de la secuencia, el uso de formulaciones con algun grado de
generalidad fue promovido por la docente que proponia a los ninos escribir ideas
que les sirvieran para varias situaciones, consideramos que fue el propdsito del
escrito el que los convocé a producir numerosos enunciados que no remitian
al contexto del problema. El intento por componer un texto en colaboracion que
incluyera las ideas aprendidas hizo posible cierta profundizacion en las reflexio-
nes y el establecimiento de algunas nuevas razones o relaciones matematicas
que propiciaron avances en los conocimientos respecto de los que circulaban
en la puesta en comun de los problemas.

Encontramos situaciones en las que las ideas que los ninos incluyeron en la
escritura colectiva tenian menor nivel de profundidad que las que formularon en el
momento del intercambio sobre el problema. Si bien en esta investigacion partimos
del supuesto de que la escritura propicia la transformacion de conocimientos, coin-
cidimos con otros estudios sobre escrituras al servicio del aprendizaje de contenidos
escolares (Aisenberg, 2012; Perelman, 2008) que afirman que las producciones
escritas no siempre viabilizan el acceso a los conocimientos de los alumnos en forma
completa. Nos permitimos conjeturar que en ciertas ocasiones la preocupacién por
el proceso redaccional los descentra del contenido que intentan incluir en el texto.

Otro aspecto que nos parece importante subrayar es la preocupacion que
mostraron los nifos en algunos momentos por el modo de escribir. Si bien los
textos que produjeron consistian en escrituras intermedias (Chabanne y Buche-
ton, 2002), cuyo proposito era facilitar el propio estudio, los tenian a ellos mismos
como destinatarios y solo serian publicados en el aula, los alumnos propusieron
hacer pequenos ajustes en la escritura que les permitieron profundizar en la
conceptualizacion. Por ejemplo, creemos que la tendencia a homogeneizar los
verbos en su forma impersonal resulté un efecto de compartir el conocimiento
y hacerlo publico en la comunidad del aula. De esta manera iniciaron un proceso
de despersonalizacion (Chevallard, 1997), necesario para distanciarse del saber
que estaban produciendo y reorganizarlo de una manera cada vez mas explicita
y objetiva. Los conocimientos que los ninos pusieron en circulacion con el fin
de hacer mas preciso el sentido del texto que estaban escribiendo contribuyeron
a profundizar la comprension del contenido involucrado.
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Resaltamos también que los avances suscitados a través de estas practicas de
escritura tuvieron lugar bajo ciertas condiciones didacticas sostenidas por la docen-
te. Por ejemplo, si bien no todas las propuestas de los ninos pudieron ser incluidas
en la produccion colectiva, ella habilitd 1a palabra para que se expusieran y las
hizo circular permanentemente para que fueran consensuadas por todos.

Un aspecto no previsto con el que nos encontramos en la implementacion
de la secuencia fue el modo en que las decisiones que tomaba la docente
durante la situacion de dictado incidian sobre el proceso de validacion tanto de
los conocimientos matematicos como de las formas de expresarlo que usaban
los alumnos. Entre la diversidad de textos intentados (Camps et al, 2007) que
proponian los ninos, la docente iba seleccionando los mas avanzados en térmi-
nos de relaciones matematicas involucradas, o enunciados de manera mas
general, o los que mas se aproximaban a lo que se esperaba que produjeran,
para textualizar en el escrito colectivo. Haber anticipado este modo de validar
surgido en las clases nos hubiera permitido prever intervenciones del docente
que tuvieran el propdsito de tematizar las diferencias entre las propuestas de
los ninos con la intencion de que la validacion se produjera a partir del analisis
colectivo de las mismas.

Este trabajo puede resultar un aporte a la Didactica de la Escritura, a la
Didactica de la Matematica y a la produccion codidactica. Numerosos estudios
sobre la escritura (Teberosky, 2001; Miras, 2000) y sobre la escritura al servicio
de la apropiacion de contenidos escolares, especialmente de ciencias naturales
y ciencias sociales (Vérin, 1988, 2004; Garcia-Debanc, 1995; Aisenberg y Lerner,
2008; Aisenberg, 2012; Lerner, Aisenberg y Espinoza, 2012, entre otros), han
planteado que esta practica estd asociada a la transformacion de los conoci-
mientos y que facilita tanto el aprendizaje en estas areas curriculares como el
reconocimiento de los propios procesos de escritura. Esta investigacion retoma
esas ideas y muestra como es posible instalar condiciones didacticas en el aula
para que las escrituras favorezcan, del mismo modo, el avance de los nifos en
sus conocimientos sobre un objeto matematico.

La Didactica de la Matematica viene produciendo en los Ultimos anos teorias
y conceptos que se ocupan de aspectos metacognitivos ligados al estudio, a la
toma de conciencia y reflexion sobre el propio saber, asi como a los distintos
tipos de intervenciones didacticas que propician la explicitacion, reorganizacion
y sistematizacion de los conocimientos (Brousseau, 1986, 1988, 2007; Chevallard,
1991; Margolinas, 1993; Perrin-Glorian, 1995; Chevallard, Bosch y Gascon, 1997;
Bosch, Gascon. 2009). El presente trabajo se inscribe en la linea de estos estudios
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y profundiza en el disefno de situaciones de ensenanza de objetos matematicos
que involucran ademas, como un componente importante, situaciones de escri-
tura orientadas a la reconstruccion e institucionalizacion de los conocimientos.

Nos parece primordial insistir en 1a necesidad de valorar la potencia de la
escritura en la transformacion del conocimiento matematico para que se inclu-
yan sistematicamente situaciones de produccion, retorno y revision en las aulas.
Creemos que vale la pena el esfuerzo de estudiar las tensiones que enfrentan
los ninos al escribir en esta disciplina particular para poder planificar y sostener
condiciones de ensenanza en las que la escritura se presente como un verda-
dero problema por resolver y los conduzca a mejores aprendizajes. Quedan
pendientes numerosas preguntas para futuras investigaciones sobre las escri-
turas en las clases de matematica en el marco del proceso de institucionalizacion
que podrian ubicarse en el espacio de confluencia entre la Didactica de la
Matematica y la Didactica de la Escritura.
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Resumen: El titulo de este escrito provoca a priori desconcierto, pues el lector
podria considerar que el concepto de angulo y su medida, estd superado por
los estudiantes al iniciar una licenciatura, no obstante, aunque algunas difi-
cultades reportadas en la literatura si lo estan, otras todavia persisten. En
matematicas la definicion de un concepto resulta relevante, sin embargo, en
la practica los estudiantes recurren usualmente a la imagen evocada del con-
cepto, lo que con frecuencia les trae dificultades para realizar una tarea espe-
cifica. Se diseno6 un cuestionario basado en la nocién de angulo y su medida.
Los ftems fueron contestados por 22 estudiantes mexicanos del primer semestre
de la Licenciatura en Fisica y Matematicas. Para conocer las imagenes y defi-
niciones, se aplico el modelo de Tall y Vinner. Encontramos una amplia variedad
en las definiciones personales de dngulo de los estudiantes, que no son una
memorizacion de las definiciones dadas en los cursos o en los libros de texto.
Ademads, no poseen una unica imagen del concepto de angulo y su medida,
pues evocan diferentes imagenes segun el problema a resolver.
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Palabras clave: dngulo; medida de dngulo; definicion del concepto; imagen
del concepto; nivel superior.

Abstract: The title of this paper causes a priori bewilderment, because the reader
might consider that the concept of angle and its measurement is understood
by students starting a bachelors degree; however, although some difficulties
reported in investigations has been overcome, others still persist. In mathematics,
the concept definition is relevant, however, in practice, students usually resort
to the evoked concept image, which often makes it difficult for them to perform
a specific task. A questionnaire was designed based on the notion of angle
and its measurement These questions were answered by 22 Mexican under-
graduate students. To identify students’ images and definitions, the Tall and
Vinner's model was applied. We found a wide variety in the students’ personal
definitions of angle, which are not memorization of definitions given in their
courses or textbooks. In addition, they do not have a single image concept of
angle and its measurement, because they evoked different images according
to the problem to be solved.

Keywords: angle; angle measurement: concept definition; concept image; under-
graduate level.

INTRODUCCION

El dngulo y su medida forman parte del estudio de la geometria y la trigonome-
tria. El dominio de estos conceptos es esencial en el aprendizaje de otros cursos
de niveles avanzados como: Calculo, Geometria Analitica, Mecanica, Estatica y
otros. Sin embargo, como resultado de una investigacion previa llevada a cabo
con profesores de la educacion media superior y alumnos del nivel superior,
encontramos la falta de un entendimiento solido del concepto de medida de
angulo, al mostrar dificultades para interpretar el argumento de la funcion tri-
gonomeétrica seno, cuando la unidad de medida es un numero real. Pero {cual
es el origen de estas dificultades? ¢EI concepto de angulo? éiLa medida del
angulo? Estas son algunas de las preguntas que estamos valorando y necesi-
tamos responder.
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Si tomamos en cuenta las investigaciones donde se reporta que, desde la
ensenanza elemental, los estudiantes muestran dificultades en el aprendizaje del
angulo y su medida (White y Mitchelmore, 2003; Browning, Garza-Kling y Sundling,
2007; Keiser, 2004), y puesto que existen pocas investigaciones relacionadas con
estos conceptos en la ensenanza superior, donde se esperaria encontrar menos
dificultades, hemos considerado importante llevar a cabo el siguiente estudio
donde nuestro objetivo es conocer la definicion e imagen del concepto de angulo
y su medida en estudiantes que inician la educacion superior. Los resultados de
esta investigacion nos permitiran tener un acercamiento al conocimiento real de
los estudiantes sobre estos conceptos al iniciar su formacién en cursos avanzados
de Matematicas o Fisica; saber si las dificultades reportadas en investigaciones
realizadas en los niveles elementales persisten en los niveles avanzados y, por
ultimo, proporcionar a los profesores de dichos cursos elementos para el disefio
de actividades que permitan al estudiante tener un mejor desempeno.

ANTECEDENTES
DEFINICIONES DE ANGULO ENCONTRADAS A LO LARGO DE LA HISTORIA

El concepto de angulo, esencial en la teoria matematica, fue concebido desde
perspectivas diferentes por matematicos y filésofos. En la obra de Heath (1956),
volumen |, hay una recopilacion histérica de las diferentes definiciones dadas
sobre el dngulo, al tomar como punto de partida las definiciones 8 y 9 de Eucli-
des. Estas definiciones son las siguientes:

8. Un angulo plano es la inclinacion mutua de dos lineas que se encuentran una
a otra en un plano y no estan en linea recta.

9. Cuando las lineas que comprenden el angulo son rectas, el angulo se llama
rectilineo (Heath, 1956, p. 176, nuestra traduccién).

Hay otra resena historica del concepto de angulo en los articulos de Matos (1990
1991) cuyo objetivo es comprender las formas en que los matematicos enten-
dieron el angulo, las propiedades que le atribuyeron al concepto y los problemas
que resolvieron o no al utilizarlo. Matos (1990) plantea que surgieron debates
sobre la naturaleza del angulo al tratar de responder la pregunta éa qué cate-
goria aristotélica de cualidad, cantidad o relacién pertenece un angulo de
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acuerdo a su definicion? En Matos (1991) contintia la discusion sobre la nocion
de angulo, cita la definicion dada por Hilbert y expresa que ésta es aceptada
por muchos matematicos contemporaneos y utilizada en las matematicas esco-
lares en algunos paises. Hilbert (1971) definio el dngulo de la siguiente
manera:

Sea a un plano cualquiera, y h, k dos semirrayos diferentes que parten de un punto
O en ay que pertenecen a rectas distintas. El sistema de estos dos semirrayos h, k
se llama angulo y lo designaremos con #(hk) o con #(k h) (Hilbert, 1971, p. 11,
nuestra traduccién).

En sus conclusiones, Matos (1991) senala que la discusién sobre la naturaleza
del dngulo aun no ha terminado y que no solo fue abordada por matematicos,
sino también por fisicos quienes estaban interesados en cuestiones relativas
a la medida del angulo. Menciona también que los angulos estan asociados
con las rotaciones y con las medidas de eventos periodicos, e indica un con-
cepto innovador de angulo: el dngulo como cantidad de giro.

Basta con observar las obras de Heath (1956) y Matos (1990; 1991) para
constatar la transformacion de la definicion de angulo con el paso del tiempo,
y darse cuenta de como cada definicion se cred para resolver los problemas de
acuerdo a las necesidades en el campo que estudiaba su autor.

DEFINICIONES DE ANGULO EN ALGUNOS TEXTOS ESCOLARES
SUGERIDOS COMO LIBROS DE CONSULTA

En los cursos de geometria elemental, se define el dngulo en forma conveniente
para el estudio de los triangulos, los criterios de congruencia, semejanza, para-
lelismo, etcétera. Esta forma se muestra en las siguientes definiciones de dos
libros de geometria consultados en el bachillerato. En Moise y Downs (1986) el
angulo se define como sigue: “Si dos rayos tienen el mismo origen o extremo,
pero no estan en la misma recta, entonces su reunion es un angulo. Los dos
rayos se llaman los lados del angulo y el extremo comun se llama el vértice”.
(Moise y Downs, 1986, p. 75). Esta definicion excluye los angulos de 0° 180°y
360° y los angulos de mas de una vuelta y negativos. Para ilustrarla, anaden
las siguientes figuras, que bastan para una adecuada definicion en el contexto
geometrico (figura 1).
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Un angulo es una figura como una de éstas:
P P p

3 x 3 5
> o > X o >X

Figura 1. Angulo definido como pares de semirrectas con un origen comtn (Moise y Downs, 1986, p. 75).

Mientras en Baldor (1983) el angulo se define asi: “Angulo es la abertura for-
mada por dos semirrectas con un mismo origen llamado ‘vértice’. Las semirrectas
se llaman ‘lados’ [.]". (Baldor, 1983, p. 22). Esta concepcion excluye angulos de
0° angulos de mas de una vuelta y angulos negativos. Esta definicion la ilustra
con las figuras siguientes (figura 2).

A

2

A

Figura 2. Angulo definido como abertura (Baldor, 1983, p. 22).

Observemos que, en las ilustraciones de estos dos libros, todos los dngulos tienen
un rayo horizontal respecto a la pagina. Ademas, en las figuras de angulo de la
primera definicion no hay un arco a diferencia de las figuras en la segunda
definicion. En Moise y Downs (1986) es hasta después de definir la medida de
un angulo que los autores indican con un arco el angulo del cual se desea
obtener su medida, sequramente para evitar la ambigtiedad de no saber si se
refieren al angulo convexo o cdncavo.

En textos de calculo consultados en la educacién superior como Spivak
(1993), Ayres y Moyer (1991) y Leithold (1992) aparece la definicion de angulo
como preambulo al estudio de las funciones trigonomeétricas; sin embargo, esta
definicion aparece de forma diferente a la dada en geometria, pues ésta se
amplia y ahora los angulos se definiran a través de angulos dirigidos u orien-
tados. Por ejemplo, en Spivak (1993) aparece lo siguiente:
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En geometria elemental, un angulo es sencillamente la union de dos semirrectas
con un punto comun inicial [..] Mas Utiles para la trigonometria son los ‘angulos
dirigidos), los cuales pueden ser considerados como pares (1,1, ) de semirrectas con
el mismo punto inicial (Spivak, 1993, pp. 425-426).

Spivak anade la siguiente figura (figura 3).

Figura 3. Angulos dirigidos (Spivak, 1993, p. 426.)

Ayres y Moyer (1991) mencionan lo siguiente respecto al angulo plano:

Mas comunmente, puede pensarse que un angulo plano se genera si se gira (en
un plano) una linea dﬁ posicién inicial OX a la posiciérgrminal OP. Entonces, O
es otra vez el vértice, OX al que se llama lado inicial, y OP'se llama lado terminal
del angulo (Ayres y Moyer, 1991, p. 1).

Con la figura siguiente ilustran su definicion (figura 4).

"
0«‘*‘“\“
of
W

LADO INICIAL

Figura 4. Angulos planos generados a través de giros (Ayres y Moyer, 1991, p. 2).
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Leithold (1992) escribe lo siguiente:

Cualquier angulo es congruente con el angulo que tenga su vértice en el origen 'y
un lado, llamado lado inicial, sobre el lado positivo del eje x. Un angulo tal se dice
que esta en posicion normal. La Figura 5 muestra un angulo AOB en posicion normal
con OA como lado inicial. El otro lado, OB, se llama lado terminal. EI angulo AOB
puede ser formado girando el lado OA hasta el lado OB [..] (Leithold, 1992, p. 61)

El autor ilustra la definicion con la figura siguiente, que incluye ejes cartesianos
(figura 5). v

A

Figura 5. Angulo en posicion normal (Leithold, 1992, p. 61).

Estas tres definiciones incluyen angulos positivos, negativos, de 0°, 180°, 360° y
angulos de mas de una vuelta. Cabe destacar que en las ilustraciones de los
angulos de las figuras 4 y 5 todas tienen un lado alineado con la horizontal.
Mientras que solo en la figura 4 se representan angulos negativos y de mas de
una vuelta. Todas estas definiciones (las dadas en geometria y en trigonometria)
descartan la posibilidad de que al menos uno de los lados del angulo pueda
ser una linea curva.

En resumen, encontramos distintas definiciones de angulo tanto en geome-
tria como en trigonometria, esta diversidad tiene que ver con el objetivo que
pretende cada autor, y esta ajustada a la estructura matematica de la que se
estd haciendo uso.

MEDIDA ANGULAR
Haremos referencia a Moise y Downs (1986), quienes escriben: “Asi como medi-

mos segmentos con una regla, medimos angulos con un transportador”. En
seguida agregan lo siguiente: “El numero de grados de un angulo se llama su
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medida. Si hay r grados en el 4 PQR, entonces escribimos m# PQR= r". (Moise
y Downs, 1986, p. 81).

Por otra parte Baldor (1983), en la seccion titulada medida de angulos sefala
que: “Medir un angulo es compararlo con otro que se toma por unidad” (Baldor,
1983, p. 23).

LA MEDIDA ANGULAR EN LA PRACTICA

En la escuela, la medida angular se obtiene usualmente utilizando al menos
uno de los siguientes recursos: comparacion con angulos de referencia, uso del
transportador y el uso de postulados y definiciones. A continuacion describimos
estos recursos.

Comparacion con angulos de referencia. Se puede aproximar la medida de
un angulo al tomar como referencia angulos cuya medida es conocida, por
ejemplo, el angulo recto cuya medida es de 90° el llano que mide 180° el angulo
agudo (mide menos de 90°), entre otros. Por ejemplo, se puede saber una medida
aproximada del angulo de la figura 6, si tomamos como referencia el angulo
recto, entonces la medida del angulo seria aproximadamente la mitad de la
unidad que es el angulo recto.

Figura 6. Ejemplo de un angulo del cual se desea conocer su medida.

Uso del transportador. Para obtener la medida de un angulo podemos utilizar
como herramienta el transportador. Esta herramienta utiliza el grado como uni-
dad de medida.

Uso de postulados y otras definiciones. Para determinar la medida de angulos
pueden usarse postulados y otras definiciones como: el postulado de la adicion
de angulos, la definicion de par lineal, de angulos suplementarios, entre otros.
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INVESTIGACIONES RELACIONADAS CON LA ENSENANZA Y EL
APRENDIZAJE DEL ANGULO Y SU MEDIDA

Varias investigaciones reportan que, desde la ensenanza elemental, los estu-
diantes muestran dificultades en el aprendizaje del concepto de angulo, como
las de White y Mitchelmore (2003), Browning y Garza-Kling y Sundling (2007)
quienes se enfocaron en la formacion del concepto de angulo a partir de expe-
riencias fisicas. Otra, es el trabajo de Keiser (2004), quien hizo una comparacion
entre la evolucion que ha tenido el concepto de angulo a través de la historia,
y las concepciones del estudiante en tres direcciones: en cuanto a la medida
del angulo, si los angulos pueden incluir curvas y las dificultades en concep-
tualizar angulos de 0°, 180° y 360°. Todos estos trabajos se llevaron a cabo
con estudiantes de niveles de educacion basica.

Algunos de los resultados encontrados en estas investigaciones, como los
de White y Mitchelmore (2003), sefialan que el concepto de dangulo es un
concepto multifacético dificil de aprender, al encontrar en los estudiantes
dificultades al identificar los lados que forman un angulo, por ejemplo, el que
se forma al abrir una puerta al no haber un lado visible o con los dangulos de
inclinacion debido a que no estan familiarizados con la idea del angulo que
se forma con la horizontal. Ademas, mencionan que les fue dificil determinar
lo que los estudiantes intentaban comunicar cuando se les pidié que definie-
ran el concepto de angulo.

Mientras, Browning, Garza-Kling y Sundling (2007) mencionan que los estu-
diantes tienen nociones de angulo tan limitadas que tienen dificultades en
proporcionar una definicion matematica adecuada para el término y, en cambio,
describen lo que estamos midiendo cuando medimos un angulo, por ejemplo,
cuando mencionan que un angulo es la “cantidad de grados” o “el numero de
grados’. Ademas, con frecuencia no reconocen que dos angulos tienen la misma
medida si estan orientados en direcciones no estandar, y agregan que algunos
adultos aun luchan con la identificacién de angulos de 90 grados que no tienen
un rayo horizontal.

Entre otras dificultades, los estudiantes tienden a atribuir la medida de un
angulo a la longitud de los segmentos de recta que lo constituyen, algunos
consideran que en el dibujo de las letras R o P puede haber angulos al mirar
intersecciones entre lineas y curvas, es decir, ellos observan dos lineas que se
‘conectan” en un punto; en cambio en el dibujo de Ia letra S no puede haber
angulos porque no observan intersecciones en ningun lado, puesto que
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mencionan “es un solo trazo”. No conciben un angulo de 180 grados porque no
ven dos lineas que se conectan y el angulo de 360 grados no lo consideran un
angulo al no visualizar dos lados que se unen ‘en una esquina”. También es
probable que los estudiantes de los niveles basicos carezcan de un vocabulario
adecuado para formular descripciones claras del angulo (Keiser, 2004).

En cuanto a la medida angular, Pachuca (2014) reporta que profesores de
la educacién media superior y alumnos del nivel superior tienen dificultades
para interpretar el argumento de la funciéon trigonométrica seno, cuando la
unidad de medida es un numero real. En las respuestas, cuando se les pide
evaluar la funcion seno en un numero real cualquiera, eligieron la medida
angular al relacionar el valor del argumento con algun simbolo, numero, o
expresion matematica conocido por ellos, por ejemplo, cuando el valor del argu-
mento era 180 lo consideraron como grados al asociar el numero 180 con 180°
aun cuando el nimero 180 no tenia el simbolo de grados o simplemente le
agregaron el simbolo de grados. Cuando en el argumento aparecia el valor T,
por ejemplo, en 180/m consideraron como medida angular los radianes porque
asociaron el numero 1 con radianes. Para nameros como -7, o 0.357 algunos
no sabian interpretar el argumento. Mientras, Akkoc (2008) reporta que profe-
sores en formacion tuvieron dificultades con el concepto de radian, ademas de
evidenciar que la imagen del concepto de grado predomina sobre la de radian
concluyendo que estas dificultades podria causar problemas para comprender
las funciones trigonomeéricas.

MARCO TEORICO

Entre los enfoques que estudian la formacion de conceptos, tenemos el desa-
rrollado por Tall y Vinner (1981) quienes confrontan los conceptos matematicos
como se definen formalmente y los procesos cognitivos mediante los cuales
son concebidos. Estas ideas se formalizaron a través de la llamada imagen
del concepto y la definicion del concepto.

De acuerdo a Vinner (2011) el concepto es una idea evocada en nuestra
mente cuando escuchamos o vemos el nombre del concepto. El concepto existe
solo en nuestra mente y puede ser considerado algo abstracto. Por su parte, el
nombre del concepto es una entidad linguistica, usualmente llamada una nocion
o un término que tiene un aspecto fisico (visual o vocal). Segun Vinner (2002),
cuando vemos o escuchamos el nombre de un concepto, algo es evocado en
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nuestra memoria, y lo evocado usualmente no es la definicién del concepto sino
lo que ély Tall denominaron ‘imagen del concepto’. Esta imagen es algo no
verbal asociado en nuestra mente con el nombre del concepto, puede ser una
representacion visual del concepto cuando tenga representaciones visuales,
imagenes mentales, una coleccion de impresiones o experiencias, y estas pueden
traducirse a formas verbales.

En el caso del concepto de angulo, la imagen del concepto que se crea en
la mente de los estudiantes esta compuesta por las diferentes representaciones
que recuerdan relacionadas con dicho concepto, junto con las distintas propie-
dades que el estudiante le asocia. Esta imagen es personal, puede variar de
persona a persona o de una cultura a otra, por lo tanto, sélo es posible hablar
de una imagen conceptual en relacion con un individuo en particular.

Tall y Vinner (1981), también introducen el término ‘imagen evocada del
concepto” para describir la parte de la memoria evocada en un tiempo dado o
en un contexto dado, es decir, aquella porcion de la imagen del concepto acti-
vada en una situacion particular, lo cual no es necesariamente todo lo que un
cierto individuo sabe sobre una nocion particular.

Para Tall y Vinner (1981) la “definicion del concepto” se entiende como una
definicién verbal que explica con precision el concepto. La definicion del con-
cepto abarca desde la definicion formal, es decir, la aceptada por la comunidad
cientifica en su conjunto, hasta la definicion personal del concepto, la cual se
usa para expresar con nuestras propias palabras la definicién de un concepto.
La definicién personal puede diferir de la formal y se utiliza para construir o
reconstruir la definicion formal del concepto.

Vinner (2002) dice que al plantear una tarea cognitiva al alumno, al parecer
algunos profesores esperan que en los procesos intelectuales relacionados con
la realizacion de una tarea determinada, los estudiantes basen sus razonamien-
tos principalmente en las definiciones formales del concepto mientras sus ima-
genes del concepto juegan un papel secundario. Vinner y Hershkowitz (1980)
representan esto con el diagrama de la figura 7, donde las flechas indican
diferentes formas de funcionamiento de un sistema cognitivo.
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un comportamiento intelectual
(unarespuesta)

Q)

IMAGEN DEL CONCEPTO

DEFINICION DEL CONCEPTO

-

La parterelevante de |z
estructura cognitiva.

-
-
-

-
-
-

-
-
o

_>‘

Entrada

(1) (2)

Figura 7. Modelo de actividad mental de los estudiantes esperad
y Hershkowitz (1980).

una tarea cognitiva (identificacién o
construccién)

o por los profesores, adaptado de Vinner

Pero, desafortunadamente, la practica es diferente. Aqui, explica Vinner (2002),
la celda de definicién del concepto, incluso si no es nula, no se consulta durante
el proceso de resolucion de problemas. Los habitos de pensamiento de la vida
cotidiana toman el control, y el encuestado no esta consciente de la necesidad
de consultar la definicion formal. Por lo tanto, un modelo mas apropiado, para

los procesos que ocurren en la practica, es el sig

Salida T

uiente (ver la figura 8):

——

| IMAGEN DEL CONCEPTO |

DEFINICION DEL CONCEPTO
[nactiva o no existente

\

Entrada T

Figura 8. Modelo real de actividad mental de muchos estudiantes, adaptado de Vinner y Hershkowitz

(1980).
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Vinner (2002) agrega que el aprendizaje de las mateméticas impone a los estu-
diantes ciertas maneras de pensar distintas al aprendizaje cotidiano, pues las defi-
niciones juegan un rol fundamental, y se espera que los estudiantes entiendan que
el significado de un concepto esta determinado por su definicion formal y no por
sus puntos de vista previos sobre el concepto. Este seria el proceso deseable, sin
embargo, si se toma en cuenta que la mente de los estudiantes tiende a basarse en
su imagen del concepto y no en su definicion, puesto que esta definicion se
vuelve inactiva por ser dificil de entender, porque nunca la aprendieron, porque
se olvida o se ignora, entonces se deberia hacer un esfuerzo por formar image-
nes correctas en la mente del estudiante. De hecho, Vinner y Hershkowitz (1980)
muestran los resultados de una prueba aplicada a estudiantes de grados 7, 8 y
9 relacionados con figuras geométricas como el angulo. Encontraron que los
angulos obtusos con un rayo horizontal son identificados mas facilmente que
otros angulos obtusos colocados en una posicion distinta. De este resultado
comentan que los profesores y los libros de texto tienden a dibujar angulos con
un rayo horizontal, y como resultado de este hecho la imagen del concepto
puede contener dngulos obtusos con un rayo horizontal.

Finalmente, Vinner (2002) sefala que se deben proponer ejemplos o tareas
que permitan al estudiante ver los conflictos que pueden surgir entre la imagen
del concepto que posee y la definicion formal del concepto, discutir esos con-
flictos con la intencion de convencer al estudiante sobre el rol tan importante
que juegan las definiciones en los contextos técnicos, particularmente en mate-
maticas. Es decir, solo si se le plantean tareas que no pueda resolver correcta-
mente refiriendose solo a su imagen del concepto, se le podria convencer de lo
conveniente que es utilizar la definicion del concepto.

PREGUNTAS DE INVESTIGACION

Para este estudio se formularon las siguientes preguntas de investigacion que
nos sirvieron de guia:

» (Qué definiciones tienen los estudiantes del angulo al iniciar la ensenanza
superior?

» (Qué imagenes evocan los estudiantes del angulo y su medida, al contestar
ftems relacionados con estos conceptos?
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METODO

El método de nuestro estudio es cualitativo. Este tipo de método es particular-
mente apropiado cuando el proposito es examinar las ‘formas de expresion”
propias a cada individuo, es decir, los conceptos, percepciones, imagenes men-
tales, etc, manifestadas en el lenguaje de los participantes, ya sea de manera
individual, grupal o colectiva (Sampieri, 2018). Investigamos las imagenes y
definiciones del concepto de angulo y su medida en estudiantes universitarios.
Como técnicas de recoleccion de datos, utilizamos un cuestionario y entrevistas
semiestructuradas individuales. La muestra elegida para aplicar el cuestonario se
obtuvo a través de un muestreo por conveniencia. Participaron un total de 22
estudiantes de primer semestre de la Licenciatura en Fisica y Matematicas (17
a 19 anos) de una universidad publica de la Ciudad de México. Su preparacion
era variada puesto que provenian de escuelas del nivel medio superior publicas
y privadas, de la Ciudad de México y de otros estados de la Republica Mexicana.
Consideramos estudiantes de esta licenciatura puesto que en los hechos, en el
area de las ciencias exactas se encuentran, en promedio, los estudiantes con
mayor dominio de las matematicas.

Iniciamos nuestra investigacion aplicando un cuestionario escrito de 12 items
relacionados con el angulo y su medida. En su diseno se tomaron en cuenta
las dificultades reportadas en investigaciones previas, se revisaron los planes de
estudio desde los niveles basicos hasta el bachillerato, con el fin de identificar
los aspectos clave que el estudiante debe poseer al iniciar el primer semestre
de su carrera. Los aspectos a considerar son: definicion de angulo, representacion
grafica de un angulo, distintos tipos de angulos y medida de un angulo. Su
elaboracion también se baso en Vinner (2002) quien sefala que un método
natural para aprender acerca de la definicién del concepto de un individuo es a
través de preguntas directas, como por ejemplo, (qué es una funcion?, puesto que
las definiciones son verbales y explicitas, mientras que para aprender acerca de la
imagen del concepto, se deben plantear preguntas indirectas puesto que la imagen
del concepto puede ser verbal e implicita.

En este articulo presentamos el andlisis de las respuestas a cuatro items, mos-
trados en el anexo. Esta seleccion se baso en el hecho de que en los items restantes,
los estudiantes no mostraron dificultades en sus respuestas, o bien no aportaron
informacion relevante adicional para este estudio. El item 1 nos ayudara a responder
la primera pregunta de investigacion: {qué definiciones tienen los estudiantes del
angulo al iniciar la ensenfanza superior?, y los ftems 2, 4 y 10 para responder la
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segunda pregunta de investigacion: équé imagenes evocan los estudiantes del angu-
lo'y su medida, al contestar items relacionados con estos conceptos?

Los estudiantes tuvieron 45 minutos para responder el cuestionario. Se les
comentd que su participacion era voluntaria y que sus respuestas serian ano-
nimas y confidenciales. A continuacion, indicamos en la tabla 1 los propdsitos
de cada uno de los cuatro items.

Tabla 1. Descripcion de los items

ftemn

Objetivo

Intencion particular

Fundamentacion

Escribe la  defini-
cién de angulo

Conocer la definicion
de angulo que posee
el estudiante

Saber si los estudiantes
contintan definiendo el
angulo a través de su
medida

Libros de texto reportados en
los antecedentes.

De acuerdo con Browning,
Garza-Kling y Sundling (2007),
algunos estudiantes de nivel
basico definen el dngulo a tra-
vés de su medida

Dibuja un angulo
y senala cada una
de sus partes

Conocer la imagen
evocada del estudian-
tes al hacer la repre-
sentacion grafica del
angulo

Saber si la imagen del
concepto que evoca el
estudiante esta relacio-
nada con angulos en
posicion no estandar

En  Vinner y Hershkowitz
(1980) se senala que los profe-
sores y los libros de texto tien-
den a dibujar angulos con un
rayo horizontal, y como resul-
tado de este hecho la imagen
puede contener angulos con
un rayo horizontal

Determina la o las
figuras que consi-
deres &ngulos. (Ta-
chalos)

Conocer qué imagen
evoca el estudiante
para decidir si una fi-
gura dada es un an-
gulo o no

Saber si los estudiantes
consideran angulos en-
tre lineas y curvas.
Saber si los estudiantes
pueden identificar an-
gulos de 180°

De acuerdo con Keiser (2004),
algunos estudiantes de nivel
basico consideran que puede
haber angulos entre lineas y
curvas, ademas se les dificul-
ta identificar angulos de 1802

Relaciona cada
angulo con su me-
dida. (Puedes rela-
cionar las figuras
con mas de una
opcion)

Conocer la imagen
evocada al momento
de relacionar cada an-
gulo con su medida

Saber si los estudiantes
reconoce que dos angu-
los tienen la misma me-
dida, aunque estén en
diferentes posiciones

Browning,  Garza-Kling vy
Sundling (2007), reportan que
los estudiantes de niveles ba-
sicos no reconocen que dos
angulos tienen la misma me-
dida si estan orientados en
direcciones no estandar
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Después de un primer analisis de la informacion recopilada de los cuestio-
narios —detallado mas adelante—, seleccionamos algunos estudiantes para entre-
vistarlos de forma individual. El proposito de las entrevistas era conocer a partir
del lenguaje y perspectiva del estudiante, “en sus propias palabras’, su imagen
evocada. La seleccién se hizo con base en las respuestas que consideramos
proporcionaban informacion relevante. Se les informé que la intencion de la
entrevista era profundizar en sus respuestas. A las entrevistas se les aplico un
analisis tematico o de contenido (Sampieri, 2018), utilizando como referente las
preguntas de investigacion.

ANALISIS DE DATOS Y RESULTADOS

item 1: Definicion de angulo. A cada una de las respuestas de los estudiantes
a este item se les hizo una codificacion abierta (Sampieri, 2018), utilizando
segmentos de texto de sus respuestas. Las categorias que emergieron fueron 6:
C1, C2,C3,C4, C5 y C6. A continuacion, presentamos cada categoria y su codigo,
senalando algunas respuestas que pertenecen a cada una de ellas. En cada
categoria especificamos el numero de respuestas, por ejemplo (4/22) indica que
4 de las 22 respuestas pertenecen a esta categoria.

C1: El angulo definido como apertura/abertura de segmentos (rayos o lineas) (7/22)

Ejemplo 1: “Es la apertura o separacion de dos rayos que tienen un punto en comun’.
Ejemplo 2: “Abertura que existe entre dos rayos con un origen en comun”.

C2: El angulo definido como interseccion de dos rayos (lineas o semiplanos) (4/22)
Ejemplo 1: “Es la interseccion de dos lineas diferentes las cuales tienen un punto en
comun’”.

Ejemplo 2: “Es la interseccion de dos semiplanos formados por dos rayos con un
mismo vértice”.

C3: El angulo definido a través de su medida (3/22)

Ejemplo: “Es la medida de la apertura de dos lineas que se unen en un punto”.
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C4: El 4ngulo definido como medida particular (3/22)
Ejemplo: “Es la separacion entre dos rectas perpendiculares”.

C5: Otras definiciones (2/22)
Ejemplo: “Un angulo es cuando dos rayos se cruzan entre sfi".

C6: No respondio/No conoce la definicion (3/22)
Ejemplo: “No conozco la definicion, porque no tengo una definicion muy concreta y
me falta mas informacion’.

En las respuestas se observa una amplia variedad en las definiciones personales
de angulo de los estudiantes al definirlo como: la interseccion de dos rayos/
lineas o semiplanos, la apertura/abertura de dos rayos o lineas, a través de su
medida o de una medida en particular.

ftem 2. Representacion grafica del angulo. Aqui revisamos las figuras que
hicieron los estudiantes para representar un angulo. Notamos algunas caracte-
risticas comunes que predominaban en la mayoria de las figuras. Una primera
caracteristica fue la posicion del angulo, puesto que todos los estudiantes dibu-
jaron angulos colocados de tal manera que su vértice estaba ubicado en el lado
izquierdo, uno de sus lados estaba alineado o no con la horizontal, mientras el
otro lado se hallaba por encima de éste como lo muestra la figura 9.

2. Dibuja un angulo y sefiala cada una de sus partes.

) ‘k‘

Figura 9. Ejemplo de una representacion grafica de angulo de uno de los estudiantes, con el vértice
ubicado a la izquierda y uno de sus lados alineado con la horizontal.

Otra caracteristica fue que 15 estudiantes trazaron angulos agudos, con uno de
sus lados alineado con la horizontal, de los cuales doce eran como los de la
figura 9, y tres como los de la figura 10, donde no sefalan ningun arco.
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2. Dibuja un dngulo y sefiala cada una de sus partes. A LONIL
7 ()
poveh KO
A c

Figura 10. Ejemplo de una representacion grafica de angulo de uno de los estudiantes, con uno de sus
lados alineado con la horizontal donde no sefalan ningun arco.

Los angulos que no tenfan un lado horizontal eran dngulos agudos como el de
la figura 11.

2. Dibuja un angulo y sefiala cada una de sus partes.
Iy 0 = Vérhice (Vakesecardn & e 'Q'fa—l’)
0 -
_>< ﬁ\ = Ru.'YO
v T - Ry

< hon = Angilo

Figura 11. Ejemplo de una representacion grafica de angulo de uno de los estudiantes, con uno de sus
lados no alineado con la horizontal.

18 estudiantes trazaron dos rayos, segmentos o lineas distintas que emanaban
de un punto, y en algunos casos nombraron sus partes (véanse figuras 9y 10),
mientras que los otros cuatro dibujaron dos rayos, lineas o lados distintos que
se intersecaban, y nombraron sus partes. (véase figura 11).

item 4. Imagen evocada del concepto de angulo para decidir si una figura es
un angulo o no. En el andlisis de las respuestas creamos dos categorias. En la
categoria C1 colocamos las figuras que los estudiantes consideraban como
angulos, y en C2 las que no. Se revisaron las categorias y encontramos que 5
de los 22 estudiantes consideraron la figura 12 un angulo.

Figura 12. Figura del cuestionario considerada por algunos estudiantes como un angulo.
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A continuacién, veremos un extracto de la entrevista donde el estudiante expresa
el porqué determin6 que la figura 12 es un angulo. El estudiante sera identifi-
cado como estudiante 1.

Entrevistadora: ~ éPor qué determinaste que esta figura era un angulo? [se refiere a la figura 12].

Estudiante 1: iAh! bueno, porque pues tenemos que tomar esta linea [sefala con su dedo
indice la linea horizontal de la figura 12], entonces aqui pues hay otra [sefa-
la con su dedo indice la curva en la misma figura] que hasta cierto punto
haciendo un acercamiento cada vez mas y mas grande se podria ver que ya
no conectamos en una curva si no que hay un punto en el que va a tener
un comportamiento de linea recta. Un acercamiento muy grande como ha-
cerle un super zoom.

La imagen evocada por el estudiante 1 esta asociada con una imagen formada
por dos lineas rectas diferentes con un punto en comun, que forman una cuna
0 una punta. De los cuatro estudiantes restantes que contestaron de manera
similar al estudiante 1, entrevistamos a tres de ellos y nos proporcionaron argu-
mentos similares.

Otro caso de interés es el de un alumno que sefal6 que la figura 13 no era
un angulo.

Figura 13. Figura del cuestionario que no fue considerada como un angulo por un estudiante.

Veamos a continuacién un extracto de la entrevista que se le realizd a este
estudiante, el cual serd identificado como estudiante 2.

Entrevistadora:  Esta figura [la figura 13] épor qué no la consideraste como angulo?

Estudiante 2: Es que ese me confundi un poco no sé si sea un angulo de 0 o de..si pero no,
no creo porque es una linea.

Entrevistadora: Pero esta es también una linea [se le sefala la figura 14] épor qué esta si la
consideraste un angulo y esta no?
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Estudiante 2: Bueno lo que yo observé es que aqui esta el punto [el alumno coloca su dedo
indice sobre la figura 14 del lado derecho], estd donde empieza el dngulo [ense-
guida traza una trayectoria con su dedo indice como se muestra en la figura 15]
y esta es la abertura que tiene, en esta de acé [senala la figura 13] no se ve
claramente [se refiere a que no se ve abertura de acuerdo a sus palabras].

-

Figura 14. Figura del cuestionario que fue considerada como un angulo por el es-
tudiante 2.

Figura 15. Representacion de la trayectoria trazada por el estudiante 2.

Aqui la imagen evocada del estudiante 2 estd asociada con dos lineas diferentes
con un punto comun que forman una “abertura”. Dos estudiantes mas contes-
taron de manera similar al estudiante 2, ambos fueron entrevistados proporcio-
nando argumentos similares.

ftem 10. Imagen evocada al relacionar un angulo con su medida. En este item,
los estudiantes tenian que relacionar cuatro angulos con una columna de res-
puestas dadas. Dos de los angulos son los angulos Ay B que se muestran en
la figura 16. Estos angulos tienen la misma medida, sin embargo, estan coloca-
dos en posiciones diferentes.

/ 7
L /

Angulo A Angulo B

Figura 16. Angulos del cuestionario que los estudiantes tenfan que relacionar con su medida.
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16 estudiantes relacionaron los dos dngulos Ay B con la respuesta a) “Angu-
lo menor a 90”. Sin embargo, hubo 4 estudiantes que relacionaron el angulo A
con la respuesta a) “Angulo menor a 90"y el dngulo B con otra respuesta, la
b) “Angulo mayor a 180*". A continuacién presentamos un extracto de la entre-
vista realizada a uno de estos cuatro estudiantes sobre la medida que asigno
al angulo B. Este estudiante serd identificado como estudiante 3.

Entrevistadora: En este item te voy a preguntar por esta figura [sefala el angulo B de la figura
16], me dices que lo relacionas con la respuesta b), “Angulo mayor a 180
grados’, si me puedes explicar, ¢por qué lo relacionaste con esta opcion?

Estudiante 3: Pues igual que el anterior, por lo mismo de que me imaginé la linea prolonga-
da [coloca su dedo indice en el vértice del dngulo dado y con este traza una
prolongacion del segmento horizontal efectuando el movimiento de izquierda
a derecha. Véase la linea punteada de la figura 17] y tomé como este el eje x
para poder hacer el angulo [coloca su dedo indice sobre la prolongacion que
trazo, y considerandola como lado inicial, dibuja una trayectoria como se
muestra en la figura 17 hasta llegar al segmento inclinadol.

Figura 17. llustracion del razonamiento considerado por el estudiante 3 para deter-
minar que la medida del angulo B es mayor a 180 grados.

La imagen evocada en este caso esta relacionada con angulos dirigidos. Aqui
el alumno ignoro el segmento horizontal dado como uno de los lados del angulo
B. Trazd imaginariamente una prolongacion del segmento horizontal, el cual
tomé como lado inicial y como lado final el inclinado. De los tres estudiantes
restantes que contestaron de manera similar al estudiante 3, entrevistamos a
dos de ellos y nos proporcionaron argumentos similares.

Ahora, veamos las respuestas asociadas a los dos angulos restantes del
item 10. (véase tabla 2). Si observamos los angulos Cy D estos son el mismo
(ambos tienen la misma medida: 0°), salvo que el angulo D es el angulo C
pero rotado 180 grados.
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Tabla 2. Respuestas de los estudiantes

Anaulo € Numero de Medida Anaulo D Numero de Medida
g estudiantes relacionada g estudiantes relacionada

5 0° 4 0°
11 0° 360° 5 0° 360°
1 0°,180° 2 0° 180°

-— -—
2 0°,180°, 360° 2 0° 180°, 360°
2 180° 8 180°
1 Sin respuesta 1 Sin respuesta

En la tabla 2 observamos, que 8 estudiantes asignaron la medida de 180° al
angulo D. A continuacién mostramos un extracto de la entrevista realizada a uno
de ellos, el cual sera identificado como estudiante 4. Este estudiante inicialmente
asigno al angulo C la respuesta d) “Angulo igual a 0%, sin embargo, al &ngulo
D, le asigné las respuestas f) “Angulo igual a 180 v ) “Angulo mayor a 90"
En la entrevista, el estudiante menciona por qué asignd esas opciones.

Entrevistadora:

Estudiante 4:

Vamos a la siguiente figura [angulo D], esa tu la relacionaste con f ), “Angulo

igual a 180°"y ¢), “Angulo mayor a 90%. Me podrias explicar, épor qué lo rela-
cionaste asi?

Igual, me imaginé la linea prolongada y lo hice [el alumno coloca su dedo
indice en el vértice del angulo dado y con este traza una prolongacion del
segmento horizontal efectuando el movimiento de izquierda a derecha. Véase
la linea punteada de la figura 18. Después coloca su dedo indice sobre la
prolongacion que trazd y considerandola como lado inicial dibuja una trayec-
torfa como se muestra en la figura 18 hasta llegar al segmento dadol.

_i?'j"‘a}'ﬁl‘f"

Figura 18. Representacion de la trayectoria trazada por el estudiante 4.
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En este caso, para el estudiante un angulo se forma con dos segmentos
diferentes. Pero en la figura él sélo ve un segmento, razéon por la cual traza
imaginariamente otro, el cual de acuerdo al movimiento de su dedo indice, en
una rotacion, lo considera como el lado inicial, y el dado en la figura como lado
final de un angulo dirigido de 180 grados. A los siete estudiantes restantes que
contestaron que la medida del angulo D es de 180°, se les hizo una entrevista
proporcionando argumentos similares a los del estudiante 4. Asi concluimos
nuestro analisis.

DISCUSION DE RESULTADOS

La descripcion de las respuestas nos permitio conocer las diferentes definiciones
e imagenes evocadas por los estudiantes al contestar items relacionados con el
angulo y su medida. Vamos a centrar la discusion en los aspectos mas relevantes
extraidos de los resultados obtenidos.

item 1. Conocer la definicién de dngulo que posee el estudiante. La mayorfa
de las definiciones estan en la categoria C1, (apertura/abertura de segmentos,
rayos o lineas), ademas de que las pertenecientes a esta categoria (las que estan
en términos de abertura) son similares a la definicion dada en Baldor (1983).
Seis estudiantes (C3 y C4) definieron el dngulo a través de su medida o como
una medida en particular, esto indica que en los niveles superiores los estudian-
tes auin tienen dificultades en distinguir entre el concepto de angulo y su medida,
como viene sucediendo desde los niveles bdsicos, de acuerdo con Browning,
Garza-Kling y Sundling (2007). En las categorias restantes, los estudiantes solo
dieron como definicion una descripcién de su imagen evocada. Esto apoya lo
dicho por Vinner (2002) respecto a que la actividad de los estudiantes esta, en
una mayoria de casos, basada solo en sus imagenes y no en las definiciones
formales de los conceptos. Aunado a ello Acuna (2012) comenta que la defini-
cion de un objeto matematico es sustituida por la descripcion de un ejemplo
estereotipado que el estudiante asocia con la definiciéon. Por dltimo, ningun
estudiante proporcion6 alguna definicion de angulo que se correspondiera con
las definiciones de angulo dirigido u orientado.

ftem 2. Conocer la imagen evocada del estudiante al hacer la representacién
grdfica del dngulo. Las representaciones graficas de los estudiantes muestran
un angulo agudo, con su vértice ubicado del lado izquierdo, y del cual emanan
dos rayos, uno de ellos horizontal. Angulos con estas mismas caracteristicas los
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podemos observar en la mayoria de las ilustraciones de los libros de texto que
presentamos al inicio de este trabajo. Este hecho da lugar a considerar lo expre-
sado por Vinner y Hershkowitz (1980) quienes comentan que los profesores y
los libros de texto tienen una tendencia a dibujar angulos con un rayo horizontal
y como resultado de este hecho la imagen del concepto puede contener angulos
con un rayo horizontal, aunque puede suceder que dibujar este tipo de angulos
no signifiqgue que son los Unicos que forman parte de sus imagenes del con-
cepto. Rosken y Rolka (2007) sefalan que las figuras utilizadas como ejemplos
de angulos en la clase o en los libros de texto pueden llegar a formar parte de
las imagenes de los estudiantes, y si estas se presentan solo en ciertas posiciones
estereotipadas, pueden volverse esenciales o determinantes al momento de
resolver un problema.

ftem 4. Conocer qué imagen evoca el estudiante para decidir si una figura
dada es un dngulo o no. En el andlisis de los resultados en el caso de la figura
12, se observa que el estudiante 1 reconoce su imagen de angulo solamente
en una parte de la figura (la punta), ignorando la totalidad de la figura. Este
resultado es similar al reportado por Keiser (2004), donde senala que algunos
estudiantes consideran que en el dibujo de las letras R o P puede haber angulos
al mirar intersecciones entre lineas y curvas. Por otro lado, para la figura 13, se
observa que la imagen del estudiante 2 esta asociada con dos lineas diferentes
con un punto comun que forman una “abertura”. Esta imagen lo llevé a decidir
que la figura no era un angulo al no visualizar en la figura 13 ninguna abertura.
Este resultado se asemeja a lo encontrado en el trabajo de Keiser (2004), donde
se menciona que las dificultades para concebir angulos de 0° 180°y 360° y
estan relacionadas con la definicion de angulo que se esta considerando.

ftem 10. Averiguar la imagen evocada al momento de relacionar cada dnqulo
con su medida. En el caso del estudiante 3, posiblemente la posicion en la que
se encuentra el angulo B le hizo pensar que este se situaba en un "tercer cua-
drante”, por ello traz6 una prolongacion del rayo horizontal que funcionaria como
el sentido positivo de un eje x, tomandolo como lado inicial y desde ahi hacer
la medicion. Debe considerarse la posibilidad de que trazar la prolongacion del
rayo horizontal, se deba porque esto conduce a los estudiantes a una situacion
familiar donde estan acostumbrados a medir angulos desde el lado positivo del
eje x. En el caso del estudiante 4, un angulo se forma con dos segmentos dife-
rentes. Al parecer la posicion del segmento que ve le sugiere considerarlo como
la parte negativa del eje x, y el rayo trazado por €él, como su complemento, la
parte positiva del eje x, desde donde ¢l mide el angulo. El hecho de que
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asignaran medidas diferentes a angulos iguales colocados en distintas posicio-
nes es similar a lo reportado en Browning, Garza-Kling y Sundling (2007), donde
sefnalan que algunos estudiantes no reconocen que dos angulos tienen la
misma medida si estan orientados en direcciones diferentes no estandar.

Todos los nuevos angulos que construyen los estudiantes estan en posicion
normal. Posiblemente, su imagen de dngulo (en posicion normal) esta construida
a partir de ilustraciones o ejemplos como el que se muestra en Leithold (1992),
donde los angulos parecen tener el lado inicial sobre el eje positivo x de un
plano cartesiano, y estar en un primer cuadrante. Con esto concluimos nuestra
discusion de resultados.

CONCLUSIONES Y REFLEXIONES FINALES

En nuestra investigacion nos hemos planteado las preguntas siguientes: iqué
definiciones tienen los estudiantes del angulo al iniciar la ensefanza superior?
¢Qué imagenes evocan del angulo y su medida, al contestar items relacionados
con estos conceptos? Encontramos una amplia variedad en las definiciones
personales de angulo de los estudiantes. Observamos que la imagen evocada
por la mayoria de los estudiantes al hacer una representacion grafica del angulo
esta fuertemente conectada a una figura estereotipada (un angulo agudo, con
su vértice ubicado del lado izquierdo del cual emanan dos rayos, con un rayo
horizontal). Otro resultado esta relacionado con angulos colocados en distintas
posiciones, donde algunos estudiantes utilizan parcialmente las figuras de angu-
lo dadas y evocando otros conceptos matematicos, construyen nuevos angulos
para los cuales estiman o relacionan con una medida. Como los resultados lo
indican algunas de las dificultades identificadas en estudiantes de niveles ele-
mentales persisten en niveles mas avanzados.

Un resultado interesante es el caso de la figura 12, donde el estudiante 1
mira un angulo entre lineas y curvas. Cuando el estudiante dice que la curva
en algun momento tiene un comportamiento de linea recta al hacerle un zoom
y ésta se conecta con la recta dada, él esta indicando, de manera intuitiva, la
forma en que se define el angulo entre dos curvas en Calculo (como el angulo
entre sus tangentes), y que serd aprovechado asi en dicho curso. Estas ideas
intuitivas podrian explotarse con estudiantes que tienen alguna familiaridad con
el uso de algun software de Geometria dinamica, para darle sentido a la defini-
cion posterior de angulo entre dos curvas.
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En resumen, las imagenes evocadas por los estudiantes son congruentes
con lo sefalado en Vinner (2002), en cuanto a que la definicion se vuelve inac-
tiva, y los estudiantes responden basandose en su imagen del concepto. Ademas,
de que los estudiantes evocan diferentes imagenes. Estas imagenes dependen
del problema a resolver, es decir, no poseen una Unica imagen del concepto.

Segun Driver, Guesne y Tiberghien (1985) una estrategia que permite adaptar
mejor la ensenanza consiste en tener en cuenta las ideas previas de los estu-
diantes, puesto que en ocasiones algunos conceptos se consideran obvios y se
dan por conocidos al planificar el curso. Ademas, las ideas de los estudiantes
sugieren que incluso nociones aparentemente sencillas pueden no ser captadas
de manera adecuada. La incomprension de estas ideas fundamentales puede,
en tal caso, llevar a posteriores y mas serios problemas de aprendizaje. Por lo
tanto, en nuestro tema, el profesor podria tomar en cuenta las definiciones e
imagenes mostradas en este estudio para el diseno de actividades que permitan
al estudiante tener un mejor desempeno y tener presente que los estudiantes
podrian evocar nuevos conceptos y sus imagenes, para contestar la tarea pro-
puesta. También consideramos importante compartir con los estudiantes el
hecho de que existe una definicion de angulo para geometria y otra para trigo-
nometria (las cuales serdn elegidas, segun convenga, entre la variedad de defi-
niciones encontradas en los libros de texto), al ser la definicion de angulo dada
en trigonometria el resultado de una evolucion y generalizacion tal y como se
observa en la historia misma del concepto. Esta evolucion no se detiene en la
trigonometria, pues tenemos ademas el concepto de angulo entre curvas, que
se utiliza en Calculo y en la geometria hiperbdlica.

Hay que tomar en cuenta que la muestra que se utilizo en este estudio fueron
estudiantes con un mayor dominio de las matematicas, sin embargo encontra-
mos dificultades. Si este estudio se llevara a cabo con estudiantes de otras
carreras universitarias, seguramente se encontrarian nuevos hallazgos. Recor-
demos que la importancia de estos hallazgos radica en ofrecer a los profesores
informacion para la eleccién de los conceptos que ensefaran y para planear
sus actividades de aprendizaje.
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ANEXO

CUESTIONARIO

TEMA: EL ANGULO Y SU MEDIDA

Instrucciones: Lee cuidadosamente cada uno de los siguientes items y contesta
de la forma mas clara posible. Tus respuestas deben ser con pluma. Si de
alguno de los ftems no conoces su respuesta indica brevemente por qué.

1. Escribe la definicion de angulo.

2. Dibuja un angulo y senala cada una de sus partes.
4. Determina la o las figuras que consideres angulos. (TACHALOS)

10. Relaciona cada angulo con su medida. (Puedes relacionar las figuras con mas
de una opcioén)

a) Angulo menor a
b) Angulo mayor de

o) Angulo mayor a 7
d) Angulo igual a s ()
e) Angulo igual a —

f) Angulo igual a £
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Construcciones geometricas en GeoGebra a partir
de diferentes sistemas de representacion: un
estudio con maestros de primaria en formacion

Geometric constructions in GeoGebra from different
representation systems: a study with prospective primary
education teachers

Alberto Arnal-Bailera!
Antonio M. Oller-Marcén?

Resumen: En este trabajo estudiamos la realizacion con GeoGebra de tres
procedimientos de construccion hechos a partir de las instrucciones presentadas
en dos ediciones diferentes de los Elementos de Euclides: |a clasica y la menos
conocida de Oliver Byrne. Estas ediciones emplean sistemas de representacion
radicalmente diferentes para presentar un mismo contenido matematico. Ana-
lizamos la influencia de estos sistemas de representacion en la produccion de
construcciones correctas y en el seqguimiento de las instrucciones planteadas,
en las respuestas de 18 parejas de alumnos de tercer curso del Grado de
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Abstract: In this work, we study the implementation using GeoGebra of three
construction processes as described in two different editions of Euclid's Elements:
the classical and the less known one by Oliver Byrne. These editions use dra-
matically different representation systems to present the same mathematical
content. We analyze the influence between the representation systems, the
correctness of the constructions and the adjustment to the given instructions
shown in the answers of 18 pairs of third year students of the Degree of Primary
Education. We observe no influence of the representation systems over the
adjustment while in the case of correctness this influence is associated to the
particular task. In addition, we identify and analyze four different phenomena
related to mathematical, instrumentation and instrumentalization aspects.

Keywords: Geometric construction, GeoGebra, Representation systems, Teacher
training.

1. INTRODUCCION Y OBJETIVOS

Multiples ejercicios de geometria clasica consisten en hacer construcciones
geométricas a partir de algunos de los elementos que las constituyen (construc-
cion de un poligono regular dado uno de sus lados, construccion de un triangulo
a partir de sus tres lados, etc) o de representaciones de objetos que cumplan
ciertas propiedades (construccion de una recta perpendicular a otra por un
punto, construccion de una recta tangente a una circunferencia por un punto
exterior, etc). Estas construcciones se han realizado tradicionalmente con regla
y compas siguiendo procedimientos mas o menos estandarizados. Textos clasi-
cos, como los Elementos, incluyen un amplio catalogo de tales construcciones
detallando paso a paso las acciones a realizar con los citados instrumentos. El uso
de un software de geometria dindmica (de GeoGebra en particular) para llevar a
cabo este tipo de construcciones implica, por sus especificidades, una reinterpre-
tacion o adaptacion de los pasos descritos en los textos clasicos, que va mas alla
de la mera traslacién del procedimiento.

Esta adaptacion, no obstante, no estd exenta de dificultades por cuanto que
las instrucciones proporcionadas en los textos estan concebidas para ser segui-
das utilizando herramientas concretas (la regla y el compas) y no programas
informaticos. La labor de adaptacién debe ser hecha por los docentes a la hora
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de disenar y preparar sus clases o de generar recursos o actividades para sus
alumnos, en relacion con estos contenidos.

En este sentido, una tarea propia de la formacién del profesorado en didac-
tica de la geometria, es la realizacion de construcciones con regla y compds, en
ocasiones con la ayuda de GeoGebra, con el objetivo de analizar, o de ser
conscientes al menos, de los elementos matematicos que sustentan las mismas.
Una de las dificultades que encuentran los maestros en formacion al llevar a
cabo este tipo de tareas estad relacionada con la correcta interpretacion de las
instrucciones proporcionadas para llevar a cabo la construccion (Ozerem, 2012).
Surge, por tanto, la siguiente pregunta de investigacion: ¢La utilizacion de un
sistema de representacion particular en las instrucciones proporcionadas a los
alumnos en un procedimiento de construccion geométrica, mejora sus resultados
cuando la realizan usando el software GeoGebra? Para tratar de responder a
esta pregunta abordamos los siguientes objetivos especificos:

1. Determinar si existe interdependencia entre el sistema de representacion usa-
do para proporcionar las instrucciones a los alumnos, el seguimiento de las
instrucciones y la correccion de las construcciones realizadas en GeoGebra.

2. Analizar los procedimientos de construccion llevados a cabo por los alum-
nos al realizar las construcciones que se les solicitan, en relacién con los
distintos sistemas de representacion que usan y con los procesos de instru-
mentalizacion e instrumentacién que adelantan.

2. MARCO TEORICO

Duval (2006, p. 107) senala que “ninguin proceso matematico puede ser llevado
a cabo sin utilizar un sistema de representacion semiotico puesto que los pro-
cesos matematicos siempre implican la sustitucion de una representacion semio-
tica por otra". De hecho, Gémez (2002) considera el estudio de los sistemas de
representacion como uno de los pilares bdasicos del analisis de contenido
considerado dentro del analisis didactico definido por Rico (2013).

Desde el punto de vista de la ensenanza de las matematicas, lo anterior
implica que los estudiantes deberian ser capaces de reconocer un mismo objeto
matematico con independencia de dicho contexto (Duval, 2004). En particular,
tal y como sefalan Castro y Castro (1997, p. 103): “Dominar un concepto mate-
matico consiste en conocer sus principales representaciones y el significado de
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cada una de ellas, asi como operar con las reglas internas de cada sistemay en
convertir o traducir unas representaciones en otras, detectando qué sistema es
mas ventajoso para trabajar con determinadas propiedades’.

Esta capacidad de moverse entre distintos sistemas de representacion se deno-
mina en ocasiones fluidez multi-representacional y existen evidencias de que
puede ser promovida con el apoyo de entornos tecnologicos y, en particular, de
GeoGebra (McGee y Moore-Russo, 2015).

En el caso de la geomelria, parece claro que el registro o representacion
figural juega un papel fundamental en el aprendizaje, relacionado con aspectos
tales como la visualizacion o la abduccion (Marmolejo y Vega, 2012). A este
respecto, al considerar las ilustraciones que a menudo acompanan a las cons-
trucciones geométricas, hemos de prestar atencion a las diferencias entre una
figura, un objeto tedrico que sirve como referente (definido por sus propiedades
matematicas) y un dibujo, una representacion particular en la pantalla o el papel
de dicho objeto abstracto (Laborde y Capponi, 1994). Un dibujo, de hecho, con-
tendra particularidades y casi siempre inexactitudes pues es inevitable una cierta
pérdida de informacion con respecto al objeto geométrico que representa (Parzysz,
1988). Pese a ello, existen estudios que revelan una tendencia por parte de los
alumnos a llevar a cabo razonamientos basados mds en su percepcion de un
dibujo que en la informacién que se les proporciona (Sandoval, 2009).

En consecuencia, al encontraros con una ilustracion que acompana a una
construccion o problema geométrico, pueden darse dos situaciones (Mesquita,
1998). Por una parte, si esta ilustracion es vista como una figura, sus propiedades
pueden utilizarse en los razonamientos. Sin embargo, cuando se trata de un
dibujo no siempre se puede saber qué objeto tedrico representa y no es facil
extraer informacion de ésta. Para poder hacerlo, si se utiliza lapiz y papel se
deberia incorporar el uso de algun tipo de convencion sobre el dibujo que per-
mita anadir informacion adicional; mientras que, si se utiliza GeoGebra, seria
necesario conocer las herramientas usadas para su construccion y las propie-
dades matematicas derivadas de las mismas (Gutiérrez, 2005).

Como ya hemos apuntado, el uso de GeoGebra como artefacto didactico
(Rezat y StrdBer, 2012) puede facilitar el trabajo con distintos sistemas de
representacion. Desde un punto de vista general, la utilizacién de artefactos
en el aula, entendidos como cualquier elemento susceptible de ser usando
intencionalmente en actividades de ensenanza y aprendizaje, conlleva la apa-
ricion de un fenémeno denominado génesis instrumental (Rabardel, 1995;
Trouche, 2004). La génesis instrumental es un proceso personal de cada
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individuo participante en una situacion de ensenanza y aprendizaje que invo-
lucra en cierto modo la transformacion de un artefacto en un instrumento. Asi,
el artefacto, que es exclusivamente un objeto fisico, se transforma en algo mas
complejo que incluye, ademas de lo fisico, una parte cognitiva que aporta cada
individuo y que le confiere una funcionalidad que le permite integrarlo en su
actividad. Esto se produce gracias a la emergencia conjunta de esquemas
mentales y técnicas de uso de la herramienta cuando se trabaja, por ejemplo,
con tecnologias digitales (Drijvers, 2012).

En el proceso de génesis instrumental, Rabardel (1995) distingue dos sub-
procesos, uno orientado al artefacto y otro al individuo. En el primero, la instru-
mentalizacion, el individuo influye en el artefacto, descubriendo sus
funcionalidades personalizando sus utilidades o utilizandolo para fines no pre-
vistos por el disenador. En el segundo subproceso, la instrumentacion, el arte-
facto influye en el individuo permitiéndole desarrollar una cierta actividad
matematica de un modo distinto a como posiblemente venia realizandola. Este
proceso de génesis instrumental es guiado por el docente mediante la organi-
zacion sistematica e intencional de un entorno de aprendizaje que Trouche
(2004) denomina orquestacion instrumental.

Diversos autores se han dedicado a analizar estos procesos de génesis ins-
trumental en un contexto tecnologico. Guin y Trouche (2002), por ejemplo, iden-
tifican distintos comportamientos de los estudiantes al enfrentarse al manejo del
instrumento (comportamiento del pescador, transporte automatico o determina-
cion inflexible) en funcion de la complejidad de su interaccion con el instrumento
y del grado de reflexion del alumno. En un contexto de geometria dinamica y
trabajando con futuros maestros de primaria, Ruiz-Lopez (2018) identifica algu-
nos factores que pueden dificultar una completa génesis instrumental. En par-
ticular, sefala posibles deficiencias en el conocimiento matematico de los
estudiantes, un desarrollo limitado de la instrumentalizacion en el uso de Geo-
Gebra o un imperfecto proceso de orquestacion instrumental.

En muchas ocasiones el uso de GeoGebra se combina o complementa, sin
sustituir totalmente, a los instrumentos tradicionales. En estas situaciones se debe
tener en cuenta la distinta relevancia del orden en que se realizan los pasos de
una construccion y su interdependencia. Talmon y Yerushalmy (2004) afirman que
esta relevancia es mayor en los entornos tecnologicos que en los tradicionales.

Iranzo y Fortuny (2009) detallan tareas que muestran la dificultad de trans-
ferencia de las estrategias de resolucién con papel y lapiz a las estrategias con
ayuda de GeoGebra y viceversa, estableciendo tipologias de alumnos segun la
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mayor o menor presencia de practicas de reflexion o procedimentales: autono-
mos (alto nivel de instrumentacion e instrumentalizacion), instrumentales (nivel
medio de instrumentacién e instrumentalizacion), procedimentales (nivel bajo
de instrumentalizacion) y naif, (nivel bajo de instrumentacion). En aquellas situa-
ciones en las que se hace un uso simultaneo del software y del lapiz y papel,
Iranzo y Fortuny (2009) también sefalan que alumnos con un grado de instru-
mentacion bajo (tipo naif) en ocasiones recurren a herramientas relacionadas
con la medida al utilizar GeoGebra incluso en situaciones en las que esto no
es necesario. Ademas, en estos casos los alumnos pueden presentar también
dificultades conceptuales, algebraicas y de visualizacion, utilizando GeoGebra
como si fuera una pizarra tradicional (Arnal-Bailera y Oller-Marcén, 2017).

Un interesante indicador del grado de instrumentacion alcanzado por los
estudiantes en el uso de GeoGebra estd relacionado con los tipos de arrastres
que estos realizan al abordar una construccion geométrica. Arzarello et al. (2002)
desarrollan una taxonomia en la que incluyen hasta siete tipos distintos: arrastre
errante, arrastre unido, arrastre guiado, arrastre lugar oculto, arrastre de linea,
arrastre enlazado y test de arrastre. Los que mas nos interesan aqui, son el
arrastre guiado (mover puntos de un objeto para darle una forma determinada),
el arrastre lugar oculto (mover puntos de un objeto para que este siga mante-
niendo ciertas propiedades) y el test de arrastre (mover puntos para determinar
si el objeto al que pertenece mantiene las propiedades deseadas).

Generalmente, las construcciones llevadas a cabo por alumnos con un bajo nivel
de instrumentacion no pasan el test de arrastre (Mariotti y Bartolini, 1998). De hecho,
utilizando la distinciéon descrita anteriormente, esto es equivalente a decir que estos
alumnos tienden a construir un dibujo y no una figura. De hecho, un arrastre ade-
cuado de los puntos libres de una construccion permite saber qué propiedades tiene
una representacion y por lo tanto qué figura representa; es decir, se puede saber si
la representacion lograda es la deseada o no vy si se realizd el procedimiento de
manera correcta o incorrecta. Este es un asunto normativo (clausula del contrato
didactico) de la clase en lo que respecta a la correccion o no de un procedimiento
de construccion al que hacen referencia Laborde y Capponi (1994).

3. METODO Y PARTICIPANTES

El estudio realizado es de caracter exploratorio y tiene una finalidad esencialmente
descriptiva (Elliot y Timulak, 2005). Se trata de una investigacion de tipo mixto en la
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que se combina el enfoque cuantitativo con el analisis de datos de tipo cualitativo
(Hernandez, Fernandez y Baptista, 2010). El uso de metodologias de tipo mixto per-
mite que los enfoques cuantitativo y cualitativo “puedan complementarse para explo-
rar distintos aspectos de la misma pregunta” (Pole, 2009, p. 39). En nuestro caso, el
primero de los objetivos es de caracter descriptivo y pretende determinar la existencia
de relacion entre variables de tipo categorico (Blaikie, 2003) por lo que la metodologia
utilizada es de caracter cuantitativo. El sequndo objetivo tiene un caracter mas
interpretativo y la metodologia adoptada es cualitativa. En este sentido, nuestro
estudio presenta los rasgos que Teddlie y Tashakkori (2009) sefialan como caracte-
risticos de las metodologias mixtas de investigacion: utilizacion de datos tanto numé-
ricos como narrativos, integracion de analisis estadisticos y tematicos, combinacion
de propositos confirmatorios y exploratorios, etc.

La experimentacion se llevd a cabo con 36 estudiantes del Grado en Magis-
terio de Educacion Primaria durante el curso académico 2014-2015, en el marco
de la asignatura Didactica de la Geometria que se desarrolla en el segundo
cuatrimestre del tercer curso. En concreto, la actividad se desarroll6 en una sesion
de dos horas de duracién en el aula de informatica. Durante la sesion se com-
bind el trabajo de los alumnos en 18 pequenos grupos formados por hasta tres
personas, con las puestas en comun coordinadas por los investigadores.

El cuestionario sobre el que trabajaron los alumnos constaba de tres tareas.
Cada una de ellas consistia en la realizacion de una construccion geométrica.
La Tarea 1 consistia en la construccion de un cuadrado a partir de un lado
(Proposicion 46 del Libro | de los Elementos), la Tarea 2 en la construccion de
una tangente a una circunferencia por un punto exterior a ella (Proposicion 17
del Libro lll de los Elementos) y la Tarea 3 en la construccion de un triangulo a
partir de tres segmentos tales que la suma de cada dos de ellos es mayor que
el tercero (Proposicion 22 del Libro | de los Elementos). En concreto, los alumnos
debian reproducir las instrucciones proporcionadas por escrito, mediante el uso
de GeoGebra, indicando, tal y como se observa en las Figuras 1 a 3, las herra-
mientas utilizadas para realizar cada uno de los pasos de la construccion.
Ademas, para cada una de las tres tareas, los alumnos disponian de un fichero
GeoGebra en el que se proporcionaban los elementos iniciales sobre los que se
debia realizar la construccion.

Para alcanzar los objetivos planteados anteriormente, se crearon dos ver-
siones del cuestionario. En una de ellas (que llamaremos version C), las ins-
trucciones y figuras proporcionadas a los alumnos provenian de la edicion
clasica de los Elementos de Euclides (Euclides, trad. en 1994). En la otra (que
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llamaremos version B), se proporcionaron las instrucciones y figuras tal y como
aparecen en la edicién de los Elementos realizada por el inglés Oliver Byrne
(Byrne, 1847). De los 18 grupos, 10 completaron el modelo B del cuestionario,
mientras los 8 restantes completaron el modelo C. En la version C se evito el
uso de letras del alfabeto griego, que fueron sustituidas por letras mayusculas
del alfabeto latino.

En las Figuras 1 a 3 se muestran las dos versiones de cada una de las
tareas que conforman el cuestionario. En ellas se pueden apreciar los distintos
sistemas de representacion utilizados. La edicion de Oliver Byrne de los Ele-
mentos de Euclides (mitad superior de las Figuras 1, 2 y 3) utiliza un sistema
de representacion poco convencional. El sistema tradicional (letras mayusculas
para puntos, segmentos denotados a partir de sus extremos, etc), que se puede
apreciar en la edicion clasica (mitad inferior de las Figuras 1, 2 y 3), es susti-
tuido por un lenguaje de tipo fundamentalmente icénico en el que el colory
la representacion intuitiva de objetos y conceptos resulta de gran importancia.
El uso del sistema de representacion planteado por Byrne se ha utilizado
recientemente de forma fructifera en trabajos con profesorado de secundaria
en formacion (Arnal-Bailera y Oller-Marcén, 2017). En la Tabla 1 se presentan
las principales caracteristicas y diferencias entre ambos sistemas de represen-
tacion. Las Figuras 1 a 3 ponen de manifiesto de forma ostensiva las particu-
laridades, ventajas e inconvenientes de cada uno de ellos.

Tabla 1. Caracteristicas principales de los sistemas de representacion considerados.

Version C Version B
(Euclides, 1994) (Byrne, 1847)
Color No Si. A cuatro colores (azul, ne-

gro, amarillo y rojo)

Trazos y grosores Unico Distintos  grosores 'y trazos
(continuo, punteado, etc)

Referencia a objetos geométri- | Mediante letras Mediante iconos

cos

Distincion entre objetos geomé- | Distintas letras Distintos colores, grosores, tra-

tricos diferentes Z70s, etc.

Expresién de relaciones entre | Lenguaje verbal especializado | Lenguaje simbolico especiali-
objetos geomeétricos (perpendicular, paralela, etc) | zado (- I, etc)

74 EDUCACION MATEMATICA, VOL. 32, NUM. 1, ABRIL DE 2020



Construcciones geométricas en GeoGebra a partir de diferentes sistemas de representacion..

Como se observa en la Figura 1, en ambos casos el procedimiento general
de construccion del cuadrado es similar. La principal diferencia radica en que
la version de Byrne unifica, en cierto modo, los dos pasos iniciales, proponiendo
dibujar un segmento perpendicular al segmento dado y de su misma longitud.
La version clasica propone inicialmente el trazado de un segmento perpen-
dicular al dado, sobre el que posteriormente se traslada la longitud de eéste.
También se observa que en el paso final la versién de Byrne proporciona
informacion redundante al sefalar que los dos ultimos segmentos dibujados
sean concurrentes.

En la Tarea 2 se aprecian mayores diferencias entre ambos procedimien-
tos. El primer paso es el mismo en ambos casos; sin embargo, los dos
siguientes estan invertidos. En la versién de Byrne se comienza dibujando
una perpendicular al segmento dibujado en el primer caso y a continuacion
se traza una circunferencia, mientras que en la version clasica se construye
primero la circunferencia. También resulta interesante senalar que en la version
de Byrne se omite la indicacion explicita del trazado de las dos ultimas lineas
auxiliares de la construccion que, sin embargo, si aparecen en la figura.

La Tarea 3 es la que presenta aparentemente mayores diferencias entre
ambas versiones. La version clasica implica la traslacion de los tres segmentos
dados sobre una misma semirrecta, mientras que en la version de Byrne basta
con trasladar dos de los segmentos usando como punto comun en cada caso
uno de los extremos del otro sin necesidad de que estén alineados. Aunque no
tiene impacto sobre el proceso de construccion, es interesante senalar que la
desigualdad triangular (la suma de dos cualesquiera de los segmentos debe ser
mayor que el tercero) recibe un tratamiento ligeramente distinto en ambos textos.
Mientras que en la version de Byrne aparece como hipotesis, en la version cla-
sica se resalta la necesidad de este hecho.

La recogida de la informacion se llevo a cabo mediante diversos procedimientos.
El primero consistié en la observacion por parte de los investigadores. En segundo
lugar, se dispuso de las producciones de los alumnos tanto escritas, en sus respues-
tas al cuestionario, como digitales en los ficheros de GeoGebra generados.
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TAREA 1: Sigue las instrucciones para construir un cuadrado de lado dado en
GeoGebra a partir de la siguiente proposicion. Anota las herramientas de
GeoGebra que vayas utilizando.

PROPOSICION 1.46: Sobre un segmento dado (_), construir un cuadrado.

INSTRUCCIONES HERRAMIENTA GEOGEBRA

Dibujar =— L= —
Dibujar = sees— " —_—

concurrente con
dibujado || se—

2, |

es el cuadrado buscado.

TAREA 1: Sigue las instrucciones para construir un cuadrado de lado dado en
GeoGebra a partir de la siguiente proposicion. Anota las herramientas de
GeoGebra que vayas utilizando.

PROPOSICION 1.46: Trazar un cuadrado a partir de una recta dada.

c

INSTRUCCIONES HERRAMIENTA GEOGEBRA
Sea AB el segmento dado. Asi pues, hay que
trazar un cuadrado a partir de AB.
Tracese el segmento AC que forme angulos rectos
con el segmento AB desde su punto A, y hagase
AD igual a AB; y por el punto D tracese la paralela
a AB, y por el punto B tracese BE paralela a AD.
Por tanto, ABED es el cuadrado buscado.

Figura 1. Enunciado de la Tarea 1 en ambas versiones del cuestionario.

76 EDUCACION MATEMATICA, VOL. 32, NUM. 1, ABRIL DE 2020



Construcciones geométricas en GeoGebra a partir de diferentes sistemas de representacion..

TAREA 2: Construye una tangente a una circunferencia por un punto exterior en
GeoGebra a partir de la siguiente proposicién. Anota las herramientas de
GeoGebra que vayas utilizando.

PROPOSICION 111.17: Para dibujar una tangente a un circulo dada desde un punto
dado, exterior a la circunferencia.

INSTRUCCIONES HERRAMIENTA GEOGEBRA

El punto dado /I es exterior a la circunferencia,
dibuja «s==s==—— desde el punto hasta el centro,

cortando O; y dibuja =»=+=====+ perpendicular a

-------- , dibuja - _/ concéntrica a O y radio
meesm—a,  eNtONCES es la tangente
buscada.

TAREA 2: Construye una tangente a una circunferencia por un punto exterior en
GeoGebra a partir de la siguiente proposicién. Anota las herramientas de
GeoGebra que vayas utilizando.

PROPOSICION 111.17: Desde un punto dado trazar una linea tangente a un circulo
dado.

INSTRUCCIONES HERRAMIENTA GEOGEBRA
Sea el punto dado A y la circunferencia dada BCD.
Tomese, pues, el centro de la circunferencia, E, y
trdcese AE y con el centro E y la distancia EA
describase la circunferencia AZH, y a partir del
punto D tracese DZ formando dngulos rectos con
EA, y tracense EZ, AB.
Digo que ha sido trazada AB desde el punto A
tangente a la circunferencia BCD.

Figura 2. Enunciado de la Tarea 2 en ambas versiones del cuestionario.
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TAREA 3 Construye un tridngulo en GeoGebra a partir de la siguiente proposicion.
Anota las herramientas de GeoGebra que vayas utilizando.

PROPOSICION 1.22: Dados tres segmentos = en los que la suma de dos
cualesquiera de ellos es mayor que el tercero, construir un tridngulo cuyos lados
deben ser iguales respectivamente a los segmentos dados.

INSTRUCCIONES BYRNE HERRAMIENTA GEOGEBRA

Dibujar  ce— T sssssssen=

——
Dibujar e }

Con ===y == como radios

e @ y @

Dibuja S Y e N
Entonces : seraA el tridngulo
pedido.

TAREA 3 Construye un tridngulo en GeoGebra a partir de la siguiente proposicién.
Anota las herramientas de GeoGebra que vayas utilizando.

PROPOSICION 1.22: Construir un tridngulo con tres segmentos que son iguales a
tres segmentos dados. Pero es necesario que dos de los segmentos tomados
juntos de cualquier manera sean mayores que el restante.

INSTRUCCIONES HERRAMIENTA GEOGEBRA
Sean A, B, C los tres segmentos dados,
cumpliende las condiciones  del
enunciado.
Pdngase una semirrecta que parte de
D, y hdgase DZ igual a A,
yZH igual aByHO iguala C;
y con el centro Z y la distancia ZD
describase la circunferencia DKF;
Asi mismo, con el centro H y la
distancia HO describase la
circunferencia KFO, y tricense KZ, KH.

Digo que se ha construido el triangulo
KZH con tres segmentos iguales a A, B,
C.

Figura 3. Enunciado de la Tarea 3 en ambas versiones del cuestionario.
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Por ultimo, las fases de puesta en comun fueron grabadas en video y trans-
critas para su posterior andlisis. De este modo, mediante un proceso de triangu-
lacion de datos se obtuvo informacion en distintas fuentes (Flick, 2009) lo que,
ademas de enriquecer el analisis, contribuye a mejorar la calidad de la investi-
gacion (Onwuegbuzie y Leech, 2007).

Las variables que se consideraron (sobre las que se centra principalmente
nuestro analisis) y las fuentes de informacion relevantes para cada una de ellas
son las siguientes:

» Seguimiento de las instrucciones por parte de los alumnos. Queriamos
estudiar si los alumnos se ajustaban o no a las instrucciones proporcio-
nadas en el enunciado de la tarea. Para determinarlo, comparamos estas
instrucciones con los pasos sequidos por los alumnos en su construccion,
observados tanto en el protocolo de construccion de GeoGebra como en
las producciones escritas.

 Correccion de la construccion realizada en GeoGebra. Una construccion
se considera correcta cuando su resultado final es susceptible de ser con-
siderado una figura. Para determinarlo, realizamos ampliaciones en busca
de posibles inexactitudes y recurrimos al test de arrastre para determinar
las propiedades matematicas que no se cumplen. En el caso de que detec-
taramos inexactitudes o que la construccién no pasara el test de arrastre,
consideramos que estamos ante un dibujo y no ante una figura.

* Procedimiento empleado por los alumnos. Analizamos las herramientas de
GeoGebra empleadas y el orden en que son utilizadas por los alumnos. Para
determinarlo, recurrimos a las producciones escritas de los alumnos, al pro-
tocolo de construccion de GeoGebra (con atencion especial a las practicas
de arrastre realizadas) y a las transcripciones de la fase de puesta en comun.

Teniendo en cuenta los distintos objetivos, el caracter mixto de la investigacion
y la diferente naturaleza de los datos recogidos, utilizamos diversas herramientas
de analisis. Para estudiar las variables ‘correccion de la construccion’ y ‘segui-
miento de las instrucciones’ (que son de tipo categorico) asi como la posible
relacion entre ellas y con la version del cuestionario, se analizaron las produc-
ciones de los alumnos y sus ficheros GeoGebra. El analisis, de tipo cuantitativo
y descriptivo, se realizd recurriendo al test x* de independencia (Blaikie, 2003)
calculado mediante el software SPSS. Por otro lado, la variable ‘procedimiento
empleado con los alumnos' se estudié con un enfoque cualitativo e interpretativo
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a partir del analisis de contenido (Berg, 2007) de las producciones de los alum-
nos y de las transcripciones de sus intervenciones utilizando las herramientas
analiticas senaladas anteriormente.

4. RESULTADOS

4.1. ANALISIS CUANTITATIVO

El primero de nuestros objetivos esta relacionado con la dependencia entre las
distintas variables consideradas y las distintas versiones del cuestionario. Para
abordarlo desde un enfoque cuantitativo, la Tabla 2 recoge la informacion global

relativa a las 51 producciones analizadas.

Tabla 2. Resultados globales

Version B

Version C

Construccion

Construccion

Construccion

Construccion

correcta incorrecta correcta incorrecta
_ Respetan 9 5 10 4
instrucciones
No respetan 10 3 5 5

instrucciones

Si realizamos los correspondientes test x? de independencia, se concluye que no
existe relacion entre ninguna de las parejas de variables consideradas a nivel
global. Sin embargo, si consideramos una nueva variable, cuyos 6 valores vienen
dados por el cruce de las tres tareas y las dos versiones, encontramos que existe
relacion (con un nivel de significatividad del 90%) entre esta nueva variable y la
correccion de la construccion realizada por los alumnos. En concreto, y tal y como
se aprecia en la Figura 4, el peor rendimiento se ha dado en la version C de la
Tarea 1y en la version B de la Tarea 3.
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TiByme TiCHsico T2Byme T2Cldsico  TaByme  TaClsico

@ incorrecte
[Ecorrects

Figura 4. Correccion de las tareas en funcién de la version del cuestionario.

A continuacion, vamos a analizar mas detalladamente cada una de las tareas
de forma individual.

41.1 Tarea 1

En primer lugar, senalamos que solo la mitad de los grupos participantes siguio
al pie de la letra las instrucciones proporcionadas en el formulario al reproducir
la construccion en GeoGebra. La sencillez de |a tarea permitio que las construc-
ciones realizadas por todos los grupos tuvieran como resultado (segun la termi-

nologia presentada anteriormente) un dibujo de un cuadrado. Sin embargo, en

la mitad de los grupos la construccion no dio lugar a una figura 'y su construc-

cion se considero incorrecta desde el punto de vista del test de arrastre.

Tabla 3. Resultados de la Tarea 1

Version B

Version C

Construccion

Construccion

Construccion

Construccion

instrucciones

correcta incorrecta correcta incorrecta
_ Respetan 3 2 1 3
instrucciones
No respetan 4 1 1 3
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El sequimiento de las instrucciones se produjo con independencia de la version
del cuestionario con el que estaban trabajando los estudiantes. Del mismo modo,
no hubo dependencia entre la correccion de la construccion y el sequimiento de las
instrucciones (Tabla 3).

Sin embargo, como también se puede observar en la Tabla 3, los alumnos
que completaron el modelo B del cuestionario encontraron aparentemente
menos dificultades y siete de ellos realizaron la construccién correctamente con
GeoGebra. De hecho, si realizamos un test x?> de independencia entre ambas
variables (version del cuestionario y correccion de la construcciéon), obtenemos
que existe dependencia entre ellas con un nivel de confianza de aproximada-
mente el 90%.

4.1.2 Tarea 2

Casi la mitad de los grupos participantes no sigui6 al pie de la letra las instruc-
ciones proporcionadas en el formulario al reproducir la construccion en GeoGe-
bra. Pese a que esta tarea era mas compleja que la anterior, solo 4 de las 18
parejas realizaron una construccién incorrecta. No obstante, 3 de las construc-
ciones incorrectas se pueden considerar un dibujo de la tangente pedida (pero
no una figura). Un grupo no completé la construccion.

Tabla 4. Resultados de la Tarea 2

Version B Version C
Construccion Construccion Construccion Construcciéon
correcta incorrecta correcta incorrecta
Respetan
| nespet 5 0 5 1
instrucciones
No respetan
. P 3 2 1 1
instrucciones

Aunque la version del cuestionario parece tener una clara influencia sobre el
seguimiento de las instrucciones, esta no es estadisticamente significativa. Por su
parte, no existe relacion entre la version del cuestionario y si la construccion es
correcta o no. Sin embargo, si realizamos un test x* de independencia, observa-
mos que si existe dependencia estadistica (al 90%) entre el nivel de correccién
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y la construccion realizada y el respeto de las instrucciones. (Tabla 4). De hecho,
los grupos que respetan las instrucciones obtienen mejores resultados que
aquellos que no lo hacen.

4.1.3 Tarea 3

Tres grupos no llegaron a realizar esta tarea por falta de tiempo. De los restantes,
practicamente la mitad no respetaron las instrucciones. Tan solo 4 parejas que
realizaron la tarea dieron como respuesta una construccion incorrecta (que no

pasaba el test de arrastre), no llegando ni siquiera a construir un dibujo.

Tabla 5. Resultados de la Tarea 3

Version B Version C
Construccion Construccion Construccion Construcciéon
correcta incorrecta correcta incorrecta
Respetan
| nespet 1 3 4 0
instrucciones
No respetan
. P 3 0 3 1
instrucciones

En este caso, no existe ninguna relacion entre la version del cuestionario y el respeto
de las instrucciones. Por su parte, aunque parece haber una influencia entre el
respeto de las instrucciones y el nivel de correccion de la construccion, esta no resulta
estadisticamente significativa. Finalmente, si se aprecia relacién de manera estadis-
ticamente significativa (ver Tabla 5) entre la version del cuestionario y si la construc-
cion es correcta 0 no. De hecho, se puede observar que los alumnos que completaron
el modelo B del cuestionario encontraron aparentemente mas dificultades a la hora
de realizar la construccion correctamente con GeoGebra.

4.2 Analisis cualitativo
El segundo de nuestros objetivos esta relacionado con el analisis de las produc-

ciones realizadas por nuestros alumnos. Después de revisar dichas producciones
emergen una serie de fenémenos que se muestran en la Tabla 6. En dicha tabla
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se presentan, de manera resumida, los indicadores de cada uno de los fendme-
nos y las herramientas que permiten su deteccion.

Tabla 6. Indicadores y herramientas para la deteccion de los distintos fenomenos identificados.

Detectado mediante

Indicadores Test de

Ampliacion
arrastre

Aparicion de elementos geométri-
cos de medidas determinadas en el No Si
proceso de construccion.

Uso de medidas concretas
del dibujo

Suposicion de propiedades | Aparicion en el proceso de cons-
geométricas a partir de un | truccion de caracteristicas no decla- No Parcialmente
dibujo radas en el enunciado.

Aparicién de objetos libres en pa-
Arrastre guiado de objetos | sos intermedios del proceso de Si Si
construccion.

Aparicion de practicas de “corta-pe- , ,
Uso impropio® de GeoGebra p icion de practicas de ‘co ”p Si Si
ga’ en el proceso de construccion.

A continuacion, vamos a analizar detalladamente cada uno de estos cuatro
fendomenos.

4.2.1 Uso de medidas concretas del dibujo

Algunos alumnos muestran, a la hora de realizar las construcciones, un cierto
apego a las medidas concretas de los objetos geométricos construidos o propor-
cionados, por encima de las propiedades esenciales de estos objetos, que deter-
minan los pasos del proceso de construcciéon solicitado. Esto se observa en la
siguiente transcripcion, relacionada con la Tarea 2 por ejemplo, donde se aprecia

3 Entendemos por uso impropio del software la utilizacion de funcionalidades del programa de un modo
no previsto por los disenadores del mismo.
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la falta de discriminacion entre propiedades esenciales (un punto es exterior a una
circunferencia) y atributos especificos (un punto estad a distancia cinco del centro):

Profesor: Y el radio icudnto habéis puesto?
Estudiante: Los valores que nos daban. Ademas, los valores también aparecian en
aquél lado (en la ventana algebraica).

Otro posible ejemplo relacionado con este fendomeno se aprecia en la Tarea 3,
donde algunos alumnos crearon nuevos segmentos con la herramienta ‘seg-
mento de longitud dada’ a partir de las longitudes de los segmentos que se
daban como datos. En la Figura 5 mostramos un momento intermedio de la
construccion (tras el paso 14 del protocolo de construccién) donde podemos
observar que los alumnos marcan las longitudes de los segmentos dados: en el
paso 10 del protocolo de construccion marcan la longitud del segmento A;B,
(dado) y a continuacion en el paso 14, marcan la longitud ED. Posteriormente
repiten el mismo proceso con los segmentos C,D; y E;F,.

» Vista Agebraica % |> VistaGrafica %[~ Pro ¢
Nimero Ay &~ |7 & e
distanciaA1B1 = 5.1 _ ° [ Nombre [Descripcion [Valor
= = 3 1Punto A, A, =(:205,-0.08)
FUlo —
O-ASr205, 10n) o 2Puto B Purto sobre B,=(05,0)
5,0) i & Gicunferencia(a, 5.1)
00.53128) 3Segmenb A Ssgmento[A, B A=51
(68,472 5
7,1, Ay =51 - 7 TETEEIE
A, 8 4PuttoC, C,=(053,128)
3, 4.54) s
o E S22 1) 5Punto D, Purto sobre D,-(47,120)
—r Girurferencia(C,, 4)
Seqmento 6SegmentoB  Segmento[C,.D] B=4
® A=51
®B=4 =
eices TP, £,(025,274)
®a-513
Teto BPuo F, Punto sobre F,=(275,274)
© TextoAB1="A_18_1=561" DE=513 Girunferencia(E,, 3)
© TextoDE = DE=6.13" Rt s 9Segmento C Segmerio [, F,] c=3
a e
o 0Numero disianc . Disianca de A, a b, GStarCRAT! = 5.1
11Texto TextoA1B1 Nombre(A,) + (Nombrei,)) *A_1B_1=51"
+7="+ disiandaA1B1
12Punto D D=(56.472)
13Puo E E=(1093,-468)
fi4seamenoa  seqmento 0. E1 a=513 1
15 Nimero distnci... Dstanca de Da £ distarciaDE = 5.1
16Texto TextoDE  Nombre(D) + (Nombre(E)) + "DE =5.13"
2=+ ficancianE
m [« 1637 [ m © Reproduce. 23s

Figura 5. Ejemplo de uso de medidas concretas en la Tarea 3.

Estos alumnos no parecen asumir el caracter genérico de los tres segmentos
dados, lo que podria estar relacionado con una cierta falta de comprension del
caracter general y no dependiente de las medidas concretas de un proceso de
construccion geométrica.
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4.2.2 Suposicion de propiedades geométricas a partir de un dibujo

Ciertas construcciones muestran, ademas de las propiedades geométricas reque-
ridas, alguna otra propiedad extraida directamente de la ilustracién que acom-
pana a las instrucciones. En el siguiente extracto (correspondiente a la explicacion
dada por los alumnos a la Figura 6 relacionada con la construccion de una
perpendicular) observamos la extraccién de informacion adicional (en este caso
incorrecta) a partir de la ilustracion que acompana a las instrucciones:

Profesor: éHabéis seguido las instrucciones que se daban? éHabéis anadido alguna
instruccion que no hubiera ahi? {Pensais que habéis anadido algo?

Estudiante: [silencio] creo que hemos unido... bueno, no sé si ponia que uniéramos
H con.. no lo se. Tampoco las hemos sequido a rajatabla, simplemente hemos
empezado y luego ya hemos ido... siguiendo el dibujo.

[.]

Profesor: &Y ha sido en ese momento cuando habéis pensado que habia que trazar
una perpendicular?

Estudiante: Si, una perpendicular a H.

Profesor: &Y eso viene en las instrucciones?

Estudiante: No

El comportamiento seguido por este grupo estd muy relacionado con el intento
de reproducir la ilustracion, por encima del seguimiento de las instrucciones. En
la Figura 6 (parte izquierda) vemos la ilustracion proporcionada en el cuestio-
nario. Pese a que lo parece, el segmento KH no es perpendicular al DE. Los
alumnos, sin embargo, utilizaron la herramienta ‘perpendicular’y, a partir de este
paso, trataron de reproducir la ilustracion dada tal y como se aprecia en la parte
derecha de la citada figura.

Ae— ——t 4 g
B— /
¢ = d
E a
D z H j o 1
\ e
\ / F
\
F P
Vi .
y ~

Figura 6. Imitacion de la figura dada en la Tarea 3
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La ilustracion que acompana a las instrucciones es un dibujo, por tanto, no
es posible extraer informacién tedrica de la misma, sino que se le da un valor
descriptivo. Esto forma parte del contrato didactico establecido en nuestras clases
de geometria. Si revisamos el protocolo de construccion de esta tarea (ver Figura
7), vemos el paso anterior a construir la perpendicular. Afadir la perpendicula-
ridad facilita la construccion al dar a los alumnos un nuevo camino para encon-
trar la posicion de un vertice como interseccion de una circunferencia y una
recta. No creemos que sea fruto de un despiste ya que no se ha pasado por alto
un detalle o una instruccién, sino que se ha creado una nueva condicién
‘siguiendo el dibujo” (en palabras de los estudiantes).

o T3B.ggb -0
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda
A T 0 = =

DR NCEANZED e
» Visia Algebraica X | b Vista Gréfica X|  Frotocolo de Construccion X

Conica ~ AR

© c: (x-808 +{y +2.3)=10.79 n° Nombre  Descripcion | Valor T

Numero

21Texto Te..Nombre(z)+  'ZH=4" @

(Nombre(H)) +"="
distanciaC1D1 =4 = = =
distanciaDz = 5.1 22Numero .. Distancia de E, a F, distanciaE1F1=3

distanciaE1F1 =3
distanciaHE = 3.28 £ 23Texto Te..Nombre(E) + ~ 'E_1F_1=3"
distanciaZE =4 (Nombre(F.)) + * =
Punto 24PuntoO  Puntosobrea 0= (11.36,-23)
@ A, =(316,456) . \
o

distanciaA1B1=5.1

® B, =(1.94,461) D ‘ H 25Numero ... Distanciade Ha O distanciaHE = 3.28
- 0
® C.= (344472 ( / 26 Texto Te... Nombre(H) + "HO =3.28"
§ Bsjde 29 (Nombre(0)) + " =
® D,=(.44,472) A 27 Gircunter.. Circunferencia que c: (x- 808 +(y... |,

®E e pasa por O con
® F,=(132,46) 28Rectab Rectaquepasa  |bix=8.08
por H

©® H=(8.08,-23) 29Punto K Interseccion de ¢, b|K = (8.08, 0.98)

® 0=(1135,-23)
® z=(4.08, 2.3
Rem( J 30Puto E. E.=(52,-7.18)
®ay=23
Segmento 31 Circunfer... Circunferencia que |d: (x - 4.08)" + (y
® A=54 pasa por E, con
®B=4 32Rectae  Rectaz, K e:-3.28x+ 4y =-,
®c=3
Texio 33PuntoF  Interseccion de d, b|F = (8.08, -6.31)
® TextoA1B! =“A_1B_1=5.1"
® TextoC1D1=“C_1D_1=4" 34PuntoE  Puniosobrea E=(15.2,-23,
TextoDZ = “DZ=5.1" v

@ TextoE1F1=“E_1F_1=3"

TG K| < 27/34 [

Entrada:

1539
18/07/2019

Figura 7. Imitacion de la figura dada en la Tarea 3

4.2.3 Arrastre guiado de objetos

En algunas construcciones se observa, gracias a la revision del protocolo de
construccion, que, en lugar de trasladar a GeoGebra las propiedades matema-
ticas asociadas a las instrucciones proporcionadas, algunas parejas construyen
objetos libres (que no dependen de los anteriores), para posteriormente ajustar
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la construccion y que se parezca lo mas posible a la ilustracion que acompana
a las instrucciones. En la transcripcion siguiente, correspondiente a la tercera
tarea, se observa este fenémeno.

Profesor: Vale, entonces, {como habéis conseguido C?

Estudiante: A ver, C, un punto, como no se especificaba, hemos cogido un punto
cualquiera.

Profesor: &Y da la casualidad de que la tangente pasa por ahi?

Estudiante: Si, bueno, lo hemos trampeado un poco, vale [risas] vale, pues al principio
no nos salia y lo hemos movido y ya esta.

Durante la construccion no se usa la propiedad matematica. En su lugar los
alumnos construyen un objeto libre “hemos cogido un punto cualquierd"y tratan
de ajustarlo posteriormente “al principio no nos salia y lo hemos movido y ya estd’.

Otro ejemplo de este fenémeno puede observarse en la Figura 8, correspon-
diente a la Tarea 2. Los alumnos ajustaron el radio de la circunferencia e
haciendo que pasara por el punto A ademas se arrastré el punto D para que
quedara aparentemente alineado con los puntos Ey C se ayudaron para ello
de una semirrecta que posteriormente ocultaron.

» Vista Algebraica X|[» vista Grafica X|[ Protocolo de Construccion X

Cénica ish[ESR A7)
® c:(x-7.3) +(y +1.46)' =9 '/ Nombre [ Descripcion [ valor
® e (x- 7.3 + (y +1.46) = 25.01 1 Punto E E=- (73 -148)
Punto
® A=(6.3,3.44) 2Punto A A=(63, 3.44)
® B=(6.7,1.48)
0.7 3Circunferenciac ~ Circunferencia con o (x-T.372+ (y+ 1467 =9
- ¥ centro E y radio 3
={1.3;1, 4Segmento 3 Segmento [E, A] a=5
Segmento
®a=5 5Punto B Interseccién de ¢, a B=(6.7,1.48)
op=3
: : = g / 5Segmento b Segmento [B, E] b=3
® h=404 7Punto C Punto sobre ¢ C=(9.32,0.75) la
Semirrecta
1;<368%+ 3,38y = 31,83 8Segmento d Segmento [C, E] d=3
\ 9Circunferenciae ~ Circunferencia que pasa e: (x- 7.3 + (y + 1.46)° = 25.01
por A con centro E
0Punto D Punto sobre e D =(10.68,2.22)
1 Semirrecta f ‘Semirrecta que pasa por f: -3.68x + 3.38y = -31.83
E,D
\ 12Segmento g Segmento [D, C] g=2
13 Segmento h Segmento [A, C] h=404
K| <K [13/13 [P || 31 > Reproduce s

Figura 8. Ajuste de elementos a mano en la Tarea 2

Este fendmeno también es observable en la Tarea 1, realizando arrastres guiados
de objetos que se construyeron sin haber impuesto todas las condiciones que
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los definen. Por ejemplo, para construir una perpendicular al segmento dado por
uno de sus extremos, algunos grupos construyeron primero un punto arbitrario
exterior al segmento, a continuacion, trazaron una perpendicular al segmento
por ese punto y luego la arrastraron hasta que visualmente pasara por el extremo
del segmento (ver Figura 9).

Los alumnos no abordan la construccion de la perpendicular buscada como
un proceso secuencial que consta de una serie de pasos ordenados jerarquica-
mente. En su lugar, construyen un objeto que cumple solo una de las propieda-
des requeridas (en este caso, la perpendicularidad) y realizan un arrastre guiado
para tratar de que se cumplan las demas.

Paso 1 Paso 2

Paso 3 Paso 4

Figura 9. Arrastre guiado en la construccion de la perpendicular a una recta por un punto en la Tarea 1

4.2.4 Uso impropio de GeoGebra

En algunas ocasiones (ver la siguiente transcripcion), los alumnos trasladan los
elementos que se les proporcionan en el archivo de GeoGebra para utilizarlos
en su construccion. En este proceso no logran hacer coincidir los elementos
necesarios (en este caso los extremos de dos segmentos) para que la construc-
cion cumpla las propiedades requeridas.
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Profesor: Cuando decis que habéis transportado...

Alumno: Bueno, hemos copiado el segmento...

Profesor: &Y con qué herramienta?

Alumno: Control C, control V.

Profesor: &Y para acercar y que estuviera donde querfais que estuviera?
Alumno: Con GGB si lo situabas encima, coincidia...

Como vemos, los alumnos han utilizado un elemento no matematico del sof-
tware (la opcién cortar y pegar). En GeoGebra, esta funcionalidad no esta pen-
sada para ser usada con objetos geométricos durante un procedimiento de
construccion. En la Figura 10 se puede observar, haciendo una ampliacion
suficiente, que el proceso anterior es inadecuado ya que, tras trasladar el seg-
mento, los extremos solo coinciden visualmente.

Figura 10. Traslacion incorrecta de un segmento sobre otro en la Tarea 3

5. DISCUSION Y CONCLUSIONES

Nuestro primer objetivo, consistia en analizar las posibles dependencias entre
las variables consideradas (sistema de representacion, sequimiento de instruc-
ciones y nivel de correccion de la construccion). A este respecto, al analizar
globalmente las tareas no se ha encontrado ninguna relacion estadisticamente
significativa entre las variables consideradas. Sin embargo, al considerar como
variable el par (tarea, sistema de representacion) si se ha logrado detectar una
relacion significativa entre esta nueva variable y el nivel de correccion de la cons-
truccion. Esto pone de manifiesto la importancia de las tareas a la hora de
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comprender la influencia del sistema de representacion sobre la capacidad de los
alumnos para llevar a cabo la construccion correctamente. Es decir, parece que el
uso de un sistema de representacion u otro es mas o menos adecuado no en tér-
minos absolutos, sino en funcion de la tarea especifica en la que se utiliza. En
cualquier caso, los alumnos de Magisterio que realizaron construcciones a partir de
la edicion de Byrne tuvieron una tasa de éxito algo mayor (70%) que los que lo
intentaron a partir de la versién clasica de la editorial Gredos (62%).

Es interesante senalar que, entre aquellos grupos que no respetaron las
instrucciones, hay un porcentaje mucho mayor de acierto en la construccion en
la version B (un 77%) que en la version C (un 50%). Por su parte, entre aquellos
alumnos que respetaron las instrucciones rigurosamente, la version C propor-
ciona un porcentaje de aciertos ligeramente mayor (71% frente a 64%). Asi pues,
el sistema de representacion de Byrne parece penalizar en menor medida el que
los alumnos sigan un camino propio mientras que, al ser las instrucciones
proporcionadas en la version clasica mas rigurosas y completas, su seguimiento
favorece el éxito en la tarea.

Una posible explicacion al fendmeno anterior puede quizas encontrarse en
la distinta naturaleza de la ilustracion que acompana a las proposiciones en
cada caso (Mesquita, 1998). Por un lado, puede considerarse como un elemento
mas de las instrucciones, a veces resulta indispensable para poder sequirlas y
completar la construccion. Por otro lado, también puede verse como un elemento
de comprobacién de la construccion que un lector pudiera hacer. En la
puesta en comun se puso de manifiesto como los alumnos utilizan la utilizan
en estos dos sentidos. En la transcripcion siguiente se muestra como uno de
los grupos utiliza esta ilustracion de una u otra forma segun la tarea:

Profesor: ¢Os ha servido de algo la figura? La que os dan..

Alumno: Si, para hacernos una idea de como debia ser el resultado final. Ya sabiamos
la respuesta. En la otra nos ha servido mas, si no hubiera sido por el dibujo no la
hubiéramos sacado.

La expresion “para hacernos una idea de como debia ser el resultado final’ pone
de manifiesto el uso como elemento de comprobacion, mientras que la expresion
‘si no hubiera sido por el dibujo no lo hubiéramos sacado” apunta al uso de
informacion contenida en la ilustracion.

No obstante, creemos que la ilustracion que acompana a la version de Byrne
tiene principalmente un caracter de figura, de la que puede extraerse informacion
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y que juega un papel de complemento a las instrucciones (lo que se pone de
manifiesto, por ejemplo, en la omision de pasos en la Tarea 2 o de indicaciones
precisas de la ubicacion de elementos de la construccién en la Tarea 1) mientras
que en la version clasica se trata principalmente de un dibujo. Esta distinta
naturaleza (Mesquita, 1998) quizas también puede explicar en parte que el
porcentaje de grupos que no siguieron las instrucciones fuera ligeramente mayor
en la versién B (sobre un 48%) que en la versién C (sobre un 41%).

Los fenomenos identificados se reparten de manera desigual en las tareas
estudiadas. El fenomeno 1 (uso de medidas concretas) se ha detectado Unica-
mente en la Tarea 2. El fenémeno 2 (suposicion de propiedades geométricas a
partir del dibujo) aparece en las Tareas 2y 3, pero no en la Tarea 1. Puesto que
los alumnos recurren a la ilustracion que acompana a las instrucciones espe-
cialmente en aquellas construcciones con un mayor grado de dificultad, no era
esperable la aparicion de este fenémeno en la construccion del cuadrado. El
fendémeno 3 (arrastre guiado de objetos) es el mas comun y aparece en las todas
las tareas. Esto puede estar relacionado con un escaso conocimiento del manejo
de GeoGebra y de ahi su transversalidad. Finalmente, el fenémeno 4 (uso impro-
pio de GeoGebra) ha aparecido Unicamente en la Tarea 3 y estd asociado
especificamente a la accion de trasladar un segmento dado a otro lugar.

Aunque hemos tratado de caracterizar estos fendémenos, no pensamos
que sean completamente independientes unos de otros, sino que estan
relacionados y en ocasiones se superponen unos y otros. De hecho, los
fenémenos 1y 2 tienen una mayor componente matematica mientras que
los fenomenos 3y 4 estan mas relacionados con los procesos de instrumen-
talizacion e instrumentacion asociados al uso de GeoGebra. Estos dos fac-
tores fueron identificados por Ruiz-Lopez (2017) como obstaculos en el
proceso de génesis instrumental usando GeoGebra. En la Tabla 7, presenta-
mos un resumen de la informacion proporcionada por cada uno de estos
fendmenos y su relacion con elementos tedricos de la literatura.
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Tabla 7. Informacién proporcionada y relacion con elementos tedricos de los distintos
fenomenos identificados.

Informacion Relacionado con

El estudiante no ve la construccion como | Posibles deficiencias en el co-
un proceso general 0 no es capaz de lle- | nocimiento matematico.

Uso de medidas varlo a cabo.
concretas del
dibujo El estudiante no discrimina las propieda- | Confusion entre dibujo y figura
des esenciales y las accesorias de la ilus-

tracion que acompana las instrucciones.

El estudiante no asume el papel de dibujo | Confusion entre dibujo y figura.
de la ilustracion que acompana las instruc-
ciones (ruptura del contrato didactico).

Suposicion de
propiedades
geométricas a
partir de un dibujo

El estudiante no traslada las propiedades | Bajo nivel de instrumentacion.
matematicas a GeoGebra, sino que trata de
aproximar la apariencia del resultado a la

Arrastre guiado de | | - _ . i
ilustracion que acompana las instrucciones.

objetos
El estudiante no asume la naturaleza se- | Posibles deficiencias en el co-
cuencial de la construccion. nocimiento matematico

El estudiante utiliza elementos no matema- | Bajo nivel de instrumentali-
ticos de GeoGebra con un sentido mate- | zacion
matico impropio.

Uso impropio de
GeoGebra

Si concretamos mas, los fenomenos 1y 2 provienen principalmente de tra-
bajar de forma concreta con los datos proporcionados, ya sea extrayendo
informacion de tipo métrico (fenémeno 1) o suponiendo propiedades a partir
de la ilustracion que se les proporcionaba (fenomeno 2). En el fenémeno 1, la
construccion realizada por los alumnos da lugar a un dibujo, pero no a una
figura y seria Unicamente detectable mediante la realizacion de un test de arras-
tre. Por su parte, en el fenémeno 2, la construccion puede no dar siquiera lugar
a un dibujo en funcion de si la propiedad inferida es compatible o no con la
construccion solicitada, poniéndose de manifiesto las inexactitudes inherentes
al dibujo (Parzysz, 1988). En la Tarea 3, por ejemplo, los lados proporcionados
como datos no permiten la construccion de un triangulo rectangulo y de ahi el
fendmeno detectado en la Figura 6. En el caso hipotético de que hubiera sido
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posible la introduccion de una restriccion adicional (ser rectangulo, por ejem-
plo) se habria dado lugar a un dibujo pero no a una figura, pues al cambiar
la longitud de los lados la restriccion dejaria de ser compatible con los datos.
En esta situacion, el test de arrastre mostraria que la solucién es, como
mucho, parcialmente correcta ya que la construccion podria cumplir las
condiciones requeridas y ademas las impuestas por la ilustracion que las
acompana, lo que daria un subconjunto de las soluciones. No obstante, seria
necesario reflexionar sobre las limitaciones de los objetos que aparecerian
al realizar dicho test. Ademas, en esta situacion se pone de manifiesto una
cierta falta de comprension de la jerarquia de la informacion grafica y de su
subordinacion a las instrucciones que acompana (Talmon y Yerushalmy,
2004). A este respecto, autores como Capponiy Laborde (1991, p. 220) ya sefalan
que “.la variabilidad de elementos de una figura no puede ser explicada por un
dibujo. En particular, el campo de variacion de estos elementos tampoco esta
explicitado en el dibujo’.

Por su parte, consideramos que los fenémenos 3y 4 podrian estar relacio-
nados en siguiente sentido: los ajustes que se realizan a mano vienen permi-
tidos por el entorno tecnologico, es decir no se pueden realizar cuando se
realiza la construccién con lapiz y papel. Se estaria dando validez matematica
a aquello que el programa es capaz de hacer. En ambos casos podria haber
parejas que hacen ajustes porque el programa lo permite, sin plantearse la
validez matematica una vez que es posible (y por tanto valido) tecnologica-
mente. En ambos casos ni siquiera se obtienen dibujos; podriamos decir que
en ambos fendmenos se da un cierto intento de suplir la herramienta “limi-
tar-liberar objeto” para conseguir que un determinado objeto adquiera las
relaciones de incidencia deseadas.

En el fendmeno 3, los alumnos utilizan algunas de las herramientas de
GeoGebra (sobre todo para la construccion de objetos) y el ajuste se realiza
sobre el producto de las mismas (sobre todo para asegurar las relaciones de
incidencia entre los objetos construidos). Este modo de actuar muestra un nivel
bajo de instrumentacion (Iranzo y Fortuny, 2009) e ilustra una falta de compren-
sion de la naturaleza secuencial del proceso de construcciéon en el que un paso
se sustenta en los anteriores y sustentard a los siguientes (Talmon y Yerushalmy,
2004). Este fenémeno seria detectable mediante la realizacion de un test de
arrastre y una ampliacion. En el fenomeno 4, por su parte, ni siquiera se utilizan
herramientas matematicas especificas de GeoGebra para construir objetos (se
mueven o copian objetos dados). En este fenémeno se observa una incorrecta
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instrumentalizacion del entorno tecnologico que les resuelve lagunas del ambito
matematico. Esta colisién podria ser resuelta a veces por un adecuado uso de
la herramienta de GeoGebra ‘limitar-liberar objeto” que permite en ocasiones
que un objeto se ‘adhiera” a otro con lo que, de alguna forma, adquiriria las
propiedades matematicas del objeto receptor. Esta situacién pone de manifiesto
la necesidad de combinar adecuadamente los conocimientos matematicos con
los tecnologicos para que el instrumento tecnologico medie de forma positiva
en la adquisicion de los conceptos geométricos (Hollebrands, 2007). Este feno-
meno es mas facilmente detectable mediante el uso de la herramienta zoom
para realizar una ampliacion, que muestra que los alumnos ni siquiera realizan
un dibujo correcto. No obstante, también seria posible poner en evidencia este
fendmeno mediante el test de arrastre.

Como venimos sefnalando, y tal como hemos visto en la Tabla 6, los feno-
menos identificados varian segun la herramienta que nos permite detectarlos.
Aunque el test de arrastre es una herramienta potente que permite detectar
la incorreccion de la construccion en todos los casos, el uso de ampliaciones
permite distinguir aquellos fendmenos que estan relacionados mas especifi-
camente con el uso de GeoGebra. Asi pues, en funcion del ambito en que se
esté desarrollando la actividad, de los destinatarios y objetivos de la misma o
tipo de fenomeno detectado por el docente, éste puede elegir entre recurrir a
una u otra herramienta.

Finalmente, teniendo en cuenta las anteriores consideraciones, podria ser
interesante llevar a cabo una investigacion encaminada a determinar criterios
que nos permitan elegir uno u otro sistema de representacion en funcion de
la tarea que se esté llevando a cabo. A este respecto, aunque a primera vista
el sistema de representacion utilizado en la obra de Byrne parece mas acce-
sible (y, de hecho, en dos de las tres tareas ha dado resultados algo mejores),
en algunos casos conlleva una sobreutilizacion de la ilustracion que acom-
pana a las instrucciones que, como hemos visto en el caso de los fenémenos
1y 2, puede suponer un cierto obstaculo. Otra posible linea de investigacion
podria encaminarse a desarrollar un sistema de representacion “hibrido” en el
que se tomaran aquellos elementos que se consideren mas ventajosos de
cada uno de los sistemas de representacion que hemos manejado aqui.
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da ideia da rotacdo nas ferramentas de construcdo do software. Através de
uma analise multisemidtica da atividade, examinam-se de forma integrada e
sistémica os distintos meios semidticos (signos e artefatos) postos em jogo
pelos participantes para alcangar um nivel de consciéncia relativamente estavel
sobre a conceitualidade da rotacao mobilizada na construcao de um circulo,
atendendo as relagoes dialéticas e dinamicas entre esses meios. Nas conclusoes
discutem-se alguns aspectos dos processos de objetivacdo reportados, como a
atividade semiotica desenvolvida, a atuacao do professor e as dificuldades
surgidas nessa atividade.

Palavras-chave: aprendizagem geométrica; trabalho conjunto; conceitualidade;
andlise multisemidtica; ensino médio.

Abstract: The purpose of the research is to account for the geometric learning
produced in a simulator creation experience with GeoGebra in Secondary School,
in Venezuela. For this, we rely on the objectification process category, developed
in the Theory of Objectivation, in order to describe and interpret this learning
from the way in which a mathematic teacher and two Secondary School students
become aware of the idea of rotation embodied in the tools of software con-
struction. Through a multisemiotic analysis of activity, the various semiotic
recourses (signs and artefacts) put into play by the participants are examined
in an integrated and systematic way, paying attention to their dialectical and
dynamic relations. Participants draw on these resources to reach a relatively
stable level of consciousness about the conceptualization of the rotation mobi-
lized in the construction of a circle. In the conclusions, some aspects of reported
objectification processes are discussed, such as the semiotic activity displayed,
the teacher's performance and the difficulties arising in that activity.

Keywords: geometric learning; joint effort: conceptuality; multisemiotic analysis;
secondary school.

Resumen: El propdsito de esta investigacion es dar cuenta del aprendizaje
geométrico producido en una experiencia de elaboracion de simuladores con
el GeoGebra en la Educacion Media, en Venezuela. Para tal, nos apoyamos en
la categoria de procesos de objetivacion, desarrollada en la Teorfa de la Obje-
tivacion, con la intencion de describir e interpretar ese aprendizaje en lo que
se dice respecto a la manera en que un profesor de matematica y dos alumnos
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de la Educacién Media toman consciencia de la idea de rotacion en las herra-
mientas de construccion del software. A través de un analisis multisemiotico
de la actividad, se examina de forma integrada y sistematica los distintos medios
semidticos (signos y artefactos) puestos em juego por los participantes para
alcanzar un nivel de conciencia relativamente estable sobre la conceptualidad
de la rotacion movilizada en la construccion de un circulo, atendiendo a las
relaciones dialécticas y dindmicas entre esos medios. En las conclusiones se
discuten algunos aspectos de los procesos de objetivacion reportados, como
la actividad semiotica desarrollada, la actuacion del profesory las dificultades
surgidas en esa actividad.

Palabras clave: aprendizaje geométrico; trabajo conjunto; conceptualidad: and-
lisis multisemiético; educacion media.

INTRODUCAO

Nas ultimas duas décadas do século XX, a concepcao da aprendizagem como
processo mediado por mecanismos psicologicos de pensamento e/ou raciocinio
teve muita influéncia nos cenarios de pesquisa, desenvolvimento profissional de
professores e producao de materiais curriculares na educacao matematica. Essa
concepgao da aprendizagem tem sua origem em uma visao ontolégica do
aluno como sujeito autonomo (Radford, 2017b), quer dizer, um individuo capaz
de aprender por seus proprios meios, sem tanta influéncia do seu entorno
cultural e social. Sequndo Radford, essa perspectiva da aprendizagem coloca
o0 aluno “no centro do significado, da conceitualizacao e da intencionalidade.
Tudo emana dele. (..) o individuo termina alienado, quer dizer, afastado do
mundo concreto e historico” (p. 151).

Sem duvida, a perspectiva cognitiva forneceu as primeiras ferramentas con-
ceituais necessarias para enfrentar as contradi¢coes geradas na escola por um
ensino da matematica orientado a difusao do saber. Porém, o foco sobre o aluno
como sujeito autonomo trouxe consigo outros problemas derivados do compro-
misso do professor com o desenvolvimento individual de estruturas mentais cada
vez mais sofisticadas em seus alunos. Nesse cenario, Radford (2017b) sugere
que o aluno termina alienado, quer dizer, “preso em suas proprias cavilacoes’
(p. 151). E nesse momento histérico (finais do século XX) que surgem as
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primeiras teorias educativas socioculturais, que assumem como principio o fato
de os individuos nao poderem ser concebidos como apartados do mundo e das
suas culturas. Por exemplo, os trabalhos de Bartolini-Bussi (1991), Bishop y
Pompeu (1991), Boero et al. (1995) e Lerman (1992) convidam a repensar a
relacao individuo-sociedade, abrindo as portas a uma nova conceitualiza¢ao da
aprendizagem matematica como fenémeno social, cultural e historico.

Desde suas origens, a perspectiva sociocultural tem animado o debate em
torno do papel que desempenha a atividade humana no desenvolvimento dos
modos histérico-culturais de producao de saberes matematicos. Desde essa
perspectiva, a atividade que acontece na aula de matematica e fora dela, como
por exemplo, em cada reuniao que professores e alunos realizam em busca da
elaboracao de simuladores com o GeoGebra (ESG) (Prieto y Diaz-Urdaneta, 2019),
comeca a ser vista como uma instancia social de encontro com os saberes
escolares e de posicionamento critico diante deles. Entretanto, apesar de a ati-
vidade considerar a dimensao social no trabalho desenvolvido pelos sujeitos,
ainda existem posicionamentos teoricos dentro desta perspectiva que conside-
ram a aprendizagem como ‘um tipo de adaptacao, muito ao estilo de Piaget’
(Radford, 2013a, p. 21). E por isso que Radford (2017b) chama a atencao sobre
0 muito que ainda se tem a fazer para que o social deixe de ser usado como
um instrumento de domesticacao de consciéncias e de alienacao na atividade
matematica da aula.

Embora as reunides em torno da ESG nunca tiveram como propésito a alie-
nagao dos sujeitos que participam nelas, reconhecemos que ela pode estar
presente na atividade sem percebé-la, o que faz necessario evita-la sempre que
possivel. Uma forma de atingir isso é através do desenvolvimento de pesquisas
que permitam ampliar nossa compreensao das implicacoes e relagoes entre a
atividade humana e a aprendizagem geomeétrica dos alunos que participam na
ESG. Assim, assumindo uma perspectiva histérico-cultural, caracterizamos os
processos de objetivacao produzidos em uma reuniao orientada a ESG, em
particular, quando um grupo de alunos e professores de matematica envol-
vem-se durante a comunicacao da técnica de construcao de um circulo com o
GeoGebra. Para tal, primeiramente nos posicionamos teoricamente no tocante
tanto a aprendizagem geomeétrica na ESG quanto ao desenvolvimento de pro-
cessos de objetivacao.
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UM OLHAR SOBRE A APRENDIZAGEM DA GEOMETRIA NA ESG

Nesta pesquisa assumimos uma perspectiva sociocultural da aprendizagem para
interpretar este fenébmeno em contextos de ESG. Especificamente, adotamos o
enfoque histdrico-cultural da Teoria da Objetivacao (TO) de Radford (2013a) para
atingir esse objetivo. Em oposicao a perspectiva cognitiva, a TO propdoe uma
reconceitualizagao da aprendizagem matematica, nao como o resultado da agao
do sujeito que constréi o seu proprio saber, senao como “um processo coletivo,
cultural e historicamente situado que destaca o papel do trabalho social huma-
no, o corpo, as emogoes e o mundo material” (Radford, 2018a). Desde a TO,
interessam as praticas sociais “de criagao de novos individuos capazes de refletir
criticamente de maneira matematica sobre as questoes urgentes de suas comu-
nidades e do seu mundo” (Radford, 2017b, p. 141).

Assim como acontece com outras teorias educativas, na TO a aprendiza-
gem tem a ver com 0s saberes matematicos escolares. Porém, nessa teoria
tal fendmeno também diz respeito daqueles seres que se transformam e
reafirmam como sujeitos da educac¢ao na busca desses saberes. Para estudar
como 0s sujeitos aprendem matematica, a TO introduz duas categorias con-
ceituais na forma de processos de objetivacdo e subjetivacdo. Enquanto os
processos de objetivacao dizem respeito da maneira em que aparece o saber
matematico na aprendizagem, os processos de subjetivagao tém a ver com
0 sujeito que aprende e suas formas de colaboracao. Em atencao ao propo-
sito deste estudo, nesta parte referimo-nos a aprendizagem matematica em
termos de processos de objetivacao. Em outros trabalhos prévios, nosso grupo
de pesquisa analisou a outra vertente da aprendizagem matematica em um
contexto de ESG.

O significado que tem a objetivacao na TO ¢ diferente do significado de
coisificacao® da experiéncia humana, assumido por alguns tedricos sociais.
Segundo Radford (2018b), os individuos desde que nascem entram em contato
com situagoes, entidades ou coisas que lhes objetam, que lhes parecem estran-
has e desconhecidas, mas que fazem parte do mundo dos arquétipos histérico
e culturalmente constituidos de pensamento, reflexao e acao que compoem 0s
saberes. A objetivacao tem a ver, precisamente, com esses processos sociais,
corporais, materiais e simbolicos de tornar-se:

> Para Wenger (2001, p. 84), a coisificacdo ¢é “o processo de dar forma a nossa experiéncia produzindo
objetos que plasmam essa experiéncia em uma «coisa»”.
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(..) progressivamente e criticamente consciente de uma forma codificada de pensa-
mento e de acao —algo que percebemos gradualmente e ao mesmo tempo atribui-
mos-lhe significado. Sao processos de objetivacao aqueles atos de perceber
significativamente algo que se revela a consciéncia através da nossa atividade
sensorial com a cultura material (Radford, 2013a, p. 23).

A maneira de entender a objetivacao proposta na TO revela dois aspectos desse
processo que sao fundamentais para compreender como se produz a aprendiza-
gem dos saberes geométricos em contextos de ESG. Por um lado, a objetivagao é
um processo subjetivo, emocional e afetivo de tomada de consciéncia de algo
que se constitui em saber; logo, a tomada de consciéncia ¢ um reflexo da
forma em que cada individuo reconhece o mundo objetivo (que Ihe transcen-
de) e se posiciona criticamente nele, dentro de uma dindmica de encontro
dialético com as formas codificadas de reflexao, acao e pensamento. Essa
tomada de consciéncia ndo é contemplativa na medida em que é através da
consciéncia individual que se formam sensibilidades culturais para ponderar,
compreender, discordar, objetar e sentir aos outros, a n6s mesmos e ao mundo
(Radford, 2017a).

Por outro lado, para que a tomada de consciéncia aconteca é necessario
que determinada atividade se coloque em marcha, de maneira que as reflexdes
e acoes dos alunos nela levem a formas de encontro com os saberes. Radford
(20174, p. 125) sugere em chamar trabalho conjunto a essa atividade, definin-
do-o como “um evento criado por uma busca comum, quer dizer, uma busca
que é ao mesmo tempo cognitiva, emocional e ética’. Uma caracteristica chave
desse trabalho é a sua natureza social, a qual ndo desaparece quando se
trabalha sozinho (por exemplo, quando um aluno resolve um problema mate-
matico em solitario). Pode-se estar fisicamente sozinho, mas ainda assim o
aluno apoia-se em um conjunto de signos (palavras, gestos, inscricoes de todo
tipo, etc) e artefatos (calculadora, computador, software de aplicagao, etc)
histéricos e culturais que fazem do seu trabalho um reflexo da atividade social
da aula. Na TO, esses signos e artefatos sao chamados meios semidticos de
objetivagao (Radford, 2006).

Esta dltima ideia revela outra caracteristica do trabalho conjunto que nao
podemos passar por alto: a sua manifestacao na vida concreta somente “‘com
os meios de trabalho criados pelo proprio ser humano, isto ¢, artefatos téc-
nicos, ferramentas” (Piedra, 2018, p. 175). Em outras palavras, por meio do
trabalho conjunto é possivel que os materiais e artefatos culturais revelem
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a conceitualidade que a atividade humana deposita neles (Radford, 2017a).
Por essa razao, a cultura material da época, e particularmente a tecnologia
digital, deve necessariamente ser integrada no trabalho conjunto produzido
na escola; isso com o fim de fazer aparente o saber que portam esses artefatos
tecnologicos criados para professores e alunos. Dada a importancia que a TO
concede ao trabalho com artefatos, pode-se concluir que a cultura material
intervém nos processos de objetivacao e ajuda a que estes se materializem.

0 TRABALHO CONJUNTO ORIENTADO A COMPREENSAO DE UMA TECNICA

Um olhar da ESG como um ambiente de modelagem matematica exibe a exis-
téncia de certos processos que orientam as agoes dos professores e estudantes
envolvidos nela, entre esses o trabalho matemdtico (Gutiérrez, Prieto, y Ortiz,
2017). O trabalho matematico é um processo cujo proposito ¢ a producao de
desenhos dinadmicos que modelam as formas, dimensoes e movimentos presen-
tes em objetos da geometria euclidiana, que por sua vez sao modelos de objetos
da realidade. Ao falar de desenho dinamico, referimo-nos ao desenho elaborado
com um Software de Geometria Dinamica (SGD) que conserva no seu desloca-
mento certas propriedades espaciais que dao conta das propriedades geométri-
cas declaradas em sua constru¢ao (Laborde, 1997), o que torna esse tipo de
desenho “uma instanciacao concreta da figura como conceito geométrico”
(Sdenz-Ludlow y Athanasopoulou, 2008).

Na producao de um desenho dinamico intervém a tarefa de constru¢do e a
técnica correspondente (Sanchez y Prieto, 2017). Por um lado, a tarefa de cons-
trucdo é o problema matematico que os alunos enfrentam durante o trabalho
matematico. Por outro lado, a técnica correspondente a uma tarefa ¢, basica-
mente, o procedimento aplicado pelos alunos para produzir o desenho dinamico
que da resposta a tarefa. Quanto a técnica, vale ressaltar a importancia dos
vinculos entre esse procedimento e o saber historico-cultural que este mobiliza.
Neste sentido, a técnica € portadora de um contetdo conceitual que apresenta
uma perspectiva do objeto geométrico baseado em sua construcao.

Quanto aos artefatos, 0 GeoGebra cumpre um papel fundamental na ESG ja
que, sendo um artefato cultural, proporciona ao usuario tanto uma série de
contetidos conceituais na forma de ferramentas de construcao, medida e outras
op¢oes, quanto um espaco de trabalho conjunto estruturado conceitualmente
para que o usuario experimente com os contetidos matematicos e produga novas
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formas de construir os desenhos dinamicos (Radford, 2014). Esse espaco de
trabalho ¢ integrado ao software por meio das suas diferentes aplicacoes
(Hohenwarter, Hohenwarter, y Lavicza, 2009), denominadas Gréfico, Janela CAS,
Geometria, Janela 3D, Planilha de Calculos e Probabilidade.

Por exemplo, desenhar um retangulo na aplicacao Geometria implica uti-
lizar a ferramenta Poligono, na qual subjaze uma forma de construcao dessa
figura que precisa informar ao software quais sao os vértices que lhe definem
(Figura 1). De fato, a ferramenta Poligono ¢é portadora de um contetido con-
ceitual (uma maneira de conceituar ao poligono) que faz possivel materializar
uma técnica de construgao particular do retangulo que se espera que seja
aprendida. Portanto, assumimos que o uso deliberado das ferramentas de
construcao do GeoGebra afeta o significado que os alunos produzem dos
objetos geomeétricos que eles tentam representar, uma vez que essas ferra-
mentas sugerem ‘linhas potenciais de desenvolvimento cognitivo e social’
(Radford, 2014, p. 414).

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

BE 2o N E R

vD'

« Al Poligono
Selecione todos os vértices e, ent3o, o vértice inicial novamente

Figura 1. Conceitualizagao do poligono pela ferramenta vinculada

Para que os saberes mobilizados no uso do GeoGebra revelem-se a consciéncia
dos alunos, € necessario que os contetdos conceituais incrustados em suas
ferramentas aparecam durante o desenvolvimento de atividades de reflexao
conjunta em torno da técnica de construcao de determinado desenho dinamico.
Uma das atividades tipicas da ESG tem por objeto a compreensdo da técnica
de construgao (Prieto y Ortiz, 2019), para o qual alunos e professores mobilizam
e significam uma variedade de saberes, nao s6 por meio de discursos orais basea-
dos em percepcao visual ou em teoria geometrica (Laborde, 1997), senao também
por meio de outras formas de reflexao e expressdo humana (Radford, 2006).
Este posicionamento tedrico aporta os insumos para o estudo da aprendiza-
gem em experiéncias de ESG, atendendo a uma caracterizacao dos processos
de objetivacao em torno dos saberes que se revelam aos individuos quando
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buscam compreenderem uma técnica de construcao. Assim, o objetivo desta
pesquisa € atingir essa caracterizagao e, para tal, utilizamos o caminho meto-
doldgico descrito a seqguir.

METODOLOGIA

A metodologia implementada no trabalho corresponde a de uma pesquisa
qualitativa, de natureza descritiva e interpretativa. De acordo com Bogdan e
Biklen (2007), a pesquisa qualitativa no campo da educacao tem as sequintes
caracteristicas: (i) o ambiente natural é a fonte direta dos dados, (ii) os resul-
tados tém uma forte componente descritiva, (iii) os pesquisadores preocu-
pam-se mais com 0s processos do que com os produtos, (iv) a analise dos
dados ¢ geralmente realizada indutivamente, e (v) o significado é de impor-
tancia vital nesta abordagem.

PARTICIPANTES E CONTEXTO

A pesquisa envolveu um grupo de alunos de Ensino Médio da Venezuela (entre
eles Simao e Edmilson, chamados assim de modo conveniente) com idades entre
14 e 16 anos, e trés professores de matematica (chamados Marcelo, Iran e Jodo).
No momento da pesquisa, todos estes sujeitos integravam o projeto comunitario
Club GeoGebra para la Diversidad, implementado entre os anos 2013 e 2017
em diferentes escolas publicas no oeste do pais (Prieto y Gutiérrez, 2017). No
contexto desse projeto, os alunos de cada escola reuniam-se semanalmente para
participar da ESG com a orientacdo de um professor de matematica (promotor
das aprendizagens) associado ao projeto.

Em meados de 2016, Marcelo e Jodo visitaram o clube orientado por Iran,
em que participavam os alunos da pesquisa. O objetivo da visita foi conhecer o
trabalho dos alunos naquele ano letivo. Para tal, foi solicitado a cada aluno que
comunicasse aos professores visitantes as técnicas de construcao aplicadas por
eles para produzir os desenhos dinamicos. Essas técnicas tinham sido produzi-
das em reunides preévias a visita dos professores ao clube, e em muitas ocasioes
a produgao delas implicava o trabalho conjunto do aluno responsavel da simu-
lagao, seus colegas e o promotor (Iran). Por isso, nessa reunido era possivel que
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0 aluno, em situagao de comunicacao de uma técnica, recebesse o apoio de
colegas que possivelmente conhecessem os procedimentos aplicados por ele.

De todas as intervenc¢des que ocorreram nessa reuniao, analisamos aquela
desenvolvida por Simao, que utilizou o GeoGebra para representar o antebraco
que compoe o brago robotico da Figura 2a. Para representar esta parte do
mecanismo, o aluno formulou cinco tarefas de construcao, que foram resolvi-
das progressivamente. Essas tarefas estavam vinculadas aos objetos geomé-
tricos indicados na Figura 2b.

S i
(Tarea §) -

L {Tarea 3}
S EEeh ETOC L le

(a) (b)

Figura 2. Fendémeno escolhido por Simao e objetos geométricos vinculados ao antebrago

Especificamente, analisamos o acontecido quando Simao tentava comunicar
a Joao a técnica aplicada por ele para resolver a segunda tarefa de construcgao:
construir um circulo a partir de um ponto exterior. Nesse momento da reuniao
intervem Edmilson para acompanhar a Simao na comunicacao da técnica. Na
sequéncia, explica-se como foram produzidos e analisados os dados no con-
texto descrito.

PRODUCAO DOS DADOS

Diversos autores consideram que, em uma pesquisa qualitativa, os dados sao
produzidos em lugar de serem coletados, ja que eles nao somente sao captura-
dos pelo pesquisador através dos procedimentos e instrumentos definidos, sendao
que o pesquisador incide nos dados, percebendo-os e organizando-o0s com seu
préprio olhar (Powell y Silva, 2015).

Assim sendo, nesta pesquisa, a producao dos dados comegou com a fil-
magem em video do trabalho conjunto dos participantes, desenvolvido em
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torno da intervencao de Simao ao comunicar a técnica de construcao do circulo.
Aintencao de realizar essa filmagem responde a nossa necessidade de capturar
a realidade complexa do trabalho conjunto desenvolvido pelos participantes.
Posteriormente, a filmagem realizada foi transcrita, excluindo aqueles momentos
do trabalho conjunto em que nao se discutia o procedimento de constru¢ao do
circulo. A transcricao foi realizada utilizando um processador de texto; logo, 0s
dados da pesquisa provém apenas da transcricao realizada nao sendo
alterados pelos pesquisadores quando esses, por exemplo, decidem excluir
determinada informacao.

ANALISE DOS DADOS

A andlise dos dados realizou-se em 3 etapas.

Na etapa 1 realizamos uma primeira leitura da transcricao para identificar,
discutir e descrever a técnica de construcao de Simao. A finalidade dessa etapa
foi reconhecer a particularidade do trabalho realizado por Simao para construir
o circulo. Em outras palavras, procurou-se relacionar a conceitualidade da qual
¢ portadora a ferramenta Circulo do GeoGebra com as diferentes acoes desen-
volvidas pelo aluno para dar resposta a tarefa. Como resultado dessa primeira
etapa de andlise, ilustramos na Tabela 1 a técnica de construc¢ao do circulo, em
termos de passos e agoes.
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Tabela 1. Técnica de construcdo do circulo aplicada por Simao.

Tarefa de construcao 2: Construir um circulo a partir de um ponto exterior (ponto O)
Ferramenta usada: Circulo dados Centro e Raio
Contetido da ferramenta: Selecione o centro e, depois, digite a medida do raio

Passo 1: Determinar o centro do circulo

1.1 Tragou-se uma reta a paralela ao eixo x pelo ponto C (Figura 3a).

1.2 Aplicou-se uma rotagao a reta a com centro em C, em um dngulo de amplitude aleatoria
de 42.6° e em sentido anti-horario, obtendo a reta a”(Figura 3b).

1.3 Criou-se o controle deslizante o, com valores minimo e maximo de 0°y 65°, respectivamente.

14 Aplicou-se uma rotacdo a reta a”com centro em C, em um angulo a (o controle deslizan-
te) e em sentido horario, obtendo a reta a” (Figura 3c).

15 Tragou-se uma circunferéncia centrada em C e raio de 21*k (sendo k uma medida padrao
representada por um controle deslizante de tipo nimero), obtendo a circunferéncia b.

16 Interceptou-se a reta a” e a circunferéncia b, obtendo o ponto D, centro do circulo (Figura 3d).

Figura 3. Acoes 1.1 a 1.6

Passo 2: Selecionar o raio do circulo
21 Escolheu-se a medida k como o raio do circulo

Passo 3: Tracar a circunferéncia do circulo
3.1 Tracou-se a circunferéncia do circulo, centrada em D e raio igual a k obtendo a curva d
(Figura 4a).
Passo 4: llustrar o circulo
4.1 Modificou-se a transparéncia da circunferéncia do circulo para ilustrar a regiao interna
(Figura 4b).

Figura 4. Agoes 3.1 e 4.1
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Quanto a conceitualidade da ferramenta Circulo que orientou o desenvolvi-
mento da técnica produzida por Simao, vale a pena ressaltar que essa ferramenta
(na versao 5.0 do software) somente representa a circunferéncia do circulo; logo,
o0 aluno teve que acrescentar mais um passo a sua técnica (passo 4 do proce-
dimento, Tabela 1) para resolver a tarefa.

Na etapa 2 identificamos nas transcri¢des aqueles fragmentos da discussao
entre os participantes em que parecia existir evidéncias de tomada de conscién-
cia de algum objeto geométrico subjacente na técnica, colocando a atencao nas
mudancas de foco no discurso. Denominamos segmento destacado (Radford,
2015) aquele conjunto de fragmentos da discussao em que se manifesta um
processo de objetivacao em torno de algum objeto geométrico.

Na etapa 3 realizamos uma andlise multisemiotica (Sabena, Robutti, Ferrara,
y Arzarello, 2012) nos segmentos destacados com o intuito de identificar a
variedade de significados geométricos e meios semioticos mobilizados pelos
participantes durante o trabalho conjunto.

Assumindo o fato de a cognicao ter natureza multimodal (Arzarello, 2006;
Radford, Edwards, y Arzarello, 2009), focamo-nos na maneira em que os partici-
pantes combinaram diferentes signos e artefatos para tentar fazer aparente a
conceitualidade que porta a ferramenta Rota¢do em Torno de um Ponto do
software. Denominamos nos semidticos as formas em que os participantes com-
binam distintos meios semidticos para alcangar um estado de consciéncia con-
sideravelmente estavel sobre algum objeto geométrico subjacente no trabalho
conjunto. Radford, Demers, Guzman, e Cerulli (2003) definem os nés semidticos
como “pecas da atividade semidtica do aluno, onde a a¢ao, os gestos e a palavra
trabalham juntos para alcangar a objetivagcao do saber” (p. 56).

No inicio da analise, as etapas 2 e 3 foram realizadas de forma independente
por cada um dos pesquisadores. Posteriormente, realizamos reunioes para dis-
cutir os resultados obtidos. Finalmente, as discrepancias no tocante aos resulta-
dos obtidos foram solucionadas. Na sequéncia, apresentamos os resultados da
nossa analise.

RESULTADOS
A andlise dos dados permitiu reconhecer quatro nés semioticos que revelam

processos de objetivacao vinculados a ideia de rotagao. Esses nos semioticos
dizem respeito a rotacao de retas na interface do GeoGebra que fazem parte
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das acgoes realizadas por Simao para executar o primeiro passo da técnica. A
diferenca entre as rotacoes dos nos semioticos encontra-se na natureza do
angulo utilizado em cada agao. Destaca-se que o dngulo de rotagao, o objeto a
rotacionar e o centro da circunferéncia sao os trés elementos que fazem parte
da conceitualidade dessa transformacgao geomeétrica, da qual é portadora a
ferramenta Rota¢do em Torno de um Ponto. No tocante ao angulo de rotacao,
este deve ser informado ao software por meio de um campo de entrada que
aparece apos selecionar os outros dois elementos. Nesse campo, o usuario deve
inserir a medida do angulo ou a variavel (uma letra) que lhe define em sua
construcao. De acordo com a situagao que se apresente, as duas formas de agir
levam a formas diferentes de entender a rotacao no GeoGebra.

Nos dois primeiros nos semioticos se mostram a discussao que tiveram o0s
participantes quanto a rotagao da reta a com um angulo expressado como
medida (agao 1.2 da técnica), enquanto os outros dois n6s semidticos referem-se
a maneira em que os sujeitos reconhecem que a reta a’foi rotacionada com um
angulo expressado como variavel (acdes 1.3 e 1.4). Entretanto, a forma como se
sucederam os acontecimentos na reunidao levou a que ambas as formas de
entender a rotagdo surgissem simultaneamente; logo, é nos ultimos dois nos
semioticos onde se concretizam tais formas de entendimento dessa transfor-
macao no software.

PRIMEIRA APROXIMACAO A IDEIA DE ROTACAO

O reconhecimento da ideia de rotacao com um angulo expressado como medida
no GeoGebra comec¢ou quando Jodo convidou o Simdo a explicar como ele
executou as primeiras acoes da técnica. Como resposta a esse convite, foi des-
envolvido um trabalho conjunto em que se observam diferentes formas de
comunicar a rotagao da reta a (acao 1.2), que progressivamente se vao aproxi-
mando a conceitualidade da qual é portadora a ferramenta Rotacdo em Torno
de um Ponto. Essas formas de comunicar as agdes vao surgindo a medida que
Jodo orienta a discussao até ao reconhecimento dos elementos caracteristicos
do uso da ferramenta mencionada.

Uma primeira aproximacao a ideia de rotagao aplicada na agao 1.2 comeca
a manifestar-se no momento em que Edmilson, motivado pela dificuldade de
Simao em expressar as ac¢oes realizadas, comunica a Joao o procedimento que
eles utilizaram para atingir o primeiro passo da técnica. Fazendo um uso
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coordenado de palavras, gestos e indicacoes sobre o desenho em papel, Edmi-
Ison realiza uma descricdo das acoes 1.1 e 1.2 da técnica sem fazer alusao
explicita a cada elemento que caracteriza os objetos geométricos subjacentes a
essas agoes, em referéncia as ferramentas do GeoGebra que foram utilizadas
para tal (linha 6). Essa situacao leva o Jodo a insistir na necessidade de uma
nova explicacao que considere tais conceitualidades, através de uma pergunta
direcionada a Simao (linha 7).

[6] Edmilson: [tragamos] uma reta e a rotacionamos [indica a rotacdo por meio do
giro da mao sob a mesa, em sentido anti-horario (Imagem 1)], para encontrar esse
ponto [centro do circulol.

Imagem 1. Edmilson refere-se as retas das acoes 1.1 e 1.2

[7] Jodo: Hum, e essa reta, como vocé a desenhou? [referindo-se a Simaol.

A nova explicacao de Edmilson caracteriza-se por uma maior precisao das quali-
dades da reta @ enquanto objeto da rotagao. Nessa ocasiao, Edmilson refere-se a
direcao dessa reta através de um uso coordenado de palavras e movimentos da
sua mao (linha 9). A referéncia que fez Edmilson da direcao da reta a ¢ comple-
mentada por Joao, por meio de uma interpretagao do expressado pelo aluno que
se apoia no uso do desenho em papel, indicando sobre este meio os procedimen-
tos realizados (linhas 10 e 12). Diante a interpretacao realizada, os alunos mos-
tram-se sensiveis e concordam com o dito pelo professor (linhas 11 e 13).

[9] Edmilson: [nos] desenhamos [a reta a] paralela ao eixo y.. ao eixo x, e depois a

rotacionamos [indica a rotagao por meio do giro do lapis que leva na mao (Imagem
2)l.. no sentido anti-horario.
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Imagem 2. Edmilson refere-se a direcao das retas das acoes 1.1 e 1.2

[10] Joao: Paralela ao eixo x. Tipo assim? [indica a reta desenhada no papel por meio
do deslocamento do lapis em direcao horizontal e de esquerda a direital.

[11] Alunos: Sim! [acenam com a cabeca, em sinal de aceitacaol.

[12] Jodo: E depois vocé a rotacionou assim? [gira o lapis de a até a’ em sinal da
rotacaol.

[13] Edmilson: [acenando com a cabeca em sinal de conformidadel].. anti-horario.

A SEGUNDA APROXIMACAO A IDEIA DA ROTACAO

A forma com que Edmilson se aproxima a ideia de rota¢do nao convence a Joao,
que insiste na necessidade de os alunos produzirem um discurso sobre a acao
1.2 da técnica mais proxima a conceitualidade da ferramenta usada. Para tal, e
em alusao a reta @, o professor pergunta aos alunos como desenharam essa
reta (linha 20). Em seguida, aproveitando que a reta a’se obteve da reta a(acao
1.1), Jodo reproduz um discurso sobre a acao 1.1 da técnica que considera a
conceitualidade da relagcao de paralelismo, da qual é portadora na ferramenta
Reta Paralela, em uma tentativa de ajudar os alunos a avangarem até um dis-
curso com as mesmas caracteristicas e que respondesse a pergunta do professor
(linha 21). Esse discurso de Joao combina palavras e gestos, apoiados no des-
enho em papel, para finalizar novamente na pergunta (linha 22).

[20] Jodo: Mas, como desenharam essa? [refere-se a reta rotacionada, que indica
com o lapis sobre o desenho (Imagem 3)]. Essa ¢ a que eu nao entendo.
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Imagem 3. Jodo questiona os alunos quanto a forma em que foi realizada a acao 1.2

[21] Jodo: Esta [refere-se a reta @, que aponta com o lapis sobre o papell, sim entendo
como a desenharam, porque a fizeram com paralelismo... Paralela ao eixo x que
passasse por aqui [indica o ponto C sobre o desenhol. Este é o ponto C. Esta bem,
eu desenho essa reta.

[22] Joao: Mas, como fizeram essa?

Como resposta a essa intervencao, Edmilson refina seu discurso sobre a agao
1.2, fazendo mencao por primeira vez da ferramenta Rotacdo em Torno de um
Ponto do software (embora ndo fosse nesses termos) usada por Simao para
aplicar a rotagao a reta a (linha 23). A partir disso, Jodo comec¢a um processo
de reconhecimento da conceitualidade da rotagdo, da qual é portadora essa
ferramenta, iniciando pela referéncia ao objeto da rotagao (reta a) por meio
de palavras e indicacdes da sua representacdo no desenho em papel (linha
24). Em sintonia com Joao, Edmilson menciona o centro da rotagao (ponto ()
como outro dos elementos caracteristicos da transformacao no software, em
uma mostra de como o aluno toma consciéncia da necessidade de explicitar
cada elemento caracteristico da rotacao no entorno do GeoGebra (linha 25).
Continuando com essa dinamica, Jodao pergunta sobre o angulo de rotagao
aplicado (linha 26).

[23] Edmilson: Usamos uma rotacao.

[24] Jodo: Vocé rotacionou essa? [refere-se a reta a, que indica com o lapis sobre o
papel (Imagem 4)I.
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Imagem 4. Jodo insiste em sua interpretacao do expressado por Edmilson sobre o papel

[25] Edmilson: Com centro nesse ponto [refere-se ao ponto C (Imagem 5)].

Imagem 5. Jodo continua o processo de interpretacao

[26]. Jodo: Com que angulo?

Segundo mostram os dados, Edmilson duvida em relagdo a natureza do angulo
utilizado por Simao na a¢ao 1.2. Em meio da sua hesitacdo, Edmilson assume
que Simao vinculou o angulo de rotacao ao controle deslizante a, devido a que
nesse momento desconhecia-se alguma medida exata desse angulo (linha 27).
Apos comparar as agoes descritas por Edmilson com o desenho dinamico, Joao
percebe visualmente uma contradicao no comportamento da reta @, logo apos
ser ativada a opgao Animar no controle deslizante a (linhas 28, 29 e 30). Em
particular, o professor percebe que para certos valores do controle deslizante, a
reta a’tem coeficiente angular negativo,® questao que nao devia acontecer para
um angulo de rotacdo a que varia entre 02 (posicao horizontal) e 652, em sentido

® Embora o coeficiente angular da reta nao foi um conceito abordado na reuniao, decidimos utiliza-lo
aqui para explicar com precisao o que realmente estava acontecendo na situacao descrita.
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anti-horéario (linha 30). A contradicao confirma-se quando os alunos se questio-
nam entre si e mostram nao concordar com o sentido da rotagao aplicada (linhas
32,33, 34 e 35).

[27] Edmilson: Eh, bom, ou seja, fizemos isso com um controle deslizante para.. como
nao sabiamos qual foi o angulo.. sim, o angulo exato.

[28] Jodo: éEsta o controle deslizante ai [na telal? Mostre o controle deslizante, 14 nos
controles [indica com o dedo indicador a tela do computadorl.

[29] Simao: [manipula o controle deslizante a e Ihe ativa a op¢ao Animar.

[30] Jodo: Bom.. mas esse dngulo passa de.. ou seja, para aca debaixo [referindo-se
a que a reta que rotaciona o faz por debaixo de a (Imagem 6)].

Imagem 6. Posicao da reta a’ por debaixo da reta a

[32] Joo: Mas entdo, o que ndo entendo é como rotacionaram isso [indica a reta a
com o lapis], com respeito a este ponto [referindo-se ao ponto C que indica com o
l&pis sobre o desenhol, o angulo que lhes diz o controle deslizante [referindo-se ao
controle deslizante al.

[33] Edmilson: Anti-horario.

[34] Sim&o: Nao, horario.

[35] Edmilson: Horario? [mostrando-se incrédulo].

A maneira em que Joao leva os alunos ao reconhecimento da contradi¢ao comen-
tada e, portanto, a tomada de consciéncia do angulo que realmente foi utilizado
na acao 1.2, explica-se com detalhe no segundo né semidtico. Tomamos esta
decisao dado que esse reconhecimento se realiza ao mesmo tempo em que surge
a tomada de consciéncia da agao 1.4 correspondente ao segundo no semidtico.
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O RECONHECIMENTO DA ACAO 1.4 DA TECNICA

Como mencionamos no inicio dos resultados, nos ultimos dois nos semioticos
evidencia-se uma tomada de consciéncia sobre a ideia de rotacao com um
angulo expressado como variavel. Existem duas formas em que uma variavel
pode representar o angulo de uma rotacgao: (i) quando a variavel expressa o
valor de um dngulo construido previamente na interface do software, e (ii) quan-
do a variavel expressa um intervalo de medidas angulares representado por um
controle deslizante. Condicionado pela necessidade de representar o movimento
do antebrago do braco robético (Figura 2), Simao executou a¢des que o levaram
a rotacionar a reta a’ com um angulo como o descrito na seqgunda forma men-
cionada, obtendo-se a reta a” sobre a qual estaria localizado o centro do circulo
que se buscava construir.

Porém, no trabalho conjunto, os dados mostram que Simao e Edmilson
parecem ter esquecido a rotagao da acao 1.4 da técnica quando vinculam erra-
damente o controle deslizante (acao 1.3) a rotacdo da reta a (acdo 1.2). Portanto,
este terceiro nd semiotico descreve a forma em que os participantes tomaram
consciéncia tanto da existéncia da rotacao aplicada na acao 1.4, quanto da
conceitualizacao desse objeto geométrico depositada na ferramenta Rota¢do em
Torno de um Ponto, com um angulo expressado como medida (n6s semidticos
1 e 2) e como variavel vinculada a um controle deslizante.

Os dados mostram que a acao 1.4 da técnica comegou a ser reconhecida
quando Joao toma consciéncia da existéncia, no desenho dinamico, de uma reta
(reta @” acao 1.4) com um comportamento distinto daquela outra descrita por
Edmilson e Simao (reta a;, agao 1.2, ver final do n6 semiotico 1). Dado o compli-
cado que foi para os alunos reconhecerem essa contradicao somente através
da observagao do desenho dinamico, Joao produziu uma nova interpretacao das
acgoes descritas por Simao e Edmilson, em que integra o desenho em papel ao
repertorio de recursos semioticos utilizados nesse momento. Para tal, o professor
desenvolve um discurso oral em que usa o lapis para indicar, sobre o desenho
em papel, cada um dos elementos necessarios para a aplicagao da rotagao no
caso da agao 1.2, até chegar no momento de interpretar o angulo de rotagao
(linhas 40 e 41).

A intencao foi fazer com que os alunos pensassem nos efeitos que, sobre o
desenho dinamico, deveriam produzir-se ao definir a acao 1.2 em funcao de um
angulo de rotagao expressado como variavel (a) e nao como medida. A partir
da interpretacao realizada sobre a base do desenho em papel, Jodao leva os
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alunos a observarem o desenho dindmico e compararem o comportamento da
reta @, seqgundo o combinado na interpretacao realizada (o expressado por
Edmilson no seu discurso), com o comportamento observado na tela do compu-
tador (linha 42).

[40] Jodo: Logo, vocés me dizem que desenharam essa reta daqui [indica com o lapis
a reta a’ (Imagem 7). Por que essa reta ¢ importante? Imagino que é importante
porque ai vai estar o outro ponto.. a outra circunferéncia que vocés vao desenhar,
ou o outro circulo, acho. Esta bom, mas, como desenhei essa reta? Vocés me disseram
‘rotacionando essa” [refere-se a reta al. Bom, se a rotaciono, eu entendo vocés. Mas
se vocés a rotacionam me devem dizer..

Imagem 7. Jodo indica os elementos necessarios para aplicar a rotagao no GeoGebra

[41] Jodo: Isto é o que eu quero lhes fazer ver. Qual o angulo aqui? Vocés me dis-
seram: “Nao professor, o angulo nao ¢ fixo. O angulo é um controle deslizante.
Usamos um controle deslizante porque, se 0 manipulamos, vamos conseguir que a
reta descenda e ascenda, descenda e ascenda, e isso nos convem’”. Eu entendo vocés.
Mas se eu vou rotacionar isto [indica com o lapis a reta a sobre o desenho (Imagem
8a), deslocando a mao de esquerda a direita] com respeito.. nesse sentido, no sentido
anti-horario, um dngulo o, essa reta [a] se mexe de aqui e vai chegar até aqui [indica
a rotacao da reta a no papel, usando a ponta do lapis (Imagem 8b)l. Ela ndo vai
baixar [ter coeficiente angular negativo]. Mas eu ai [referindo-se a janela de visua-
lizacao do GeoGebra] estou vendo que [a reta] baixa.
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(@) (b)

Imagem 8. Joao explica aos alunos a contradicao do expressado pelos alunos

[42] Jodo: Aqui [na tela do computador].. eu imagino que a reta esta aqui [indicando
com o lapis o desenho dinamico na tela (Imagem 9a)l. Olhem, af [a reta] chega a ser
horizontal, mas depois baixa (Imagem 9b). O que aconteceu ai? Como era a questao
[a construcao]? Porque eu nao a entendi. Simao, nao se lembra do que vocé fez?

Imagem 9. Uso do desenho dinamico para ilustrar a contradi¢ao discutida

Este uso coordenado de palavras, gestos e inscricoes, tanto no papel quanto no
software, chega a tornar-se uma oportunidade para reconhecer a existéncia de a”
como uma segunda reta presente na construcao (e que também foi rotacionada,
além da reta @) no momento em que Edmilson, por vontade prépria, decide utilizar
a ferramenta Exibir/Esconder Objeto para fazer visiveis todos 0s objetos construidos
até o momento (linha 43). Essa decisao de mostrar todos os elementos da cons-
trucao revela como o aluno comeca a duvidar do seu discurso (linha 44), questao
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que ¢ aproveitada por Jodo para aprofundar em sua intervencao (linha 47). Vale
ressaltar que quando Edmilson fez uso dessa ferramenta, o controle deslizante
tinha um valor de 0% logo, as retas a’ e a” encontravam-se sobrepostas e nao
era possivel distingui-las.

Por esse motivo, Jodo solicita a Simao mudar o valor do controle deslizante
para visualizar melhor ambas as retas, uma vez que todos os objetos construidos
estavam a ser mostrados na tela do computador (linha 47). Essa estratégia foi
potencializada pelo préprio professor ao sugerir o uso da op¢ao Animar do
GeoGebra sob o controle deslizante « (linhas 48, 49 e 50). Apos a ativacao dessa
opcao, foi possivel para os alunos nao s6 confirmarem a existéncia da reta a”
no desenho dindmico (como destacou Simao na linha 51), senao também reco-
nhecerem que foi essa mesma reta a que realmente foi rotacionada com um
angulo expressado como variavel e nao a reta @, tal como Jodo enfatizou e como
Edmilson reafirmou (linhas 52, 54 e 55), o que evidencia a tomada de conscién-
cia da acao 1.4 da técnica.

[43] Simao: Localizamos um... [fica pensativo enquanto Edmilson utiliza a ferramenta
Exibir/Esconder Objetos].

[44] Edmilson: Olha, essa reta [refere-se a reta que serve de referéncia a rotacaol de
quem ¢ linha [homologal?

[47] Joao: [Simao], mexe o controle deslizante de angulo por favor. Quero ver o que
acontece com esse controle deslizante.. ai [nessa posicao] estd bem. Viu? Isso é o
que esta acontecendo, eu estava imaginando isso. O que estou vendo ai agora [nesse
instante], ndo o enxergava quando a estava em zero. O que estou vendo de especial?
[fazendo a pergunta aos alunos]. Ja entendi o que este menino [Simao] fez, s6 com
olhar isso [referindo-se ao desenho dindmico na janela de visualizagao (Imagem 10)].

Imagem 10. Confirmacao da existéncia da reta a” e a origem da sua rotagao
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[48] Joao: [Sim&o] ativa animacdo a isso [refere-se ao controle deslizante al.

[49] Simao: Aqui?

[50] Jodo: Isso. Animacao. Olhem.. olhem.

[51] Simao: E como outra reta. Como se houvesse outra reta ali [refere-se & reta @’ a qual
se mexe a medida que o controle deslizante o toma valores distintos (Imagem 11)].

Imagem 11. Comportamento da reta a" na tela do computador

[52] Joao: Exato, olha como se mexe essa reta nova [refere-se a a’].. Porque, realmente,
o controle deslizante nao esta vinculado com essa reta que vocés desenharam aqui
[referindo-se a reta a] sendo com outra [refere-se a a’].

[54] Edmilson: Ao parecer, essa reta [referindo-se a a] se desenhou com um angulo
fixo [refere-se ao angulo de 42,69, e depois..

[55] Jodo: E a partir dessa [referindo-se a reta al, vocés desenharam a outra reta
[refere-se a a’l.

Nesse preciso momento, além de reconhecerem a existéncia da reta a” na cons-
trugao, os alunos tomaram consciéncia do angulo de rotagao que Simao utilizou
para executar a acao 1.2. De fato, a linha 54 mostra que os alunos reconhecem
que a reta @ foi rotacionada com um angulo fixo de 42,6°.

O RECONHECIMENTO DA CONCEITUALIDADE DA ROTACAO APLICADA A RETA d”

Apos reconhecerem a existéncia da reta a” no desenho dinamico, aquela que
verdadeiramente foi obtida com um angulo de rotacao expressado como variavel
(a), desenvolveu-se um processo de significagdo da rotagao aplicada a essa reta
segundo a conceitualidade da qual é portadora a ferramenta Rota¢do em Torno
de um Ponto. Nesse processo, intervém unicamente Jodo para o encerramento da
atividade de comunicacao da técnica. Neste sentido, ele procede do mesmo jeito
que as vezes anteriores, tentando interpretar o que implicou realizar a a¢ao 1.4
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da técnica. Na sua interpretagao Joao produz um discurso que, através da com-
binacao de palavras, gestos e desenhos, refere-se tanto ao objeto a rotacionar
quanto ao angulo de rotagao.

No que diz respeito ao objeto a rotacionar, enfatiza-se que este elemento
corresponde a @’ e ndo a reta a (linha 57). Quanto ao angulo de rotacao, inter-
preta-se o intervalo de valores que definem a, fazendo énfases no valor maximo
do controle deslizante. Apos concluir que esse valor € o dobro do angulo usado
na acao 1.2 da técnica, Jodo justifica essa afirmacao retornando ao desenho em
papel. Nesse momento, ele tenta mostrar o conjunto de posicoes possiveis da
reta @’ de uma posicao inicial (a ocupada por @' no desenho) até uma posi¢ao
final (@ ocupada pela reta que ¢ simétrica a a” com respeito ao eixo de simetria
a), de acordo com o observado na tela do computador (linha 58).

[57] Jodo: E depois que ele [Simao] criou essa reta [referindo-se a a’ (Imagem 12a)],
a rotaciona. Mas nao rotaciona a [reta] horizontal, rotaciona essa [indica a reta @’
(Imagem 12b)l. E a rotaciona por um dngulo « que, eu imagino, tera uma medida
maxima igual ao dobro do angulo que tinha no comego [refere-se ao angulo de
42,6° (Imagem 120)l.

Imagem 12. Interpretacao da acao 1.4 na tela do computador
[58] Jodo: Por que o dobro? Porque se esse mede 412 [indicando com o lapis o dngulo
de 42,62 sobre o papell e por aqui abaixo [refere-se ao espaco por debaixo da reta a] ha

mais 419, [a] chegara até 822 Imagino que vocé o fez assim [comentando-lhe a Simaol.

Considerando os resultados apresentados, realizamos na se¢ao a seguir uma
discussdo sobre esses e formulamos nossas conclusoes da pesquisa.
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DISCUSSAO E CONCLUSOES

Nesta pesquisa apoiamo-nos na ideia da aprendizagem matematica que nos
fornece a Teoria da Objetivacao para dar conta dos processos de objetivacao de
certos saberes geométricos, mobilizados por dois alunos e um professor de mate-
matica durante a comunicacao de uma técnica de construcao com o GeoGebra.
Por meio de uma andlise multisemiotica, identificamos quatro nos semidticos
que fornecem informagdo sobre algumas caracteristicas dos processos de obje-
tivacao do saber geométrico que acontecem em experiéncias de Elaboragao de
Simuladores com o GeoGebra. Esses aspectos dizem respeito a atividade semiotica
desenvolvida, a atuacao do professor durante o trabalho de comunicacao e as
dificuldades surgidas ao longo desse trabalho comunicativo.

A ATIVIDADE SEMIOTICA DESENVOLVIDA

Os resultados apresentados nos nos semioticos poem de manifesto a variedade
de signos (palavras, gestos, desenhos) e artefatos (lapis, papel, GeoGebra) pre-
sentes no trabalho de comunicacao da técnica. No que diz respeito aos gestos
e desenhos, encontramos que esses recursos tiveram uma funcao mediadora
destacada nos processos de objetivacao, uma vez que foram produzidos em
sincronia com o discurso oral para revelar as conceitualidades geométricas
implicitas nas ferramentas do GeoGebra usadas por Simao no desenvolvimento
da sua técnica. Por exemplo, nos primeiros nos semidticos (1 e 2) observou-se
o fato de os alunos tomarem consciéncia, de forma progressiva, da conceituali-
dade da rotacao da qual é portadora a ferramenta Rota¢do em Torno de um
Ponto, para o qual foi necessario conectar a linguagem natural dos alunos,
baseada em palavras e gestos, com meios semioticos mais sofisticados como o
desenho em papel e o desenho dinamico.

Para tal, foi necessario desenvolver uma atividade comunicativa multimodal
em que intervém a percepgao, os gestos, as inscricoes em desenhos e a lingua-
gem natural (Radford, 2013b; Vergel, 2015), para conseguir que Simao e Edmil-
son reconhecessem tanto os elementos caracteristicos de uma rotagao no plano
(objeto, centro e angulo de rotagao), quanto as diferencas no tipo de angulo
usado nas agoes 1.2 e 1.4, mantendo assim o “equilibrio” na comunicagao das
primeiras a¢oes da técnica. Esse conjunto de signos e suas relacoes é um exem-
plo do que Arzarello (2006) denomina pacote semiotico (semiotic bundle).
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No marco da atividade desenvolvida nos quatro nos semioticos, 0s gestos
foram utilizados naturalmente pelos alunos e o professor para fazer referéncia
(em conjunto com as palavras) aos objetos geométricos, destacando algumas
das suas caracteristicas espaciais ou para recriar os movimentos aplicados a
esses objetos, embora ndo sempre de uma maneira adequada. Por exemplo, nas
linhas 6 e 9, Edmilson usa de forma sincronizada as maos e o lapis, como fer-
ramentas que fazem parte do seu espaco pessoal, para fazer visivel a rotagao
aplicada na acgao 1.2 fora dos desenhos em papel e no software. Esse tipo de
gestos usados para comunicar as agoes 1.2 e 1.4 da técnica estdo em corres-
pondéncia com algumas das categorias de gestos teorizadas por McNeill (1992),
especificamente com os gestos de tipo iconico e deictico.

Particularmente, podemos concluir que a dimensao iconica do trabalho
comunicativo esteve presente, ja que para os alunos e o professor alguns gestos
tinham parecido visual com as entidades que eles pretendiam evocar, como por
exemplo, quando Edmilson indicava a direcao da reta a’ levantando sua mao
com o lapis. Outra dimensao identificada é a deictica, referida a forma em que
0s sujeitos indicam um objeto geomeétrico especifico (ou algum dos seus aspectos
caracteristicos) representado no desenho em papel ou no software. Ambas as
dimensodes tém sido reportadas nos estudos de Gomez (2013) e Pantano (2014),
embora com diferentes denominacgdes. No caso de Gémez, o autor engloba-os em
uma categoria chamada signos cinestésicos. Por sua parte, Pantano é mais espe-
cifico ao referir-se a esses signos como indicacoes com o dedo ou um ldpis.

Os desenhos também foram recorrentes no trabalho de comunicacao, embo-
ra nao tenham sido usados tao naturalmente pelos alunos como aconteceu com
0s gestos. Como consta nos quatro nos semioticos, o professor solicitava insis-
tentemente aclaracoes aos alunos, colocando a atencao deles no desenho em
papel, com o intuito de direcionar a discussao até a compreensao da teoria
geometria mobilizada. O uso recorrente do desenho em papel (desenho geomé-
trico) durante o trabalho de comunicacao é um reflexo da maneira em que o
professor evoca uma forma cultural sofisticada e evoluida de comunicar as ideias
geometricas (Radford, 2011), em que o desenho geométrico ¢ um meio de legi-
timacao de uma técnica de construcao.

Porém, tratando-se de um trabalho de construcao realizado em um software
dinamico como o GeoGebra, o desenho em papel pode torna-se insuficiente para
legitimar algumas ag¢oes da técnica aplicada. Mostra disso encontra-se nas linhas
27 até a 32, em que o professor decide passar do desenho em papel ao des-
enho no software para validar a rotagao aplicada sequndo o angulo de rotagao
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informado por Edmilson, fato que ndo era possivel realizar no primeiro desen-
ho. Assim, nossa pesquisa mostra como o professor se esforcou em ampliar o
dominio de funcionamento do desenho geométrico, em relacao a rotacao,
recorrendo ao software para mostrar os efeitos de ter decidido vincular o con-
trole deslizante a rotacao aplicada na ac¢ao 1.2 da técnica. O fato anterior
corresponde-se com as aproximacoes teoricas de Laborde (1997), ao discutir
as possibilidades que oferecem os desenhos dinamicos no desenvolvimento
do trabalho geométrico dos alunos.

A ATUACAO DO PROFESSOR

Os resultados mostram que a atuagao do professor durante o trabalho de comu-
nicagao teve uma implicagao importante na aprendizagem produzida. Ao longo
da atividade, ele sintoniza com os meios semidticos de Edmilson (palavras, gestos
e desenhos) e os utiliza para fazer com que os alunos tomem consciéncia da
ideia de rotacao detras da ferramenta. Neste sentido, o professor recorre aos
desenhos em papel e no GeoGebra, coordenando-os com explicacoes verbais e
gestos, para conseguir que Simao e Edmilson reconhecessem o objeto e o
angulo de rotagao como elementos caracteristicos da rotacao enquanto objeto
geométrico. O anterior pode ser observado em, pelo menos, duas situacoes evi-
denciadas nos resultados apresentados.

Por um lado, as linhas 20, 22, 28, 30 e 32 mostram a maneira em que Joao
utiliza de forma coordenada palavras, gestos e os desenhos em papel e no
software para questionar a Simao e Edmilson sobre como eles aplicaram a
rotacao da acao 1.2, em termos da conceitualidade dessa transformacao geo-
métrica da qual é portadora a ferramenta utilizada. Por outro lado, nas linhas
40, 41, 42, 47 e 48, o professor combina os desenhos em papel e no software e
sintoniza com o uso que Edmilson deu a ferramenta Exibir/Esconder Objetos do
GeoGebra para levar os alunos a reconhecerem tanto a existéncia da reta a”no
desenho dinamico quanto a verdadeira rotagao (agao 1.4) a qual foi vinculada
0 angulo definido pelo controle deslizante.

Dado que as formas de sintonizar com os meios semioticos de objetivacao
de Edmilson permitiram que este jovem e seu colega tivessem consciéncia da
geometria posta em jogo, podemos concluir que a atuacao de Jodo enquanto
professor ¢ um reflexo do que Arzarello, Paola, Robutti y Sabena (2009) chamam
de jogos semidticos do professor. O fato de o professor ter sintonizado com os
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meios semioticos do aluno ndo significa que suas acoes didaticas estivessem
condicionadas pelas vicissitudes do momento. Ao invés disso, o professor agiu
de forma consciente ao longo do trabalho de comunicagao, combinando os
meios semidticos utilizados com claros propdsitos pedagdgicos. Este resultado
dialoga com as pesquisas realizadas por Manghi (2010), no que diz respeito ao
uso nao consciente e sim intencionado dos meios semioticos por parte dos
professores de matematica no desenvolvimento do seu trabalho.

Outro aspecto caracteristico da atuacao do professor durante o trabalho
conjunto desenvolvido foi a sua reiterada insisténcia, sobretudo nos resultados
dos primeiros nos semiodticos, em fazer com que os alunos produzissem um
discurso muito mais proximo a conceitualidade da rota¢do na ferramenta utili-
zada. Nesse sentido, as linhas 7, 20, 22 e 26 mostram os diferentes questiona-
mentos realizados pelo professor para fazer emergir, no trabalho comunicativo,
os elementos que foram considerados para aplicar a rotacao da acao 1.2 da
técnica. Essa insisténcia do professor em conseguir que o anterior se produzisse
responde a responsabilidade e ao compromisso, em termos de Radford (2017b),
que ele tinha com os alunos e com o proprio trabalho comunicativo.

AS DIFICULDADES SURGIDAS NO TRABALHO DE COMUNICACAO

Apesar de os alunos conseguirem tomar consciéncia da ideia de rota¢ao ao longo
do trabalho de comunicacao, podemos concluir que o reconhecimento da concei-
tualidade dessa transformacao, da qual é portadora a ferramenta utilizada por
Simao nas ag¢oes 1.2 e 1.4, foi um assunto problematico devido a duas dificuldades
surgidas no decorrer da atividade. A primeira dificuldade diz respeito ao afasta-
mento da forma de comunicar as acoes da técnica por parte dos alunos em
relacao a forma em que o professor esperava que eles comunicassem. Quanto
a isso, o professor buscava que o0s alunos comunicassem a aplicagdo da rotagao
em termos dos elementos solicitados pelo software (uma forma sofisticada de
comunicagao), fato que ndo aconteceu nos primeiros momentos da reuniao na
medida em que os alunos optaram por formas de comunicacao mais intuitivas
ou apoiadas na linguagem natural deles, como se evidencia nas linhas 6, 9 e
10 do primeiro n6 semiotico.

A segunda dificuldade tem a ver com o tempo de separacao entre 0 momento
em que Simao produz a técnica de construgao do circulo e 0 momento em que
a comunica a Joao na reuniao. O tempo decorrido levou a Simao a esquecer
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algumas das acgoes realizadas naquele momento, entre elas, especialmente a
acdo 14. Esse fato explica o porqué Edmilson vinculou o angulo de rotagao
expressado como varidvel a acao 1.2 da técnica e nao a 1.4, como verdadeira-
mente tinha acontecido. Diante disso, o professor recorreu ao desenho dinamico
para visualizar a rotacdo a que os alunos faziam referéncia (acao 1.2), obser-
vando que de fato foram rotacionadas duas retas, tal como se mostra nas linhas
27,30, 51,52 e 54.

Embora os resultados de esta pesquisa representem um avango na com-
preensao da aprendizagem geométrica produzida em contextos de ESG, o fato
de ter analisado o trabalho particular de comunicagao de uma técnica nao
garante a compreensao aprofundada desse fendmeno. Portanto, consideramos
necessario realizar outros estudos focalizados nos processos de objetivacao que
acontecem durante a ESG, de maneira a que os resultados obtidos possam
fornecer contribuicoes no que diz respeito ao desenvolvimento de habilidades
para a gestao de situagdes de ESG.

REFERENCIAS

Arzarello, F. (2006). Semiosis as a multimodal process. Revista Latinoamericana de Inves-
tigacion en Matemadtica Educativa, 9(1), 267-299. http://www.clame.org.mx/relime.htm

Arzarello, F, Paola, D, Robutti, O. y Sabena, C. (2009). Gestures as semiotic resources in
the mathematics classroom. Educational Studies in Mathematics, Netherlands, 70(2),
97-109. https://doi.org/10.1007/510649-008-9163-z

Bartolini-Bussi, M. (1991). Social interaction and mathematical knowledge. In: Furinghetti,
F. (Org.). Proceedings of the 15th Conference of the International Group for the Psy-
chology of Mathematics Education (Vol. 1, pp. 1-16). PME.

Bishop, A.y Pompeu, G. (1991). Influences of an ethnomathematical approach on teacher
attitudes to mathematics education. In: Furinghetti, F. (Org.). Proceedings of the 15th
Conference of the International Group for the Psychology of Mathematics Education
(Vol. 1, pp. 136-143). PME.

Boero, P, Dapueto, C, Ferrari, P. L, Ferrero, E., Garuti, R, Lemut, E., ... Scali, E. (1995). Aspects
of the mathematics-culture relationship in mathematics teaching-learning in com-
pulsory school. In: Proceedings of the 19th Conference of the International Group for
the Psychology of Mathematics Education (Vol. 1, pp. 151-166). PME.

Bogdan, R.y Biklen, S. K. (2007). Qualitative Research for Education. An Introduction to
Theory and Methods. 5. ed. Pearson.

128 EDUCACION MATEMATICA, VOL. 32, NUM. 1, ABRIL DE 2020



Sobre 0s processos de objetivacao de saberes geométricos..

Goémez, ). (2013). La generalizacion de patrones de secuencias figurales y numéricas: Un
estudio de los medios semidticos de objetivacion y procesos de objetivacion en
estudiantes de grado décimo, (Tesis Doctoral) Universidad Pedagogica Nacional,
Bogota. http://repository.pedagogica.edu.co/handle/20.500.12209/186

Gutiérrez, R. E,, Prieto, J. L.y Ortiz, J. (2017). Matematizacion y trabajo matematico en la
elaboracion de simuladores con GeoGebra. Educacion Matemdtica, 29(2), 37-68.
http://dx.doi.org/10.24844/EM2902.02

Hohenwarter, J, Hohenwarter, M. y Lavicza, Z. (2009). Introducing dynamic mathematics
software to secondary school teachers: the case of GeoGebra. Journal of Computers
in Mathematics and Science Teaching, 28(2), 135-146.

Laborde, C. (1997). Cabri-gedmetra o una nueva relacion con la geometria. In: Puig, L.
(Org)). Investigar y ensenar. Variedades de la educacion matemdtica, (pp. 33-48). Una
Empresa Docente e Grupo Editorial Iberoamérica.

Lerman, S. (1992). The function of language in radical constructivism: A Vygotskian
perspective. In: Geeslin, W,; Graham, K. (Orgs.). Proceedings of 16th Conference of
International Group for the Psychology of Mathematics Education (Vol. 2, pp. 40-47).
New Hampshire, United States: PME.

Manghi Haquin, D. (2010). Recursos semioticos del profesor de matematica: funciones
complementarias del habla y los gestos para la alfabetizacion cientifica escolar. Estu-
dios pedagdgicos, 36(2), 99-115. https://doi.org/10.4067/S0718-07052010000200006

McNeill, D. (1992). Hand and mind:- What gestures reveal about thought. Chicago: Uni-
versity of Chicago Press.

Pantano, 0. (2014). Medios semidticos y procesos de objetivacion en estudiantes de tercer
grado de primaria al resolver tareas de tipo aditivo en los naturales. (Trabajo para
optar al grado de Magister). Universidad Pedagégica Nacional, Bogota.

Piedra, R. (2018). El papel del trabajo en el desarrollo del pensamiento humano. HYBRIS,
9(2), 173-206. http://dx.doi.org/10.5281/zenodo.1578164

Powell, A. B. y Silva, W. (2015). O video na pesquisa qualitativa em educacao matematica:
investigando pensamentos matematicos de alunos. In: Powell, A. B. (Org.). Métodos
de pesquisa em educa¢do matemdtica usando escrita, video e internet (pp. 15-60).
Campinas, SP: Mercado de Letras.

Prieto, J. L.y Diaz-Urdaneta, S. (2019). Un itinerario de investigacion alrededor de la
elaboracion de simuladores con GeoGebra. Acta Latinoamericana de Matemdtica
Educativa, 32(1), 668-674.

Prieto, J. L.y Gutiérrez, R. E. (2017). (Comps.). Memorias del Ill Encuentro de Clubes Geo-
Gebra del Estado Zulia. Maracaibo: Aprender en Red.

EDUCACION MATEMATICA, VOL. 32, NUM. 1, ABRIL DE 2020 129



Irene V. Sdnchez Norono, Juan Luis Prieto G, Rafael Enrique Gutiérrez Araujo y Stephanie Diaz-Urdaneta

Prieto, J. L.y Ortiz, J. (2019). Saberes necesarios para la gestion del trabajo matematico
en la elaboracion de simuladores con GeoGebra. Bolema, 33(65), 1276-1304.
http://dx.doi.org/10.1590/1980-4415v33n65a15.

Radford, L. (2006). Elementos de una teoria cultural de la objetivacion. Revista Latinoa-
mericana de Investigacion en Matemdtica Educativa, 9(Extraordinario 1), 103-129.
http://www.clame.org.mx/relime.htm

Radford, L. (2011). Embodiment, perception and symbols in the development of early
algebraic thinking. In: Ubuz, B. (Org.). Proceedings of the 35th Conference of the
International Group for the Psychology of Mathematics Education (Vol. 4, pp. 17-24).
Ankara, Turkey: PME.

Radford, L. (2013a). Three key Concepts of the theory of objectification: Knowledge,
knowing, and learning. Journal of Research in Mathematics Education, 2(1), 7-44.
http://doi.dx.org/10.4471/redimat.2013.19

Radford, L. (2013b). En torno a tres problemas de la generalizacion. In: Rico, L,; Canadas,
M. C; Gutiérrez, J; Molina, M.y Segovia, I. (Orgs.). Investigacién en Diddclica de la
Matemadtica. En homenaje a Encarnacion Castro (pp. 3-12). Editorial Comares.

Radford, L. (2014). On the role of representations and artefacts in knowing and learning.
Educational Studies in Mathematics, 85(3), 405-422. https://doi.org/10.1007/
510649-013-9527-x

Radford, L. (2015). Methodological aspects of the theory of objectification. Perspectivas
da Educacao Matemdtica, 8(18), 547-567.

Radford, L. (2017a). Aprendizaje desde la perspectiva de la teoria de la objetivacion. In:
Damore, B; Radford, L. (Orgs.). Ensenanza y aprendizaje de las matemadticas: proble-
mas semioticos, epistemologicos y culturales (pp. 115-136). Universidad Distrital
Francisco José de Caldas.

Radford, L. (2017b). Ser, subjetividad y alienacion. In: D'amore, B.; Radford, L. (Orgs.).
Ensenanza y aprendizaje de las matemdticas: problemas semioticos, epistemoldgicos
y culturales (pp. 139-165). Universidad Distrital Francisco José de Caldas.

Radford, L. (Diciembre, 2018a). Ftica comunitaria de la Teorfa de la Objetivacion. Confe-
rencia presentada en el Seminario Discusiones sobre Teorfas Socioculturales y Eticas
presentes en la practica de los docentes de matematicas de la Universidad Catdlica
Silva Henriquez, Santiago de Chile, Chile.
<https://wwwyoutube.com/watch?v=Age-EmXa_LI>.

Radford, L. (2018b). Questdes em torno da Teoria da Objetivacao. Obutchénie. Revista de
Diddtica e Psicologia Pedagdgica, 2(1), 230-251. https://doi.org/10.14393/
OBv2n1a2018-12

130 EDUCACION MATEMATICA, VOL. 32, NUM. 1, ABRIL DE 2020



Sobre 0s processos de objetivacao de saberes geométricos..

Radford, L., Demers, S, Guzman, J. y Cerulli, M. (2003). Calculators, graphs, gestures and
the production of meaning. En N. Pateman, B. Dougherty y J. Zilliox (Eds.), Proceedings
of the 27 Conference of the international group for the psychology of mathematics
education (PME27-PMENA25) (pp. 55-62). University of Hawaii.

Radford, L., Edwards, L. y Arzarello, F. (2009). Beyond words. Educational Studies in
Mathematics, 70(2), 91-95. https://doi.org/10.1007/s10649-008-9172-y

Sabena, C, Robutti, O, Ferrara, F y Arzarello, F. (2012). The development of a semiotic frame
to analyse teaching and learning processes: Examples in preand post-algebraic con-
texts. En Coulange, L; Drouhard, J. P; Dorier, J. L. y Robert, A. (Orgs.). Recherches en
Didactique des Mathématiques, Numéro spécial hors-série, Enseignement de lalgebre
élémentaire: bilan et perspectives (pp. 231-245). La Pensée Sauvage.

Sdenz-Ludlow, A. y Athanasopoulou, A. (2008). The Gsp As A Technical-Symbol Tool. In:
Radford, L; Schubring, G; Seeger, F. (Orgs.). Semiotics in mathematics education: epis-
temology, history, classroom, and culture (pp. 195-204). Sense Publishers.

Sanchez, |. y Prieto J. L. (2017). Caracteristicas de las practicas matematicas en la
elaboracion de simuladores con GeoGebra. Numeros, Revista de Diddcticas de las
Matemdticas, (96), 97-101.

Vergel, R. (2015). Generalizacion de patrones y formas de pensamiento algebraico tem-
prano. PNA. Revista de Investigacion en Diddctica de la Matemadtica, 9(3), 193-215.
http://digibug.ugres/handle/10481/34991

Wenger, E. (2001). Comunidades de prdctica. Aprendizaje, significado e identidad. Madrid:
Paidos.

IRENE V. SANCHEZ NORONO

Direccion:  Facultad de Ciencias Humanas de la Universidad Arturo Prat (UNAP),
Chile. Av. Arturo Prat, 2120. CP: 1100000 (Iquigue, Chile).

EDUCACION MATEMATICA, VOL. 32, NUM. 1, ABRIL DE 2020 131



ARTICULOS DE INVESTIGACION DOI: 10.24844/EM3201.06
<Como nos va en Matematicas?: La calidad de la

influencia de pares y la predisposicion personal
hacia el aprendizaje en un contexto
de segmentacion socioeducativa

How are we doing in Mathematics?: The quality of the influence
of peers and personal predisposition towards learning in a
context of socio-educational segmentation

Carlos René Rodriguez Garcés!
Geraldo Bladimir Padilla Fuentes?

Resumen: Este trabajo analiza los resultados de la prueba SIMCE Matematicas
2014 aplicada a los 2° anos de Ensenanza Media en Chile mediante modelos
de Regresion Lineal Multiple, poniendo énfasis en variables estructurales, inter-
medias e individuales. Se reportan Correlaciones Pearson, Parciales y Semi-par-
ciales, dando cuenta de la interaccion entre el puntaje de los estudiantes (PJE)
y variables como el perfil actitudinal favorable hacia las Mateméticas (PREDISP)
y la calidad educativa del efecto pares (INSUF). Los analisis de RLM informan
relaciones significativas entre todas las variables del modelo y el puntaje, prin-
cipalmente los aportes de INSUF y PREDISP a la variabilidad explicada, persistentes
aun controlando la interaccion por el resto de predictores. Al segmentar los
resultados por sexo, se evidencia que la feminizacion del curso beneficia leve-
mente el rendimiento de los varones en el grupo. Se concluye que en el rendi-
miento de este tipo de pruebas interviene habilidad y predisposicion hacia el
aprendizaje, las cuales se potencian o limitan en virtud de la calidad educativa
de la influencia de pares y composicion social que tenga el alumnado.
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Palabras claves: Rendimiento escolar, SIMCE, calidad en la educacién, Predis-
posicion al aprendizaje.

Abstract: This paper analyzes the results of the 2014 SIMCE Mathematics test
applied to the 2nd year of secondary education in Chile using Multiple Linear
Regression models, emphasizing structural, intermediate and individual variables.
Partial and Semi-partial Pearson correlations are reported, informing the interaction
between the students’ scores (PJE) and variables such as the favorable attitudinal
profile towards Mathematics (PREDISP) and the educational quality of the peer
effect (INSUF). The RLM analyzes report significant relationships between all the
variables of the model and the score, mainly the contributions of INSUF and PREDISP
to the variability explained, persistent even controlling the interaction by the rest of
the predictors. When segmenting the results by sex, it is evident that the feminization
of the course slightly benefits the performance of the males in the group. It is
concluded that the performance of this type of tests intervenes skill and predispo-
sition towards learning, which are strengthened or limited by virtue of the educational
quality of the influence of peers and social composition that students have.

Keywords: School performance, SIMCE, quality education, predisposition to
learning.

INTRODUCCION

Entablar debates sobre educacion es siempre una tarea sujeta a complejidades
y matices. La diversidad de contenidos, problematicas y perspectivas que de ella
se desprenden solo es superada por la naturaleza de los fendomenos que con-
tiene. En el sistema educativo chileno pese al significativo esfuerzo por superar
los problemas de inclusion y desercion temprana, persisten historicas dificultades
para erradicar la segmentacion y segregacion escolar, problematicas que discu-
rren con otros fendmenos emergentes. La escuela evidencia segmentadas capa-
cidades para instalar habilidades escolares, entendidas como dominio curricular
expresado en una calificacion, asi como debilidades en la generacién de com-
petencias sociales para el desarrollo personal y social de sus estudiantes.

El rendimiento académico, componente sustancial del mecanismo evaluativo del
sistema escolar, es un constructo complejo que no es solo expresion de la aptitud,

EDUCACION MATEMATICA, VOL. 32, NUM. 1, ABRIL DE 2020 133



Carlos René Rodriguez Garcés y Geraldo Bladimir Padilla Fuentes

motivacion y dedicacion del estudiante para con su aprendizaje, sino también de
las capacidades pedagdgicas y disciplinares del profesorado, la gestion educativa
institucional y caracteristicas del entorno escolar y familiar. Variables individuales,
intermedias y estructurales que en su interaccién generan un sistema heterogéneo
de condicionamientos multicausales (Erazo, 2012; Huy, Casillas, Robbins y Langluy;
2005; Gomez, Oviedo y Martinez, 2011). Usualmente el rendimiento del estudiante
es evaluado a través de métodos cuantitativos y, por medio de una puntuacion o
nota procura reflejar con cierto rigor métrico el nivel de dominio que tiene sobre los
contenidos del curriculum escolar vigente (Beguet et al, 2001), y en términos agru-
pados, es reflejo también de la calidad de los procesos educativos.

A nivel individual, el rendimiento académico estaria intimamente relacionado
con las habilidades y conocimientos previos del estudiante, reconociéndose el
esfuerzo como factor, mas no como un determinante (Jano y Ortiz, 2003). Existe
ademas la controvertida creencia, sostenida en los resultados de algunas prue-
bas estandarizadas, que vincula a los hombres con un mejor rendimiento en
los subsectores curriculares asociados con la l6gica y el razonamiento, siendo
percibidos con un perfil mas matematico que sus pares mujeres, a quienes se
relaciona con habilidades linglisticas y socioafectivas (Inglés, Diaz, Garcia, Ruiz,
Delgados y Martinez, 2012; Madrid, 2006; Echavarri, Godoy y Olaz, 2007; Trevino,
Valdés, Castro, Costilla, Pardo y Donoso, 2010).

Desde una perspectiva tradicional son la capacidad intelectual y la aptitud
las variables cognitivas mas relevantes, aun cuando hay quienes han demos-
trado que éstas explicarian tan solo 10% del rendimiento escolar (Lozano, Gon-
zalez, NUfez, Lozano y Alvarez, 2001). Estudios recientes otorgan preponderancia
en este ambito a componentes motivacionales, de predisposicion actitudinal,
estrategias de autorregulacion y persistencia en la tarea. El perfil actitudinal del
estudiante con base a representaciones de seguridad, confianza, capacidad
percibida para la resolucion de problemas, tolerancia a la frustracion, predispo-
nen a determinados niveles de logro (Erazo, 2012). Por ejemplo, la motivacién crece
como factor explicativo del rendimiento de los estudiantes, influyendo no solo en la
adquisicion de conocimientos circunscritos al curriculum, sino en su predisposicion
hacia el aprendizaje voluntario de contenidos adicionales y de calidad (Camacho y
Del Campo, 2013), actitud orientada al éxito y atribucion de logros al esfuerzo propio
(Boza y Toscano, 2012), activacion de estrategias cognitivas y de autorregulacion
(Cerezo y Casanova, 2004), mejoramiento de las relaciones psicosociales y de
satisfaccion en el aula (Paiva y Saavedra, 2014), reduccion del temor al fracaso
y entropia del curso (Barca, Almeida, Porto, Peralbo y Brenlla, 2012); en sintesis,
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relevan la importancia del desarrollo de una visién positiva hacia el estudio
(Orellana 'y Segovia, 2015).

Aun siendo consistente y valido, en tanto reflejo de un determinado aprendizaje
o0 logro de objetivos curriculares preestablecidos, el rendimiento escolar no es
producto de una Unica capacidad exhibida, inherentemente atribuida al sujeto,
sino resultado sintético de un conjunto de factores que actiian en y desde la
persona que aprende (Pita y Corengia, 2005). Respecto de variables estructurales
o intermedias, el rendimiento se ve influenciado por condiciones de tipo escolar e
infraestructura institucional (aulas, equipamiento, herramientas educativas) que
delimitan un control de clima escolar, liderazgo institucional y regulacién de com-
portamientos que tributan a su mejoramiento (Erazo, 2012). Si aceptamos esta
diversidad de variables, transitamos desde la medicion estrictamente unidimensio-
nal y objetiva hacia un enfoque multidimensional que contempla en la discusion
factores personales y sociales o de contexto que influyen en el rendimiento de los
estudiantes. Elementos como el estilo de aprender, la capacidad intelectual, las
estrategias de estudio, condicion econdmica, escolaridad de los padres y/o el
entorno social (Alonso, Gallego y Honey, 1999), tienen un efecto intermediario entre
la cognicién'y sus indicadores objetivos (Omar, Urteaga, Delgado y Formiga, 2010).

Bajo los anteriores supuestos, las variables de aula configuran parte del
rendimiento que exhibe el estudiante en diversos subsectores de aprendizaje,
permitiendo a nivel agregado identificar diferencias en los resultados de pruebas
estandarizadas que éstas no pueden explicar a nivel individual. Por ejemplo, el
trabajo pedagogico con grupos pequenos beneficiaria el rendimiento escolar,
tal y como exponen en su estudio Montero, Villalobos y Valverde (2007), mientras
el buen rendimiento generalmente exhibido en grupos grandes seria un efecto
enmascarado, con varios preceptos pedagdgicos en contra.

Por otra parte, la presencia femenina tributaria a mejorar las calificaciones
a nivel individual y del grupo curso. A medida que la mixturizacion de género
en el curso alcanza proporciones optimas mejoran las condiciones para el
aprendizaje en el aula y el tipo de socializacion a través de la instalacion de pro-
cesos de coeducacion entre hombres y mujeres (Villalobos, Wyman, Schiele y
Godoy, 2016). La orientacion hacia las metas de aprendizaje significativo que
mostrarian las mujeres, a diferencias de las de refuerzo social que persiguen los
varones (Inglés y cols, 2012), su capacidad en la resolucion de conflictos median-
te el didlogo por sobre el uso de la violencia fisica (Tijmes, 2012) y el mayor
interés, actitud y habilidades sociales para estudiar que demuestran en compa-
racién a los hombres (Echavarri, Godoy y Olaz, 2007; Cano, 2000), hace de la
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feminizacion del espacio educativo un factor relevante en la instalacion de
competencias cognitivas y habilidades sociales en el aula.

La calidad del clima de aula repercute en los niveles de apropiacién, profun-
didad y cobertura del curriculum. Espacios de convivencia deteriorada por la
falta de disciplina y respeto entre pares, 0 escasa preocupacion y retroalimenta-
cion docente, inhiben la efectividad de la accién pedagdgica generando un
desgaste profesional. Situacion relevante, toda vez que el rendimiento escolar
variara segun los métodos y materiales didacticos utilizados, la motivacion de
los estudiantes y el tiempo dedicado por los profesores a la preparacion de sus
clases (Durén y Oropeza, 1999; Valenzuela, 2007).

Todos estos factores, presentes ab origene pero de interés contemporaneo, han
ampliado el campo de conocimiento acerca del rendimiento escolar. Su asociacion
con perfiles actitudinales favorables, feminizacién de los grupos, percepcion del
clima del aula y calidad educativa de la influencia de pares, es significativa. En la
medida que el aprendizaje se suscita en un contexto relacional y no condicionado
Unicamente por factores individuales del estudiante ni competencias disciplinares
y pedagogicas del propio docente, el abordaje de las condiciones y composicion
de aula aporta precision y profundidad a los analisis sobre aprovechamiento
educativo, cuyos hallazgos brindan la posibilidad de orientar propuestas concretas
de intervencion pedagogica en estas areas no tradicionales del aprendizaje.

En concordancia con lo descrito, este trabajo tiene como objetivo analizar el
comportamiento del rendimiento en las pruebas SIMCE Matematicas aplicada
a estudiantes de Segundo Ano de Ensefanza Media en el ano 2014. Mediante
modelos de Regresion Lineal Multiple, se busca establecer la capacidad predic-
tiva que tienen sobre el rendimiento en SIMCE Matematicas (PJE) las variables
independientes: Predisposicion actitudinal hacia el aprendizaje de las matema-
ticas (PREDISP); Percepcion del clima de aula (CLIMA); Mixturizacion de género
del curso (FEM); Calidad educativa de la influencia de pares (INSUF); y Compo-
sicion socioeconomica del alumnado (GSE).

METODOLOGIA
MUESTRA
La muestra esta constituida por 241.730 estudiantes distribuidos en un total de

7.133 cursos correspondientes a Segundo ano de Ensenanza Media, los cuales
participaron en Chile del proceso de medicion SIMCE 2014. Las unidades educativas
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fueron seleccionadas automaticamente mediante la identificacion del estudiante
que cursa educacion secundaria, por lo cual estan exentas solamente aquellas que
ofrecen exclusivamente primaria.

Es un grupo homogéneamente distribuido por sexo (50,2% son mujeres), con
una preponderante presencia de residentes urbanos (96,7%). En su mayor parte
asisten a establecimientos de administracién Particular Subvencionada (57,9%) vy
son de nivel socioeconémico Bajo y Medio Bajo (55,8%), conforman grupos de
tamano heterogéneo con una media de 35.7 alumnos por curso, donde cerca de un
tercio registra mas de 40 integrantes (28,6%). En las pruebas SIMCE Matematicas
solo 23.7% de los estudiantes registra un nivel de logro adecuado, esto es, exhibe
una apropiacion pertinente de los contenidos del curriculum vigente, con lo cual
puede resolver gran cantidad de ejercicios directamente, seleccionando y organizan-
do informacion. Por otra parte, un significativo 43.5% no supera los 252 puntos
SIMCE, situandose en un nivel de logro insuficiente, por lo que escasamente cuentan
con los aprendizajes elementales sobre conceptos y procedimientos del razonamien-
to matematico para el ano académico en que se encuentran.

Tabla 1: Caracterizacion de la muestra de estudio

Estudiantes

Sexo:

- Hombre 498
- Mujer 50,2
Dependencia

- Municipal 338
- Part. Subvencionado 57,9
- Part Pagado 83
GSE

- Bajo/Medio Bajo 55,8
- Medio 235
- Medio Alto/Alto 217
Nivel de logro SIMCE Mat

- Insuficiente 435
- Elemental 328
- Adecuado 237

Fuente: SIMCE 2014.
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INSTRUMENTO

El sistema de la Medicion de la Calidad de la Educacion en Chile esta confor-
mado por una bateria de pruebas estandarizadas para cada uno de los subsec-
tores del curriculum. Adicionalmente, se retine informacion aportada por los
miembros de la comunidad educativa (profesores, estudiantes y apoderados)
respecto de distintos tdpicos vinculados directa o indirectamente al proceso de
aprendizaje mediante la cumplimentacion de cuestionarios de contexto.

Para efectos de esta investigacion se hace uso explicitamente de los resul-
tados de la Prueba SIMCE Matematicas correspondientes a Segundo ano de
Ensenanza Media o Secundaria del proceso de medicion 2014. Datos de puntaje
y nivel de logro alcanzado en la Prueba SIMCE Matematicas que es comple-
mentada con informacion extraida de los cuestionarios de contexto contestados
por los propios estudiantes. De estos instrumentos se agregan las variables/
indices Predisposicion favorable hacia las matematicas (PREDISP) y Percepcion
del clima de aula en que acontece el aprendizaje (CLIMA). A un nivel mas
agregado, considerando como unidad de andlisis atributos del grupo curso o
colegio, se incorporan las variables de capital cultural y socioeconémico de los
alumnos que preferentemente atiende el establecimiento (GSE), la mixturizacion
de género expresada en la proporcion de mujeres que integran el grupo curso
(FEM)y la calidad de la exposicion de pares con base al rendimiento que obtiene
la unidad educativa en SIMCE Matematicas (INSUF).
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VARIABLES

Puntaje Matematicas
estudiante

Género

GSE
(GSE)

Mixturizacion de
género
(FEM)

Clima de aula
(CLIMA)

Predisposicion
favorable hacia las
Matematicas
(PREDISP)

Nivel de rendimiento
insuficiente
(INSUF)
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Descripcion

Nivel de logro exhibido en el dominio del curriculum expresado en
puntaje SIMCE. Tiene un recorrido continuo entre 150 y 400 puntos
(variable dependiente o de respuesta).

Sexo del estudiante (0= hombre; 1= mujer).

Variable ordinal expresada en 5 niveles de medicion que hace referen-
cia al grupo o categoria en que se sitla el establecimiento en razén de
la configuracion socioecondmica del estudiantado que atiende (0=
Bajo; 1= Medio Bajo; 2= Medio; 3= Medio Alto; 4= Alto).

indice que da cuenta de la presencia femenina dentro de los grupos
curso. Variable categorizada con base a la proporcion de mujeres exis-
tentes en el curso (Escasa= <30; Moderada= entre 31y ,65; Alta= >65).

Percepcion de los estudiantes en torno al respeto a las normas de
convivencia, organizacion y seguridad del espacio que comparten, re-
portada a través de los cuestionarios de contexto. Indice que se cons-
truye a partir de la composicion aditiva de 11 items de respuesta
graduada en 4 niveles (minimo=11/méximo=44). Variable continua tipi-
ficada y categorizada en 3 niveles (Deficiente= <-1 o; Regular= entre -1
oy 1 o; Buena=>1 o).

Predisposicion actitudinal del estudiante en torno a sus gustos y prefe-
rencias en el enfrentamiento curricular de las Matematicas. [ndice que
se construye desde los reportes de los cuestionarios de contexto a partir
de la composicion aditiva de 4 items de respuesta graduada en 5 nive-
les (minimo=5/maximo=20), tipificada t categorizada en 3 niveles
(Baja= <-1 o; Media= entre -1 o y 1 o; Alta= >1 o). Variable continua
tipificada y categorizada en 3 niveles (Baja= <-1 o; Media=entre -1 o y
1 o; Alta= >1 o).

Proporcién de estudiantes por curso que exhiben puntajes deficientes
en SIMCE Matematicas, siendo expresion de la calidad de la influencia
de pares sobre el estudiante. Transita entre 0 y 1, mientras mds cercano
a 1 peor es la calidad educativa del grupo. Para efectos de representa-
cién esta variable tambien se categoriza con base a las proporciones
(Baja= <30; Medio= entre 30 y 65; Alta= >65).
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PROCEDIMIENTO

Luego de un analisis exploratorio de las Bases de Datos (Resultados SIMCE Mate-
madticas 2° Medio 2014y Cuestionarios de contexto estudiantes 2° Medio SIMCE
2014), en que se controlan valores anomalos y datos perdidos, se procede a ela-
borar indices y colapsar variables. En especifico, a nivel de curso se estructuraron
indices de mixturizacion de género (FEM) y proporciones de estudiantes con ren-
dimiento insuficiente (INSUF). A nivel de estudiante, se generaron los indices
mediante la accion aditiva de un conjunto de items referentes a la percepcion del
clima de aula (CLIMA) y perfil actitudinal que tienen hacia las matematicas (PRE-
DISP). Nuevas variables que, junto a la conformacion socioeconémica del estu-
diantado de la unidad educativa (GSE), fueron transferidas desde los cuestionarios
de contexto hacia la base de trabajo utilizando como semilla el folio del estudiante
(IDALUMNO) y el cédigo del curso (COD_CURSO).

Atendiendo a las caracteristicas del espacio bivariante, se analizan las medias
de los puntajes de los estudiantes a nivel general, distinguiendo por sexo, con-
trolando segun atributos individuales y estructurales del grupo curso. En estos
contrastes de hipdtesis se aplicaron los test estadisticos t de Student para mues-
tras independientes (t,,,). Adicionalmente se elabora una matriz de correlaciones
(r,) expresion de la asociacion y variacion entre pares de indices, se construyen
graficos de linealidad a fin de resguardar el cumplimiento de los requisitos para
los andlisis de Regresion lineal Mdltiple (RLM) posteriores.

En términos generales interesa mostrar el efecto que el aumento en unidades
de FEM, INSUF, PREDISP, CLIMA y GSE tiene sobre PJE (variable de respuesta), y
que en su conjunto entregan un porcentaje de variabilidad explicada por el
modelo respecto del fenémeno de estudio (Modelo General). Reconociendo que
la expresion estadistica de estos predictores pudiese tener un comportamiento
diferenciado con base a atributos no contemplados por el modelo, es que se
decidio replicar la RLM segmentando también por sexo del estudiante, a fin de
evidenciar posibles diferencias significativas en los puntajes segun la naturaleza
de la variable de control.

Se aplican modelos RLM, paso a paso, procurando discriminar respecto de
la aportacion que tiene el regresor en la capacidad predictiva del modelo. Si bien
los sucesivos modelos relevan la importancia de las variables explicativas INSUF
y PREDISP muy por sobre los otros predictores (FEM, GSE y CLIMA), se tomo la
decision metodoldgica de incorporarlos igualmente en el analisis (Modelo Gene-
ral). Esto en atencion a su preponderancia teorica, sea como estructurante del
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Sistema Escolar chileno, como lo es la composicion socioecondémica del alum-
nado (GSE) o configuradora de las condiciones en que se suscita el aprendizaje
(CLIMA y FEM). No obstante, con base al principio de parsimonia y bajo aporte
predictivo de las variables CLIMA, FEM y GSE, se opta por estructurar un sequndo
modelo de RLM (Modelo Reducido), contemplando solo los predictores de mayor
variabilidad explicada (PJE~INSUF+PREDISP).

Complementariamente se exhiben correlaciones Parciales y Semi-parcia-
les para determinar las contribuciones que hacen los predictores a la variable
PJE, junto con explorarse la bondad de ajuste del modelo en razén de los
criterios de error estandar, ANOVA y coeficientes de determinacién general/
ajustado.

RESULTADOS

En la tabla 2 muestra los rendimientos promedio en SIMCE Matematicas de los
estudiantes en general y por sexo segun atributos personales y de su grupo
curso. El puntaje promedio que registran en esta prueba es de 264,6 puntos
(£67,7), con una diferencia estadisticamente significativa a favor de los varones
[t,,~15021; gl=181.850; p<0,01], aunque pequena al momento de estimar el
tamano del efecto [Cohen’s d=,0709981; TE=,0354767].

De acuerdo al perfil del estudiante se observan mejoras significativas en
el nivel de logro exhibido en la prueba SIMCE Matematica en razén de una
mas favorable predisposicion que se tenga con y para el aprendizaje de los
contenidos de este subsector [PREDISP; F=13324,5; gl=2; p<0,01], y la mejor
percepcion que se tenga del clima del aula [CLIMA; F=82848; gl=2; p<0,01].
En términos agregados, los rendimientos mejoran conforme aumenta el capital
cultural o nivel socioeconomico del establecimiento [GSE; F=19168,02; gl=4;
p<0,01]; existe una menor proporcion de estudiantes al interior del curso que
presentan un nivel insuficiente de rendimiento en Matematicas, como expre-
sion de las condiciones de educabilidad o calidad de la influencia de pares
[INSUF; F=52197,8; gl=2; p<0,01]; y la presencia de mujeres se vuelve predo-
minante [FEM; F=9486; gl=2; p<0,01].
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Tabla 2: Puntajes SIMCE Matematicas estudiantes Sequndo Ao Medio

Hombre Mujer Total
Variables (%) x (ds) x (ds) x (ds)
Actitud Matematicas (PREDISP)!
- Deficiente (19,1) 2356 (61,2) 2389 (58,6) 2376 (59,6)
- Regular (62,8) 260,7 (639) 269,1 (638) 2605 (63,9)
- Buena (18,1) 3163 (621) 3143 (59,8) 3155 (61,1)
Clima de aula (CLIMA)?
- Deficiente (14,1) 251,9 (69,1) 2482 (65,9) 2501 (67,6)
- Regular (72,0) 271,0 (68,0) 2655 (66,2) 2682 (67,2)
- Buena (139) 2743 (67,1) 2711 (653) 2726 (66,1)
Nivel Socioecondmico Establecimiento (GSE)?
- Bajo (21,9) 220,22 (52,6) 2139 (51,0) 2172 (51,9)
- Medio Bajo (33,9) 2459 (60,2) 2391 (57,9) 2426 (59,2)
- Medio (235) 284,9 (60,3) 2783 (584) 2815 (594)
- Medio Alto (121) 3129 (56,7) 3036 (54,7) 3080 (55,9)
- Alto (86) ' 336,7 (52,8) 331,1 (49,3) 3339 (51,2)
Nivel insuficiencia Matematicas (INSUF)*
- Alta (52,3) 2207 (51,4) 2154 (49,3) 2181 (50,4)
- Media (24,2) 2735 (537) 265,6 (52,6) 2695 (533)
- Baja (235) 3183 (49,2) 3103 (47,6) 3141 (485)
Mixturizacion de género (FEM)®
- Escasa (104) 2405 (61,6) 247,9 (65,6) 2422 (62,6)
- Moderada (73,1) 2680 (68,7) 261,1 (66,6) 2645 (67,7)
- Alta (16,6) 2724 (65,7) 2674 (66,3) 2682 (66,3)
General 2670 (68,6) 2622 (66,6) 2646 (67,7)

variable continua tipificada y categorizada en 3 niveles (Baja= <-1 o; Media=entre -1 o y 1 o;
Alta= >1 o).

Zvariable continua tipificada y categorizada en 3 niveles (Deficiente= <-1 o; Regular=entre -1 ¢ y
1 o; Buena=>1 o).

3variable ordinalizada en 5 categorias construida como indice compuesto por la escolaridad e in-
gresos de los apoderados del establecimiento y el indice de Vulnerabilidad de los estudiantes defi-
nido por JUNAEB.

‘variable categorizada con base a las proporciones de estudiantes con bajo rendimiento en Mate-
maticas en el curso (Baja= <30; Medio= entre ,30 y ,65; Alta= > 65).

5 variable categorizada con base a la proporcion de mujeres existentes en el curso (Escasa= <30;
Moderada= entre 31y ,65; Alta= >,65).

Fuente: SIMCE 2014. Elab. Propia.
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La matriz de correlaciones del Tabla 3 evidencia relaciones intensas y signi-
ficativas de la variable respuesta (PIE) con cada una de las independientes,
particularmente elevadas con INSUF [R ;= -663; P<0,001], GSE [R ,=542; P<0,001]
y PREDISP [R,=403; P<0,001]. Menos relevante pero igualmente significativos
son los coeficientes de correlacion para las variables FEM [R ;=121; P<0,001] y
CLIMA [R5=102; P<0,001].

Tabla 3: Matriz de Correlaciones

PIE FEM GSE INSUF PREDISP
FEM1 121
GSE2 542+ 124
INSUF3 -663* 165" 677
PREDISP4 A403* -020* 062 -075*
CLIMA5 ,102* ,056* 017 -109* 204+

Fuente: SIMCE 2014. Elab. Propia.

Por otra parte, se observan bajas correlaciones entre las variables independientes
utilizadas en el modelo, reduciendo los problemas de sobreestimacion por mul-
ticolinealidad. La excepcion la constituye GSE, variable que en su relacion con
el rendimiento escolar del curso en matematicas (INSUF) exhibe un coeficiente
de correlacion elevado [R ;= -677; P<0,001]. Cabe hacer presente aqui que dados
los procesos de segmentacion socioeducativa del sistema escolar chileno con
base al capital cultural y econémico familiar, la variable GSE es un componente
estructural del rendimiento académico, por lo que se opta mantenerla en el
modelo no obstante el comportamiento descrito.

Aplicada Regresion Lineal Mdltiple con las variables antes senaladas (Tabla
4), se obtiene un modelo predictor (Modelo General) del rendimiento académico
[F=3,759e+04; gl= 5y 145702; p-value<0,01], lo que permite aceptar en conse-
cuencia la existencia de un efecto real y significativo de las variables predichas
sobre el rendimiento en SIMCE Matematicas. En términos estadisticos el Modelo
General evidencia una alta capacidad predictiva, con una variabilidad explicada
del 56% (Multiple R-squared= 0.5633), la cual no evidencia cambios significativos
al ajustarse por tamano muestral (Adjusted R-squared= 0.5633). Estos resultados
dan cuenta de la pertinencia e importancia de las variables INSUF [t=-248,613;
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p-value<0,01], PREDISP [t=205,127; p-value<0,01], FEM [t=9,661; p-value<0,01],
GSE [t=23,326; p-value<0,01] y CLIMA [t=-23,281; p-value<0,01] al momento de
estimar las variaciones en los puntajes que los estudiantes pueden obtener en
SIMCE Mateméticas.

Cabe hacer presente que la incorporacion paso a paso de variables explica-
tivas mejora, como es logico, la variabilidad explicada del modelo, aunque de
forma menos relevante al incorporar GSE, CLIMA y FEM. De hecho, tan solo el
aporte que hacen INSUF y PREDISP alcanza el 56,1% en tanto R ajustado o de
la variabilidad explicada (Modelo Reducido). Si bien la mejora producida en la
estimacion por parte del resto de variables es escasa, buscando un equilibrio
entre la parsimonia y la inclusion de variables tedricamente importantes, se
decide incluirlas igualmente en uno de los modelos.

En consecuencia, la ecuacion que configura el rendimiento en nuestro Mode-
lo General viene definida por:

PIE= 245.043 + 5.513(FEM) + 3.220(GSE) - 129.714(INSUF) + 6.523(PREDISP) -
0.535(CLIMA)

Mientras en el modelo reducido:
PIE= 242369 - 137.927(INSUF) + 6.328(PREDISP)

Seguin el Modelo General, conforme aumenta la feminizacién (FEM) el rendi-
miento del curso mejora (+5,5 puntos). Similar comportamiento se observa al
analizar el perfil actitudinal favorable hacia las matematicas (PREDISP; +6,523
puntos) y la mejor condicion socioeconémica del establecimiento al que perte-
nece el estudiante (GSE; +3,220 puntos). A su vez, incidiria negativamente en el
rendimiento escolar del estudiante el deficiente nivel de logro exhibido por su
grupo curso en este subsector curricular (INSUF; -129,714 puntos).
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Tabla 4: Modelo regresion para rendimiento SIMCE Matematicas

Modelo General Modelo Reducido
Estimate Std. Error Tvalue Estimate Std. Error Tvalue
[coefstd] [coefstd] [Pr(>1th] [coefstd] [Pr(>1tD]
ey | 25083 |y | M| 220 || s
o e | o Lwm [
o | [ o [ ] | [
weoe | 0 | o | | g e |
CLIMA f(')53395] 023 '2[%;2*]81 - - -

Signif. codes: 0. *** 0.001 ** 0.01 * 0.05701"" 1.

Modelo General: Residual standard error: 42,53 on 145702 degrees of freedom (96022
observations deleted due to missingness). Multiple R-squared: 0.5633, Adjusted R-squa-
red: 0.5633. F-statistic: 3.759e+04 on 5 and 145702 DF, p-value: < 2.2e-16

Modelo Reducido: Residual standard error: 42.76 on 153537 degrees of freedom (88190
observations deleted due to missingness). Multiple R-squared: 0.5612, Adjusted R-squa-
red: 0.5612. F-statistic: 9.817e+04 on 2 and 153537 DF, p-value: < 2.2e-16

Nota: coefstd= coeficientes estandarizados de los regresores.

Fuente: SIMCE 2014. Elab. Propia.

Por otra parte, el Modelo Reducido que contempla solo las variables mas relevantes
(INSUF y PREDISP) muestra coeficientes de valor diferenciado pero de igual orien-
tacién al Modelo General, aunque estas diferencias se hacen irrelevantes al
momento de estandarizar los coeficientes. En efecto, mientras en el Modelo Gene-
ral el coeficiente estandarizado para PREDISP es de .35 en el Modelo Reducido se
posiciona en .34; a su vez, INSUF alcanza cifras estandarizadas de -58 y -.62
respectivamente.

Considerando las limitaciones que tiene en este tipo de analisis la interpre-
tacion directa de los coeficientes para determinar sus pesos predictivos, tanto
por razones de escala como por autocorrelacion, es que se hace necesario
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deslindar los aportes para determinar las contribuciones especificas al margen de
la variabilidad compartida.

Tabla 5: Correlaciones Pearson, Parciales y Semi-parciales.

r Pearson r Partial r semi partial
FEM, 121+ 025 017
GSE, S542%* 061 040
INSUF, -663* -546** -430
PREDISP, 403" AT3 355
CLIMA; ,102** 061 -040

**= significativo al 0,01
Fuente: SIMCE 2014. Elab. Propia.

Como se observa en el Tabla 5, las variables incorporadas al modelo correlacio-
nan significativamente con la variable de respuesta (PJE), especialmente intensas
con INSUF (r;=-663), GSE (r,, = 542) y PREDISP (r, =403). No obstante, al
controlar la relacion entre la variable dependiente (PJE) y su regresor eliminando
la variabilidad del conjunto de las otras variables incorporadas al modelo, se
observan cambios significativos en las correlaciones, siendo especialmente noto-
rias las reducciones establecidas a nivel de GSE (1,345 =061), FEM (1, 5345=025)
y CLIMA (15123, = -061). Regresores que bajo esta situacion de control que
establece la correlacion parcial registran reducciones que los hace estadistica-
mente poco significativos al modelo en comparacién a las aportaciones que
hacen las variables INSUF y PREDISP. Asi, los aportes concretos que hace cada
variable al modelo tomando en consideracion el cuadrado de las correlaciones
semi-parciales, o lo que es lo mismo, la proporcién de la variabilidad de Y debida
exclusivamente a la accion del regresor, viene determinada en términos de
importancia por INSUF y PREDISP, contribuyendo con un 185% y 12,6% al ren-
dimiento SIMCE Matematicas respectivamente, una vez eliminada la variabilidad
compartida con los demas predictores. Las demas variables explicativas (FEM,
GSE y CLIMA) tienen aportes marginales por debajo del 0,02%, no obstante se
toma la decisién de mantenerlas en el modelo por su relevancia tedrica justifi-
cada en la problematizacion.
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DISCUSION

Dentro del analisis bivariante inicial de comparacion de medias de los puntajes
alcanzados por los estudiantes de Sequndo Ano Medio en las pruebas SIMCE
Matematicas, cabe destacar tres argumentos centrales. Primero, las variables
individuales y las condiciones de educabilidad tienen un efecto en los puntajes.
Asi, la media general de 264,6 puntos varia positivamente entre los estudiantes
conforme existe alta predisposicion hacia el aprendizaje de las matematicas
(+50,9 ptos.) y manifiestan buena percepcion del clima de aula (+8 ptos); y entre
grupos a medida que mejor es su conformacién socioeconomica (+69,3 ptos),
cuentan con una pequena presencia de estudiantes con bajo dominio de con-
tenidos (+49,5 ptos) y poseen una alta proporcion de mujeres entre sus miembros
(+3,6 ptos). Especialmente interesante resulta el comportamiento de quie-
nes estan circunscritos a grupos socioecondémicos altos, presentando los
mejores puntajes de la muestra, en otras palabras, a la luz de los datos la tesis
de que la pertenencia a grupos privilegiados asegura en gran medida un buen
rendimiento no parece tan alejada de la realidad. Tal y como han expuesto
profusamente Bellei y Gonzalez (2003); Gil Flores (2011), Contreras, Gallegos vy
Meneses (2009), Gil (2006), Meneses, Parra y Zenteno (2005), Gallegos y Meneses
(2007), Larrocaou, Rios y Mizala (2013).

Segundo, desde la perspectiva cognitiva se establecen configuraciones de los
sistemas de pensamiento con base al género, donde cada sexo emplearia distintas
estrategias para resolver problemas (Echavarri, Godoy y Olaz, 2007), y junto con
ello manifestaria predilecciones motivacionales y actitudinales diferenciadas en
determinadas areas del curriculum (Cervini, Dari y Quiroz, 2015; Mayer, 2015). Si
bien nuestros datos informan de diferencias estadisticas significativas entre los
puntajes obtenidos en beneficio de los estudiantes varones, a nivel de tamafio del
efecto esta diferencia se hace practicamente irrelevante, al menos en lo que a este
grado de instruccion curricular de las matematicas respecta.

Tercero, cabe destacar que a medida que aumenta la proporcion de mujeres
en un curso mejor es el rendimiento de los miembros varones, y que frente a
una baja motivacion de aprendizaje hacia las matematicas, las mujeres parecen
ser mas responsables que los hombres en alcanzar buen rendimiento. La aso-
ciacion entre género y logro en Matematicas y Lenguaje en la educacion, o
‘efecto género” (Cervini, Dari y Quiroz, 2015), es una discusion de largo aliento
y documentada desde décadas, la cual si bien asocia a los hombres con mate-
maticas y a las mujeres con lenguaje, aun no queda claro desde qué edad lo
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hace (Leahey y Guo, 2001), a qué nivel de profundidad del desarrollo del curricu-
lum de las matematicas se evidencia con mayor intensidad, cuanto lo determina
el tipo de medicion realizada o si se ha reducido o mantiene estable (Tsui, 2007).

En un analisis de mayor profundidad, se aplicaron modelos de Regresion Lineal
Mdltiple. Las variables mas significativas y con mayor capacidad explicativa en tér-
minos de variabilidad explicada del rendimiento SIMCE Matematicas fueron predis-
posicion que manifiesta el estudiante hacia el aprendizaje en este subsector curricular
(PREDISP) y la calidad educativa del grupo curso, expresada en la proporcion de
estudiantes que perteneciendo a dicha unidad no logran reconocer y aplicar proce-
dimientos matematicos elementales para el nivel escolar en que se encuentran
(INSUF). Por otra parte, la mixturizacién de género del curso (FEM), el nivel socieco-
nomico del establecimiento (GSE) y el clima de aula en que acontece el aprendizaje
(CLIMA) resultan menos relevantes en aportacién al modelo, tanto como coeficiente
estandarizado, variabilidad explicada o correlacién semi-parcial.

Los esfuerzos individuales son imprescindibles para alcanzar logros educa-
tivos, encontrar sentido a los aprendizajes y darles valor de uso (Santos, 2003).
El estudiante puede convertirse en un agente activo de su aprendizaje, capaz
de diferenciarse positivamente del resto del grupo con base a sus habilidades y
predisposicién al aprendizaje (Lozano, Gonzalez, Nufnez, Lozano y Alvarez, 2001;
Gomez y Soares, 2013), a pesar de compartir caracteristicas socioculturales o
recibir similar calidad de ensefnanza. Un perfil actitudinal positivo (PREDISP) no
solo es expresion de habilidades intrinsecas en el dominio de las matematicas,
sino ademas fuente de motivacion, dedicacion y persistencia en la tarea, lo que
redunda en mejores y consistentes niveles de logro.

No obstante lo anterior, las habilidades y predisposicion favorable hacia el
aprendizaje de las matematicas siendo necesarias no son suficientes para garan-
tizar mejor rendimiento. Las cualidades inmanentes del sujeto reciben, en mayor
o menor medida, la influencia de caracteristicas del grupo que condicionan la
calidad de la experiencia de aprendizaje. Mejores desempenos educativos del
grupo curso inciden positivamente sobre los niveles de logro escolar; al contrario,
cuando aumenta la proporciéon de estudiantes que presentan dificultades para
comprender los contenidos, reconocer y aplicar procedimientos bdsicos a la
resolucion de ejercicios que involucran razonamiento matematico (INSUF), se
deteriora la calidad educativa de la influencia de pares en detrimento de los
niveles de logro exhibidos por el estudiante.

Otras variables socioeducativas o agregadas como expresion de las condi-
ciones de aula, tales como clima escolar (CLIMA) y mixturizacién de género
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(FEM), aunque significativas se constataron menos relevantes. En lo que a nues-
tros datos respecta la incidencia de la mujer al interior del grupo curso se observa
mas atenuada con ocasion de la influencia de los predictores INSUF y PREDISP
incorporados al modelo. No obstante ello, se constata que a medida que aumen-
ta la proporcion de mujeres lo hace también el rendimiento, efecto que se
acentua en el caso de los hombres. Inferencia que es consistente con la literatura
que establece que la presencia de mujeres a nivel de grupo curso favorece las
condiciones para el aprendizaje mediante la regulacion de comportamientos,
fomento de estrategias comunicativas para la resolucion de conflictos y organi-
zacion grupal (Villalobos et al 2016; Oyarzun, Estrada, Pino y Oyarzun, 2012;
Tijmes, 2012; Lozano et al, 2001).

Por su parte, el CLIMA de aula como predictor registra un comportamiento
contrario a lo esperado, cuya mejor percepcion por parte del estudiante afecta
negativamente los resultados del aprendizaje. Tradicionalmente un adecuado
ambiente escolar, como expresion de un clima de respeto y comunicacion entre
agentes educativos, preconfigura las condiciones favorables en que acontece el
proceso educativo (Aron, Milicic y Armijo, 2012). No obstante ello, cabe hacer
presente que contextos de aprendizaje, en particular aquellos con altos niveles
de exigencia, eventualmente tensionarian la relacion profesor-alumno, alterando
con ello la percepcion evaluativa que los estudiantes hacen y manifiestan como
valoracion del clima de aula. Esto presionaria, por otra parte, a los docentes a
reducir los niveles de exigencia y profundidad con que se aborda el curriculum
con el objetivo de asegurar el manejo de aula y no perder control. En conse-
cuencia, sacrifican el compromiso intelectual que conllevaria a un mayor nivel
de logro educativo para mantener el orden con mas facilidad. Ideas que estan
en linea de lo planteado también por Gazmuri, Manzi y Paredes (2015).

Si bien en el andlisis de RLM las variables explicativas PREDISP e INSUF
registran mayor capacidad predictiva, no podemos obviar que el capital cultural
familiar acumulado, el tipo de relaciones sociales establecidas, la disposicion de
recursos econémicos y el involucramiento parental en los procesos educativos
inciden significativamente en el rendimiento. Como correlato de la segmentacion
y segregacion econdémica que caracteriza estructuralmente al sistema educacio-
nal chileno, se observa una relacion entre nivel de logro en SIMCE Matematicas
(PJIE) y composicion socioeconomica del alumnado que atiende el establecimien-
to (GSE), donde a medida que mejora la condicion socioeconomica aumentan
también los puntajes, tanto del estudiante como del grupo curso. Ello expli-
carfa la fuerte y signifivativa correlacion que tiene GSE con PIE (r,= ,542) e
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INSUF (ry3= -663). De esta forma, se configuraria un sistema escolar donde la
diversidad intragrupo esta restringida a la interaccion entre estudiantes de carac-
teristicas socioeconomicas y rendimiento similares. Homogeneidad de varianza
interna que contrasta con la alta variabilidad observada entre unidades escolares
con base a procesos de segmentacion socioeducativos.

CONCLUSIONES

El mejoramiento del rendimiento escolar, medido en puntaje SIMCE, esta inti-
mamente relacionado con la homogenizacion social, cultural y economica de
las familias que adscriben a una determinada unidad escolar, asi como a la
calidad educativa de la influencia de pares. A medida que se escala por los
diferentes escenarios socio-escolares y se refinan los requerimientos de compo-
sicion del grupo, los puntajes aumentan. Se observan ademas las mas altas y
significativas intercorrelaciones precisamente entre rendimiento Matematicas
(PJE), conformacién socioeconomica del alumnado del establecimiento (GSE)
y volumen de estudiantes con escasa comprension y aplicacion de principios y
conceptos matematicos para este nivel de estudios, utilizada como proxy de la
calidad de la influencia educativa entre pares (INSUF).

En el espacio multivariante, los modelos de regresion determinaron signifi-
cacion estadistica de la totalidad de las variables estructurales, intermedias e
individuales analizadas (GSE, FEM, CLIMA, INSUF y PREDISP), las que aportan
en conjunto un 56,3% a la explicacion de la variabilidad de los puntajes SIMCE
Matematicas. Especialmente relevantes son las aportaciones de la calidad edu-
cativa de la influencia de pares (INSUF) y el perfil actitudinal del estudiante hacia
las matematicas (PREDISP), variables que por si solas aportan el 56,1% de la
variabilidad explicada. De este modo y a la luz del comportamiento de los datos,
la calidad, aprovechamiento y rendimiento de los contenidos de este subsector
curricular varfa significativamente en virtud de factores individuales y del con-
texto inmediato de la sala de clases. Si en el grupo curso hay una gran cantidad
de estudiantes con dificultades para comprender y aplicar principios matemati-
cos, no solo sus resultados seran bajos, sino que ademas las posibilidades de
superacion del resto del alumnado disminuiran. Asi, la predisposicion para
aprender puede encontrar sus limitantes en los bajos niveles de exigencia a los
que debe recurrir el profesor para salvaguardar la eficiencia escolar, en la escasa
motivacion extrinseca que se provee y/o el desinterés generalizado de los pares
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por adquirir unos conocimientos que pueden caracterizar como dificiles, incom-
prensibles y hasta poco utiles.

No obstante ser los factores individuales de predisposicion y aptitud percibida
para con el aprendizaje (PREDISP) y la calidad educativa de la influencia de
pares (INSUF) las variables de mayor capacidad explicativa (Modelo Reducido),
se tomo la decision metodolégica de mantener en uno de los modelos de RLM
los otros predictores en razon de su relevancia teorica (Modelo General).

El efecto género, o comportamiento diferenciado en los subsectores curricu-
lares que tienen los estudiantes segun su sexo, fue medido segun la mixturiza-
cion o feminizacion del aula. Los resultados muestran un aumento de los
puntajes conforme mas mujeres componen el curso, conformacion que beneficia
levemente a los hombres. Frente a esto, la explicacion vendria dada por el mejo-
ramiento en las condiciones del aula que la presencia femenina propugna al
aumentar la organizacion, involucramiento y comunicacion entre pares, posibi-
litando un mejor ambiente de aprendizaje y aprovechamiento curricular.

A su vez, elementos subjetivos como la persistencia en la tarea, tolerancia
frente al fracaso, autorregulacion y/o atribucion personal de logros alcanzados,
se vinculan analiticamente con la predisposicion hacia el aprendizaje, la cual
supera la adquisicion de contenidos curriculares y da cuenta de una asimilacion
del conocimiento, profundizacién de lo aprendido fuera de clases y una mayor
cantidad de horas invertidas en estudiar. El andlisis de RLM informa que la
actitud para con el aprendizaje de las matematicas (PREDISP) es el regresor de
mayor aporte predictivo, reforzando la idea que la voluntad y motivacién de los
estudiantes conlleva un aumento en los niveles de logro alcanzado.

Para nuestros datos, la composicion socioecondémica del alumnado tuvo
aportaciones significativamente menos relevantes, pese lo cual enfatizamos en
su consideracion en el modelo. Mantenemos la tesis implicita que los niveles
de rendimiento o puntajes en pruebas estandarizadas son reflejo de mejores
condiciones de educabilidad, las que se corresponden con la disposicion de
recursos en el hogar, capital sociocultural y relaciones sociales que cada estu-
diante tiene y puede acumular con base a su extraccion social. Tanto la empo-
brecida calidad educativa del hogar como la segmentacion estructural del
sistema educativo, caracterizado por una fuerte homogeneidad intragrupo y alta
heterogeneidad extragrupo, restringen el desarrollo de habilidades cognitivas y
competencias sociales en el estudiante. Argumento que encuentra sustento en
la significativa y fuerte intercorrelacion existente entre el regresor composicion
sociocultural del alumnado (GSE) y calidad educativa de la influencia de pares
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(INSUF), variable esta ultima cuya presencia en el modelo RLM hace eclipsar la
relevancia de GSE.

El fenomeno educativo es complejo y multidimensional. Su calidad no se
traduce Unicamente en la estimacion de niveles de logro o rendimiento alcan-
zado en pruebas estandarizadas, al estilo SIMCE, sino también en la responsa-
bilidad que le asiste a la escuela por instalar competencias prosociales para vivir
en comunidad. Desarrollo personal y social del alumnado, preocupacion intrin-
seca de la escuela, que a su vez impacta sobre los niveles de aprovechamiento
educativo, por cuanto son expresion de las condiciones no materiales o relacio-
nales en las cuales se suscita el aprendizaje. En la medida que las condiciones
y composicion del aula afectan el aprendizaje cognitivo, tal y como hemos
podido evidenciar, su preocupacion adquiere centralidad como indicador y recur-
so en la estimacion de calidad educativa.
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EL AFECTO EN LA ENSENANZA DE LAS MATEMATICAS

“Para que una cosa sea util, hay que usarla, pero lo que se odia, mas se maltrata
que se usa” (Mager, 1984, p. 1). Con esta frase, Robert Mager, uno de los nombres
mas reconocido en el campo de la formacion y la mejora del rendimiento edu-
cativo americano, inicia su libro Developing attitude toward learning dirigido a
profesores y personas interesadas en la educacion, titulo que se corresponde
con el objetivo de la obra, ya que trata de principios que los profesores pueden
usar para influir positivamente en la actitud de los estudiantes, con la finalidad
de que estos terminen su educacion no solo con deseos de emplear lo aprendido
sino avidos de aprender mas. Reflexiones como la anterior nos llevan a reafirmar
la importancia que se le ha otorgado a los factores afectivos en el proceso de
ensenanza-aprendizaje en cualquier campo del saber.

En cuanto a las matematicas, como asignatura escolar, el afecto también ha
sido motivo de preocupacion de expertos desde hace décadas, basta mencionar
al matematico hungaro George Polya quien, desde 1945, ya habia advertido que
las emociones juegan un papel preponderante en la resolucién de problemas
matematicos, haciendo mencion a cuestiones asociadas con la voluntad vy la
determinacion, la cual varia segun la esperanza o el abatimiento y la satisfaccion
o la desilusion (Polya, 1965). Casi cuatro décadas mas tarde, Schoenfeld (1983),
educador matematico, hizo hincapié en el papel que juega el sistema de creen-
cias en la determinacion de la toma de decision de un estudiante mientras
resuelve problemas matematicos, apuntando que las actitudes hacia las mate-
maticas y la confianza en ellas pueden ser los aspectos que influyen en como
los estudiantes manejan sus recursos cognitivos.

Esta importancia del afecto en la ensenanza-aprendizaje de las matematicas
llevd al educador matematico Douglas Mcleod a conceptualizar el Dominio
Afectivo como “un extenso rango de sentimientos y humores (estados de &nimo),
que son generalmente considerados como algo diferente de la pura cognicion,
e incluye como componentes especificos de este dominio las actitudes, creencias
y emociones” (MclLeod, 1989, p. 245). A partir del trabajo de MclLeod, la investi-
gacion sobre el afecto y el aprendizaje de las matematicas crecio, incorporandose
nuevos constructos como los valores (De Bellis y Goldin, 2006), la motivacion, la
identidad y la autoeficacia (Goldin, et al, 2016), en conjuncion con el papel que
juegan los estudiantes, los profesores, el saber matematico, la escuela, el discurso
y el contexto social correspondiente (Ursini y Sanchez, 2008; Di Martino y Zan,
2010; 2011; Martinez-Padron, 2016).
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Dentro de ese compendio de actores, instancias y otros aspectos concomi-
tantes, en este articulo centraremos la atencion en el profesor de matematicas
y sus emociones, porque reconocemos al salén de clases como una micro-cul-
tura que norma sus comportamientos y su sentir, sin excluir una buena gestion
y manejo de las relaciones interpersonales que, junto con la comprension de
conceptos, constituyen la base de la inteligencia social requerida para aprender
a vivir en un mundo donde se deben dar muestras, de autenticidad, sintonia,
aptitud social, sincronia y empatia (Goleman, 2006; Albrecht, 2006). De acuerdo
con Rodriguez, Guevara y Viramontes (2017), en México no se le ha dado la
importancia justa al problema de estrés laboral en docentes. Igual ocurre en
paises como Paraguay y Venezuela (Martinez-Padron; 2008; 2016), donde
muchos profesores de matematicas son colocados en situaciones tensas que
no resultan faciles de gerenciar, debido a que tienen que atender estudiantes
cargados con actitudes desfavorables hacia el estudio.

En otros contextos iberoamericanos, Font (2011) senala que las demandas
de los sistemas educativos actuales generan malestar, preocupacion y angustia
en los docentes a quienes les cuesta concretar las herramientas adecuadas para
organizar los contenidos matematicos que deben ensenar, sobre todo cuando
se les cuestiona la manera de ensefarlos en el aula. En el caso de Espana,
Gomez, Blanco, Cardenas y Guerrero (2012) destacan que quienes ensefnan
matematicas se sienten estresados por muchas variables, como la falta de interés,
la ausencia de motivacion y la indisciplina.

En resumen, en el contexto escolar abundan variadas situaciones cargadas
de falta de motivacion, angustia, preocupacion, consternacion, ansiedad y otros
factores que impactan notablemente tanto a los protagonistas de la clase como
a otros actores e instancias del entorno inmediato. Consideramos que todos
estos aspectos deben ser atendidos por estar ligados con el éxito o el fracaso
de los estudiantes, sus docentes, sus escuelas y otros elementos
concomitantes.

éQUE ES UNA EMOCION?

Solomon (2008) senala que definir “emocion” es una tarea tan dificil como seria
dominarlas, y las considera mas peligrosas y comprometidas que la propia razon
de los sujetos, aunque esta ultima es quien debe controlarlas. Agrega que las
emociones suelen afectar hasta el juicio de los sujetos implicados, pudiendo estar
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vinculadas con deseos e involucradas con actitudes, creencias, percepciones, esta-
dos de animo y otros factores morales, sociales, culturales y psicoldgicos. Stets y
Turner (2008) agregan que si la mirada es realizada desde el ambito sociolégico
ha de tomarse en cuenta la cultura, en vista de la necesidad de recaudar detalles
sobre las regulaciones de los comportamientos de los sujetos mediante sus inte-
racciones comunicacionales. Por nuestra parte nos cenimos al paradigma cogni-
tivo, desde las teorfas de la valoracion en psicologia, quienes suponen que las
emociones son consecuencias de nuestras evaluaciones de ciertos eventos, parti-
cularmente nos cenimos a la Teoria de la Estructura Cognitiva de las Emociones
(Ortony, Clore y Collins, 1996), llamada comunmente teoria OCC.

La teorfa OCC estd fundamentada en la idea de que las emociones son
desencadenadas por las valoraciones cognitivas que la gente hace de una
situacion de manera consciente o no. Desde esta perspectiva, las emociones son
entendidas como ‘reacciones con valencia ante acontecimientos, agentes u
objetos, la naturaleza particular de las cuales viene determinada por la manera
como es interpretada la situacién desencadenante” (Ortony, Clore y Collins, 1996,
p. 16), siendo su fuente de evidencia el lenguaje, desde donde es posible conocer
los origenes y las emociones experimentadas por las personas. Con base en este
fundamento tedrico, para identificar una emocion centramos la atencion en la
palabra emocional asociada y en la situacion que la desencadena.

De acuerdo con lo planteado, se avizora una situacion investigativa espinosa
sustentada en lo complejo que resulta separar a los elementos constituyentes de
las emociones en relacion con lo cultural, social, biolégico, filosofico o psicolégico,
sobre todo cuando se hace referencia a componentes de factores como la angustia,
la tension o la depresion producida por el descenso de la autoestima o por la
presencia de la desesperanza y el desanimo. Tales aspectos también impactan en
la configuracion de creencias, actitudes, motivaciones y otros factores del dominio
afectivo ligados con el éxito o con el fracaso de los protagonistas de la clase de
Matematica (Martinez-Padron, 2016). Empero, existen senderos como el visionado
por la teoria OCC, donde el conocimiento de las valoraciones cognitivas apertura
posibilidades de concretar emociones aliadas a situaciones concretas.

Para cerrar esta seccion, es oportuno dilucidar algunos aspectos relacionados
con el afecto, los sentimientos y las emociones. Damasio (2009) asevera que ‘la
emocion y las reacciones relacionadas estdn alineadas con el cuerpo, los sen-
timientos con la mentée’ (p. 7), de manera que se puede concretar que ‘los
pensamientos desencadenan emociones... [yl las emociones corporales se trans-
forman en el tipo de pensamientos que denominamos sentimientos o sensaciones’
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(p. 6). Este mismo autor cita a Spinoza quien declara al afecto como una serie de
‘impulsos, motivaciones, emociones y sentimientos’ (p. 7), lo cual resulta prudente
para allanar las dificultades que a veces se presentan durante el discurso.

LAS EMOCIONES EN LA ENSENANZA DE LAS MATEMATICAS

Las emociones del profesorado se clasifican en dos grupos: negativas y positivas. Las
negativas implican experiencias desagradables durante el momento de la ensenanza;
entre ellas se citan el estrés, la desmotivacion y el sindrome de Burnout, un trastorno
emocional provocado por el estrés laboral que conlleva a experimentar ansiedad e
incluso depresion (Schutz y Zembylas, 2009; Rodriguez, Guevara y Viramontes, 2017).
Cuando este grupo de emociones se presenta en grados intensos pueden conducir
hasta el abandono de la profesion (Hannula, Liljedahl, Kaasila y Rosken, 2007). Entre
las emociones negativas, la que aparece con mas frecuencia en los profesores de
matematicas es la llamada ansiedad matematica (Fennema y Sherman, 1976; Han-
nula, Liljedahl, Kaasila y Rosken, 2007; Bekdemir, 2010). Las emociones positivas, por
el contrario, implican experiencias de placer al momento de conducir una clase, entre
ellas se encuentran el entusiasmo, la alegria, la satisfaccion y el interés (Di Martino
y Sabena, 2011; Anttila, Pjyhalto, Soini y Pietarinen, 2016).

De acuerdo con resultados de investigaciones, existen dos razones por las
que se desencadenan las emociones negativas de los docentes que ensenan
matematica: (a) las experiencias emocionales experimentadas cuando eran estu-
diantes: generalmente, quienes tuvieron experiencias negativas con las mate-
maticas las siguen experimentando cuando se convierten en profesores,
conservando la creencia de que las matematicas son dificiles (Di Martino y
Sabena, 2011; Coppola, Di Martino, Pacelli y Sabena, 2012); y (b) el conocimiento
de la asignatura: muchos de los docentes que tienen la responsabilidad de
ensenar matematicas no siempre son especialistas en los contenidos que les
marca el curriculo escolar (Philipp, 2007).

Particularmente, nuestras investigaciones sugieren que las emociones, posi-
tivas y negativas, del profesor de matematicas suelen desencadenarse en funcién
de las metas alcanzadas por sus estudiantes en el salon de clases (Garcia-Gon-
zalez y Martinez-Sierra, 2016), por ejemplo, “que los estudiantes aprendan”. Mien-
tras que muchas de las emociones que experimentan los estudiantes en la clase
de matematicas son desencadenadas por normas del sistema escolary valoradas
por los estudiantes como metas del salon de clases, entre ellas: participar en
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clases, resolver problemas, y graduarse. Si estas metas son alcanzadas, las emo-
ciones que experimentan los estudiantes son positivas, en caso contrario, nega-
tivas (Martinez-Sierra y Garcia-Gonzalez, 2014; 2016; 2017).

Haciendo algunas especificaciones sobre los tipos de emociones en referencia,
en la Tabla 1 se muestran ambos grupos y varias situaciones desencadenantes
que pueden asociarse con emociones particulares de los profesores de matema-
ticas y de sus estudiantes. Debe tenerse claro que para concretar cualquiera de
ellas se hace necesario ligarlas con las vivencias que tales protagonistas dibujan
0 narran, por ejemplo, en relacion con los contenidos matematicos que son
estudiados, ensenados, aprendidos o evaluados. En el caso de los estudiantes,
se ha encontrado que un importante contingente de ellos que, historicamente, se
ha angustiado por tener la creencia de que las matematicas son dificiles, le
tienen fobia tanto a la asignatura como a quien la ensena (Martinez-Padron,
2016), a pesar de que existen docentes que se esfuerzan porque sus estudiantes
se interesen por la clase y logren aprenderse los contenidos desarrollados en ella.

Tabla 1. Emociones de profesores y estudiantes en matematicas.

ESTUDIANTES PROFESORES
Emociones Situaciones desencadenantes Emociones Situaciones
desencadenantes

Satisfaccion Asistir a clases Reproche Que los estudiantes:
Decepcién Participar en clase Congoja Aprendan
Miedo Resolver problemas Jubilo Se interesen en la clase
Fobia Aprobar el examen Agrado Participen en la clase
Aburrimiento Aprobar el curso Ira Se gradten
Interés Graduarse de bachillerato Fobia Cursen una carrera
Jubilo Entrar a la universidad Orgullo profesional
Congoja Conseguir un empleo Gratitud
Orgullo Decepcion
Reproche Remordimiento
Autoreproche Gratificacion
Gusto Autoreproche
Disgusto

Fuente: Martinez-Sierra y Garcia-Gonzalez, 2014; 2016, 2017; Garcia-Gonzélez y Martinez-Sierra, 2016.

También existen investigaciones que reportan que en la clase de matematicas
muchos estudiantes aun dejan comandarse por emociones negativas que
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secuestran hasta su capacidad de razonamiento (Goleman, 1996; 2006; Marti-
nez-Padrén, 2008; 2016; Martinez-Padron, Contarino y Avila, 2015; MaaB y Schls-
glmann, 2009) no logrando vencer los naturales escollos que hay que arrostrar
en cualquier evento que pudiera surgir en el aula de matematicas o en cualquier
otro ambiente donde se estén gestando procesos sistematizados que conduzcan
al uso de contenidos matematicos.

EL CONOCIMIENTO EMOCIONAL DEL PROFESOR DE MATEMATICAS

El término conocimiento emocional del profesor de matematicas es referido al cono-
cimiento que el profesor debe tener sobre sus emociones y la de sus estudiantes
durante la ensefanza de esta disciplina (Garcia-Gonzalez y Pascual-Martin 2017),
por lo que tiene que estar consciente de las emociones que se experimentan en el
aula y lo que las desencadena, asi como de los procederes para su regularizacion.
Con base en Gaxiola (2005) y Lopez y Valls (2013) argumentamos que tener cono-
cimiento emocional implica las siguientes habilidades:

1. Reconocer que sentimos: las emociones son parte de nuestra naturaleza
humana.

2. Reconocer qué sentimos: ser capaces de reconocer qué emocion experi-
mentamos ante determinada situacion.

3. Concretar, con claridad, la palabra que representa la emocion que realmen-
te sentimos, por ejemplo, no es lo mismo sentir miedo que pavor, sabiendo
que este ultimo da cuenta de una intensidad mayor que el miedo.

4. Reconocer qué situacién desencadena eso que sentimos.

5. Distinguir las emociones negativas de las positivas.

6. Regular las emociones que experimentamos, siendo capaces de actuar en
consecuencia.

7. Poder ayudar a otros a conocerse emocionalmente, por ejemplo a nuestros
estudiantes.

Al trabajar con profesores nos hemos percatado que no todos poseen conoci-
miento emocional que les permita reconocer y gestionar emociones de manera
adecuada. Es comun que no siempre puedan ponerle nombre a lo que sienten,
y al cuestionarles sobre una emocion que experimentan en la clase de matema-
ticas, responden con la propia palabra emocion para dar cuenta de estados como
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la alegria o satisfaccion por algo o por alguien. Por nuestra parte consideramos
que los resultados de conocerse emocionalmente pueden ser ventajosos, dado que
facilita la toma de decisiones para actuar o detectar el camino correcto que se desea
seguir; ademas de que las emociones evaltian en forma correcta lo que nos pasa,
preparandonos para comprender lo que le pasa a otros (Gaxiola, 2005).

ABORDAIJE METODOLOGICO

Esta investigacion estd alineada al paradigma fenomenolégico-interpretativo,
dado que toma en cuenta la interioridad de los profesores de matematicas que
formaron parte de dos grupos: uno constituido por asistentes a un taller sobre
el conocimiento emocional del profesor de matematicas, realizado en una
Universidad de Peru, y otro conformado por los participantes de un curso de
posgrado en Docencia de la Matematica, en una Universidad de México. Tal
alineacion la inscribe en el paradigma cualitativo y para materializar las eviden-
cias se solicito a dichos profesores que dibujaran o narraran eventos o expe-
riencias emocionales, vivencias y motivaciones ligadas con sus clases de
matematicas, sequidas de sus correspondientes significados contextuales. Todo
ello involucré un compendio de historias y relatos que tuvieron que ver con su
ser, su sentir y su hacer como docente de matematicas.

El caracter fenomenologico fue asumido segun Martinez-Miguélez (2006),
quien destaca que la realidad a abordar en este tipo de estudios no es la externa
del sujeto sino la interna y personal, por eso toma en cuenta “una realidad cuya
esencia depende del modo en que es vivida y percibida por el sujeto” (p. 137).

El conjunto de aspectos tedricos se concretd con una investigacion docu-
mental donde se incluye la teoria de la OCC y otros aspectos que permitieron
no solo visionar el panorama y concretar los postulados de sustento, sino ate-
sorarlos con apoyo de dos técnicas pautadas para identificar emociones.

TECNICAS PARA IDENTIFICAR EMOCIONES
Enseguida se presentan dos técnicas que hemos implementado para identificar

emociones, las cuales son utiles para ponerle nombre a la emocion experimen-
tada e identificar la situacion que la desencadena.
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EL pIBUJO

Desde la Matematica Educativa se han realizado estudios usando dibujos para
averiguar las creencias que los estudiantes tienen de las matematicas y de los
matematicos (Picker y Berry, 2000; Aguilar, Rosas y Romo-Vazquez, 2016; Yazlik
y Erdogan, 2017). Henrion (1997) sugiere que las imagenes revelan no solo
creencias, sino suposiciones y expectativas subyacentes, pudiendo proporcionar
ideas de lo que sentimos. Por esta razdn, el dibujo es una técnica que hemos
replicado y hemos comprobado su funcionalidad al pedirle a los profesores de
diferentes niveles escolares, que realicen un dibujo de una experiencia emocio-
nal positiva, y una negativa, de cualquiera de las clases de matematicas que
ellos han vivido durante su experiencia laboral.

La indicacion que se les da a los docentes es que realicen, de manera indivi-
dual, el dibujo de una experiencia emocional sin incluir palabras emocionales,
después lo muestran al resto de profesores, quienes identificaran la emocion alli
expresada (ver Figura 1). Este ejercicio es muy fructifero, ya que tanto el que dibuja
como quienes lo identifican, fortalecen su conocimiento emocional al reconocer
en si mismos y en los demas las emociones que se experimentan. Después de
que los observadores hablan de la emocién que ven en el dibujo, quien dibujo
debe decir si esa era la emocion que de verdad queria comunicar. La mayoria de
las veces hay coincidencias por parte de los observadores. Al final se pide a quien
dibujo que escriba la palabra emocional asociada con el dibujo. Este ejercicio
ayuda, también, a reconocer la situacion que desencadena la emocion.

Figura 1. Expresando las emociones mediante dibujos.
Fuente: Taller “El conocimiento emocional del profesor de matematicas’. Lima, Pert, agosto de 2017.
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La Figura 2 es una produccion de una profesora de bachillerato que cursa una
Maestria en Docencia de las Matematicas ofertada en una Universidad de México.
Ella dibujo una emocion positiva y una negativa de la clase de matematicas; por
lo expresivo de sus dibujos fue facil identificar las emociones: la alegria de que
los alumnos le presten atencion vy la tristeza cuando esto no ocurre.

il
~emn l
re
&
Ia

Trsfeza
Al Des conareiho
egaia

Satisgaccion )

.

Figura 2. Emociones positivas y negativas en la clase de matematicas.
Fuente: elaboracién propia

Centremos la atencion en la Figura 2 y obsérvese como la docente, el tema y el
estudiante se ven involucrados en la situacion desencadenante de la emocion.
A la izquierda aparece la docente con una sonrisa, debido a que el alumno ha
entendido su explicacion del tema, esto se deduce al observar al alumno con
un foco sobre la cabeza, lo que da cuenta de una emocion positiva que ella
etiqueta como alegria y satisfaccion. Al lado derecho, aparece una situacion
opuesta: la docente aparece con una mueca triste, con lagrimas, con signos de
admiracion e interrogacion sobre su cabeza. Consideramos que con todos estos
signos ella expresa su desconcierto ante la situacion. En el caso del alumno, la
serie de zetas junto a él, nos lleva a pensar en el aburrimiento y la falta de
atencion. Con esta ultima imagen, la docente representa la tristeza y el descon-
cierfo cuando el estudiante no entiende el tema que ella explica. Interpretamos
que la situacién que desencadena la emocion, positiva y la negativa, es el
aprendizaje de los temas.
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Como se describio antes, a la profesora se le facilita identificar la emocion
que experimenta y la situacion que la desencadena. Cuando mostré su dibujo
en clase, todos logramos identificar la emocion que queria comunicar. Esta es
una habilidad que no todos tenemos desarrollada, de ahi la importancia del
ejercicio que nos ayuda a poder nombrar eso que sentimos.

LA NARRATIVA

Los humanos son, por naturaleza narradores de historias (Connelly y Clandinin,
1990) y relatos, y eso ocurre en todas las culturas. Su objeto suele ser variado y,
entre otros aspectos, permiten entretener, educar o conocer aspectos ligados con
experiencias vividas. En el caso de las narraciones, variados personajes, argu-
mentos, gestos y expresiones forman parte de ellas, por eso se les considera
relevantes y valiosas para cuando se desea conocer realidades que dependen
de la manera como los sujetos las viven, visionan y perciben su mundo (Marti-
nez-Padrén; 2011). Todo eso suscita multiplicidad de miradas y puntos de vista
que le dan importancia a la investigacion narrativa en vista de que “aporta la
posibilidad de aproximarse a vivencias sociales desde relatos individuales y
también, a la resignificacion subjetiva de la realidad a propésito de los cambios
de ésta mientras se narra a lo largo del tiempo” (Arias y Alvarado, 2015, p. 178).
La narrativa, por tanto, permite estudiar maneras y formas en que los humanos
experimentan el mundo.

En el campo de la Matematica Educativa, las narraciones se usan cada vez
con mayor frecuencia, especialmente en investigaciones sobre cuestiones afec-
tivas (Di Martino y Zan, 2010; Martinez-Sierra y Garcia-Gonzalez, 2014; 2016;
2017). Al implementar esta técnica en entornos escolares y al momento en
que ellos hacen el papel de participantes de algun curso, usualmente se pide
a los docentes que se tomen un tiempo libre, fuera de actividades cotidianas,
para escribir su historia como docentes de matematicas, posteriormente cada
uno la lee en clase y quien escucha debe de comentar acerca de una expe-
riencia positiva o negativa del relato. Esto, ademas, es un buen ejercicio para
reflexionar sobre la practica educativa, solo que a diferencia del dibujo requiere
de tiempo para escribir, escuchar y ser escuchado.

Enseguida se exponen algunos fragmentos de narraciones de cuatro profe-
sores de distintos niveles educativos, donde el objetivo es que el lector se percate

EDUCACION MATEMATICA, VOL. 32, NUM. 1, ABRIL DE 2020 167



Maria S. Garcia-Gonzélez y Oswaldo Jests Martinez-Padron

de la parte emocional narrada. Para efectos de identificacion de esos profesores,
los hemos distinguido con la siguiente nomenclatura: P, donde i= A, B, Cy D.

* P, Profesor de nivel secundaria que atiende a estudiantes de 12-15 anos,
y tiene 8 anos de experiencia docente.

* Pg: Profesor de nivel primaria que atiende a estudiantes de 6-12 afos,
y tiene 12 anos de experiencia docente.

* P Profesor de nivel bachillerato que atiende a estudiantes de 15-18 anos,
y posee 8 anos de experiencia docente.

» PD: Profesor de nivel secundaria, atiende a estudiantes de 12-15 anos, y
posee 2 anos de experiencia docente.

También se establece que en cada evidencia narrativa, la palabra que concreta
la expresion emocional se destaca en cursivas y la situacion desencadenante
se subraya.

El primero de estos profesores es P,, quien manifiesta emociones de insatis-
faccion y descontento desencadenadas por el incumplimiento de tareas por parte
de los estudiantes. Para él es importante que las tareas sean entregadas a
tiempo, porque quiere inculcar el valor de la puntualidad. Sin embargo, esta
forma de proceder fue vista por algunos padres de familia como reflejo de un
mal profesor, situacion que lo obligd a volverse mas tolerante con la entrega de
tareas, aunque ocasiona que no disfrute sus clases.

P, Hasta el momento no me siento satisfecho conmigo, no me siento feliz dando
clases, ya que observo que si pido las tareas en tiempo y forma los padres en vez
de que me lo agradezcan, me tachan de mal profesor, he observado que a la
mayoria de los padres lo que les importa es la calificacién, y no que sus hijos
aprendan. Esta situacién me obligo a ser mas flexible en la revision de tareas, acti-
vidades, etc, cosa que no me gusta.

Pero también reconoce emociones positivas, como el orgullo al ver que sus
estudiantes continuaron su educacion escolary se encuentran ya cursando una
carrera profesional, y aiin mas, se siente satisfecho cuando ellos reconocen el
papel que ha jugado para que se encuentren ahi.
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Py Me hace sentir orgulloso de mi trabajo cuando encuentro a mis ex-alumnos
estudiando sus carreras, me saludan y me dan las gracias por lo que les he ense-

nado, esto me da una satisfaccion enorme, porque reconocen mi trabajo.

El sequndo caso involucra a Py, un profesor con un amplio conocimiento emo-
cional, quien reconoce que la relacion afectiva que tiene con sus estudiantes
ha favorecido la relacién profesor-estudiante en el aula de clases, y comenta
sobre el aprecio que sus estudiantes le demuestran, mismo que es correspon-
dido por él. Creemos que esta situacion la favorece la personalidad del profesor
y la edad de los estudiantes, ya que en los primeros anos escolares, éstos
tienden a ser mas afectivos y sociables, con el paso de los anos este compor-
tamiento va cambiando.

Pg: .Y cierro con el fruto mds dulce y que mds he saboreado: el aprecio de mis
estudiantes. Este hecho siempre lo he tomado como la fuente que me alienta y me
empuja para ser mejor cada dia. Esta estrecha relacion afectiva que logro establecer
con la mayoria de mis estudiantes desde un inicio es un componente positivo de
mi practica docente. Ellos cominmente expresan de manera abierta sus sentimientos
hacia mi'y les gusta mucho que les dé un abrazo. En la hora del recreo no quieren
despegarse de mi, quieren sequir platicando, pero no sobre lo que estudiamos en
el aula, sino de nuestras vidas.

El tercer profesor es P- un docente de nivel bachillerato que se siente contento
por la labor que realiza, sorteando las malas practicas de sus estudiantes. En su
discurso se da evidencia de la tolerancia que practica en la clase de matemati-
cas, particularmente en los cursos de Calculo, a los que en la mayoria de los
casos los alumnos llegan con conocimientos muy escasos de Aritmética y Alge-
bra que, como se sabe, son necesarios para el estudio y comprension del Calculo.
Comenta que en su institucion es muy comun que algunos profesores de mate-
maticas no impartan sus cursos y dejen a los estudiantes sin clases, fomentando
asi malas practicas en los ultimos. El lucha contra estas malas practicas, asiste
con puntualidad a sus cursos, no se muestra autoritario con los alumnos, pero
si se hace respetar, los escucha y responde a sus preguntas. Este comportamiento
ha desencadenado en una relacion de confianza de sus alumnos.

P Trato de combatir con hechos las malas practicas que por costumbres se han
hecho habitos, tanto en profesores como en alumnos. Trato de estar siempre puntual
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en el aula, preparo mi clase, no me impongo a los estudiantes, los escucho, no me
molesta que me pregunten lo mismo y repetir la explicacion del tema cuantas veces
sea necesaria, creo que eso les ha generado un cierto grado de confianza en mi..
Esta situacién me hace sentir bien con mi trabajo.

El ultimo de los casos es Py, un profesor novel de nivel secundaria cuyo cono-
cimiento emocional lo llevd a modificar su practica docente. Este profesor no
tiene formacién docente, pero si el perfil para impartir matematicas, es arquitecto.
Su caso es ejemplary digno de ser mencionado. Al aceptar trabajar como docen-
te de matematicas se dio cuenta que las matematicas que conocia no eran
suficientes para impartir clases, esta situacion le desencadenaba emociones
negativas. En cada clase que desarrollaba, sentia temor, agobio y estrés, signos
claros de ansiedad matematica.

P,: Cuando inicié en segundo ano de secundaria como mi conocimiento de la
matematica era muy poco me sentia frustrado por no poder ensefar mas..En mi
caso el desconocimiento de algo me da temor y ese temor me agobiaba, ese agobio
creo que se notaba en la clase con mis alumnos porque estaba molesto, irritable,
no me concentraba.

Ser consciente de su exiguo conocimiento de la matematica y de las emociones
que esto le ocasionaba, llevd a P, a buscar ayuda para mejorar como docente,
y decidio ingresar a una Maestria en Docencia de la Matematica. Al estar cur-
sandola, recibio apoyo de sus profesores y companeros, ademas de un proceso
de acompanamiento para regular sus emociones. En particular, el acompana-
miento lo llevd a modificar su practica docente y al reforzar sus conocimientos
matematicos adquirio seguridad para conducir sus clases (Garcia-Gonzalez, y
Martinez-Sierra, 2018).

Py: Yo creia que ser maestro de matematicas era muy dificil y agobiante, hasta llegué
a pensar que yo no servia para eso, pero ahora sé que se puede llegar a disfrutar
ser profesor.. yo busqué prepararme mas en el tema, me propuse estudiar una
Maestria en Docencia de la Matematica que me dio las herramientas y la seguridad
que requeria para desempenarme en el ambito de la educacion matematica.
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El caso de ansiedad matematica de P, puede ser representativo de profe-
sores noveles, quienes, aunque comprometidos con su labor, en sus pri-
meros anos experimentan emociones negativas, mismas que superan con
el paso de los anos (Anttila, Pyhalto, Soini y Pietarinen, 2016). Este caso
resulta especial por dos razones, él no tenia la formacion para ser docente de
matematicas y se inscribié en una Maestria en Docencia de la Matematica para
convertirse en profesor de matematicas. De su historia podemos aprender que
la ansiedad matematica se puede aliviar cuando hay un reconocimiento explicito
de quien la padece y disposicion para hacerlo.

Resumiendo lo encontrado, podemos observar que la teoria OCC y la
perspectiva fenomenoldgica resultan utiles para conocery describir las emo-
ciones, y las situaciones que las desencadenan mediante los dibujos y las
narraciones dadas por los profesores en estudio. Valoraciones como las
declaradas por Py al momento de reconocer sus falencias docente de mate-
maticas, evidencian la presencia de factores éticos, morales, sociales, y psi-
cologicos que emergieron al evaluar su propio conocimiento profesional
como docente de matematicas, habida cuenta de sentirse frustrado, temeroso
y hasta agobiado por la valoracién de no poder ensenar mas, situacion ética
que marco el hecho de tomar la decision de prepararse mejor en matema-
ticas, a fin de controlar las emociones que le causaban irritabilidad y hasta
falta de concentracion. Situaciones como ésta se enmarcan en el contexto
sociocultural de la clase que también se evidencia en el caso de P,, aunque
ahora se concreta con una tendencia conductual de los estudiantes al no
hacer efectiva la entrega de tareas en el tiempo acordado. Asuntos de esta
naturaleza producen insatisfacciones que decantan en descontentos socia-
les, en este caso, por algunos padres de los estudiantes quienes emiten
opiniones que causan malestar de orden psicolégico y hasta agitaciones
fisicas que pueden delatarlo ante otros miembros de la clase. Incluso, pueden
afectar el juicio del profesor, si decidiera no ser tolerante ante estas situa-
ciones asociadas con su estado de animo.

En ambos casos, se marca un referente cultural que obliga a regular el
comportamiento y las acciones de los sujetos interactuantes en la dinamica
de la clase, de manera que las respuestas emocionales pueden girar en
muchas direcciones, segun la experiencia emocional que posean los protago-
nistas de la clase. En relacion con el afecto, se puede notar que la situacion
narrada por Py es grata para él'y para sus estudiantes por el hecho de estar
cargada de emociones positivas. Eso se acopla a un referente psicologico
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detectado en la personalidad del profesor y la de sus estudiantes. Todo eso
genera un proceso de valoracion favorable y manifiesto en la satisfaccion de
ser cada dia mejor.

A MANERA DE CIERRE

La pretension de este escrito ha sido la comunicacion de resultados de investi-
gacion sobre las emociones de docentes, desde el area de la Matematica Edu-
cativa. Se han mostrado las emociones mas frecuentes que emergen en las
clases de matematicas y lo que las desencadenan, guiados siempre por la teoria
OCCy por las vivencias de los participantes conocidas a través de dos técnicas
que pueden ayudar al profesor a alfabetizarse sobre su conocimiento emocional,
lo que implica el reconocimiento de las emociones que se experimentan en clase
y las situaciones que las desencadenan. Desde esa experiencia se puede concluir
que el conocimiento emocional permite:

1. Regular nuestras emociones, una vez que somos consciente de ellas, baste
como ejemplo el caso del profesor Py, quien padecia de ansiedad matema-
tica debido a su poco conocimiento matematico, una vez que lo fortalecio,
gano seguridad, misma que se manifesto en sus clases de secundaria 'y en
la relacion con sus estudiantes.

2. Ayudar a los estudiantes a conocer sus propias emociones, explicarles
que es sano experimentar emociones en el salon de clases, porque es
algo natural en los seres humanos. Desde alli, podemos asistirlos a que
ellos le den un nombre a eso que sienten, a separar las emociones ne-
gativas de las positivas y ayudarlos a reconocer qué puede desencadenar
cada tipo de emociones, y las acciones que en consecuencia se deben
tomar para tener una sana vida emocional. A futuro, esto fomentara la
formacion de seres capaces de tomar decisiones acertadas en su vida,
con una conciencia plena de si mismos.

En relacién con lo metodoldgico se hace necesario resaltar las bondades del
paradigma fenomenoldgico interpretativo, puesto que permitio hurgar en la
interioridad de los profesores de matematicas que formaron parte del grupo de
estudio. Desde ese lugar epistemologico y con apoyo de lo dibujado y narrado
por ellos, se pudo dar cuenta de sus experiencias, visiones y percepciones
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aderezadas por sus contextos particulares de clases, teniéndose la seguridad de
que de todos esos insumos, cargados de significados, emergieron de la realidad
donde se encuentran inmersos.

Tenemos claro que estudiar las emociones, su naturaleza y las situaciones
que las desencadenan siempre serd una tarea exigente y, por ende, su cono-
cimiento profundo no siempre puede ser develado con la debida finura. Mane-
jar los estados emocionales tampoco es una tarea facil, maxime cuando
estamos claros de las dificultades que existen para dominarlas o controlarlas,
debido a que pueden secuestrar hasta la razon de los sujetos. Por tanto, con-
sideramos que quedan muchas conjeturas abiertas a solicitud de su propia
esencia, en tal sentido, recomendamos; (a) ahondar en trabajos donde la linea
fuerte sean los factores emocionales intrinsecos ligados con las matematicas,
penetrando, con rigor, en los fenémenos y reacciones relacionadas con la
mente y el cuerpo, en virtud de su caracter complejo y difuso; y (b) atender la
construccion y aplicacion de instrumentos que puedan soterrar y medir, desde
diferentes vértices y miradas epistemologicas, aspectos como la ansiedad mate-
matica y la aversion hacia la matematica, en vista de que quedan muchos
velos por quitar, sobre todo en lo referido a la aversion que, como se sabe,
debe ser atendida con urgencia, habida cuenta de conocer la presencia de un
importante contingente de estudiantes que rechazan y odian a las matemati-
cas y suelen trastornar la actuacion de los docentes que las ensefnan (Gar-
cia-Gonzalez y Martinez-Sierra, 2018). Calle (2002) advierte que ademas de
perturbar la mente, la aversion “es una actitud..de rechazo, resistencia, conflic-
to, oposicion y acritud, que puede derivar en animadversion, odio, ira, malevo-
lencia, afan de venganza, irritabilidad cronica, agresividad e incluso violencia”
(p. 59). Todo esto puede colocar a los estudiantes en condicion de irascibles,
lo cual representa una situacion angustiante y compleja a la que tiene que
arrostrar el docente de matematicas.
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Resumen: Actualmente (finales de la segunda década del siglo XXI), se observa
que, en las propuestas didacticas de las practicas docentes de ensenanza secun-
daria, se ha desplazado la actividad aritmética escolar para dar mayor exclusividad
a la ensefianza matematica a través del Algebra. Este proceso se ha descripto
como algebrizacion de la educacion matematica escolar, que incluso se extiende
mas alla de la propia actividad de la Aritmética, y abarca también la didactica
de la Geometria, del Analisis Matematico, y de la Estadistica.

El siguiente trabajo constituye un aporte reflexivo acerca de posibles propuestas
didacticas que prescindan de la tarea con generalizaciones procedimentales, o
algoritmos, y del uso de diferentes lenguajes y representaciones correspondientes
al Algebra. Para superar la situacién descripta que enfatiza la ensefianza alge-
braica, se sugiere abordar la Aritmética en el contexto dulico de produccion de
saberes significativos (vinculado esto al constructivismo) en trabajo de colabo-
racion entre pares estudiantes. En él, se abordaran dos propuestas: una efecti-
vamente puesta en practica con un grupo de 5 estudiantes de 2° afno de
educacion secundaria, y la otra, como sugerencia a desarrollar.
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Palabras clave: Algebra. Algebrizacion. Ensenanza de la Aritmética. Educacion
secundaria. Propuesta diddctica.

Abstract: At the moment (end of the second decade of the 21st century), it is
observed that, in the didactic proposals of teaching practices of secondary
education, the school arithmetic activity has been displaced to give greater
exclusivity to the mathematical teaching through the Algebra. This process has
been described as algebrization of school mathematics education, which even
extends beyond the activity of Arithmetic itself, and also covers the didactics of
Geometry, Mathematical Analysis, and Statistics.

The following work constitutes a reflexive contribution about possible didactic
proposals that do without the work with procedural generalizations, or algo-
rithms, and of the use of different languages and representations corresponding
to the Algebra. To overcome the described situation that emphasizes algebraic
teaching, itis suggested to approach Arithmetic in the aulic context of production
of significant knowledge (linked to constructivism) in collaborative work between
student peers. In it, two proposals will be addressed: one effectively implemented
with a group of 5 students in the second year of secondary education, and the
other, as a suggestion to develop.

Keywords: Algebra. Algebrization Teaching of Arithmetic Secondary education
Didactic proposal.

INTRODUCCION

Diferentes autores, entre ellos Irma Saiz, y Silvia Etchegaray (2016), sefalan que
la formacion en competencias matematicas, en los distintos niveles de los sis-
temas educativos, se ha centrado a lo largo de los anos en el denominado
proceso de algebrizacion, segun el cual se construye una version escolar de la
matematica, basada en la produccion de mecanismos de pensamiento y accion,
donde se abordan con un enfoque desde el Algebra las estructuras y propieda-
des de objetos matematicos a ser ensenados. La situacion no solo se expresa
respecto de la didactica del Algebra, sino que se plantea también respecto de
la ensefanza de la Geometria, del Analisis Matematico, y de la Estadistica (Saiz,
y Etchegaray, 2016).
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En tal sentido, puede admitirse, desde una mirada constructivista, que la
algebrizacion del quehacer aritmético en el aula, se veria enriquecida en caso
en que se priorizaran niveles de abordaje que comprendan las ensefanzas y
los aprendizajes.

Godino, Neto, Wilhelmi, Aké, Etchegaray y, Lasa (2015), describen 3 niveles
de razonamiento algebraico, basados en distinciones ontosemidticas: presencia de
objetos algebraicos intensivos, tratamiento de dichos objetos mediante opera-
ciones y transformaciones con propiedades de estructuras algebraicas, y 1a pre-
sencia de distintos tipos de lenguajes ya sean natural, iconico, gestual o simbdlico
(Godino, Neto, Wilhelmi, Aké, Etchegaray, y Lasa, 2015).

Visto de esa manera, todo proceso de algebrizacion de la Aritmética, incluye
dichos niveles al ensenar contenidos aritméticos. Desde esa perspectiva, en las
aulas de educacion secundaria se encontrarian propuestas didacticas que vincu-
laran la ensenanza de la Aritmética a pautas de resolucion de problemas mediante
algoritmos convencionales, referidos a relaciones entre operaciones y a tipologias
que se incorporarian a la actividad matematica como modelos practicos mecani-
cistas e incuestionables; lo propio, en ese marco, es que tales propiedades se
acepten sin demostracion, o que se den secuencias de resolucion estandarizadas,
0 generalizaciones técnicas como expresion de la algebrizacion, en lugar de tra-
bajarse en el aspecto numérico.

Es decir, que los formatos de representacion y operacion, los distintos len-
guajes, los principios, las relaciones o propiedades aritméticas que representan
situaciones o modelizan un problema, por lo general, son dados, externos a la
actividad de resolver, no se construyen en el aula para el caso que se resuelve,
sino que son creados con anterioridad y, extemporaneos al proceso no solo de
aprendizaje sino también al de ensefanza; estan alli desde antes que existiera
0 se presentara a los estudiantes el problema, listos para ser usados, para dar
respuesta a intereses matematicos preexistentes.

Dicho panorama, conforma un marco didactico de referencia donde lo que
se aprende deja fuera la posibilidad creativa de producir las propias referencias
y afirmaciones para contextualizar lo que los profesores ensenan y lo que los
estudiantes aprenden. Se establece asi un entorno de fundamentacion técnica,
lo cual significa que el conocimiento aritmético se valida mediante un conjunto
de normas de operacion, por procedimientos pautados con cierta anticipacion
a la ensenanzay al aprendizaje.

Esto ocurre muchas veces cuando las propiedades aritméticas son transmi-
tidas en forma acritica y a-reflexiva. Un ejemplo lo constituye la aceptacion de
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la muy difundida, en la formacion escolar, propiedad que indica que ‘los
numeros cuya ultima cifra es 0 o 5, son divisibles por 5’. Este criterio, mas alla
de su validez general, se ensena con caracter acritico, incuestionable, y pare-
ciera dar cuenta de una propiedad a la cual en el aula solo nos limitamos a
corroborar cada vez. Esta modalidad de trabajo y admision del conocimiento se
podria atribuir mas que a un sistema matematico, a un sistema de creencias
escolares que se aceptan con caracter técnico y de saber operativo.

De acuerdo a lo que sefalan los investigadores Cortés, Hitt, y Saboya (2016),
es necesario generar espacios de trabajo matematico escolar que fortalezcan el
pensamiento aritmético-algebraico. En ese sentido, caracterizan al pensamiento
aritmético como aquel que tiene que ver con el concepto y sentido asignado a
lo numeérico, al significado de las operaciones, al control aritmético, al calculo
mental y a la lectura y escritura de problemas como habilidades aritméticas
(Cortés, Hitt, y Saboya, 2016).

Los mismos autores, citando a Kaput (2000, 2008), mencionan que: (..) el
pensamiento algebraico debe comportar en general dos aspectos principales: 1.
Realizar y expresar la generalizacion de los sistemas simbolicos de manera mds
formal y convencional, y 2. Razonar con formas simbdlicas, incluyendo la
manipulacién sintdctica guiada de estas formas simbélicas (Cortés, Hitt, y
Saboya, 2016). Debe sefalarse ademas que, las investigaciones de Cortés, Hitt,
y Saboya, se dirigen no a pregonar la ensenfanza de la Aritmética separada de
la del Algebra, como aseguran se ha venido haciendo durante muchos afios
para recortar el curriculum escolar con contenidos para educacion primaria y
secundaria, respectivamente, sino a sugerir una didactica holistica entre ambas,
desde los primeros afnos de escolarizacion (Cortés, Hitt, y Saboya, 2016).

Otros investigadores, tales como Tarriga, y Sierra (2014), han desarrollado
propuestas metodoldgicas de ensefianza del Algebra para pasar de lo concreto
a lo abstracto, en procesos mediados por materiales manipulables, y materiales
de tecnologia digital (Tarriga, y Sierra, 2014).

No obstante, se observa que las practicas en el aula han radicalizado la
tendencia a sostener el conocimiento matematico a partir de generalizaciones
mas del lado del Algebra, exagerando la capacidad de abstraccion como via
de conocimiento, lo cual disminuye la significatividad en la clase de Matema-
tica del pensamiento aritmético, y olvidando que el verdadero problema cognitivo
deberia radicar en generar preguntas acerca de si son siempre validas ciertas
reglas, en plantearse la necesidad de conocer como se obtienen las mismas, en
poder decidir en qué segmento del campo numérico son aplicables o verdaderas,
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en abocarse a la busqueda de los criterios utilizables para argumentar su validez,
y en generar un entorno de ensenanza y de aprendizaje problematizado.

LA PROBLEMATIZACION COMO ESTRATEGIA ESCOLAR

En contraposicion a lo dicho, es dable pensar, entonces, en propiciar un
contexto de produccién del quehacer matematico problematizado en la
escuela, lo cual demandaria, seguin Patricia Sadovsky y Carmen Sessa? (2005),
centrar la accién en los procesos y actividades matematicos posibilitados en
entornos de colaboracion grupal; es decir, fomentar la participacién en comu-
nidades matematicas, basando sus recomendaciones en la denominada Teoria
de las Situaciones Diddcticas, de Brousseau, desde donde se admite que el
aprendizaje matematico se construye en vinculo con los contextos culturales
y sociales. (Sadovsky y Sessa, 2005).

La actividad matematica a la que se refieren las autoras remite a un pro-
ceso donde es poco habitual la incorporacion explicitada y consciente de
saberes didacticos acerca de distintas complejidades cognitivas, por la que, en
interaccion con otros, se adquieren habilidades para: conjeturar, argumentar,
ejemplificar, contra-ejemplificar, contrastar, validar, generalizar, establecer con-
diciones, definir, simbolizar, representar, contextualizar, descontextualizar, ajustar,
justificar, analizar posibilidades, demostrar. Todo ello, a partir del trabajo mate-
matico que debe sostenerse, y retroalimentar en doble sentido el pensamiento
propio de cada estudiante y el de sus pares en trabajo colaborativo. Es decir, se
desconocen los ordenamientos, las etapas, los momentos y las l6gicas de secuen-
ciacion de mecanismos, que hacen que dichas habilidades evolucionen desde
lo mas simple a lo mas complejo.

PROPUESTA DIDACTICA REAL DE TRABAIO ARITMETICO EN EL AULA
Interesaba, al poner en practica esta propuesta, conocer qué ocurriria respecto

del trabajo aritmético en contexto escolar mediante actividades de resolucion de
problemas; observar los tipos de interacciones entre pares de estudiantes, y las

2 Docentes e investigadoras del grupo a cargo del Postitulo destinado a Docentes de Educacion
Primaria SEGCBA.
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elaboraciones de trabajo matematico grupal. Para ello se propuso a un grupo
de 5 estudiantes de 2° ano de la Escuela Secundaria, una situacion a resolver
formada por 3 consignas, entregadas de a una a la vez, en formato escrito, y
leidas en voz alta:

(a) Para dirigirse a un aeropuerto, un contingente de 96 turistas se moviliza
de la siguiente manera. Por cada turista que viaja en un taxi, 5 viajan en
un autobus. éCudntos turistas utilizan cada medio de transporte?

(b) Si la relacion ahora fuera siempre de 4 a 6, iqué cantidad de turistas
podrian formar el contingente, movilizandose de esa manera?

() Encontrar una propiedad aritmética que permita caracterizar todas las
cantidades posibles de turistas que puede tener un contingente conser-
vando siempre la relacién de 4 a 6. (Saiz y Etchegaray, 2016).

Los estudiantes fueron seleccionados al azar, de un grupo escolar urbano de 28
alumnos cuyos rendimientos académicos, en promedio, no presentaban particu-
laridades sobresalientes, es decir que los mismos no eran alumnos con los
mejores rendimientos de aprendizajes, pero tampoco presentaban problematicas
al respecto. Debe aclararse, ademas, que la eleccion no se realiz6 teniendo en
cuenta afinidades personales o frecuencia de agrupamiento entre pares en las
tareas de aulas; y que, 1a escuela donde se aplic la secuencia es una institucion
publica que pertenece a un barrio céntrico de la ciudad de Gualeguay, provincia
de Entre Rios (Argentina), que promueve como modalidad de ensefianza y de
aprendizaje en trabajo en grupos o equipos de estudiantes.

Los alumnos aceptaron rapidamente participar de la actividad para lo cual
se les comunicd que se retirarian del aula y que resolveria en un aula apartada
sin la presencia del resto de los companeros o de otros estudiantes de la escuela,
y fuera de la clase de Aritmética. También se les aclar6 que no constituia una
evaluacion, que no serian calificados, y que podian disponer de los elementos
que comunmente utilizaban en la clase, por lo que llevaron consigo los utiles
tales como hojas, lapices, y calculadora. Se les dijo ademas que podian conversar
entre ellos, y registrar lo que fueran necesitando a medida que resolvian, y que
dispondrian de no mas de 80 minutos. El docente aplicador de la secuencia fue
un profesor de Matematica, estudiante de un curso de especializacién superior
en ensenanza de la Matematica para la educacion secundaria, distinto al docen-
te habitual del grupo seleccionado, que procuré intervenir solo para satisfacer
consultas y hacer aclaraciones no procedimentales.
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Mediante la primera consigna, se esperaba que los estudiantes abordaran
la pregunta y construyeran un modelo aritmético propio respecto de las posi-
bilidades de agrupar a 96 viajantes en taxi o autobus, de acuerdo a las con-
diciones dadas y mediante la interaccion entre pares. Era posible que los
estudiantes tomaran el problema como un simple caso de divisibilidad, o que
se cuestionaran respecto de los agrupamientos que se debian hacer, y llegaran
a advertir que debian construir criterios de solucion basados en mas de una
posibilidad. Respecto del trabajo disciplinar se preveia una tendencia a resolver
preconcibiendo que habria una formula para ello, dado que es esa una carac-
teristica de la algebrizacion.

La segunda consigna, sugeria producir cambios en las condiciones que
acentuaran la perspectiva no algebrista. En ambas se ponia en juego también
la importancia de concebir respuestas no unicas, en enriquecer la participacion
de todos los integrantes del grupo con el aporte de cada uno, y en analizar lo
que ocurriria respecto de la validez de lo que fueran afirmando respecto de la/s
respuesta/s a la pregunta. Se buscaba, ademas, que los estudiantes se cuestio-
naran si se podria tratar de afirmaciones para un caso, 0 para unos €asos
particulares, o para todos los casos, si se efectuaran nuevas modificaciones. La
ultima consigna (), explicitaba dicho cuestionamiento, a la vez que diera cuenta
de las habilidades de algebrizacion por parte de los estudiantes.

ANALISIS DE DESARROLLO DE LA PROPUESTA

Ante la consigna (a), los estudiantes inicialmente demoraron en organizar su
trabajo, debiendo leer varias veces, y formularon sus primeras anotaciones de
maneras difusas y desordenadas. En una etapa inicial no se consultaron entre
ellos, pero rapidamente la mayoria hizo intentos de escribir multiplos de 5. Luego
de leer varias veces la consigna en forma individual, algunos de ellos se abo-
caron inmediatamente a localizar una expresion o férmula que colaborara con
la resolucion de la consigna, y escribieron datos relacionados con el niumero de
turistas (96), y simbolizaciones referidas a las cantidades minimas de pasajeros
y a la clase de transporte (17....5A). Luego de unos minutos algunos iniciaron
la construccion de una tabla que vinculaba al numero 1 con el 5, al 2 con el
10, al 3 con el 15. Esta tarea ya fue mds abierta a la participacion colectiva. El
entusiasmo hizo que ese proceso se comunicara entre los estudiantes y en poco
tiempo construyeran una tabla completa que resolvio la situacion:
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1 5 6
2 10 12
3 15 18
4 20 24
5 25 30
16 80 96

Colectivamente, mediante la participacion de tres estudiantes, propusieron la
regularidad advertida por la que se completaban las dos primeras columnas.
La tercera columna, correspondiente a la suma de los elementos vinculados
en las dos primeras, fue agregada y completada posteriormente, siendo adver-
tida la importancia informativa de su agregado, por uno solo de los estudiantes.
Los mismos acordaron como valido el procedimiento y se produjo un momento de
mayor confianza en la propuesta, observaciones, y agregados individuales para
dar respuesta a la actividad planteada.

En tal sentido, Cambriglia, Sadovsky, y Sessa (2010), proponen pensar que
la interaccion entre docentes y alumnos, y entre alumnos, propicia la aparicion
de inquietudes, puntos de vista, acepciones personales, y posicionamientos
que establecen el ambito de construccion de las generalizaciones (Cambriglia,
Sadovsky, y Sessa, 2010).

Por otra parte, si bien el registro tabular valido el procedimiento, no pudo
precisarse un enunciado general que completara la generalizacion, no al menos
explicitamente, puesto que si se establecieron generalizaciones; una de ellas es
la que asigna a cada grupo de pasajeros la suma entre 1y 5, que, a la vez
genera la secuencia de la tercera columna, donde la “ley” es 1a suma de 6 en 6.

Siguiendo lo expresado por las mismas autoras mencionadas anteriormen-
te, es posible identificar rasgos historicos institucionales, respecto de la mate-
matica escolar, en las intenciones iniciales, de estos alumnos, de encontrar una
formula para que rapidamente diera la solucién. Esto se podria vincular a las
experiencias de aprendizaje matematico vividas con anterioridad en cada tra-
yectoria estudiantil. También, se podria asociar a la afirmacion que se hiciera
unos parrafos atras, por la cual la formacion académica en la escuela secundaria
refiere a conocimientos técnicos, que solicitan del ultimo nivel de abstraccion
matematica, como lo es el de algebrizacion, en desmedro de los procesos de
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aritmetizacion, donde se pretende un abordaje numérico, de sus relaciones'y
de las propiedades de las operaciones.

De todas formas, el modelo aritmético (tabla, sucesiones numéricas), donde se
prioriza el control de los significados del contexto numérico (nimero de pasajeros,
cantidades, situacion problematica, sumas), prevalecid por sobre la intencién de
elaborar un modelo algebraico por parte de algunos estudiantes. Esto se hizo
mas evidente en el momento en el que encontraron un criterio de regularidad
de construccion de la tercera columna. Pudo advertirse, ademas, que los estu-
diantes tuvieron gran participacién en la produccion y desglose de la informa-
cion que requeria la solucién, constituyéndose en integrantes productores de
conocimiento contextualizado a la situacién apropiada por el grupo.

Algunos aspectos a tener en cuenta son los que se asocian a cuestiones
de vocabulario y lenguaje. Los estudiantes consultaron al profesor el signifi-
cado de algunas palabras presentes en las consignas, por ejemplo, el de
‘contingente’, e incluso dijeron desconocer el término “aritmético’, pero no mani-
festaron inquietudes respecto de lenguajes algebraicos o acerca de registros de
representacion. Debe mencionarse ademas que el momento de la construccion
de la estrategia de resolucion contd con instantes de comunicacion entre estu-
diantes donde se proponian ‘saltear pasos’, “‘sumar todo’, “sumar los grupos de
5’, “contar hasta llegar a..”. La actividad exploratoria mas destacada se genero
en los momentos iniciales donde se produjo el didlogo entre pares con pruebas
y anotaciones de multiplicaciones para aproximarse a 96.

No obstante, no se presentaron elementos discursivos claros de formulacion
de conjeturas por parte de los estudiantes (excepto la tabla donde se sistema-
tizo el procedimiento particularizado en cada uno de los casos); es decir, que
no manifestaron en lenguaje coloquial verbalmente o por escrito, otras formas
de formulaciones de enunciados y afirmaciones verificables o contrastables.

De acuerdo a lo anteriormente dicho, lo deseable hubiera sido que, como
afirman Maria Elena Markiewicz, y Silvia Etchegaray (2006), hubieran surgido
conjeturas nutridas, las cuales, segun las autoras, constituyen Primitivas desde
donde las mismas, y sus consecuencias generales, se hacen contrastables
frente a conjeturas menores, y asi se sostienen o se derriban. Esto puede deberse
a lo que anteriormente se dijo respecto de la cultura matematica escolar, que da
mayor importancia a los procesos algebraicos, y en menor medida a la construc-
cion de un razonamiento de lo plausible. Al respecto, las investigadoras nos dicen:
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En el contexto escolar, en particular en la escuela media, no hay demasiados espa-
cios que permitan el desarrollo del razonamiento plausible, la reflexion acerca del
mismo y la toma de conciencia de su papel y de su importancia dentro de la
matemdtica.

Esto genera en el ambito de la clase de matemdtica, una suerte de ‘confusion
argumentativa” producto de la falta de distincién entre distintas formas de validacion.
(Markiewicz, y Etchegaray, 2006).

Respecto de la consigna (b), pudieron rapidamente darle solucion, en tanto que
el procedimiento utilizado fue muy similar, sin necesidad de escribir todos los pares
relacionados. Los estudiantes indicaron a partir de dos multiplicaciones (9x4, y
9x6), que el numero de turistas serfa 90. La tabla que exhibieron fue la de los 3
primeros valores, y se mostraron sorprendidos de saber que “sobran 6 turistas’.

4 6 10
8 12 20
12 18 30

Si bien advirtieron que la cantidad de turistas seria multiplo de 10, la respuesta a
la consigna (c), se dirigi¢ a encontrar la relacion entre los valores de la sequnda
columna, con los de la primera:

6T/4A = 3/2 12T/8A = 3/2 18T/12A = 3/2

Esto hizo que la suposicion obtenida al principio no fuera validada, sino que
arribaran a un resultado no apropiado donde la respuesta dependia de condi-
ciones que no explicitaron. Se expone asi que la solucién a un problema o
situacion aritmética depende en gran medida de la contextualizacion numérica,
y que, si bien iniciaron un proceso de control sintactico de la situacion modeli-
zada, la algebrizacion provocd dificultades o inconsistencias por no ser aplicable
siempre el resultado obtenido a todos los casos. Esto tltimo no fue advertido ni
cuestionado por parte de los estudiantes. La manera de dar solucion a la tltima
consigna muestra que en dicho momento se llegd a un cierto margen mayor
de algebrizacién que desde el principio fue en aumento, pero que no logra
establecerse concretamente en el tercer nivel del que hablan Godino, Neto,
Wilhelmi, Aké, Etchegaray, y Lasa (2015), puesto que no se construyeron distintos
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tipos de lenguaje y representaciones que dieran una variedad representativa,
comunicacional u ontosemiotica.

Verénica Cambriglia (citada anteriormente), habla también, parafraseando a
Mercier (1998), acerca de cierta inversion de roles en el aula, en donde por
momentos la accién del alumno se parece a la del profesor, y viceversa. Esos
espacios de intercambio no se observaron en la propuesta de la actividad; no
mas que en forma de oposicién ante la inseguridad que presentaron los estu-
diantes frente a calculos de algunas multiplicaciones mientras intentaban res-
ponder la consigna (b). Uno de los estudiantes dudo de haber multiplicado bien,
y en ese momento otro estudiante expresd que ese era el valor correcto: -9 x 6
es 54.. ¢ési?.. — Si. hay que repasar las tablas!

LA DIVISIBILIDAD COMO POSIBLE PROBLEMA DE CONSTRUCCION DE
SABER ALGEBRAICO

Otra actividad como ejemplo para poner en acto el trabajo aritmético de produc-
cion que se sugiere en el aula podria ser la que se vincula a la divisibilidad
(Teorema Fundamental de la Aritmética). Témese el caso de los siguientes inte-
rrogantes, que se presentan sintéticamente, si haber sido puestos a prueba como
actividad en un grupo particular de alumnos, pero que se propone desarrollar
a partir de los siguientes planteamientos:

Interrogante 1
éSaben cuantos divisores tienen 5%y 5°? éCudntos divisores tendrd 5", siendo n un
numero natural?

Interrogante 2
Un nuamero natural tiene exactamente 8 divisores naturales, dos de ellos son 35y
77 éCudl es el nimero? (Instituto Nacional de Formacion Docente, 2016).

A partir de cierta exploracion numérica podria iniciarse el estudio de los divisores
de las potencias sequnda y tercera de 5. Estos casos particulares solucionan
parcialmente el Interrogante 1, si se admite la divisibilidad de 52 entre los Unicos
divisores naturales 1, 5,y 25, a los que se pueden incorporar los divisores en Z
(-1, -5,y -25), es decir serian 3 divisores naturales y 6 divisores enteros. Para 5
puede procederse de igual manera, por lo que se reconocen 4 divisores naturales
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y un total de 8 en el campo de los enteros. Una pregunta que podria surgir es
si esos divisores son los Unicos, y de qué manera puede confirmarse tal afirma-
cion, o aseverarse. Tal conjetura no quedaria demostrada con un contraejemplo,
pero es posible que los estudiantes hagan el intento si es que no poseen la
certeza, de localizar otros divisores, sin encontrarlos.

Pero el procedimiento admite otras posibilidades, como lo es el de descom-
posicion de la base de potencia en factores primos, de donde el numero de
divisores resulta de la suma de divisores primos y las combinaciones posibles
entre ellos. Esta conjetura, también requerird ponerse a prueba.

Se dird entonces que el trabajo matematico en estos casos, es contextuali-
zado en un problema aritmético, y cuando se desea generalizar los resultados,
se hace necesario construir otras conjeturas que pueden obtenerse como exten-
sion del trabajo anterior. Esto significa que el numero de divisores para la
potencia tercera, cuarta, y sucesivas, posiblemente responda a una regularidad
conjeturable, de la que se debe obtener una validacion antes de extender la
solucién a un numero n en el exponente de la potencia de 5.

Una alternativa de produccion en el aula seria entonces continuar la iden-

un

tificacion de los divisores para las “n” primeras potencias naturales:

5 1; 5; -1; -5. (2 divisores en N3y 4 divisores en Z%)

5% 1; 5: 25; -1; -5; -25. (3 divisores en N y 6 divisores en Z)

53 1; 5; 25; 125; -1; -5; -25; -125. (4 divisores en Ny 8 divisores en Z)

5% 1; 5; 25; 125; 625 -1; -5; -25; -125; -625. (5 divisores en N y 10 divisores en Z)

5% (n+1) en Ny (n+1) x 2 en Z (conjetura solucién).

Esta conjetura, que progresa desde una practica aritmetizada a una construccion
algebrizada, requerira ser verificada, validada y generalizada. La solucion asi
planteada requiere continuar la clarificacion del ambito de validez, y las condi-
ciones bajo las cuales se cumplird. Los estudiantes seqguramente se inquietarian
ante afirmaciones referidas a los divisores propuestos de cada potencia, pudien-
do cuestionarlos e iniciar procesos de validacién que faciliten mayor certeza, y
riqueza de produccion.

3 N: nGimero natural.

# Z: numero entero.
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El Interrogante 2, requiere analizar lo que sucede con los divisores conocidos.
Si n es el numero buscado, y sabiendo que es divisible por 35 =15 x 7,y por 77
=7 x 11; luego es también divisible por 5, por 7, y por 11. Se sabe ademas que
todo numero es divisible por si mismo y por la unidad, es decir que 1 también
es divisor. Todos los productos de las combinaciones entre los divisores seran
divisores. Esto significa que 5 x 11 =55, lo es. El producto entre 5, 7,y 11 (385),
también es divisor de dicho numero n puesto que resulta divisible por 35, 55,y
77. Por ser 385 el mayor de los divisores que admite divisores a si mismo y la
unidad, entonces n = 385; quedando el siguiente conjunto de divisores:

BEERERE RS

Al igual que para el Interrogante 1, en este caso es necesario que se expliciten
las condiciones en las que se cumpliria esta solucién, por ejemplo que el enun-
ciado haya solicitado los divisores naturales, los criterios de seleccion de los
factores primos, y las afirmaciones que se fueron imponiendo en el desarrollo,
por ejemplo, dar argumentos que validen la afirmacion respecto de que, si 35
es divisor, los divisores de 35 son también divisores de n. Estas, podrian presen-
tarse como limitantes de la producciéon en clase, o como oportunidad para la
formulacion de nuevos interrogantes de conocimiento y expansion de propieda-
des aritméticas, de casos particulares a generales.

CONCLUSION

La Aritmética podria constituirse en una herramienta que posibilite el hacer mate-
matico a la vez que genere una actitud de ensenanza y de aprendizaje significa-
tivos, de manipulacion y comunicacién de objetos de conocimiento de la
Matematica escolar, ya sean conceptos, teorias, definiciones, acepciones y condi-
ciones especiales de construccion de saberes en un proceso de exteriorizacion de
propiedades y de relaciones opuesto a la idea simple de “aplicacion de técnicas
dadas’, de algoritmos para resolver, que vincule a las propuestas didacticas con
la idea de problematizacion, es decir, que introduzca posibilidades de preguntarse,
por parte de los estudiantes, y de elaborar caminos de hipotetizacion, validacion,
y verificacion de saberes que en el trabajo matematico se pueden ir construyendo
en la tarea de dar solucion a un determinado problema aritmético.
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Es asi que, construir en Matematica en el aula, y particularmente en Aritmé-
tica, abrirfa la posibilidad no solo de resolver significativamente una situacion
matematica planteada, un determinado problema, una pregunta con contenido
aritmético, sino también, como intentd ponerse en practica en la actividad pro-
puesta, dar lugar a la emergencia de significados, conceptualizaciones, aprecia-
ciones, y a la aplicacion de contenidos tedricos aprendidos en la practica con
las consiguientes producciones y concepciones emergentes en la propia tarea
de manipulacién de objetos matematico por parte de los estudiantes.

En particular, en la actividad propuesta a los alumnos, la secuencia
didactica se presento bajo la modalidad de resolucién de problemas, pero
son escasos los elementos que muestran verdaderas interacciones de un
proceso altamente significativo entre las personas que intervinieron, ya sean
docente y alumnos o alumnos entre si en interaccion de pares, como pro-
cesos comunicacionales propios de la modalidad de ensenanza y aprendi-
zaje a través de problemas. También, son escasos los elementos observados
que puedan dar cuenta del desarrollo de una tarea netamente constructi-
vista de contenidos aritméticos, puesto que en un primer momento si surgio
la tendencia por parte de los estudiantes de ir en busqueda de una formu-
lacion algebraica.

Construir, en tal sentido, implicaria aplicar saberes previos, y producir nuevos
saberes que se ajusten a los requerimientos del trabajo matematico particular,
es también un proceso que se construye, y no sin admitir que problematizar, en
las ensefnanza y en los aprendizajes aritméticos, es instalar interrogantes como
practica habitual, y generar las condiciones sociales de participacion colectiva;
debe ser parte del proceso natural de adquisicion de propiedades, y del contexto
matematico productivo en el que lo sabido se ponga en duda y deba ser some-
tido a pruebas en las actividades grupales entre pares.
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Resumen: En este articulo presentamos una propuesta de ensenanza que se
focaliza en objetos geomeétricos y se pone en juego con 17 estudiantes que
cursan en 2018 una asignatura de geometria del tercer ano del programa de
formacion de profesores en matematica de la Universidad Nacional del Litoral
de Santa Fe-Argentina.

Disenamos y organizamos la propuesta en torno a procesos de modelizacion
matematica, buscando que los estudiantes reproduzcan en el aula actividades
propias del quehacer matematico. Las consignas disenadas para el trabajo de
los estudiantes toman como recurso imagenes de figuras tridimensionales.

Cabe indicar que la propuesta y su puesta en aula forman parte de un
trabajo de tesis de doctorado en educacion matematica en la que se estudia una
experiencia educativa con futuros profesores cuando trabajan en un contexto de
modelizacion matematica. Para el presente articulo describimos y analizamos en
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detalle la propuesta y las principales ideas que la sustentan. También discutimos
algunos avances vinculados con las producciones emergentes del trabajo de los
estudiantes. Finalmente ofrecemos algunas conclusiones.

Palabras Clave: Formacion de Profesores, Modelizacion Matemadtica, Geometria,
Validacion Matemadtica, Modelo.

Abstract: In this article we present a teaching proposal that focuses on geometric
objects that is carried out in 2018 with 17 prospective teachers. At that time,
they are taking a geometry course corresponding to the third year of the for-
mation program for teachers in mathematics of the Universidad Nacional del
Litoral de Santa Fe - Argentina.

We design and organize the main moments of the proposal around math-
ematical modelling processes so that prospective teachers are engaged in
characteristic activities of mathematical production. The major task designed
for the students’ work takes as its main resource printed images of three-di-
mensional figures.

It is worth noting that the proposal is designed and implemented as part of
research associated with a doctoral thesis in mathematics education. In order to
emphasize the pedagogical aspect of the implementation of the research work
related to the thesis, in this article we describe and analyse in detail the educational
proposal. We advance in discussions about the students’ productions that emerge
from their interactions in classes. Finally, we and offer some conclusions.

Keywords: Teachers Professional Development, Mathematical Modelling, Geom-
etry, Mathematical Validation, Model.

1. INTRODUCCION

Este articulo tiene como propdsito dar a conocer y discutir una experiencia de
formacion para futuros profesores en matematica en un contexto de modeliza-
cion matematica (MM). Su disefo y ejecucion toma como sustento avances de
una investigacion que persigue por objetivo general estudiar conocimientos
puestos en juego por futuros profesores en matematica de la Facultad de Huma-
nidades y Ciencias de la Universidad Nacional del Litoral (UNL), al trabajar en
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un contexto educativo mediado por actividades de modelizacién matematica
en un curso de geometria. Particularmente, en la investigacion interesa indagar
los procesos de validacion y los sentidos atribuidos a esos procesos por los
futuros profesores en el marco de la experiencia de modelizacion matematica.

El objetivo de la investigacion entrelaza tematicas fundamentales en el ambi-
to de la educacién matematica: la formacion de futuros profesores, el trabajo
con MMy la validacion. Estas tematicas se tratan en diversos grupos de discu-
sién en ocasion del 13 Congreso Internacional de Educacion Matematica (ICME)
celebrado en 2016 y en la 17 Conferencia Internacional sobre la Ensefianza de
la Modelizacién Matematica y sus Aplicaciones (ICTMA) celebrada en 2015.
Algunas producciones que dan cuenta del avance y preocupacion de estas
tematicas son Stylianides y Harel (2018), Stillman, Blum y Kaiser (2017), Kaiser
(2017), Hanna y De Villiers (2012), y Reid y Knipping(2010).

Para responder al objetivo general vinculado con la investigacion antes
mencionada apelamos a un abordaje de naturaleza cualitativa, particularmente
a una investigacion de disefo (Bakker y van Eerde, 2015) en la cual se emplea
un conjunto de tareas secuenciadas y novedosas, se busca conocer recursos y
conocimientos previos puestos en juego por estudiantes, modos en que se crean
registros, formas en que surgen concepciones y sus cambios, recursos que se
emplean, entre otros (Confrey, 2006).

Atendiendo a las consideraciones metodologicas realizadas disenamos una
propuesta que tiene dos finalidades, una de indole investigativa y otra pedagogica
relativa al quehacer del trabajo matematico en un curso de Geometria Euclidea
Espacial (GEE). Para el disefo de la propuesta de ensefianza consideramos, entre
otros, literatura vinculada con la tematica en estudio y resultados de entrevistas
realizadas con futuros profesores que cursaron GEE en 2017. Estas ultimas nos
permiten conocer recursos y conocimientos previos de los estudiantes* y conclui-
mos que posiblemente no han tenido oportunidad en su formacion de vivir expe-
riencias educativas en las que se apela a MM (Cruz, Esteley y Scaglia, 2018).

Tanto la investigacion como este articulo que focaliza en la propuesta, se
conectan con cuestiones relativas a formacion de futuros profesores en mate-
matica. Esta area posee actualmente interés en el ambito internacional (Even y
Ball, 2009), sefialamos los resultados del Survey presentado en el ultimo Con-
greso Internacional de Educacion Matematica (ICME) (Robutti, et al, 2016) y la
convocatoria para la proxima Conferencia de Estudio numero 25 (ICMI Study

' En este texto al mencionar el término estudiantes se refiere a futuros profesores en matematica.
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25) a realizarse en febrero de 2020 (Borko, et al, 2019). A su vez, la preocupacion
respecto a la formacion matematica de jovenes de los distintos niveles educativos
pone de manifiesto la necesidad de contribuir y prestar especial atencion a la
formacion docente de quienes ensenaran matematica. En Argentina, la propues-
ta de estandares creada por el Consejo Interuniversitario Nacional para las
carreras de profesorado universitario® en matematica (2012), explicita la necesi-
dad de que futuros profesores trabajen con “procedimientos tales como: [.]
ejemplificacion, validacion, contrastacion [..], elaboracion de conjeturas, modeli-
zacion y visualizacion” (pp. 6 y 7).

Recuperando las recomendaciones internacionales y locales, la propuesta de
ensenanza disenada apela a MM como abordaje pedagogico en el sentido de
Bassanezi (1994) y Esteley (2014). Esto supone la organizacion del trabajo en el
aula de matematica en torno a las fases que intervienen en un proceso de
modelizacion de naturaleza matematica. Al respecto, Esteley (2014) afirma que
‘la modelizacion matematica como abordaje pedagogico se refiere basicamente
al trabajo con modelos matematicos en el aula e intenta reproducir en las mis-
mas, las actividades de la comunidad matematica” (p.1). Cabe indicar que MM
como abordaje pedagogico guarda algunas similitudes con resolucion de pro-
blemas, pero también presentan diferencias® (Blum y Niss, 1991; Esteley, 2014).

Para la propuesta de ensenanza se recuperan las ideas de MM vy validacion
en formacion de profesores. En la puesta en aula, en el marco de la asignatura
GEE, emerge principalmente el trabajo matematico sobre el estudio de figuras
tridimensionales y en particular la nocion de poliedro. Este contenido resulta de
interés en la formacion de profesores, dado que forma parte de la propuesta
curricular para la escolaridad obligatoria en el sistema educativo argentino (NAP,
2011; Diseno Curricular Educacion Secundaria Orientada de la Provincia de
Santa Fe, 2014).

Con una propuesta pensada desde la MM enlazada con fendomenos geométricos,
se busca ir mas alld de la ensenanza tradicional de la matematica posibilitando a
los estudiantes el contacto con una experiencia de construccion de conocimiento y
de reflexion acerca de lo construido. En sinergia con lo propuesto por Blum (2015),

> Universidades argentinas ofrecen carreras de grado para la formacion de Profesores en Matematica.
Los profesores que egresan de esos programas estan habilitados para desempenar en colegios secundarios
y en la universidad.

® En el campo de la Educacion Matemadtica se presenta un gran volumen de investigaciones que tratan
las similitudes y diferencias entre tales abordajes, no se recuperan en este articulo por limitaciones de espacio.
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se pone en escena la necesidad de que futuros profesores se apropien de conoci-
mientos necesarios para llevar a cabo actividades de modelado.

Con la propuesta buscamos crear experiencias matematica y didacticamente
ricas y que los sujetos las interpreten después de vivirlas, considerando que las
personas principalmente piensan y aprenden a través de experiencias que atra-
viesan (Gee, 2008). Este autor afirma que interpretar la experiencia significa pensar
en la accion antes y después de ejecutarla, analizar cdmo los objetivos se relacio-
nan con el propio razonamiento de la situacion, extraer las lecciones aprendidas
y anticipar cuando y donde podrian ser Utiles. En esta misma linea Dewey (1958)
afirma que la educacion debe basarse en la experiencia, y mas aun, Larrosa (2003)
senala que a partir de la experiencia es posible dar sentido a lo sucedido.

Bajo los supuestos descriptos, en este articulo tenemos como objetivos des-
cribir, analizar y discutir una experiencia de formacién para futuros profesores
en un contexto de MM vinculada con fenémenos geométricos. Ademas avan-
zamos en la presentacion de resultados relevantes destacando producciones
emergentes del trabajo realizado por estudiantes que cursaron GEE en el ano
2018 en la UNL

Con el fin de dar cuenta de los objetivos planteados en el siguiente apartado
presentamos los constructos tedricos en los que se basa la propuesta, posterior-
mente la describimos y presentamos producciones de los futuros profesores.
Finalmente reflexionamos en torno al sentido de la experiencia desarrollada.

2. CONSTRUCTOS TEORICOS QUE APOYAN EL DISENO DE LA PROPUESTA

El diseno de la propuesta de ensenanza toma aportes e ideas vinculadas con
la MM como abordaje pedagdgico. Bassanezi (1994) afirma que emplear la MM
como abordaje de ensenanza y medio para el aprendizaje posibilita el desarrollo
de ciertos modos de pensamiento y actuacion, entre otros, la produccion de
conocimientos, la realizacion de abstracciones y formalizaciones y el estableci-
miento de generalizaciones y analogias. Es importante destacar que bajo este
abordaje se pretende que los estudiantes no solo puedan aplicar conocimientos
matematicos ya conocidos, sino que emerjan nuevos, es decir, se produzcan
conocimientos que se iran configurando o reconfigurando en el proceso de MM.

La perspectiva mencionada se sustenta en una vision de la matematica como
actividad cuasi-empirica (Lakatos, 1978; Ravn y Skovsmose, 2019). La adopcién
de esta perspectiva supone asumir que la exploracion por parte de los

EDUCACION MATEMATICA, VOL. 32, NUM. 1, ABRIL DE 2020 197



Maria Florencia Cruz, Cristina Esteley y Sara Scaglia

estudiantes constituye un aspecto central de la ensenanza, asi como la posibi-
lidad de proporcionar oportunidades para que éstos apelen al sentido comun y
a sus experiencias (Sriraman y Mousoulides, 2014). En este sentido, Lakatos
(1978) afirma que:

Las matematicas informales y cuasi-empiricas no se desarrollan mediante un mond-
tono aumento del numero de teoremas indubitablemente establecidos, sino que lo
hacen mediante la incesante mejora de las conjeturas, gracias a la especulacion y
a la critica, siguiendo la logica de pruebas y refutaciones. (p.20).

En relacion con lo mencionado, en la figura 1 se muestra un esquema de MM
(Bassanezi, 2002). Si bien este esquema se focaliza en el proceso de MM en el
ambito matematico, el mismo se puede emplear como inspiracion para pensar
la MM como abordaje pedagogico (Esteley, 2014).

PROBLEMAS
PARA

——»| MODELO

—/

RESOLUCION
MODIFICACION MATEMATICA

TEMA _—

O>P>040L>

ZO\O\

ANALIZAR

EXPERIMENTACION

|

DATOS
EXPERIMENTALES

SOLUCION
ANALITICA O
NUMERICA

ZOOPDF&

APLICACION

Figura 1: Esquema de proceso de modelizacion matematica.

Acorde a dicho esquema, quienes se involucran con la MM formulan problemas
en el marco de un tema en estudio, emplean datos existentes o producen nuevos
con el fin de construir un modelo que dé respuestas al problema, se valida el
modelo y en caso necesario se modifica. En ese sentido, el proceso es ciclico e
incluye construcciones provisorias.

Cabe notar que el modelo provisorio o final puede tomar diversas formas:
analitica, grafico, verbal, entre otros (Esteley, 2014). Este proceso, como afirma la
autora, permite que el o los modelos se modifiquen o convaliden en funcién de
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los resultados alcanzados en cada momento del proceso. Esta caracteristica de
la MM como abordaje pedagdgico resulta eficiente para fomentar la construc-
cion de conocimiento.

Entendemos como modelo la definicion aportada por Zahar (1989, p.170):
‘Modo de explicacion, construccion tedrica, idealizada, hipotética, que sirve para
el analisis o evaluacion de una realidad concreta”. Bassanezi (1994) pone de
manifiesto que el trabajo con MM puede tener importancia intrinseca indepen-
dientemente de su aplicacion a la vida diaria. En el modelado el comienzo es
simplemente un problema en el que aun se desconoce la matematica que se
pondra en juego. En esta misma linea, Davis y Hersh (1989) consideran los
modelos como herramientas desarrolladas por el hombre para proveer una
descripcion viable de la realidad social, de la naturaleza o de la propia matema-
tica, cumpliendo una doble funcién: medio para pasar informacion y dispositivo
para pensar. En concordancia con la postura de Bassanezi (1994; 2002) se hace
referencia a modelos producidos libremente por estudiantes, emergentes de su
propia construccion y que se consideran intermediarios mediante los cuales se
idealiza o simplifica una realidad o teoria compleja para acceder a un tratamien-
to matematico mas formal.

Si bien en general, en el trabajo de Bassanezi (1994; 2002) se privilegian
temas y problemas de la realidad perceptual, Freudenthal (1991) guardando
coherencia con los principios del trabajo de MM, sugiere ampliar los fenémenos
a estudiar. Y no se limita a pensar en el estudio de fenémenos del mundo real
(perceptual), sino que resalta la importancia de que los estudiantes enfrenten
situaciones que tienen la capacidad de visualizar o imaginar por la influencia
de experiencias previas.

En la propuesta de ensenanza que se presenta, el docente cumple un rol de
guia y organizador de las interacciones, es el mediador entre las producciones
de los estudiantes y la matematica reconocida por la comunidad matematica
(Freudenthal, 1991). De este modo, se evidencia el caracter social de la matema-
tica, donde la reflexion colectiva redunda en el avance hacia niveles de com-
prension cada vez mas altos respecto a la matematica en juego.

En instancias de observacion y estudio de la propuesta se busca poner
atencion en los procesos de validacion en el marco de los procesos de MM
seguidos. Bassanezi (2002) considera que la misma se presenta cuando se
compara el modelo matematico con datos reales o informacion disponible, de
modo tal de posibilitar la aceptacion o el rechazo del modelo. A su vez, senala
que el grado de aproximacion deseado es un factor predominante en la decision
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de aceptar o rechazar el modelo y esto permite la reconfiguracién de conoci-
mientos. En este sentido, éstos pueden asumir un caracter provisorio.
Balacheff (2000) realiza una investigacion en la que estudia procesos de pruebas
puestos en juego por estudiantes, y se refiere a la validacion en el ambito de
trabajo matematico:

En este estudio utilizaremos la palabra razonamiento para designar la actividad
intelectual no completamente explicita que se ocupa de la manipulacion de la
informacion dada o adquirida, para producir una nueva informacion. Le asignaremos
el término procesos de validacién a esta misma actividad cuando tenga como fin
asegurarse de la validez de una proposicion y, eventualmente, producir una expli-
cacion (una prueba o una demostracién). (p.13)

Para este trabajo tomamos como referencia el sentido de validacién presente en
Bassanezi (2002) o Balacheff (2000). Estas ideas abren la posibilidad de una
reflexion colectiva entre estudiantes que permita un avance hacia niveles de
comprension cada vez mas altos y quizas mas formales que habiliten luego
una prueba.

3. LA PROPUESTA DE ENSENANZA: UNA MIRADA HACIA EL DISENO Y
HACIA LAS PRODUCCIONES

3.1. CONSIDERACIONES GENERALES PARA EL DISENO

El programa de formacion docente en el que llevamos adelante la propuesta
tiene una duracion de 5 anos. Las asignaturas se organizan de modo tal que
pueden agruparse en cuatro categorias principales: matematicas especificas,
educacion general, educacion matematica y formacion general. La asignatura
GEE pertenece a la primera categoria, se dicta en el primer semestre del tercer
anoy los estudiantes inscriptos en ella, previamente, no han cursado asignaturas
de educacién matematica. Cabe indicar que tanto los estudiantes (Cruz, Esteley
y Scaglia, 2018) como las docentes que llevan adelante la propuesta no han
experimentado escenarios educativos en los que se emplea la MM.

La propuesta se desarrolld en 17 horas reloj, organizadas en 5 clases de 3
horas cada unay una de 2 horas, durante las tres primeras semanas de cursado.
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Participan de esta experiencia 17 futuros profesores, sin embargo es necesario
senalar que no todos se encuentran presentes en la totalidad de las clases.

Previo al diseno de la propuesta las investigadoras acuerdan con las docen-
tes a cargo de la asignatura en escoger “poliedros” como tema principal para
abordar en el proceso de MM. Dicho tema no habia sido desarrollado con
anterioridad en la carrera Profesorado en Matematica y, al implementarse esta
propuesta en las primeras clases, tampoco se habia trabajado en este curso.

Se establecen dos problemas relacionados con el tema senalado. El primero
solicita determinar qué figura o figuras (de un conjunto de figuras dadas) es un
poliedro y el sequndo invita a conjeturar si existe alguna relacion entre el niime-
ro de vértices, de aristas y de caras de un poliedro. De este modo, el avance sobre
el primer problema permite adentrarse en el segundo con un trabajo previo de
reconocimiento de variables pertinentes para el estudio de un poliedro. Final-
mente, se trabaja con nuevas problematicas que formulan los estudiantes con
el fin de lograr la puesta en juego de un proceso de modelizacion completo,
dado que los estudiantes en interaccion con las docentes delimitan libremente
un problema a modelizar y buscan los medios para hacerlo (Esteley, 2014).

En la propuesta se invita a la reflexion constante respecto a modelizacion y
a validacion en el ambito de trabajo matematico. Atendiendo las particularidades
que implica la formacién de futuros profesores en matematica, se busco favore-
cer reflexiones vinculadas a la produccion matematica y sus vinculos con cues-
tiones didacticas.

Pensamos los procesos de ensenanza y de aprendizaje como un espacio en
el que emergen conocimientos, por lo que posicionamos la clase como comu-
nidad de practica (estudiantes y docente). En las comunidades de practica se
negocian significados entre los participantes, se trabaja en conjunto hacia obje-
tivos comunes y el aprendizaje puede ser reconocido por cambios en las iden-
tidades personales de los miembros de la comunidad (Forman, 2014).

Organizamos la propuesta en siete momentos, dado que asumimos que la
construccion de conocimientos es progresiva. La modalidad de trabajo durante
la puesta en juego de la propuesta es generalmente en grupos de tres a cinco
integrantes, puesto que consideramos que el intercambio entre pares permite
confrontar, comparar, contrastar, unificar y consolidar ideas de los sujetos invo-
lucrados respecto a las nociones y conocimientos matematicos que se ponen
en juego en las consignas, de modo que logren profundizary repensar las ideas
que emergen durante el trabajo matematico.
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En varios momentos proponemos debate colectivo, dado que consideramos
que en escenarios educativos en los que estudiantes presentan al final resul-
tados de un problema en estudio a la comunidad de practica en la que estén
inmersos, tienen un alto valor formativo, pues posibilitan sugerencias para su
mejora, intercambios de experiencias y criticas, mejoras de cada produccion,
entre otros. En definitiva, propician la actividad de comunicar ideas matematicas
y contribuir con una produccion de conocimientos.

Finalmente sefalamos que durante la puesta en juego de la propuesta
sugerimos que los estudiantes completen las consignas en Google Drive com-
partido por la comunidad de practica de modo tal de asegurar en todo momento
el acceso a la produccion de todos los grupos durante la clase. En caso que no
se disponga de conexién a internet sugerimos que las producciones se realicen
en Word con el fin de que luego las investigadoras y docente del curso recupe-
ren, organicen y compartan las producciones.

3.2 LA PROPUESTA DE ENSENANZA

Organizamos la propuesta en siete momentos. En los momentos uno y cinco se
reflexionan y abordan cuestiones en torno a produccion matematica y sus enla-
ces con la didactica, particularmente se pone énfasis en discusiones que versan
en la nocién de MM y validacion. En los momentos dos, tres y cuatro se trabaja
en torno al primer problema matematico, determinar qué figura o figuras (de un
conjunto de figuras dadas) es un poliedro. En el momento seis, se aborda el
segundo problema matematico, conjeturar si existe relacion entre el numero de
vértices, de aristas y de caras de un poliedro y qué caracteristica tiene. Finalmen-
te, en el momento siete, se propone la formulacién, resolucion y presentacion de
un problema geométrico por parte de los futuros profesores.

A continuacion presentamos un esquema (Figura 2) en el que caracterizamos
sintéticamente la propuesta.
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Figura 2. Sintesis de la propuesta.
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A continuacion presentamos detalles de cada momento, explicitamos las
consignas presentadas a los estudiantes, el modo de trabajo y avanzamos pre-
sentando algunas producciones del trabajo de los futuros profesores que parti-
cipan de la experiencia.

3.2.1 Momento 1

El primer momento se lleva adelante en la primera clase de la asignatura GEE
a la que asisten 15 futuros profesores que se organizan en cuatro grupos, 3 de
4 estudiantes y uno de 3. La consigna que se presenta es la siguiente:

Lean en grupos los siguientes interrogantes y discutan posibles respuestas a
los mismos. Luego realicen una narracion en la que recuperen las respuestas de
todos los integrantes del grupo (explicitando los acuerdos y desacuerdos que
hayan surgido durante las discusiones): a- éCudles son las actividades que lleva
a cabo una persona que hace Matemdtica? b- ¢Qué entienden por proceso de
validacion en instancias del trabajo matemadtico? c- ¢Qué entienden por proceso
de modelizacion matemdtica?

Esta instancia de trabajo permite poner de manifiesto el sentido otorgado al
quehacer matematico, procesos de validacion y de modelizacion a partir de
experiencias educativas previas, atendiendo a que las palabras producen sentido
(Larrosa, 2003).

Posteriormente presentamos a cada grupo (organizados del mismo modo
que en la instancia anterior) un breve escrito que incluye el esquema de mode-
lizacion ilustrado en la Figura 1, un texto en que se expone, siguiendo a Esteley
(2014), el modo en que se utilizan algunos términos presentes en el esquema
(experimentacion, abstraccion, resolucion, validacién, modificacién y aplicacion)
y lo propuesto por Balacheff (2000) acerca de proceso de validacién. Buscamos
que los estudiantes logren interpretar y analizar constructos teoricos respecto a
procesos de validacion y de modelizacion.

Las consignas presentadas son las siguientes: a- A continuacion se les pre-
senta uno de los posibles esquemas en el que se muestra un proceso de mode-
lizacion (cuyo autor es Bassanezi) y se explicita el modo en que se utilizan
algunos términos presentes en el esquema. Interpreten lo presentado a fin de
responder qué es o como se puede entender un proceso de modelizacion.
b- Ademds de considerar la vision de validacion propuesta por Bassanezi, se
presenta la de Balacheff (2000) acerca de proceso de validacion. A partir de los
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aportes de estos dos autores formulen una idea sobre qué es o como se puede
entender un proceso de validacion en el ambito del trabajo matemdtico.

Luego de esta etapa proponemos una discusion colectiva en la que cada grupo
pone de manifiesto la produccion realizada. Los futuros profesores exponen a la
comunidad de practica la respuesta realizada inicialmente, el analisis de los auto-
res y contrastan su produccion con la interpretacion realizada a partir de la lectura
de los autores.

3.2.2 Momento 2

El segundo momento también se lleva adelante en la primera clase y aqui se
da inicio al trabajo de MM. Como se menciona anteriormente, el primer problema
matematico que proponemos es determinar qué figura de un grupo de figuras
dadas representa un poliedro. Esto es, los estudiantes deberan construir herra-
mientas o instrumentos conceptuales que les permitan discernir acerca de si
cada figura es 0 no un poliedro.

Para iniciar el trabajo en torno a este problema matematico comenzamos
solicitando lo siguiente: Observen las siguientes imdgenes (ver figura 3) con el
fin de determinar caracteristicas que poseen.

El modo de trabajo se propone en grupos organizados del mismo modo
que en el momento anterior. La idea en esta instancia es que los futuros
profesores caractericen, apelando a variables escogidas por ellos, figuras tridi-
mensionales. Entregamos a cada estudiante una impresion con las imagenes
y se encuentran disponibles en el aula representaciones en material concreto
de las mismas. Algunas de tales imagenes representan objetos de la realidad y
otras son construcciones realizadas con el Software de Geometria Dinamica
GeoGebra. Entre las imagenes se presentan ejemplos y no ejemplos de poliedros.
Consideramos como no ejemplos, tomando aportes de Tall (1989) a las repre-
sentaciones que no cumplen las condiciones de una definicion formal de polie-
dro, y a las que cumplen con algunas condiciones y no con otras, como se
muestra en la figura 3.
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Imagen 1 Imagen 2 Imagen 3 Imagen 4 Imagen 5 Imagen 6
Imagen 7 Imagen 10 Imagen 11 Imagen 12
.It m.’ . ‘
Imagen 14

Imagen 13 Imagen 15 Imagen 17

— Imagen 18

" " Imagen 16
’

l :"

Figura 3. Imagenes presentadas a los estudiantes.

Cabe destacar que en el primer momento dejamos libertad de eleccién, dado
que los estudiantes determinan las caracteristicas. En este sentido es amplio el
abanico de oportunidades de eleccion: colores, texturas, formas de caras, etc. Sin
embargo, en instancias de resolucion predomina la seleccion de caracteristicas
geomeétricas, posiblemente esto se debe a que se encuentran en un curso de
geomeltria y son estudiantes avanzados en una carrera de profesorado en mate-
matica. Finalmente proponemos una instancia de debate colectivo donde cada
grupo expone a la comunidad de practica el trabajo realizado.

3.2.3 Momento 3

El momento tres de la propuesta se lleva adelante en la segunda clase. En
la misma se encuentran presentes 13 estudiantes. En este momento presen-
tamos las mismas imagenes que en la clase anterior, pero organizadas en
dos grupos (Figura 4), las que consideramos no poliédricas (Grupo 1) y las
poliédricas (Grupo 2).
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GRUPO 1: GRUPO 2:

[

16

B —
By APS

Figura 4. Imagenes organizadas en dos grupos.

En una primera instancia trabajan en cinco grupos, dos grupos de dos estudian-
tes y tres grupos de tres. Las consignas que presentamos son las siguientes:

a) Las imdgenes presentadas en la clase anterior se organizan en dos grupos.
Determinen caracteristicas geométricas que permitan que se agrupen de ese modo.
¢Qué nombre le podrias al grupo 17y, éal grupo 2?

b) Representen en el Software de Geometria Dindmica GeoGebra una figura tridi-
mensional que pertenezca al grupo 1 y una que pertenezca al grupo 2 (diferentes
a las presentadas anteriormente). Expliquen por qué consideran que dichas repre-
sentaciones pertenecen respectivamente a los grupos 1y 2.

En una segunda instancia, proponemos que se junten con otro grupo y respon-
dan la siguiente consigna: Discutan con otro grupo las respuestas de los incisos
anteriores. Establezcan una tnica caracterizacion y determinen dos representa-
ciones en el Software de Geometria Dindmica GeoGebra, una que pertenezca a
cada grupo.

Los estudiantes se organizan en 2 grupos, uno de seis estudiantes y uno
de siete. En este momento se busca que los estudiantes logren reconocer
caracteristicas de figuras poliédricas y no poliédricas, validar sus decisiones,
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iniciar el trabajo de construccion del concepto figural de poliedro (Fischbein,
1993), iniciar la construccién de figuras geométricas con GeoGebra en con-
cordancia con las caracteristicas propuestas, reconocer la equivalencia entre
definiciones, entre otros.

En las tablas 1y 2 exponemos las producciones emergentes de esta instan-
cia. Cabe indicar que las trascripciones de lo escrito por los estudiantes son
textuales y aunque puedan presentar algun error o inconveniente las transcri-
bimos sin modificacion. En la tabla 1 explicitamos la produccion del grupo for-
mado por siete futuros profesores y en la 2 1a del grupo de seis.

Tabla 1. Produccién de estudiantes del grupo 1 referidas al segundo momento.

Caracteristicas determinadas Representacion realizada en el SGD
Figuras | No todos tienen vértices, caras o = GeoGebrs Clisico
Grupo 1 | aristas, no todas sus caras son po- R AP B e s @ LN ]

ligonos, algunos tienen huecos.
Elegimos como figura dos conos
invertidos con sus vértices en
comun.

Figuras | Todos tienen aristas, caras y vérti-
Grupo 2 | ces, todas sus caras son planas,
no tienen huecos.

Elegimos como figura una pird-
mide de 4 caras, con base
triangular.
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Tabla 2. Produccién de estudiantes del grupo 2 referidas al segundo momento.

Caracteristicas determinadas

Representacion realizada en el SGD

Figuras | Notamos dos grandes grupos entre estos ;
R A7 > D » 4 @ &L N x|
Grupo 1 | grupos los cuales son: los cuerpos que ": - L - -
ruedan y los que tienen base. Ademds, e =l
hay cuerpos que son huecos y que son | © <x-mm
solidos. cono
® 1146
@ A=(222 -2
@ B-=(289.15-22
Figuras | Figuras poliédricas:
Grupo 2 | Las figuras dadas son superficies poliédri-

cas, es decir, un conjunto finito de poligo-
nos que tienen las siguientes caracteristicas:
Cada lado de una cara es compartido
con otra y solo otra.

Las caras contiguas estdn en distinto plano.
Convexas: Icosaedro, dodecaedro, pirdmi-
de, obelisco y toblerone.

No convexas: Las estrellas y la ‘i’
Regulares: El icosaedro y el dodecaedro.
No regulares: Los restantes.

N .A/",'\',.“r'g:o‘&@{__\';\ec

Octaedro =N

@ 494 : ;
Punt

Q@ A=(24.22:

@ 8-(28514, '

O c=(s8.-01

Segmento

En las producciones, desarrolladas mediante el uso de variables pertinentes,
vinculos relevantes o categorizaciones, se presenta una primera aproximacion
a la definicién de poliedro, que permite explicar, construir teéricamente e idea-
lizar la nocion que posibilitaria luego el analisis de figuras para determinar o
discernir si una figura es o no poliedro.

En este sentido, cabe destacar que “En algunos casos son construidos mode-
los, cuando la situacion original es muy compleja para ser estudiada. Se espera
que el modelo traiga algun esclarecimiento o informacion sobre la situacion
mas compleja” (Gazzetta, 1989, p.18) y de ese modo avanzar en la busqueda de
al menos explicaciones provisorias. En este caso, las caracterizaciones de las
figuras permiten identificar condiciones que, a su vez, conduciran a la elabora-
cion de definiciones.
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Las descripciones y caracterizaciones se constituyen en un primer modelo
emergente del trabajo con MM (Cruz, Scaglia y Esteley, 2018; Cruz, Scaglia y
Esteley, 2019 b), lo que brinda la oportunidad a los estudiantes de iniciar el
camino para producir modelos mas complejos, o en este caso particular una
definicion mas clara o mas compleja que luego puede ser asumida por la
comunidad de practica.

Respecto al empleo de GeoGebra, cabe destacar que es la primera vez que
los estudiantes del grupo 1 emplean su vista 3D, en el grupo 2 algunos de los
estudiantes ya cursaron GEE por lo que conocen esta herramienta. Ambos gru-
pos lograron realizar las dos construcciones, descubrir comandos y modos de
emplear este software, por ejemplo el uso de vistas 2D y 3D en simultaneo. A la
vez, resignifican conceptos geométricos que habian trabajado en un curso de
geometria plana, previo a la asignatura GEE, como el de simetria central (ver en
tabla 1 los conos simétricos respecto del vértice). Estas ultimas cuestiones son
propias de procesos de MM, donde emergen conocimientos matematicos y tec-
nologicos no previstos o que no se sabe que surgiran cuando se inicia el mismo
(Bassanezi, 1994).

En instancias de discusion colectiva, con aportes de todos los estudiantes
que se encuentran presentes en la clase y docentes, producen la definicién que
se muestra en la tabla 3:

Tabla 3. Definicion de poliedro construida en la comunidad de practica
y transcripcion del texto.

Transcripcion de lo escrito en el pizarron:
Poliedro

Caras planas- Vértices y aristas - No
posee huecos.

Sus caras son poligonos.

Por aristas concurren solamente dos
caras que se encuentran en distintos
planos.
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3.2.4 Momento 4

El momento tres concluye con la produccién del primer modelo (tabla 3 - defi-
nicion provisoria de poliedro) de la comunidad de practica. Continuamos la
propuesta buscando poner a prueba la produccion, incentivando la validacion
y la decision por parte de los futuros profesores acerca de la modificacién o no
del modelo.

Este momento se lleva a cabo en la tercera clase. Asisten 13 estudiantes y
se organizan en tres grupos, dos de cuatro y uno de cinco. Las consignas pre-
sentadas son las siguientes:

a) Busquen por lo menos 2 definiciones de poliedros. La btsqueda la pueden realizar
en libros de texto, libros de geometria (reconocidos por la comunidad matemdtica),
internet entre otros.

b) Decidan y expliquen si las definiciones buscadas recientemente son equivalentes.
De las imdgenes presentadas en la consigna anterior, éexisten figuras tridimensio-
nales que cumplen alguna de las definiciones y no otras?

¢) Justifiquen si las definiciones buscadas son o no equivalentes a la establecida
en la comunidad matemdtica “clase de geometria”. De las imdgenes presentadas en
la consigna anterior, éexisten figuras tridimensionales que cumplen alguna de las
definiciones y no otras?

d) Preparen una presentacion para realizar al resto de la clase, en la que se exponga
lo pensado en los incisos anteriores. Tengan en cuenta explicitar y argumentar si la
definicion establecida en la comunidad matemadtica “clase de geometria” les sigue
pareciendo adecuada.

Luego del trabajo grupal proponemos que se lleve adelante un debate colec-
tivo. En el mismo, cada grupo expone el trabajo realizado. Para cerrar este
momento, las docentes a cargo del curso deciden por restricciones de tiempo,
establecery delimitar la definicion (formulada por las docentes tomando apor-
tes de Puig Adam (1980)) que se empleard en las clases de GEE y se utilizara
como modelo en el desarrollo de esta asignatura para validar acciones futuras.
Cabe senalar que la decision de finalizar este momento con una definiciéon
formulada por el cuerpo docente, sin reconsiderar las ideas de los estudiantes
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no es una decision consensuada previamente con las investigadoras. Si bien
se entiende que esta decision es tomada quizdas por la necesidad de cumplir
con el programa de la asignatura, a partir de esta accion docente consideramos
que se produjo un truncamiento del proceso de MM al establecer una defini-
cién sin tener en cuenta las voces y producciones de los futuros profesores.
No obstante, la riqueza del trabajo de los estudiantes no queda oculta y seran
consideradas en ambitos investigativos.

3.2.5 Momento 5

El momento cinco se lleva adelante en la cuarta clase, en la misma se encuen-
tran presentes 13 estudiantes. En este momento se busca cerrar el trabajo
matematico en torno al primer problema, por lo que invitamos a los futuros
profesores a realizar una narracion escrita individual. La consigna presentada
es la siguiente: Tomando como referencia el esquema del proceso de modeliza-
cion presentado en la clase 1 describan el proceso sequido al interior de la
comunidad para arribar a una definicion o modelo de la nocién de “poliedro”.
Dentro del proceso de modelizacion, .como vivieron la validacion?

Esta instancia es fundamental porque permite a cada participe de la expe-
riencia reflexionar y recuperar individualmente lo vivido en instancias de una
experiencia colectiva, pues cada sujeto reconstruye los hechos atendiendo al
modo en que atraveso y lo atraveso la experiencia, produciendo asi sentido a la
vivencia (Larrosa, 2003).

3.2.6 Momento 6

En el momento seis se lleva adelante el trabajo de MM en torno al segundo
problema matematico, conjeturar si existe relacion entre el nimero de vértices,
de aristas y de caras de un poliedro tomando como referencia empirica las
figuras que determinamos como poliédricas (grupo 2) de la figura 4. Detras de
este problema se hace evidente la relacion de Euler. Este momento, al igual que
el momento cinco, se ejecuta en la cuarta clase. Para esta instancia proponemos
que se organicen en 3 grupos, dos de cuatro y uno de cinco.
Comenzamos explicitando la siguiente consigna:
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a) Cuando trabajaron con poligonos planos pudieron observar (o no) que el nimero
de aristas coincide con el nimero de vértices. Por ejemplo, el cuadrado tiene cuatro
aristas y cuatro vértices, el pentdgono cinco aristas y cinto vértices, etc. Cabe pregun-
tarse entonces, para los poliedros, éserd posible establecer relaciones entre los ntiime-
ros de caras, de vértices y de aristas de los mismos? Los invitamos a que levanten
o traten de levantar algunas conjeturas al respecto (decir que no o si es también
una conjetura).

b) En caso de haber encontrado alguna relacién representen en el software de
geometria dindmica GeoGebra figuras tridimensionales que la cumplen y en la hoja
de cdlculo expliciten la relacion.

Cabe indicar que en el grupo 2 de figuras tridimensionales presentado en la
figura 3, los “poliedros” cumplen la relacion de Euler. Seria una discusion teoérica
y epistemoldgica interesante el analizar si es necesario que todo poliedro cumpla
la relacion de Euler o no, pero no abordaremos ese punto en este articulo.

En el trabajo en aula, llevado a cabo en 3 grupos de 4 estudiantes cada uno,
surgen las producciones que fueron escritas en la pizarra y que se muestran en
la tabla 4.

Tabla 4. Pizarra de la puesta en comun realizada en el momento 6
y transcripcion del texto.

Transcripcion de lo escrito
en el pizarron?

¢ = n"de caras

Grupo 4 v —n°de vértices p — n° de lados de cada cara
a - n° de aristas
a>c atv>a Grupo 3
a>v a-v+2=c
v+a+c=npar =2.nneN %(_)
Relacion Euler
Piramides
c=v
Grupo 2
Poliedros convexosa —v+2 =c¢
2.c-2=a

7 El nominar 2, 3y 4 a los grupos se debe a que desde la primera clase trabajan de ese modo. Los
estudiantes del grupo 1 no mantienen la formacion del mismo por ausentarse a diversas clases.
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Apreciamos que el grupo 4 encuentra diversas relaciones estableciendo
hipotesis para limitarlas para ciertos tipos de poliedros. El grupo 2 determina
una férmula para poliedros convexos y luego la relacion de Euler para poliedros.
La formula no se verifica para todo poliedro convexo, sin embargo los estudiantes
que realizan esta conjetura afirman que es valida para los poliedros convexos
en los que contaron.

El grupo 3 formado por estudiantes que habian cursado previamente la
materia y estudiantes que se enfrentan por primera vez a la asignatura arriban
a laformula de Euler. En este grupo, una de las estudiantes recordaba la relacion
de Euler y manifiesta que no va a opinar para dar espacio a la formulacion de
conjeturas por sus companeras.

Posteriormente en instancias de trabajo colectivo surgen interesantes discu-
siones respecto a la posibilidad de validacion de las conjeturas establecidas.

3.2.7 Momento 7

Organizamos el momento siete en tres instancias: la formulacion, resolucion y
exposicion de un problema geométrico formulado por los futuros profesores. La
formulacion de problemas se lleva adelante en la clase cuatro, la resolucion en
la clase cinco y la exposicion de la resolucion en la clase seis. En estas clases
asisten 13 estudiantes que se organizan para trabajar en dos grupos de cuatro
y un grupo de cinco.

La consigna presentada con el fin de solicitar la formulacion de problemas
geométricos es la siguiente: Durante las clases de Geometria Euclidea Espacial
llevadas a cabo hasta el momento pensaron y reflexionaron diferentes proble-
mas, por ejemplo, la definicion de poliedros, relaciones entre ntiimeros de caras,
vértices y aristas en poliedros, entre otros. Ahora los invitamos a que se hagan
preguntas que les surgen a partir del proceso vivido con el fin de que ustedes
mismos determinen un problema geométrico.

Los problemas geomeétricos disenados por ellos se presentan en la tabla 5.
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Tabla 5. Problemas planteados en términos de interrogantes por los tres grupos.

GRUPO 2:

Nosotras pensamos que si tenemos distintas figuras geométricas (tridngulos, rectdngulos, cua-
drados, pentdgonos, etc) al unirlos podemos formar poliedros. Pero ésiempre se puede? (tomando
cualquier figura y cantidad).

Nuestra idea es ver que la respuesta va a depender de distintas caracteristicas de las figuras y lo
analizaremos en la clase con los demds grupos utilizando el Polydron y otros elementos (figuras
reqgulares, irrequlares, circulares).

GRUPO 3:

Con las caracteristicas descriptas en los poliedros, el conceplo de dngulo no se menciona.

Dado los contenidos estudiados en geometria plana acerca de poligonos, nos preqguntamos si
existen o no dngulos en el espacio y como se definen, miden y clasifican, si existen dngulos
exteriores.

GRUPO 4:
Durante estas clases el problema que nos surgié es que en las definiciones aparecen términos
que no comprendiamos, por ejemplo: superficie y solido y esto nos dificulté poder comprenderlos®

De los problemas formulados por los grupos apreciamos que todos eligen tra-
bajar con situaciones de la geometria tridimensional, a pesar de que la consigna
es abierta a un problema geométrico cualquiera.

Luego de este momento en la clase cinco proponemos lo siguiente:

a) Intenten junto a los companieros con los que disenaron la problemdtica determinar
una posible ‘reflexion” y ‘respuesta” a la misma. Preparen para entregar en el proximo
encuentro un archivo de Word en el que se expliciten de modo detallado sus explo-
raciones, investigaciones, conjeturas, conclusiones, entre otros. Se sugiere que final-
mente presenten una reflexion en la que narren como vivieron el proceso de
produccion y exploracién de su problemdtica.

b) Disenien una presentacion de 15 minutos para que en el proximo encuentro

puedan mostrar a la comunidad “clase de geometria” el proceso llevado a cabo al
interior del grupo.

8 La resolucién de este problema consiste en la realizacion de un analisis terminoldgico para compren-
der las definiciones.
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A partir de este momento los estudiantes han completado la experiencia en torno
al proceso de MM (Esteley, 2014). La resolucion de una problematica formulada
por los mismos estudiantes da lugar a responder preguntas que ellos mismos
se hicieron. Se destaca esta cuestion, dado que es posible que no hayan tenido
previamente en su formacion una experiencia con estas caracteristicas. Asi
mismo, el momento de presentacion de la resolucion de la problematica permite
a los estudiantes comunicar resultados de su propia investigacion matematica
y poner a prueba su produccién frente a companeros y docentes.

4. RELFEXIONES FINALES

Lo descripto ha permitido delinear con detalles una experiencia educativa para
futuros profesores. Hacemos evidentes las consignas disenadas apelando a MM
como abordaje pedagdgico. Ofrecemos evidencias o ejemplos de las produccio-
nes que emergen en el trabajo en aula, asi como también posibilidades de los
estudiantes para comprometerse con un trabajo de MMy producir conocimientos
matematicos y tecnoldgicos en esas instancias.

Los futuros profesores que participan en esta experiencia se apropian del
proceso de MM de naturaleza intra-matematico. En este sentido, cabe senalar
que trabajan con referentes empiricos vinculados con la matematica y recurren
a conocimientos ya apropiados de naturaleza matematica para construir mode-
los, como las definiciones de poliedro, en el sentido de Gazzetta (1989), en una
primera instancia o las formulaciones de relaciones al interior de figuras que
luego validan recurriendo a diversos procedimientos.

Esta experiencia resulta valiosa para los propios estudiantes y para las docen-
tes del curso. Se han dado evidencias de un trabajo con MM centrado en objetos
matematicos, que da cuenta de las posibilidades formativas que estos procesos
de produccion de conocimientos otorgan a futuros profesores. Asi mismo, la
reflexion de los procesos de MM y validacion posibilita que emerjan conocimien-
tos didacticos, matematicos y tecnoldgicos.

Lo discutido desde una mirada pedagdgica esta en proceso de analisis en
el ambito investigativo. Asi mismo, senalamos la importancia que ha tenido
en esta experiencia el trabajo en conjunto entre investigadores y docentes a
fin de contribuir en la formacion de futuros profesores en matematica. En el
ambito de investigacion se logra dilucidar las ideas iniciales de los estudiantes
acerca de quehacer matematico, validacion y modelizacion (Esteley, Cruz y
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Scaglia, 2019; Cruz, Scaglia y Esteley, 2019 a), este avance pone en evidencia la
importancia del vinculo entre investigadores y docentes. Este vinculo se encuen-
tra en estrecha relacion con la recomendacion propuesta por Ouvrier-Buffet
(2015) respecto a la necesidad de involucrar a profesores universitarios de mate-
maticas e investigadores en educacion matematica, a fin de implementar acti-
vidades de produccion de definiciones a nivel universitario.

Las caracteristicas de la propuesta disenada por las investigadoras, que invita
a la construccion de una definicion de poliedro, finalmente aporta a la asignatura
GEE. Esto es asi pues en el material de catedra empleado en la asignatura, en
un principio no se explicitaba la definicion de poliedro. A partir de la propuesta
de esta experiencia las docentes formulan una definicién de poliedro que luego
presentan a todo el curso.

Finalmente es de destacar que, todo este trabajo, no hubiese sido posible sin
el compromiso asumido por los futuros profesores que cursaban GEE en 2018.
Para ellos como asi también para los docentes del curso formulamos un especial
agradecimiento.
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Resumen: Una de las expectativas de la educacion basica y media superior es
lograr que los estudiantes sean sujetos activos y regulen sus aprendizajes.
Aunque investigaciones recientes retoman el interés por discutir la metacog-
nicion y su impacto en el aprendizaje de las matematicas, la discusion no
profundiza en el papel del profesor. El objetivo de este articulo, es hacer una
reflexion tedrica sobre las acciones del docente que pueden potencializar
estrategias metacognitivas en la ensefianza de las matematicas para un apren-
dizaje autorregulado, tomando como referente la metafora de andamiaje. En
el documento se discute el concepto de metacognicion y su relacion con el
aprendizaje autorregulado, se exponen las principales lineas de investigacion
sobre las practicas docentes en torno a la metacognicion, y se analiza el papel
del docente como un mediador necesario en la realizacion de tareas matema-
ticas que los alumnos no lograrian por si mismos en una primera instancia.
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La revision de literatura permite concluir que el docente construye andamiajes
que potencializan la metacognicion en los estudiantes, llevandolos a determinar,
ejecutar y evaluar procedimientos de solucion ante una tarea.

Palabras claves: metacognicion, aprendizaje autorregulado, prdcticas docentes,
educacion matemdtica, andamiaje.

Abstract: One of the aims of basic and middle education is to enable students
to become active learners and to regulate their learning processes. As a result
of this, current research looks at metacognition and its influence on mathematics
learning, but the role played by teachers in promoting metacognition has not
been studied in depth. The purpose of this paper is to develop a theoretical
discussion on the teaching actions that potentiate metacognitive strategies. This
discussion is focused on mathematics teaching for self-regulated learning, and
it takes as a reference the scaffolding metaphor. In order to achieve its purpose,
the paper first examines the concept of metacognition and its relationship with
self-regulated learning; afterwards the main research strands on metacognition
are presented and the role of the teacher as a mediator in solving mathematical
tasks is analyzed. The literature review shows that teachers build scaffoldings
in order to potentiate metacognition in students, and these scaffoldings lead
students to determine, execute and assess procedures in the course of solving
mathematical tasks.

Keywords: metacognition, self-requlated learning, teaching practices, mathe-
matics education, scaffolding.

INTRODUCCION

Una de las expectativas de los procesos de ensenanza y de aprendizaje en
matematicas es que los profesores promuevan que los estudiantes sean auto-
nomos en su propio aprendizaje, en términos de que reflexionen y regulen sus
acciones en tareas matematicas! Diversos investigadores (Diaz, Pérez,

* El concepto de tarea se refiere a “ejercicios, problemas o [..] actividades de contenido matematico que
se realizan en la clase” (SEP, 2011, p. 2).
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Gonzalez-Pienda y Nunez, 2017; Preiss, Grau, Torres y Calcagni, 2018) plantean
que tal autonomia se puede estimular a través de la implementacion de estra-
tegias metacognitivas, pues éstas favorecen que los alumnos se den cuenta de
los procedimientos que deben implementar, como y para qué llevarlos a cabo
ante una tarea matematica. Para Schoenfeld (2012), estas estrategias repercuten
en las respuestas que obtienen los estudiantes y pueden incidir en su rendi-
miento académico.

El estudio de la metacognicion surgié desde hace cinco décadas en educa-
cién matematica (Desoete y De Craene, 2019) y estad centrado, principalmente,
en como los estudiantes por si solos regulan sus acciones para dar solucion a
problemas matematicos (Diaz, et al, 2017; Schoenfeld, 1992). Algunas de las
lineas de investigacion en este campo estudian la relacion entre creencias,
conocimiento matematico y aprendizaje autorregulado (Dignath-van Ewijk y van
der Werf, 2012), aprender a aprender matematicas a través de la metacognicion
(Iriarte, 2011), y uso de estrategias metacognitivas para el rendimiento académico
(Kambita y Hamanenga, 2018).

Actualmente, varios investigadores plantean también la necesidad de
poner mayor atencion a los factores externos al estudiante que potencializan
la metacognicion para el aprendizaje autorregulado. Se apunta que la clase de
matematicas es un espacio ideal para fomentar estrategias relacionadas con
la metacognicion (Mato-Vazquez, Espifieira y Lépez-Chao, 2017; Rigo, Pdez
y Gémez, 2010), ya sea de manera deliberada o no (Dignath-van Ewijk y van
der Werf, 2012; Mato-Vazquez, et al, 2017). Sin embargo, de acuerdo con la
revision de literatura, se requiere discutir qué estrategias promueve el profesor
al ensenar contenidos matematicos, como lo hace y en qué momento de la
clase ocurre.

El presente articulo tiene como objetivo plantear una reflexion teorica sobre
la forma en que las practicas docentes potencializan la metacognicion en los
estudiantes para autorregular su aprendizaje en tareas matematicas. Para ello,
se toma como referente la metdfora de andamiaje (Bruner, 1987), en la cual se
concibe que el profesor proporciona los medios o andamios necesarios para
solucionar una tarea matematica de manera auténoma y regulada, y a través
de este apoyo se potencializan estrategias de corte metacognitivo.
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METACOGNICION: INTERACCION ENTRE DOS CONSTRUCTOS

El concepto de metacognicion ha sido discutido y usado en diversos contextos
de la educacion (Desoete y De Craene, 2019; Preiss, et al, 2018) y relacionado,
principalmente, con el aprendizaje autorregulado (Martinez, 2017; Schoenfeld,
2012; Zimmerman y Moylan, 2009). A continuacién, se recurre a su significado
y desarrollo inicial para una mejor comprension del constructo.

Desde una perspectiva psicolégica, en sus primeros estudios, Flavell (1976;
Jaramillo y Simbafa, 2014) se dio cuenta de que los nifios desarrollaban proce-
sos cognitivos de alto nivel para controlar la memoria y recuperar informacion.
Para el control de memoria identifico que implementaban acciones para alma-
cenar informacion, por ejemplo, atender, codificar, memorizar y estudiar. Con
respecto a la recuperacién de informacién, recurrian a reconocer, recordar y
reconstruir, entre otras acciones. Para Flavell (1985) la metacognicion se relacio-
na con la metamemoria, y esta Ultima se refiere a:

los conocimientos y procesos cognitivos que tiene la persona sobre todo lo relativo a la
memoria. En la memoria se distinguen, asimismo, entre actividades de almacenamiento
y de recuperacion. Como sus propios nombres indican, las actividades de almacenamien-
to sittan informacién en la memoria mientras que las actividades de recuperacién
escogen informacion de la memoria. Almacenar significa atender, codificar, memo-
rizar, estudiar y cosas por el estilo. Aprender suele ser un buen sinénimo. Recuperar
significa reconocer, recordar, reconstruir el recuerdo de lo que se ha almacenado
anteriormente. (pp. 277-279)

La metacognicion, hoy en dia, es definida como el conocimiento que tiene un
estudiante de su propia cognicion, lo que le permite regular su pensamiento y
aprendizaje; consiste en planear, monitorear y evaluar determinados procesos
cognitivos que le permitan solucionar tareas especificas de aprendizaje (Martinez,
2017; Medina, Castleberry y Persky, 2017). Las investigaciones mas recientes sobre
este tema retoman dos tipos de estudios: por un lado, y de acuerdo con Schneider
y Artelt (2010), se remiten a los primeros trabajos de Flavell, los cuales aluden al
grado de conocimiento y conciencia que posee el alumno de su memoria (Schlag-
mdller y Schneider 2007, citados en Schneider y Artelt, 2010); y, por otro, discuten
la metacognicion como un tipo de pensamiento de orden superior que implica un
control activo sobre los propios procesos cognitivos involucrados en el aprendizaje
de las matematicas (Baten, Praet y Desoete, 2017).
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Dentro de las investigaciones que discuten la metacognicion como un tipo
de pensamiento de orden superior, se encuentran autores como Osses y Jaramillo
(2008), quienes ponen en perspectiva dos constructos teéricos que interacttian
entre si: a) conocimiento cognitivo o metaconocimiento, y b) control metacognitivo
o0 autorregulacion del conocimiento. Con el interés de dar cuenta de la relacion
directa entre ambos constructos, Osses y Jaramillo (2008) sefialan lo siguiente:

Se practica la metacognicion cuando se tiene conciencia de la mayor dificultad para
aprender un tema que otro; [..] cuando se piensa que es preciso examinar todas y
cada una de las alternativas en una eleccion multiple antes de decidir cual es la
mejor, cuando se advierte que se deberia tomar nota de algo porque puede olvidarse.
(p. 191)

De acuerdo con Schoenfeld (1992), el conocimiento cognitivo y metacognitivo se
desarrollan simultineamente en la comprension de conceptos o procedimientos
matematicos ante una tarea dada; en otras palabras, ‘los planificadores de pro-
blemas efectivos planifican y realizan un sequimiento de qué tan bien van las
cosas a medida que implementan sus planes. Si parecen estar progresando, con-
tintian; si hay dificultades, reevaltan y consideran alternativas" (Schoenfeld, 2012,
p. 137). A continuacién, se describe cada uno de estos constructos.

CONOCIMIENTO COGNITIVO O METACONOCIMIENTO

El metaconocimiento para Flavell (1987, p. 21) es “aquella parte del conocimiento
del mundo que uno posee y que tiene que ver con cuestiones cognitivas (o
quizad mejor psicologicas)’. Se refiere al componente de tipo declarativo que un
alumno tiene acerca de tres tipos de conocimiento: la tarea matematica y sus
demandas, los recursos cognitivos disponibles para afrontarla y el procedimiento
que puede utilizar para resolver tal tarea (Saiz y Guijo, 2010).

En relacion con el primer conocimiento, la tarea matematica le demanda
al estudiante saber cual es el objetivo que se pretende lograr en ella y qué
caracteristicas tiene, de modo que lo lleve a identificar el nivel de dificultad y
a elegir el procedimiento mas apropiado para resolverla (Osses y Jaramillo,
2008). Un ejemplo de ello es cuando un alumno en la clase de matematicas
‘identifica que la manera en la cual estd expuesta el problema dificulta la
comprension” (Klimenko y Alvares, 2009, p. 18) o cuando un estudiante
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distingue el tipo de tarea y la relacién que ésta tiene con sus conocimientos
previos (Saiz y Roman, 2011).

El conocimiento sobre los recursos cognitivos incluye las potencialidades
y limitaciones cognitivas que el alumno tiene y que le facilitaran desarrollar
la tarea matematica, asi como tomar consciencia de lo que le afecta para su
rendimiento académico (Osses y Jaramillo, 2008). En relacion con este cono-
cimiento, se ha reportado que los estudiantes revisan por cuenta propia los
procedimientos implementados para resolver problemas matematicos como
una estrategia para validar el resultado (Barrera y Cuevas, 2017; Marquez y
Cuevas, 2017).

El tercer tipo de conocimiento implica conocer los procedimientos que el
alumno domina para aprender y que puede implementar en la solucion de
diversas tareas matematicas (Dignath y Bittner, 2008); por ejemplo, saber que
una forma de calcular la pendiente de una grafica lineal es mediante su defi-
nicion o a través de dos de sus puntos (Santos, 2010).

CONTROL METACOGNITIVO O AUTORREGULACION DEL CONOCIMIENTO

La autorregulacion del conocimiento esta relacionada con las estrategias de
planear, monitorear y evaluar los procedimientos que usa el estudiante para dar
solucion a tareas matematicas. Para Zimmerman y Moylan (2009), estas estra-
tegias se definen como la capacidad que tiene un alumno para utilizar el
metaconocimiento de manera eficiente en la solucion de tareas, pues le permite
darse cuenta de qué conocimientos matematicos requiere, con cudles cuentay
coémo implementarlos. En otras palabras, a través del uso de estas estrategias,
el alumno es capaz de iniciar, dirigir y regular su propio aprendizaje al realizar
una tarea matematica. Desde esta perspectiva, de acuerdo con Barrera y Cuevas
(2017), los alumnos llevan a cabo las siguientes acciones para definir el proce-
dimiento de solucion ante una tarea dada:

Meditan el plan antes de comenzar a plasmarlo, eligen el método que consideran
mas pertinente seguin las necesidades del problema, consideran desde un inicio solo
los datos relevantes y decantarse por elegir aquellos tipos de procedimientos que
generalmente les funcionan (graficos, esquemas, dibujos, entre otros). (p. 7)
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Después de planear e identificar la alternativa de solucién que consideran
mas viable, los alumnos siguen el plan que han disenado por lo que desarrollan
procedimientos algoritmicos necesarios que incluyen:

La secuencia logica de sus pasos, ajustes en los calculos, cambios en su estrategia
inicial ya sea porque su método no los llevd a la respuesta [esperadal, no les parece
que responda a las necesidades del problema o para optimizar la solucion. (Barrera
y Cuevas, 2017, p. 7)

Una manera de sintetizar lo senalado por Barrera y Cuevas, y que permite visua-
lizar la autorregulacion cognitiva de un estudiante al solucionar una tarea mate-
matica, es el Modelo Cognitivo Social de Autorregulacion propuesto por Zimmerman
y Moylan (2009). Este modelo toma como base aspectos socio-cognitivos, en par-
ticular, da cuenta de los factores que influyen para que ocurra la autorregulacion
del aprendizaje en el contexto de tareas (Panadero y Tapia, 2014).

De acuerdo con el Modelo Cognitivo Social de Autorregulacion, la autorre-
gulacién del aprendizaje son los “pensamientos, sentimientos y acciones auto-
generados para alcanzar los objetivos de aprendizaje” (Zimmerman y Moylan,
2009, p. 299) que el alumno pone en marcha al solucionar una tarea matema-
tica. Ademas, este Modelo plantea la autorregulacion como un proceso ciclico
que involucra tres fases o estrategias metacognitivas, 1as cuales mantienen una
estrecha relacion entre si: planear, monitorear y evaluar (figura 1).

Fase de ejecucion
(monitoreo)

Solucién de una
tarea

Fase de planificacion Fase de auto-reflexion
(planeacién) (evaluacién)

T,

Figura 1. Fases y estrategias metacognitivas para la autorregulacion del aprendizaje en la solucion de
una tarea matematica. Adaptada de Zimmerman y Moylan (2009, p. 300).
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En la figura anterior se destacan dos aspectos. El primero tiene que ver con
la interrelacién entre las estrategias metacognitivas, las cuales dependen de la
frecuencia de retroalimentacién proveniente de fuentes internas y externas. kn
el contexto de la educacion, la fuente externa se refiere a las acciones del pro-
fesor de matematicas, y la fuente interna a la propia motivacion del alumno para
llevar a cabo una tarea. Ambas fuentes de retroalimentacion son relevantes en
el desarrollo e implementacion de tales estrategias, la manera en cémo se pre-
sentan facilita o debilita el esfuerzo e interés del estudiante para autorregular
su aprendizaje.

El segundo aspecto corresponde al concepto de metacognicion. En el modelo
de Zimmerman y Moylan (2009) la metacognicién se concibe como un proceso
continuo que involucra la reflexién y la accion. Al ser un “circuito de retroalimen-
tacion personal” (p. 300), cuando el alumno realiza una tarea matematica, hace
uso de la informacion sobre su rendimiento y los resultados para implementar
futuras adaptaciones.

Con base en lo sefalado por Zimmerman y Moylan (2009), en los siguientes
apartados se presenta la descripcion de cada estrategia metacognitiva y la rela-
cion entre ellas al momento de solucionar una tarea matematica.

PLANEACION: éQUE TENGO QUE HACER PARA DAR RESPUESTA A LA TAREA
MATEMATICA?

Para afrontar una tarea matematica, se espera que el estudiante trace un plan
de accion, es decir, que determine el procedimiento o el algoritmo de solucién
(Polya, 1979; Schoenfeld, 1992). La planeacion, como estrategia metacognitiva,
surge cuando el alumno se enfrenta a una tarea e involucra la motivacion, los
procesos cognitivos y su esfuerzo para resolver la tarea, de modo que lo lleven
a establecer el procedimiento a utilizar (Zimmerman y Moylan, 2009).

La planeacion implica que el alumno analice la tarea a partir de sus cono-
cimientos previos, es decir, que la descomponga en indicaciones o identifique
los datos clave para determinar cémo resolverla (Polya, 1979; Santos, 2010).
También permite que el alumno disefie una estrategia personal en la que
establezca objetivos para resolver la tarea matematica, de acuerdo con sus
caracteristicas particulares, las habilidades y el tiempo que disponga (Zimmer-
man, 2008).
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El andlisis de la tarea involucra dos elementos: establecer metas y elaborar
un plan de accion, donde el alumno elige las estrategias de tipo cognitivas y
relacionadas con el manejo de recursos didacticos y matematicos (Quintana-Te-
rés, 2014). Ademas de analizar la tarea, el alumno identifica creencias de tipo
motivacional que repercuten en sus acciones en relacién con el cumplimiento
de la tarea. Las creencias, de acuerdo con Zimmerman (2008), pueden estar rela-
cionadas con: autoeficacia, expectativas de resultados, interés, valor intrinseco de
la tarea matematica, asi como orientacion hacia el cumplimiento de ésta como
meta de aprendizaje. Enseguida, se explican con mayor detalle.

La autoeficacia le permite al estudiante motivarse y darse cuenta de la capa-
cidad que tiene para cumplir con un determinado nivel de desempeno en la
tarea. Por otra parte, las expectativas de resultados se refieren a las creencias
que tiene un alumno sobre la posibilidad de éxito que tendra al realizar deter-
minada tarea matematica. Ademas, el interés y valor intrinseco de la tarea
representan el grado de importancia que el alumno le asigna y reflejan el com-
promiso que tiene para realizarla y culminarla.

Otras creencias motivacionales que Zimmerman y Moylan (2009) identifican
son las referidas a la orientacion hacia la meta, que es el compromiso que un
alumno tiene con el logro de las metas establecidas en la planeacion. Tener
metas le permite al estudiante considerarse capaz de lograr la tarea, dedicar
mayor tiempo y esfuerzo para tal logro. En este contexto, el alumno trata de
demostrar su capacidad para recibir opiniones favorables sobre su desempeno,
tomando como base su esfuerzo (Quintana-Terés, 2014).

Una manera de potencializar la estrategia de planificacion en la clase de
matematicas es impulsar a los alumnos a que se cuestionen a si mismos sobre
su entendimiento de la tarea antes de iniciar el proceso de solucién. Lo
anterior puede promoverlo un docente a través de plantear preguntas que
lleven a los alumnos a pensar si comprendieron la instruccion, si identifica-
ron los datos necesarios en la tarea matematica (Fourés, 2011) y los proce-
dimientos que consideran necesarios para resolver la tarea matematica. En
este sentido, Polya (1979) senala:

cuando el profesor hace a sus alumnos una pregunta o una sugerencia [..], puede
proponerse dos fines. Primero, el ayudar al alumno a resolver el problema en cues-
tion. Segundo, el desarrollar la habilidad del alumno de tal modo que pueda resolver
por si mismo problemas ulteriores. (p. 27)
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MONITOREO: éLO ESTOY HACIENDO BIEN?

La estrategia de monitoreo permite que el estudiante controle sus acciones y
procesos cognitivos, por ejemplo, procedimientos matematicos o algoritmos que
realiza para resolver una tarea matematica. Segun el modelo de Zimmerman y
Moylan (2009), esta estrategia esta en la fase de ejecucion. EI monitoreo invo-
lucra el autocontrol y la auto-observacion; a continuacion, se explica cada uno.

El autocontrol se refiere a mantener la concentracion y el interés en la solu-
cion de una tarea, lo cual incluye poner en marcha una serie de estrategias de
monitoreo especificas y generales. Las estrategias de tipo especificas puntualizan
el desarrollo de un proceso sistematico para atender aspectos propios de una
tarea, por ejemplo: subrayar un texto para recordar las ideas o conceptos mate-
maticos mas importantes (Panadero y Tapia, 2014). Por su parte, las estrategias
de tipo general estan relacionadas con la motivacion y le permiten al alumno
incentivar y mantener el interés para realizar la tarea. Una de estas estrategias
ocurre cuando el estudiante se habla a si mismo para recordar el objetivo por
cumplir y asi regula su motivacion, por ejemplo: “este problema no va a poder
conmigo, conseguiré averiguar como resolverlo” (Panadero y Tapia, 2014, p. 456).

La auto-observacion hace referencia al seguimiento de tipo mental que el
alumno realiza en funcion de: a) los resultados de su desempeno y de la calidad
de lo que hizo, b) los procedimientos para dar solucién a una tarea matematica,
y ¢) su eficacia para lograr los objetivos previamente planteados. Asi, en caso de
que un estudiante realice de manera incorrecta la tarea y se dé cuenta de ello,
la auto-observacion le permitira revisar sus procedimientos matematicos y volver
a implementarlos o determinar uno nuevo, esto Ultimo requerird que regrese a
la fase de planeacion. Cabe sefnalar que, para Panadero y Tapia (2014), la
auto-observacion se logra si el alumno realiza auto-monitoreo, auto-registro de
las acciones y procedimientos implementados en la tarea matematica.

El auto-monitoreo es comparado con la auto-evaluacion durante la realiza-
cion de una tarea y se refiere a comparar lo que se estd realizando en funcion
de algun criterio que sirva como base para valorar la ejecucion. El auto-registro,
por su parte, consiste en anotar las acciones que se realizan durante la ejecucion
de una tarea matematica (Panadero y Tapia, 2014), por ejemplo, cuando un
alumno apunta, mentalmente o por escrito, la cantidad de tiempo que le lleva
resolver una ecuacion de segundo grado, con la finalidad de resolver otras
ecuaciones en un menor tiempo.
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Ahora bien, en la clase de matematicas, el docente al fungir como mediador
puede plantearle preguntas que lleven a los alumnos a verificar, rectificar y
revisar el procedimiento que ha determinado para dar solucién a una tarea dada.
Tomando en consideracion la idea de Polya (1979), en torno a las fases de
resolucion de problemas, el maestro puede preguntarle, por ejemplo, si ha segui-
do el plan que habia disenado previamente o por qué el procedimiento imple-
mentado funciona para una tarea o si funcionara para tareas similares.

EVALUACION: {LO HE HECHO BIEN?

La evaluacion como estrategia de aprendizaje metacognitiva esta relacionada
con la respuesta y el producto final de una tarea matematica, e implica que el
alumno reconozca qué tanto la planeacion y el monitoreo influyeron en los
resultados que obtuvo. De acuerdo con Zimmerman y Moylan (2009), la evalua-
cion tiene dos componentes: el auto-juicio y la auto-reaccion.

El auto-juicio tiene que ver con la reflexion que el alumno hace en términos
de juzgar su actuacion en la solucion de la tarea: si el procedimiento lo imple-
mentd de manera adecuada o si le falté hacer algo. Para Panadero y Tapia
(2014), la autoevaluacion y atribuciones causales son los componentes del
auto-juicio. En la auto-evaluacion, el alumno compara su desempefno con la
meta inicial, el desempeno vy las respuestas de sus companeros o la respuesta
dada por el docente (Quintana-Terés, 2014). Las atribuciones causales implican
que el estudiante considere las creencias con relacion a las causas de los resul-
tados, “‘negativo —contrario a lo esperado— o positivo’, que obtuvo al concluir la
tarea (Panadero y Tapia, 2014, p. 458). Estas creencias responden tanto a factores
internos como externos; dentro de los internos se encuentran el esfuerzo, suerte o
grado de habilidad, y en los externos, estan el nivel de demanda cognitiva de la
tarea y la exigencia del docente para realizarla (Quintana-Terés, 2014).

La auto-reaccion esta vinculada con el comportamiento de los alumnos en
respuesta a los juicios propios sobre los procedimientos realizados para el cum-
plimiento de la tarea. La auto-reaccion comprende la satisfaccion y las decisiones
de tipo adaptativas y defensivas. De acuerdo con Quintana-Terés (2014), las
decisiones adaptativas ocurren cuando el estudiante tiene la disposicion para
seguir usando o modificar un determinado procedimiento o algoritmo

5 Los afectos positivos generan un mayor interés y motivacion para realizar la tarea (Panadero y Tapia, 2014).
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matematico, y las decisiones defensivas hacen que el alumno evite realizar
esfuerzos adicionales para aprender, esto con el interés de prevenir futuras
insatisfacciones.

Para potencializar la evaluacion, como estrategia metacognitiva, el docente
de matematicas, puede hacer preguntas que guien a los alumnos hacia la
reflexion y revision con respecto al procedimiento utilizado para resolver la tarea,
por ejemplo, que identifiquen si éste fue ejecutado de manera correcta y si se
verificd el resultado obtenido (Ellis, Denton y Bond, 2014). El docente le puede
solicitar al alumno que argumente la razon de utilizar determinado procedimien-
to, 0 que describa como lo seleccion6 e implementd, asi como la percepcion
sobre su rendimiento en la solucion de la tarea (Klimenko y Alvares, 2009).

PRACTICA DOCENTE Y METACOGNICION EN MATEMATICAS

En educacion matematica existe una variedad de estudios teoricos y empiricos
que abordan el tema de la metacognicion debido a su relevancia en la ense-
fanza y aprendizaje de las matematicas (Kambita y Hamanenga, 2018). Por
ejemplo, la investigacion desarrollada por Diaz, et al. (2017) tuvo como objetivo
dar cuenta de la forma en que varios docentes promueven que sus estudiantes
universitarios realicen las siguientes actividades al resolver una tarea
matematica:

1) efectuar una reflexién sobre formas de estudio para alcanzar un determinado
objetivo [..]; 2) comentar brevemente [..] experiencias personales sobre procedimien-
tos de planificacion del estudio, formas de estudio que facilitan la comprension y la
supervision del propio proceso de estudio; 3) posteriormente a la clase, estudiar en
forma auténoma el tema. (p. 97)

Los resultados presentados por Diaz, et al. (2017) muestran que cuando los
alumnos reciben orientacion y apoyo por parte del docente, tienen mayores
puntuaciones en autorregulacion del aprendizaje, asi como un aumento en la
percepcion sobre la eficacia de las estrategias de aprendizaje metacognitivas.
En este estudio, Diaz, et al. emplearon un diseno cuasi-experimental, donde
participaron tres docentes que estaban a cargo de tres materias, en tres carreras
universitarias seleccionadas por la semejanza en sus objetivos y contenidos de
estudio.
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Otra de las lineas de investigacion es la evaluacion de estrategias metacog-
nitivas en la resolucion de problemas matematicos. Diversos estudios resaltan
que el nivel metacognitivo de los estudiantes es eficiente y, que utilizan con
mayor frecuencia estrategias de monitoreo, mientras que la planificacion y eva-
luacion las emplean en menor medida (Barrera y Cuevas, 2017; Fernandez y
Garcia, 2013). En el estudio realizado por Barrera y Cuevas (2017) se aplicé un
test con cinco problemas de aritmética y una entrevista semiestructurada sobre
los propios procesos de resolucion de problemas a 14 estudiantes universitarios,
de 18 a 25 anos de edad. Los resultados muestran un escaso uso de estrategias
metacognitivas por parte de los estudiantes al resolver los problemas y presentan
dificultades para reflexionar sobre sus procedimientos de solucion.

Una tercera linea, que ha emergido en las ultimas dos décadas, versa sobre
el papel del profesor en el desarrollo de la metacognicion para el aprendizaje
autorregulado en la solucion de tareas matematicas. Al respecto, diversas inves-
tigaciones postulan que las estrategias metacognitivas pueden ser ensenadas
de manera intencionada o imprevista (Dignath-van Ewijk y van der Werf, 2012)
teniendo diferentes niveles de impacto en los aprendizajes de los estudiantes.
Rigo, et al. (2010) senalan que la ensenanza de las estrategias metacognitivas
puede darse cuando el docente les solicita a los alumnos que argumenten o
demuestren si el procedimiento matematico que usaron ante una determinada
tarea es correcto o si funciona para tareas similares, lo anterior como un medio
para la generalizacion del procedimiento. En este sentido, durante la ensefanza
de las matematicas, el profesor brinda oportunidades para que el estudiante
cuestione, monitoree y evallie su aprendizaje.

Entre otras lineas de investigacion se pueden mencionar los estudios que
centran su atencion en la relacion entre conocimiento y las creencias de los
docentes sobre el fomento de la autorregulacion para el logro de aprendizaje,
por ejemplo, Dignath-van Ewijk y van der Werf (2012) encontraron que algunos
docentes “disponen de actitudes positivas hacia la idea de proporcionar auto-
nomia en el estudiante” (p. 8), pero otros desconocen como apoyar la autorre-
gulacién de manera efectiva en los alumnos para asi lograr una autonomia en
su aprendizaje. Lo anterior refleja la necesidad de conocer qué es lo que los
docentes conocen y creen con respecto a la metacognicion y a potencializarla
en sus alumnos.
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ANDAMIAIJE: UN MEDIO PARA PROMOVER ESTRATEGIAS
METACOGNITIVAS

La interaccion social entre el docente y los alumnos es fundamental para el
aprendizaje de las matematicas, asi como el uso de estrategias metacognitivas
y el desarrollo de tareas (Larios, Font, Giménez y Diaz, 2012). Esta interaccion
puede darse a través de lo que Bruner (1987; van de Pol, Volman y Beishuizen,
2010) llama andamiaje, donde el aprendizaje se da como un proceso colabora-
tivo y de manera autorregulada. Segun el Modelo Cognitivo Social de Autorre-
gulacién (Zimmerman y Moylan, 2009), las estrategias metacognitivas pueden
ser promovidas y potencializadas en el alumno a partir de intervenciones que
hace el docente en la solucion de tareas matematicas.

Desde la perspectiva sociocultural, el aprendizaje ocurre con apoyo de otros
(Vygotsky, 1978), como lo es el docente. Al tener mayor dominio sobre un tema,
se espera que el profesor proporcione los medios necesarios para desarrollar
habilidades en el alumno que le permitan solucionar la tarea matematica de
manera autbnoma y requlada (Bruner, 1987; Wood, Bruner y Ross, 1976). Para
Bruner (1987) tal apoyo debe ser provisional, de modo que en un sentido meta-
forico sea un andamiaje que vincule los conocimientos previos del alumno y
los que se espera construya al realizar una tarea por si solo.

El andamiaje en la ensenanza de las matematicas implica un “.. control
adulto [i.e, del profesor] de aquellos elementos de la tarea que inicialmente estan
mas alla de la capacidad del aprendiz, o que permite concentrarse y completar
solo aquellos elementos que estan dentro de su rango de competencia” (Wood,
etal, 1976, p. 90). En este sentido, el docente tiene el objetivo de mediar el logro
de los aprendizajes de manera paulatina, hasta que la responsabilidad de mane-
jary dominar el proceso de aprendizaje y logro de la tarea matematica sea solo
del alumno.

Para que ocurra el andamiaje en matematicas, el profesor debe implementar
las siguientes acciones: a) motivar al estudiante durante el desarrollo de una
tarea matematica; b) mantener el interés en el alumno por resolver la tarea, )
acompanar al alumno en el manejo y control de la frustracion tras intentar una
actividad y no lograrla (Bruner, 1987; Wood, et al, 1976). Ademas, tales acciones,
como objetivo del andamiaje, deben lograr que sea el alumno quien determine,
implemente y argumente el procedimiento de solucion (Medina, et al, 2017).

Diversas investigaciones en educacién matematica (van de Pol, et al, 2010;
van de Pol, Volman, Oort y Beishuizen, 2015) distinguen tres elementos
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especificos del andamiaje: a) contingencia, b) desvanecimiento y c) transferencia
de responsabilidad. Enseguida se describe en qué consiste cada uno de ellos.

El primero se refiere a que el apoyo brindado por el docente debe estar al
mismo nivel o que se pueda adaptar al grado actual del rendimiento del
alumno o de lo que el docente pueda percibir como competencia que ya es
capaz de desarrollar el estudiante, por él mismo. Es importante que en este
elemento del andamiaje, el docente de matematicas adecue su nivel de com-
prension con el del alumno, de tal manera que le brinde el profesor las con-
diciones para que construya sobre lo que conoce, y el maestro pueda decidir
sobre cuando retirar el apoyo, en funcién de las respuestas del alumno (van
de Pol, et al, 2010). Por ejemplo, Schoenfeld (2012) plantea que antes de
resolver un problema, el estudiante asimila y se orienta a la situacién y hacia
cierta informacion que ya conoce.

El desvanecimiento del apoyo, pasando del andamiaje mas directivo e inten-
so en la etapa inicial, a formas mas autorreguladas, dependerd del nivel del
desarrollo y competencia del alumno. Cuando se estd aprendiendo una actividad
nueva o el desarrollo de una tarea matematica, el andamiaje es oportuno, ya
que a través de ayudas verbales, fisicas o estimulos cognoscitivos se va instruyendo
sobre como y qué hacer. A medida que el alumno va interiorizando esos procedi-
mientos, llega un punto en que ya no le son necesarios (van de Pol, et al, 2010).

Por ultimo, la transferencia de responsabilidad se dirige hacia una entrega
gradual del desempefio de una tarea matematica al estudiante (van de Pol, et
al, 2010). En este elemento, el docente debe considerar y enfocar su atencion
en las respuestas de los alumnos, en brindar tiempo suficiente para que recu-
peren informacion, desarrollen sus respuestas, y para impulsar en ellos 1a posi-
bilidad de realizar tareas por si solos.

Como parte de algunos datos empiricos que reflejan como el andamiaje
influye en la ensenanza y en el aprendizaje de matematicas, se retoman las
ideas presentadas por Marquez y Cuevas (2017); quienes resaltan que, al ense-
Aar contenidos matematicos, el profesor modela procedimientos que le permiten
al alumno con apoyo y, en un momento dado, de manera auténoma planear,
monitorear y evaluar su aprendizaje, al grado de que generaliza los conocimien-
tos matematicos (e.g, formulas, conceptos y procedimientos).

Lo anterior muestra que, desde la perspectiva del andamiaje, los docentes
de matematicas deben orientar las tareas hacia la reflexion, autocontrol y direc-
cionalidad del aprendizaje, de modo que provoquen en el estudiante la necesi-
dad de usar estrategias cognitivas y metacognitivas (Klimenko y Alvares, 2009).

EDUCACION MATEMATICA, VOL. 32, NUM. 1, ABRIL DE 2020 235



Milagros de Jests Cazares Balderas, David Alfonso Paez y Maria Guadalupe Pérez Martinez

CONSIDERACIONES FINALES

La revision de literatura presentada evidencia la necesidad de estudios centrados
en la practica del profesor y de los estudiantes en la clase de matematicas, como
sus contribuciones discursivas que den cuenta de las interacciones que propi-
cian el aprendizaje en matematicas (van de Pol, et al, 2010). Con esta idea, se
retoma el interés de este articulo, que analiza como el andamiaje propuesto por
el docente en su practica promueve la reflexion y potencializa la metacognicién en
el alumno para el aprendizaje autorregulado en tareas matematicas, ya que de
acuerdo con Jiménez y Gutiérrez (2017), lo que el docente de matematicas piense
0 conciba determina su estilo y forma de ensenanza, y esto se refleja en su
practica docente.

Las diversas lineas de investigacion aqui expuestas, destacan el uso de
estrategias metacognitivas en la solucion de tareas matematica para lograr un
aprendizaje autbnomo, que le permita al alumno autorregularse al realizar otras
tareas matematicas. Dichas lineas también sugieren la necesidad de documentar
de qué manera y en qué situaciones se promueve y mejora el aprendizaje
metacognitivo en los estudiantes de matematicas, en contextos no intervenidos y
en diferentes niveles educativos (Educacién Basica, Media Superior y Superior),
pues en todos los grados o niveles, el docente tiene la responsabilidad de promover
y generar espacios donde el alumno autorregule su aprendizaje (NCTM, 2014).

La literatura muestra que, en la clase de matematicas se puede promover de
manera deliberada o no el uso de estrategias metacognitivas. A la luz de esto,
se sugieren futuras lineas de investigacion desde un enfoque cualitativo que
permitan describir a profundidad la realidad de la practica docente en educacion
matematica. Resulta importante realizar estudios que centren el interés en cono-
cer la relacion entre las creencias y el conocimiento de los docentes acerca de
sus propias estrategias metacognitivas y estudiar si predicen la promocion de la
autorregulacion cognitiva en sus alumnos durante la clase y a través del anda-
miaje (Dignath-van Ewijk y van der Werf, 2012).

El analisis propuesto da pie para presentar posibles investigaciones que den
cuenta de la efectividad del andamiaje en la clase de matematicas y en los
niveles de educacién Media Superior y Superior, pues el alumno de estos niveles
sigue en proceso de formacion en conocimientos, habilidades y desarrollo de
estrategias de aprendizaje que le permitan aprender a lo largo de la vida. Ade-
mas, es necesario documentar como se promueve la metacognicion a través del
andamiaje al plantear tareas matematicas en la clase. Por ultimo, resulta
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trascendental analizar y describir la practica docente para fomentar la mejora
en sus propios procesos metacognitivos y la reflexion profesional de su quehacer
(Grau, Calcagni, Preiss y Ortiz, 2017), ya que los docentes al ser expertos en el
contenido matematico poseen una completa comprension de los contenidos que
ensenan, por lo que son capaces de presentar los temas utilizando diversas
estrategias (Preiss, et al, 2018).

REFERENCIAS

Barrera, M. y Cuevas, J. (2017). Uso de estrategias metacognitivas en la resolucion de
problemas aritméticos de estudiantes de primer ingreso de la licenciatura en ense-
nanza de las Matematicas. Trabajo presentado en el XIV Congreso Nacional de
Investigacion Educativa (pp. 1-12). San Luis Potosi. http://www.comie.org.mx/congre-
so/memoriaelectronica/vl4/doc/2380.pdf

Baten, E., Praet, M. y Desoete, A. (2017). The relevance and efficacy of metacognition for
instructional design in the domain of mathematics. ZDM The International Journal
on Mathematics Education, 49(4), 613-623.

Bruner, J. (1987). Actual minds, possible worlds. Cambridge: Harvard University Press.

Desoete, A. y De Craene, B. (2019). Metacognition and mathematics education: An over-
view. ZDM Mathematics Education, 51(4), 565-575.

Diaz, A, Pérez, M., Gonzalez-Pienda, J. y Ntnez, J. (2017). Impacto de un entrenamiento
en aprendizaje autorregulado estudiantes universitarios. Perfiles Educativos, 39(157),
§7-104.

Dignath, C.y Bittner, G. (2008). Components of fostering self-requlated learning among
students. A meta-analysis on intervention studies at primary and secondary school
level. Metacognition and Learning, 3(3), 231-264.

Dignath-van Ewijk, C.y van der Werf, G. (2012). What teachers think about self-requlated
learning: Investigating teacher beliefs and teacher behavior of enhancing students’
self-regulation. Education Research International, 2012, 741713, 1-10.

Ellis, A, Denton, D. y Bond, J. (2014). An analysis of research on metacognitive teaching
strategies. Procedia - Social and Behavioral Sciences, 116, 4015-4024.

Fernandez, M. y Garcia, P. (2013). Autorregulacién y rendimiento académico en matema-
ticas. Aula Abierta, 41(1), 39-48.

Flavell, J. H. (1976). Metacognitive aspects of problem solving. En L. B. Resnick (Ed.), The
Nature of Intelligence (pp. 231-236). Lawrence Erlbaum Associates.

EDUCACION MATEMATICA, VOL. 32, NUM. 1, ABRIL DE 2020 237



Milagros de Jests Cazares Balderas, David Alfonso Paez y Maria Guadalupe Pérez Martinez

Flavell, J. H. (1985). Cognitive development. Englewood Cliffs. Prentice Hall. [Traduccion
al castellano: Pozo, M. J. y Pozo, J. I. (Eds. y Trads.). (1993). El desarrollo cognitivo.
Aprendizaje Visor].

Flavell, J. H. (1987). Speculations about the nature and development of metacognition.
En F E. Weinerty R. H. Kluwe (Eds.), Metacognition, Motivation, and Understanding
(pp. 21-29). Lawrence Erlbaum.

Fourés, C. (2011). Reflexion docente y metacognicion. Una mirada sobre la formacion de
formadores. Zona Préxima, 14, 150-159.

Grau, V, Calcagni, E, Preiss, D. y Ortiz, D. (2017). Teachers’ professional development
through university-school partnerships: Theoretical standpoints and evidence from
two pilot studies in Chile. Cambridge Journal of Education, 47(1), 19-36.

Iriarte, P. (2011). Desarrollo de la competencia resolucion de problemas desde una didac-
tica con enfoque metacognitivo. Zona Préxima, 15, 2-21.

Jaramillo, L. y Simbana, V. (2014). La metacognicion y su aplicacion en herramientas
virtuales desde la practica docente. Sophia, Coleccion de Filosofia de la Educacion,
16, 299-313.

Jiménez, A. y Gutiérrez, A. (2017). Realidades escolares en las clases de matematicas.
Educacion Matemdtica, 29(3), 109-129.

Kambita, D. y Hamanenga, J. (2018). The impact of problem solving approach on students’
performance in mathematical induction: A case of Mukuba University. Journal of
Education and Practice, 9(5), 97-105.

Klimenko, O. y Alvares, J. (2009). Aprender como aprendo: la ensefanza de estrategias
metacognitivas. Educacién y Educadores, 12(2), 11-28.

Larios, V. Font, V. Giménez, J. y Diaz, A. (2012). Teaching practices research as a source
to develop training programs for mathematics teachers. Quaderni di Ricerca in Dida-
ttica, 22(suplemento 1), 284-287.

Marquez, C.y Cuevas, R. (2017). Estrategias cognitivas y metacognitivas en estudiantes de
educacion secundaria con aptitudes sobresalientes. Trabajo presentado en el XIV Con-
greso Nacional de Investigacion Educativa (pp. 1-8). http://www.comie.org.mx/congreso/
memoriaelectronica/vl4/doc/2452.pdf

Martinez, X. (2017). Pedagogias metacognitivas y la construccion de un foro dialdgico.
Innovacion Educativa, 17(74), 8-10.

Mato-Vazquez, D, Espifieira, E. y Lépez-Chao, V. (2017). Impacto del uso de estrategias meta-
cognitivas en la ensenanza de las matematicas. Perfiles educativos, 39(158), 91-111.
Medina, M. S, Castleberry, A. N.y Persky, A. M. (2017). Strategies for improving learner
metacognition in health professional education. American Journal of Pharmaceutical

Education, 81(4), 78.

238 EDUCACION MATEMATICA, VOL. 32, NUM. 1, ABRIL DE 2020



Discusion tedrica sobre las practicas docentes como mediadoras para potencializar estrategias..

National Council of Teachers of Mathematics (NCTM). (2014). Principles to actions: Ensuring
mathematical success for all. National Council of Teachers of Mathematics.

Osses, S.y Jaramillo, S. (2008). Metacognicién: Un camino para aprender a aprender.
Estudios Pedagdgicos, XXXIV(1), 187-197.

Panadero, E. y Tapia, J. (2014). éComo autorregulan nuestros alumnos? Revision del
modelo ciclico de Zimmerman sobre autorregulacion del aprendizaje. Anales de
Psicologia, 30(2), 450-462.

Polya, G. (1979). Como plantear y resolver problemas. Trillas.

Preiss, D. D, Grau, V, Torres, D. y Calcagni, E. (2018). Metacognition, self- regulation, and
autonomy support in the chilean mathematics classroom: An observational study.
New Directions for Child and Adolescent Development, 162, 115-136.

Quintana-Terés, M. (2014). El aprendizaje autorrequlado en estudiantes de educacion
superior (Tesis doctoral). Instituto Tecnolégico y de Estudios Superiores de Occidente,
[TESO, México.

Rigo, M, Pdez, D. A.y Gémez, B. (2010). Practicas metacognitivas que el profesor de nivel
basico promueve en sus clases ordinarias de matematicas. Un marco interpretativo.
Ensenanza de las Ciencias, 28(3) 405-416.

Séiz, M.y Roman, J. (2011). Entrenamiento metacognitivo y estrategias de resolucion de
problmemas en ninos de 5 a 7 anos. International Journal of Psychological Research,
4(2), 9-19.

Séiz, M. y Guijo, V. (2010). Competencias y estrategias metacognitivas en educacion
infantil: un camino hacia el desarrollo de procedimientos de resolucion de problemas.
International Journal of Developmental and Educational Psychology, 2(1), 497-504.

Séiz, M.y Roman, J. (2011). Entrenamiento metacognitivo y estrategias de resolucion de
problemas en ninos de 5 a 7 anos. International Journal of Psychological Research,
4(2), 9-19.

Santos, L. M. (2010). La funcién cuadrdtica. Trillas.

Schneider, W.y Artelt, C. (2010). Metacognition and mathematics education. ZDM Mathe-
matics Education, 42(2), 149-161.

Schoenfeld, A. H. (1992). Learning to think mathematically: Problem solving, metacogni-
tion, and sense making in mathematics. En D. Grouws (Ed.), Handbook for Research
on Mathematics Teaching and Learning (pp. 334-370). McMillan.

Schoenfeld, A. H. (2012). How we think. Cuadernos de Investigacién y Formacién en
Educacion Matemadtica, 7(10), 135-149.

Secretaria de Educacion Publica (SEP). (2011). Aprendizaje y Ensenanza de las Matemd-
ticas Escolares. Casos y Perspectivas. SEP. http://edu.jalisco.gob.mx/cepse/sites/edu.
jalisco.gob.mx.cepse/files/matematicas_web.pdf

EDUCACION MATEMATICA, VOL. 32, NUM. 1, ABRIL DE 2020 239



Milagros de Jests Cazares Balderas, David Alfonso Paez y Maria Guadalupe Pérez Martinez

van de Pol, J, Volman, M. y Beishuizen, J. (2010). Scaffolding in teacher-student interac-
tion: A decade of research. Educational Psychology Review, 22(3), 271-296.

van de Pol, J, Volman, M, Oort, F. y Beishuizen, J. (2015). The effects of scaffolding in the
classroom: Support contingency and student independent working time in relation
to student achievement, task effort and appreciation of support. Instructional Science,
43(5), 615-641.

Vygotsky, L. (1978). Mind in society. The development in higher psychological processes.
Harvard University Press.

Wood, D, Bruner, J. S. y Ross, G. (1976). The role of tutoring in problem solving. Journal
of Child Psychology and Psychiatry, 17(2), 89-100.

Zimmerman, B. (2008). Goal Setting: A key proactive source of academic self-regulation.
En D. H. Schunk y B. J. Zimmerman (Eds.), Motivation and Self-Requlated Learning:
Theory, Research, and Applications (pp. 267-295). Taylor & Francis.

Zimmerman, B. y Moylan, A. (2009). Self-requlation: Where metacognition and motivation
intersect. En D. J. Hacker, J. Dunlosky y A. C. Graesser (Eds.), Handbook of Metacog-
nition in Education (pp. 299-315). Routledge.

MILAGROS DE JESUS CAZARES BALDERAS
Domicilio:  Av. Universidad #940, Ciudad Universitaria. Aguascalientes, Aguascalientes.

CP 20130.
Teléfono:  (044) 812 602 90 94

240 EDUCACION MATEMATICA, VOL. 32, NUM. 1, ABRIL DE 2020



IN MEMORIAN DOI: 10.24844/EM3201.11

Francois Pluvinage en la memoria

Luis Moreno Armella®

En agosto de 1978 en Santiago de Compostela se
conocieron el profesor Francois Pluvinage y el pro-
fesor Eugenio Filloy. Ese encuentro marco el inicio
de una relacion que Francois iba a sostener con
nuestro Departamento de Matematica Educativa de
manera permanente. Desde entonces, esa amistad
no hizo nada distinto a crecery profundizar las rai-
ces de un arbol que ha dado muchos frutos. Frangois
fue siempre una suerte para nuestros estudiantes a
lo largo de todo ese tiempo vy, sin duda, para noso-
tros todos. No solamente por su profundidad acadé-
mica sino por su bonhomia, su trato amable y su voz de trueno que llenaba los
espacios en los que se encontraba. Desde un primer momento fue tangible que
su presencia iba a garantizar un didlogo permanente con ély su cultura,

Por alld en 1986 estuvo en el departamento durante todo un ano sabatico;
eran entonces los primeros anos del doctorado en nuestro departamento y su
trabajo ayudd no solo a senalar la ruta sino a hacerla transitable. Nos enseno
métodos de analisis de datos novedosos que contribuyeron a consolidar inves-
tigaciones doctorales, pero a mi juicio, lo mas importante fue su ejemplo de
tenacidad a fuego lento y la ausencia de prejuicios para escuchar a todos. Eso

! Departamento de Matemdtica Educativa, México, Imorenoa@cinvestav.mx
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se llama madurez a secas. Una cuenta rapida de su paso entre nosotros indica
que ha sido profesor titular del departamento, que nos representé académica-
mente en mas de 25 eventos, tanto nacionales como internacionales, represen-
tandonos con una dedicacion, con una conviccion que nunca sorprendié a
ninguno de quienes lo conocimos largamente. A nombre del departamento
estuvo en Canadad, en Suiza, en Colombia, en Chile recientemente, hasta en
Francia, eso si, ejerciendo de embajador nuestro y no al contrario. Desde luego,
describir la tierra fértil que ha dejado tras sus pasos seria casi interminable. A
los colegas de aqui, su casa, y también a egresadas y egresados nuestros les
facilité, primeramente, su brdjula y mas adelante, ciudadano de su tiempo, su
GPS para trazar un mapa en el complejo mundo de la investigacion. Tejié rela-
ciones académicas permanentes; hoy esos colegas se han acercado para dejar
un testimonio de cuan decisivo ha sido en sus trayectorias haberle encontrado
siempre con los brazos abiertos, dispuesto a escuchar, a argumentar, a conciliar
y contradecir pero siempre desde el respeto hacia quien estaba frente a él.

¢Doénde no dejo una huella? éDonde no estuvo? México ha sido su casa. Su
presencia sera permanente en muchos centros educativos pues concibié su
permanencia en nuestra institucion como su puerto, no como Ssu encierro.
Francois no fue un viajero, fue sobre todo un sembrador. Cuando adn hoy paso
frente a la que fue durante mucho tiempo su oficina, siempre con la puerta
entornada, lo recuerdo trabajando sobre su maquina y aquello me lleva a unas
palabras del escultor Auguste Rodin: "Sélo se encuentra la belleza trabajando’.
Para él, tendremos siempre buenas palabras, para agradecerle su trabajo de
tantos anos, agradecerle la huella que dia a dia dejé profunda en nuestro surco,
que desde hace tanto tiempo hizo suyo. Es dificil condensar en pocas lineas su
tiempo entre nosotros, mas dificil aun dispuestos como estamos, a afirmar entre
nosotros con las razones de Pascal, su presencia de siempre. Adios al maestro,
al pensador, al amigo.

Luls MORENO ARMELLA

Domicilio postal: ~ Av. Instituto Politécnico Nacional 2508
Col. San Pedro Zacatenco,
Alcaldia Gustavo A. Madero, CP. 07360
Teléfonos: (52)+(55)-57-47-38-15
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Eugenio Filloy Yagtie: un breve recuento
de vida y obra!

29 de noviembre de 1942 - 23 de marzo de 2020

Armando Solares?
Luis Puig?
Teresa Rojano*

En 1939, Soledad Yagtie Herranz de Filloy y Enrique
Filloy Méndez, el matrimonio Filloy Yague, cruzan el
Atlantico como consecuencia de la derrota de la
Republica Espanola a manos de los sublevados enca-
bezados por el general Francisco Franco. Instalados
en San Pedro de Macoris, Republica Dominicana, nace en
1942 el tercero de sus hijos, Eugenio. En agosto de
1945, la familia de Eugenio llega a México en el
buque Emancipacion. Aqui encontraran su tierra.
Eugenio estudia en el Instituto Luis Vives y, poste-
riormente, se forma como matematico en la Facultad
de Ciencias de la Universidad Nacional Autonoma de
México, donde se licencia en 1965 con el trabajo
‘Representaciones de grupos finitos”. Inmediatamente, ingresa a trabajar como
profesor adjunto de la Escuela Superior de Fisica y Matematicas del Instituto
Politécnico Nacional y, en paralelo, estudia la maestria en el Departamento de

! Esta semblanza esta basada en anteriores homenajes al trabajo y vida de Eugenio Filloy, los cuales
fueron presentados por Luis Puig y Teresa Rojano tanto en el Cinvestav como en la Universidad Pedagégica
Nacional, en México.

2 Departamento de Matematica Educativa, Cinvestav-IPN, asolares@cinvestav.mx, México

3 Departamento de Matematica Educativa, Cinvestav-IPN, trojano@cinvestav.mx, México

* Departamento de Didactica de la Matematica, Universitat de Valencia Estudi, Generalluis.puig@uv.es, Espana
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Matematicas del Centro de Investigaciéon y Estudios Avanzados (CINVESTAV),
graduandose en 1966. A raiz de la matanza del 2 de octubre de 1968, Eugenio
cruza la frontera mexicana y se traslada a la Universidad de Chicago en el afio
1969. Con rapidez y calidad ambas sobresalientes, en 1970 obtiene el doctorado
en matematicas con la tesis “Pointwise characterization of ideals of differentiable
functions’, bajo la direccion de Raghavan Narasimhan, que se publicaria como
articulo en Invention Maths de Springer (Filloy, 1971).

En enero de 1971, Eugenio Filloy regresa a México con una vigorosa trayec-
toria como matematico y se integra como Investigador Adjunto al Departamento
de Matematicas del CINVESTAV. En su retorno, se introduce al trabajo en el campo
educativo por medio de un proyecto que tendrd un enorme impacto en el sistema
educativo mexicano y, tambien, en el desarrollo del mismo, Eugenio, como cienti-
fico e impulsor de proyectos participa en la coautoria de los libros de texto de
matematicas de nivel primaria, junto con Carlos Imaz, Samuel Feder, Samuel
Gitler, Luis Gorostiza y Juan José Rivaud, publicados en ediciones sucesivas, entre
1972 y 1978, por la Secretaria de Educacion Publica. De hecho, este proyecto fue
el germen de la creacion, en 1975, de la entonces Seccién de Matematica Educa-
tiva del CINVESTAV, a la cual Eugenio se incorpor6 ya como Investigador Titular.

En el primer frente de la constitucion del area de la Matematica Educativa
en Mexico, Eugenio orienta su desarrollo de manera que las “Matematicas” son el
substantivo en la investigacion. En 1981, la Seccion de Matematica Educativa
abre el programa de doctorado v, por iniciativa de Eugenio, la seccion se rees-
tructura en areas que permiten atender tanto a las problematicas de los dis-
tintos niveles escolares (basico, medio superior y superior) como a los dominios
especificos de investigacion, como la cognicion matematica y el desarrollo de
materiales didacticos utilizando tecnologias.

En 1983, Eugenio pone en marcha uno de los programas mas ambiciosos de
formacion de maestros que han existido: el Programa Nacional de Formacion y
Actualizacién de Profesores de Matematicas (PNFAPM), que hasta ya entrados los
anos 2000 incorpora a docentes de matematicas a programas de especialidad y
maestria impartidos en veinte universidades estatales y diez tecnoldgicos regiona-
les. Para acompanar el desarrollo de este programa, Filloy disena la realizacion de
simposios internacionales y convenios de investigacion con el King's College y el
Instituto de Educacion de la Universidad de Londres del Reino Unido, y con las
Universidades de Valencia y de La Laguna en Espana, en el marco de los cuales
se realizan tesis doctorales y de maestria, asi como proyectos de investigacion
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conjuntos. Puede decirse que una de las consecuencias del PNFAPM es la con-
solidacion de la Seccion del Departamento de Matematica Educativa, en 1992.

Con todo este trabajo, Eugenio Filloy esta en la posicion de generar una pers-
pectiva tedrica original para la Matematica Educativa, con componentes propios
de su vision de hacer ciencia: el uso del andlisis historico de las ideas matematicas,
las entrevistas clinicas con ensenanza, la observacion en un sistema de ensenanza
controlada, el caracter local y de modelo de lo que usamos para el analisis de lo
observado, la consideracion de las situaciones de ensefanza y aprendizaje de las
matematicas como situaciones de comunicacion y produccion de sentido, y, por
tanto, susceptibles de ser abordadas desde una perspectiva semiotica.

Respecto al uso de la historia, Eugenio propone realizar una lectura de textos
historicos de las matematicas tomandolos como cogniciones petrificadas, de
forma que puedan servir para proponer hipétesis sobre las cogniciones de los
alumnos cuando estan siendo ensenados, y, a su vez, leer las producciones de
los alumnos de forma que proporcionen hipotesis con las que leer los textos
historicos. Las dificultades y fendmenos que encuentran en torno a la operacion
con la incognita (Rojano, 1985), en el momento en que los estudiantes son intro-
ducidos al pensamiento algebraico, son el ejemplo paradigmatico de esta ida y vuelta
entre los textos historicos y los textos producidos en un modelo de ensenfanza.

Por otra parte, Filloy plantea realizar entrevistas con intervencion de ense-
nanza como un instrumento metodoldgico adecuado para estudiar los fenome-
nos que se producen cuando se ensenan matematicas en los sistemas escolares.
Para ello, es necesaria la creacion de sistemas de ensenfanza controlada que
hagan posible tener una descripcion de los alumnos que van a ser entrevistados,
desde el punto de vista de lo que se quiere investigar. Es asi que Eugenio cons-
truye el Centro Escolar Hermanos Revueltas, una propuesta escolar alternativa
y estrechamente vinculada a la investigacion educativa que estuvo en funcio-
namiento hasta hace unos pocos anos.

Eugenio Filloy introduce la idea de Modelos Tedricos Locales para hacer expli-
citos el conjunto de supuestos que permiten organizary analizar las observaciones
sobre los fendmenos investigados. Desde la perspectiva de Filloy, estos supuestos
se hacen explicitos sin pretender que sean la Unica manera de organizary analizar
los fendmenos —es decir, sin afirmar que constituyan una teorfa y, por tanto, tener
que rechazar otros supuestos. Estos modelos son, ademas, “locales” en el sentido
de que permiten dar cuenta precisamente de lo observado en cada ocasion espe-
cifica y concreta. Eugenio sintetiza esta perspectiva teorica en el libro Educational
Algebra. A Theoretical and Empirical Approach (Filloy, Rojano y Puig, 2008).
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Desde esta perspectiva tedrica, Filloy propone y deja planteados numerosos
temas y problematicas de investigacion que aun estan en desarrollo, como los
fendbmenos de produccion de sentido y significado de los textos matematicos,
los algebraicos, en concreto, (Filloy, Rojano y Solares, 2010) y la nocién de inter-
textualidad (Rojano, Filloy y Puig, 2014).

A lo largo de su trayectoria de trabajo, Eugenio Filloy, apoya e impulsa la
creacion y consolidacion de muchas de las mas importantes organizaciones y
espacios de difusion internacionales dedicadas a la investigacién en nuestra
area, como la CIEAEM, el PME, y el ICME.

Su trayectoria académica queda registrada en 456 publicaciones nacionales
e internacionales que a la fecha suman cerca de mil citas. Formo a cerca de 100
investigadores, a través de programas de maestria y doctorado. Investigador Eme-
rito del CINVESTAV, miembro del Sistema Nacional de Investigadores Nivel |II.

Cientifico, erudito, visionario, amigo. Su obra nos acompana y queda en
nuestras memorias.
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