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EDITORIAL DOI: 10.24844/EM3202.00

Ayudar y documentar durante esta pandemia
de COVID-19

Estamos viviendo tiempos extraordinarios, no solo para la salud, sino también
para la investigacion y la practica de la educacion matematica.

Nunca antes se habia registrado un éxodo global de profesores y estudiantes
de matematicas, de todos los niveles educativos, hacia escenarios de instruccion
basados en el uso intensivo de Internet Quiza ahora como nunca se requiere
de un involucramiento profundo de los padres en la instruccion matematica de
sus hijos, debido a la prevalencia de la educacion en casa. El escenario pan-
démico que estamos viviendo ha hecho evidente la importancia de contar con
una ciudadanfa matematicamente alfabetizada, capaz de interpretar la informa-
cion oficial acerca de la emergencia sanitaria.

Nunca en la historia de la investigacién en educacion matematica se
habia dado un aplazamiento en cadena de la mayoria de los congresos
internacionales y regionales de nuestra disciplina. Los tiempos de revision y
de procesamiento de articulos de la mayoria de las revistas de investigacion
se han visto afectados, en gran medida, porque las circunstancias y la capa-
cidad de trabajo de los académicos que revisan y editan los manuscritos ha
sido afectada por la pandemia. Muchos proyectos de investigacion han sido
interrumpidos o redisenados, dada la repentina interrupcion en el acceso a los
datos y a los escenarios de experimentacion empirica originalmente
planificados.
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Editorial

Considero que es parte de nuestra responsabilidad documentar las pertur-
baciones que esta pandemia de COVID-19 estd causando en las diferentes
esferas de la educacion matematica, ademas de apoyar a las personas afectadas
por tales perturbaciones.

Parte de esta responsabilidad es con la historia. Imaginemos por un momento
a las comunidades futuras de educadoras y educadores matematicos dentro de,
digamos, quince o veinte anos. Pensemos que recurren a los anales de la edu-
cacion matematica tratando de entender como en el pasado la pandemia de
COVID-19 afecté a la instruccion matematica en Iberoamérica. Supongamos
ahora que después de su busqueda no encuentran nada. Ni un estudio, ni un
reporte, ni un testimonio. Como si nada hubiera sucedido. Pienso que serfa una
gran omision por parte nuestra como educadores matematicos.

Sin embargo, la responsabilidad mayor es con la sociedad en general. Hoy
profesores, estudiantes, padres de familia y administrativos requieren de con-
sejo y respuestas por parte de los especialistas en la educacion matematica:
écomo ensenar matematicas y mantener motivados a los estudiantes a través
de videoconferencia?, équé practicas y condiciones podrian favorecer el apren-
dizaje de las matematicas en un escenario de instruccion a distancia como el
que vivimos?, écomo atender en este momento la educacion matematica de
poblaciones alejadas o marginadas con acceso limitado o nulo a las tecnolo-
gfas digitales?, icomo fortalecer y promover el conocimiento matematico para
el involucramiento de los padres en la educacion matematica de los nifos
desde casa? {qué competencias matematicas se pueden promover entre la
ciudadania para prepararla a interpretar informacion en escenarios de emer-
gencia sanitaria?

Debemos contribuir a responder este tipo de preguntas sintetizando investi-
gacion y resultados ya existentes, y que abordan problematicas relacionadas con
temas como: la educacion matematica en linea, el involucramiento de los padres
en el desarrollo matematico de los hijos, la alfabetizacion matematica, los pro-
cesos de integracion de tecnologia en la practica docente, entre otros. Se podria
también contribuir estudiando las nuevas practicas y problematicas de la ins-
truccién matematica, y dando voz a los distintos actores involucrados en ellas.
Incluso seria posible apoyar organizando y promoviendo oportunidades de desa-
rrollo especializado para estudiantes, padres de familia y docentes. Hay mucho
por hacer, estudiar y documentar.

Los invito a no perder la oportunidad que esta crisis nos da para contribuir
y ayudar a otros desde nuestra posicion como educadoras y educadores
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Editorial

matematicos. Pero también, les invito a documentar sus esfuerzos y sus estudios,
para posteriormente publicarlos y divulgarlos. Como lector estaria entusiasmado
de presenciar un creciente flujo de publicaciones y estudios de buena calidad
provenientes de Iberoamérica, que aborden aspectos de la relacion entre la
educacion matematica y la pandemia de COVID-19. Como editor asociado me
complaceria que varios de esos estudios estuvieran publicados en la revista
Educacion Matemdtica.

Mario Sanchez Aguilar
Editor Asociado
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ARTICULOS DE INVESTIGACION DOI: 10.24844/EM3202.01
El Conocimiento Didactico del Contenido: Bases

teoricas y metodoldgicas para su caracterizacion
como parte del conocimiento especializado
del profesor de matematicas

Pedagogical Content Knowledge: Theoretical and methodological
bases for its characterization as an element of a mathematics
teacher’s specialised knowledge

Dinazar Isabel Escudero-Avilal
José Carrillo Yanez?

Resumen: El creciente interés por abordar investigaciones respecto del cono-
cimiento especifico, que tiene y utiliza el profesor de matematicas, y de los
elementos que lo conforman, se ha traducido en un incremento en la oferta
de modelos analiticos que pretenden organizar, definir y analizar estos cono-
cimientos para interpretarlos, caracterizarlos y hasta reproducirlos. Uno de los
elementos que aparecen de manera reiterada y que se considera esencial en
este tipo de modelos es el Conocimiento Didactico del Contenido. Sin embargo,
la caracterizacion de este tipo de conocimiento depende, en gran medida, de
los fundamentos sobre los que se construye el modelo, los cuales suelen quedar
a la sombra del modelo mismo y de las definiciones de sus componentes. En
este sentido, nos proponemos explicitar las bases teoricas y metodoldgicas bajo
las cuales se construye una caracterizacion del Conocimiento Didactico del
Contenido, a la luz del modelo de conocimiento especializado del profesor de
matematicas.

Fecha de recepcion: 13 de junio de 2019. Fecha de aceptacion: 31 de marzo de 2020.

! Sin adscripcion actual, Puebla, México, eadinazar@hotmail.com, orcid.org/0000-0001-6380-9016

2 Facultad de Educacion, Psicologia y Ciencias del Deporte, Universidad de Huelva. Huelva, Espana,
carrillo@uhu.es, orcid.org/0000-0001-7906-416X
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El Conocimiento Didactico del Contenido: Bases teoricas y metodoldgicas..

Palabras clave: Conocimiento Diddctico del Contenido, conocimiento especia-
lizado, profesor de matemadticas.

Abstract: The growing interest in addressing research regarding the specific
knowledge that the mathematics teacher has and uses and the elements that
make it up have resulted in an increase of the creation of analytical models
which aim to organize, define, and analyze this knowledge to interpret, char-
acterize and even reproduce them. One of the elements that appear repeatedly
and that is considered essential by these models is the teacher's Pedagogical
Content Knowledge. However, the characterization of this knowledge depends
largely on the foundations on which the knowledge model is built, which usually
lie in the shadow of the model itself and of the definitions of its components.
In this sense, our objective is to make explicit the theoretical and methodological
bases under which a characterization of the Pedagogical Content Knowledge
is built in light of the mathematics teacher’s specialized knowledge model.

Keywords: Pedagogical Content Knowledge, Specialised Knowledge, Mathe-
matics teacher.

1. INTRODUCCION

El interés por encontrar formas efectivas de estudiar el conocimiento profesional
del profesor y comprender los procesos de adquisicion, uso y desarrollo de este,
lleva a los investigadores a realizar distintas propuestas que permitan indagar
sobre la labor del profesor, vista esta como la practica de un profesional que
requiere de conocimientos especificos.

Existen distintos pardmetros utilizados para diferenciar las componentes del
conocimiento profesional, definidas en funcion de como se genera, sobre qué versa
o para qué sirve dicho conocimiento. Shulman (1986), por ejemplo, propone una
separacion del conocimiento del profesor en tres componentes: el Subject Matter
Knowledge, que incluye el conocimiento que requiere el profesor del qué vy el
porqué de los contenidos referentes a la disciplina que ensefa, el Pedagogical
Content Knowledge (PCK), que alude a los aspectos de conocimiento referentes a
la ensenanzay aprendizaje del contenido que se imparte, y el Curricular Knowle-
dge, que se refleja en los programas, materiales, planeaciones que tienen los
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Dinazar Isabel Escudero-Avila, José Carrillo Yafez

profesores. Shulman (1987) destaca el PCK como un elemento de especial interés
‘because it [] is the category most likely to distinguish the understanding of the
content specialist from that of the pedagogue’ (p. 8).

Con esta propuesta, Shulman provoca un especial interés por profundizar en
la comprension de elementos que conformen el conocimiento profesional de un
profesor, de manera que se tenga una mejor conceptualizacion del constructo
y de sus caracteristicas como un conocimiento propio de la labor de ensenanza
(e.g. Carpenter, Fennema, Peterson y Carey, 1988; McDiarmind, Ball y Anderson,
1989). Ademas, surge la necesidad de buscar caracteristicas especificas de este
conocimiento asociadas al contenido a ensenar, lo que ha llevado a la cons-
truccién de modelos de conocimiento que pretenden organizar, definiry analizar
los elementos que lo conforman.

Con respecto al conocimiento profesional del profesor de matematicas, exis-
ten distintas propuestas de modelacion de dicho conocimiento (e.g. Knowle-
dge Quartet, Rowland, Turner, Thwaites y Huckstep 2009; Mathematical
Knowledge for Teaching, Ball, Thames y Phelps, 2008; Proficiency in Teahing
Mathematics, Schoenfeld y Kilpatrick, 2008; Profound understanding of fun-
damental mathematics, Ma, 1999). Esta variedad de modelos pone de mani-
fiesto la complejidad de interpretacion y comprension de la naturaleza de dicho
conocimiento, asi como la necesidad de establecer mecanismos para operativizar
e identificar elementos clave que permitan su andlisis.

Dentro de todas estas propuestas y caracterizaciones, a mas de 30 anos de
distancia, el PCK sigue teniendo un papel relevante como uno de los elementos
esenciales para la descripcion y analisis del conocimiento profesional. A pesar
de que las categorias propuestas inicialmente por Shulman han sido reinterpre-
tadas, estas contintan siendo vigentes y siguen siendo consideradas un avance
importante en las concepciones sobre el conocimiento del profesor (Vazquez-Ber-
nal, Jiménez-Pérez y Mellado, 2019; Depaepe, Verschaffel y Kelchtermans, 2013).

Sin embargo, la caracterizacion de este conocimiento depende, en gran
medida, de los fundamentos sobre los que se construye el modelo, que suelen
quedar ocultos bajo la sombra del modelo mismo y las definiciones de sus
componentes.

En este sentido, consideramos importante reflexionar sobre los cambios y/o
adaptaciones que sufre el PCK al considerarse parte de un modelo de conoci-
miento que tiene una filosofia, identidad e intencionalidad propia. Esto propor-
cionara al lector la posibilidad de adentrarse en este proceso de construccion
de un modelo y de la caracterizacién y adaptacion del PCK.
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El Conocimiento Didactico del Contenido: Bases teoricas y metodoldgicas..

La relevancia de esta propuesta radica en someter a discusion de la comu-
nidad las bases teoricas y metodologicas bajo las cuales se construye esta
caracterizacion, a la luz del modelo de conocimiento especializado del profesor
de matematicas (Mathematics Teacher's Specialised Knowledge -MTSK-, Carri-
llo-Yanez, et al, 2018). Consideramos que esta podra enriquecer la reflexion sobre
la utilidad y vigencia del PCK como piedra angular del conocimiento profesional
del profesor, asi como la discusion sobre la utilidad del MTSK y otros modelos
como herramienta de analisis del conocimiento del profesor de matematicas.

Es importante senalar que, aunque se han presentado otros analisis parciales
de algunos de los datos recopilados en esta investigacion, estos han estado
enfocados a reflexionar sobre el tipo de conocimientos especializados que mani-
fiesta el informante a lo largo del curso (e.g. Escudero-Avila, et al, 2015) y a
resaltar las relaciones existentes entre distintos subdominios de conocimiento
(e.g. Carrillo-Yanez, et al, 2018). Sin embargo, en este trabajo nos enfocamos en
la descripcion del proceso de construccion, justificacion y refinamiento de cate-
gorias realizado a partir del analisis de este caso. El interés en el contenido
matematico concreto queda en un segundo plano, tratandose de un instrumento
de trabajo que nos permita ilustrar los subdominios, validar la construccion del
modelo y refinar categorias.

2. BASES METODOLOGICAS

Para definir y caracterizar los elementos del conocimiento didactico se realizo
un estudio de caso de tipo instrumental (Stake, 1995), puesto que la informa-
cion que nos proporciona el informante sirve para realizar un proceso de
abstraccién que permita aportar informacién adicional sobre el funcionamiento
y la caracterizacion del conocimiento profesional del profesor de matematicas.
En este sentido, hemos decidido adoptar un enfoque cualitativo de andlisis y
posicionarnos en un paradigma interpretativo (Bassey, 2003).

El caso a estudiar se define como el conocimiento especializado del profesor
de matematicas de secundaria que participa en un programa de formacion
continua a distancia (online). Omar, nuestro informante, es un profesor colom-
biano de matematicas de secundaria y bachillerato con mas de 25 afos de
experiencia, que participaba activamente en el curso virtual Teoria de Situaciones
Didacticas desarrollado en el seno de un programa de Posgrado en Matematica
Educativa (maestria profesionalizante con sede en México).
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Alo largo de cinco semanas, Omar realiz6 aportaciones y reflexiones sobre
su trabajo y el de sus companeros en foros, ensayos y actividades compartidas
a través de la plataforma Moodle y por correo electrénico. Uno de los tutores
del curso y autor de esta investigacion, dio seguimiento y retroalimentacion
constante al profesor sobre las tareas que se le pedian en concordancia con
los objetivos del curso. Una vez terminado el curso, se reconoce la relevancia
de la informacion generada y el potencial para analizar, de estos datos, el
conocimiento especializado del profesor en distintos contextos, por la riqueza
en cuanto a la justificacion matematica y didactica que Omar vertia en sus
participaciones. Se descargaron en formato pdf, y se organizaron y analizaron
cinco actividades realizadas, una por semana, en las que se produjeron un
total de siete documentos de texto con siete tareas individuales de Omar (A#_
D#) y tres foros de discusion (A#_ F#_P#) en los cuales el profesor interactuaba
con otros companeros de curso y que se separaron en siete conversaciones
diferentes. Estos se organizaron y codificaron por actividad y documento como
se muestra en la Figura 1.

Actividad Documentos Codificaciones
Resolucién del problema de las cuerdas Al D1
Guia pedagogica del problema de las cuerdas Al D2
Pregunta 1:
¢ Cudl es la naturaleza del problema de las Al F1 P1
cuerdas?, jun ejercicio rutinario, tradicional, — =
Foro 1: abierto?
! Anal(i’;;’nd.o el Pregunta 2:
{Qué técnicas visualizaste para resolver el Al_F1_P2
problema de las o
cuerdas problema de las cuerdas?
Pregunta 3:
¢ Consideras que el problema de las cuerdas Al F1 P3
constituye un buen recurso didédctico? jPor qué ==
si? ¢ Por qué no?
2 Recurso didactico individual A2 D1
Respuesta a la retroalimentacion A2 D2
Reporte de lectura sobre herramientas teéricas A3 D1
3 Foro 2: Herramientas U‘?l?dad. - A3 F2 Pl
te 6rica.s Utilizabilidad A3 F2 P2
;Y los potenciales? A3 F2 P3
4 Andlisis individual del recurso usando las herramientas teéricas A4 D1
5 Reporte de evaluacion externa del recurso A5 D1
Foro 3: Discusion de evaluacion externa AS_F3

Figura 1. Organizacion y codificacion de actividades realizadas por Omar (Escudero, 2015, p. 88)3

* Una explicacion detallada de cada una de las actividades puede consultarse en Escudero (2015).
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Dado que las actividades se proponian de acuerdo a la tematica del curso,
el contenido matematico sobre el que se discute cambia a lo largo de las sema-
nas, aunque se dedica especial atencion al desarrollo de una secuencia didactica
que Omar propone centrar en el desarrollo de conocimientos sobre las funciones
lineales y cuadraticas. Son estas participaciones y actividades las que utilizare-
mos en este estudio para ilustrar la caracterizacion del PCK (Actividades 2, 4 y 5).

Los textos utilizados, para ejemplificar y justificar la caracterizacion de los
subdominios y categorias del PCK en este articulo, han sido modificados con
respecto a las participaciones literales de Omar dentro de este curso virtual. Esto
con la intencién de proporcionar al lector la mayor cantidad de evidencias sobre
el conocimiento de Omar y resumir la informacion que se recolecta a lo largo
de cinco semanas de trabajo. Se ha puesto especial atencién en crear textos con
sentido narrativo que mantengan la literalidad y esencia del discurso en relacion
con el objeto de estudio. Pueden consultarse los datos completos y codificados
en Escudero (2015).

Al respecto del disefio metodoldgico, inicialmente se utilizd el método top-
down: de la teoria a los datos (Niss, 2006), generando una caracterizacion tedrica
y muy general del PCK, para lo cual se revisaron y sistematizaron distintas
aproximaciones y definiciones de este tipo de conocimiento en la literatura
especializada, partiendo de las aportaciones y criticas sobre el modelo de Shul-
man (e.g. Vazquez-Bernal, et al, 2019; Depaepe, et al, 2013; Flores-Medrano, et
al, 2016; entre otros). Apoyados en esta reflexién y en los principios tedricos bajo
los cuales se concibe la construccion del MISK, decidimos imprimir especial
énfasis en el reconocimiento de las diferencias entre la naturaleza de este domi-
nio y la del dominio del conocimiento matematico, tomando en cuenta las dis-
tinciones en cuanto a los criterios de validez, los procesos de construccion de
conocimiento asociados a estos, asi como su expresion o manifestacion, lo que
implica diferentes vias para acceder a ellos. En la siguiente seccion entraremos
mas en detalle en este proceso de construccion.

Posteriormente, recurrimos a una aproximacion bottom-up: de los datos a la
teoria (Niss, 2006), en la cual se complementa y reinterpreta la definicion de los
subdominios y sus componentes a la luz del analisis de las producciones de
Omar. Ademas, en este proceso se complementa esa primera caracterizacion
tedrica para refinar el modelo con la aportaciéon de categorias especificas de
conocimiento (Figura 2), que nos permitan tener una visién mas particular
de las formas de conocer el contenido que un profesor de matematicas puede
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tener y las cuales, en conjunto, le permitiran actuar como un especialista de la
educacion matematica.

Como explicamos, la metodologia top-down 'y bottom-up utilizada en esta
investigacion demandaba la generacion de categorias de andlisis de los datos
y su comparacion constante. La cantidad de informacion generada durante el
curso y el numero de categorias que se utilizaron para el tipo de analisis pro-
puesto requirié del uso del software MAXQDA, como un instrumento que per-
mitia hacer asignaciones de categorias de forma simple y ordenada, haciendo
referencia a cualquier tipo de unidad de informacion (episodios, fragmentos de
episodio, frases o palabras una asignacion), triangulando distintos momentos del
curso y asi obtener un andlisis lo mas completo posible.
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Figura 2. Diseno metodologico utilizado para la caracterizacion del CDC como parte del MTSK.
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3. BASES TEORICAS
3.1. EL MODELO CONOCIMIENTO ESPECIALIZADO DEL PROFESOR DE MATEMATICAS

Describimos a continuacion, de forma sucinta, elementos caracteristicos del
modelo de Conocimiento Especializado del Profesor de Matematicas (Mathema-
tics Teacher's Specialised Knowledge —MTSK-, Carrillo-Yanez, et al, 2018) con el
proposito de contextualizar el proceso de construccion de la caracterizacion
del PCK que se aborda en este estudio, asi como explicitar concepciones al
respecto del conocimiento profesional del profesor subyacentes en el modelo.

EI MTSK es una herramienta tedrico-analitica que clasifica aquellos elementos
del conocimiento del profesor donde la matematica, como objeto de ensenanza'y
aprendizaje, es determinante, excluyendo el conocimiento pedagogico general,
aunque, naturalmente, reconoce su relevancia (Carrillo-Yanez, et al, 2018).

El conocimiento es entendido en este modelo como una amplia red de con-
ceptos, imagenes y habilidades inteligentes que poseen los seres humanos
(Pajares, 1992), disponibles para “usar para resolver problemas, alcanzar metas,
o desarrollar cualquier tarea. iN6tese que, de acuerdo a esta definicion, el cono-
cimiento no ha de ser necesariamente correcto!” (Schoenfeld, 2010, p. 25). La
diferencia entre conocimiento correcto o incorrecto es irrelevante si la intencion
del investigador es saber qué y como conoce el profesor, ya que esa es la infor-
macion que el profesor posee, coincida esta con el referente de verdad del
investigador o no. Este posicionamiento responde a la necesidad de crear un
modelo de conocimiento que no sea prescriptivo sino descriptivo, con la inten-
cion de interpretar el conocimiento desde un punto de vista integral, tomando
en cuenta la naturaleza del Conocimiento Matematico (CM) y el Conocimiento
Didactico del Contenido (CDC) y las diferencias que existen en cuanto a los
criterios de validez.

La idea de especializacion inspirada en la propuesta que hacen Ball y cola-
boradores (2008) para el Mathematical Knowledge for Teaching (MKT), se entien-
de en el MTSK como la integracién de los tres grandes dominios vinculados a
la ensefanza de las matematicas (Figura 3): los conocimientos matematicos
(CM), los conocimientos didacticos del contenido matematico (CDC)* y las

* Hemos llamado anteriormente PCK al Conocimiento Didéactico del Contenido que propone Shulman
(1986). Ahora usaremos las siglas CDC para referirnos al Conocimiento Didactico del Contenido matematico
que se construira como parte del MTSK.
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creencias y concepciones que tiene el profesor acerca de las matematicas, su
aprendizaje y ensenanza (Carrillo-Yanez, et al, 2018). Mientras que en MKT la
especializacion se refiere a la exclusividad de uso de conocimiento matematico
por parte del profesor frente a otros profesionales, en MISK procede del uso
conjunto de elementos de conocimiento en la ensenanza de las matematicas,
independientemente de que algunos de esos elementos se compartan o0 no con

otros profesionales.
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Figura 3. Conocimiento Especializado del Profesor de Matematicas -MTSK.
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Seguin Ma (1999) y Schoenfeld, et al. (2008), es evidente la necesidad de que
el profesor conozca de manera amplia y profunda el contenido que ensenara.
En este sentido el dominio de CM incluye el Conocimiento de los Temas que
tiene el profesor sobre las propiedades, definiciones y significados del contenido
matematico de manera fundamentada, los procedimientos (como se hace, cuan-
do puede hacerse, por qué se hace asi), los distintos registros de representacion
asociados a dicho contenido, la fenomenologia, y aspectos epistemologicos que
permiten al profesor comprender diferentes significados atribuibles al contenido.
El Conocimiento de la Estructura de la Matemadtica engloba conocimientos de
conexiones inter-conceptuales y conocimientos avanzados y elementales (con
respecto al contenido que se atiende). Por tltimo, se incluye un subdominio de
Conocimiento de la Practica Matemdtica, referente al conocimiento sobre las
formas de proceder propias de la matematica, asi como, por ejemplo, sobre
distintos tipos de razonamientos, incluyendo los contextos matematicos en que
unos son mas adecuados que otros (Carrillo-Yanez, et al, 2018).

Otra de las caracteristicas distintivas de este modelo es la consideracion de
un dominio de creencias, dejando de manifiesto que estas permean el conoci-
miento matematico y didactico del profesor. En este sentido, las creencias y las
concepciones sobre la matematica y sobre su ensenanza y aprendizaje en el
MISK seran entendidas como verdades personales, sostenidas individual y/o
colectivamente, derivadas de la experiencia o el propio pensamiento, puesto que
estan basadas en componentes afectivas y evaluativas, sobre las que se pueden
tener diferentes grados de convencimiento (Thompson, 1992). Estas pueden, ade-
mas, estar justificadas con argumentos que no sigan criterios que puedan res-
ponder a canones de evidencia, es decir, no son falsables.

3.2 CONOCIMIENTO DIDACTICO DEL CONTENIDO COMO PARTE DEL MTSK

Mostraremos a continuacion la fundamentacion teorica con la cual se caracte-
riza el CDC dentro del MTSK, que sirvid para definir subdominios y construir
categorias.

En la fase de trabajo top-down se reconoce la importancia que tiene el
conocimiento didactico matematico dentro del MTSK por contar con una entidad
propia, con fuentes y referentes diferentes a las del conocimiento puramente
matematico. Posee una estructura y naturaleza distintas, puesto que, como men-
ciona Azcarate (1998), esta dirigido a la ensenanza de las matematicas, cuya
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fuente principal vive en la Didactica de la Matematica como cuerpo de conoci-
miento integrador en si mismo de diversas fuentes de conocimiento.

Parte del proceso de caracterizacion del CDC dentro del MTSK consistio en
la sistematizacion y analisis de literatura especializada en el desarrollo, com-
prension, caracterizacion y/o reflexion sobre le PCK definido por Shulman y
reinterpretado por otros investigadores (e.g. Azcarate, 1998; Ball, et al, 2008;
Mitchell, Charalambous y Hill, 2014; Pinto y Gonzalez, 2008). Consideramos de
modo especial el trabajo de Depaepe y colaboradores (2013), cuyo objetivo fue
proporcionar una revision sistematica de la investigacion educativa matema-
tica empirica para responder a {como se conceptualiza y como se analiza el
PCK en la investigacion educativa matematica empirica?

En esta primera revision se encontré que no existen diferencias claras entre
las habilidades o capacidades del profesory sus conocimientos (Munoz-Catalan,
2010), por lo que, en el MTSK se caracteriza el PCK como un conjunto de cono-
cimientos, destrezas y habilidades que los profesores necesitan y aplican en el
acto de ensenar, ligados directamente con la practica de aula como actividad
principal y a un contenido especifico (Depaepe, et al, 2013). Esta definicion esta
en concordancia con la definicion de conocimiento, bajo la cual se desarrolla el
MTSK y su naturaleza de conocimiento parcialmente tacito, situado, contextua-
lizado, personal, social, dinamico, integrado, complejo y practico (Climent, 2002;
Munoz-Catalan, 2010).

Como hemos sefnalado, aunque se han establecido pautas que ayudan a
identificar algunas de las componentes de este conocimiento o posibles formas
en las que puede desarrollarse, todavia existen discrepancias con respecto a su
caracterizacion. Aun asi, Depaepe y colaboradores (2013) identifican algunas
componentes de estos conocimientos que surgen en diferentes modelos y apro-
ximaciones teoricas:

[.] (1) knowledge of students’ (mis)conceptions and difficulties, (2) knowledge of
instructional strategies, (3) knowledge of mathematical tasks and cognitive demands,
(4) knowledge of educational ends, (5) knowledge of curriculum and media, (6) con-
text knowledge, (7) content knowledge, and (8) pedagogical knowledge (p. 15).

Este primer acercamiento a la literatura, junto con la filosofia de base de MTSK
que pone en el centro el contenido matematico y deja fuera elementos de cono-
cimiento pedagogico general y de contexto, conduce a una caracterizacion del
CDC organizada a traves de tres tipos basicos de conocimiento: el conocimiento

18 EDUCACION MATEMATICA, VOL. 32, NUM. 2, AGOSTO DE 2020



El Conocimiento Didactico del Contenido: Bases teoricas y metodoldgicas..

del contenido matematico como objeto de aprendizaje, el conocimiento del
contenido matematico como objeto de ensenanzay el conocimiento de la orga-
nizacion o secuenciacion del contenido matematico desde una vision general
de los estandares y objetivos de aprendizaje. A continuacion, definimos y ejem-
plificamos cada subdominio con sus respectivas categorias, poniendo especial
énfasis en el proceso de creacion y validacion de estas.

3.2.1 Subdominio del conocimiento de las caracteristicas del aprendizaje de
las matemadticas (Knowledge of Features of Learning Mathematics-KFLM)

Como hemos visto hasta ahora, distintos autores y modelos de conocimiento
expresan la necesidad de identificar los conocimientos que permiten al profesor
reconocer, analizar y comprender determinados procesos de aprendizaje de las
matematicas y entender su génesis, lo cual deriva en la capacidad de inter-
pretar las producciones de los estudiantes y anticipar posibles razonamientos,
conocer errores frecuentes, dificultades de aprendizaje recurrentes o las con-
cepciones erroneas que podrian tener sus estudiantes.

El foco central del KFLM estd en reconocer al contenido matematico como
objeto de aprendizaje, por lo que decidimos centrar la atencién en los conoci-
mientos del profesor sobre las caracteristicas de aprendizaje inherentes a un
contenido matematico en particular o a la matematica en general. Sus elementos
no estan orientados hacia el conocimiento de los estudiantes como actores
principales en el proceso de aprendizaje. Aunque reconocemos que este enfoque
podria restar importancia al papel del estudiante en dicho proceso, resulta nece-
sario focalizar nuestra atencion en un aspecto especifico del conocimiento pro-
fesional del profesor como lo son las caracteristicas de aprendizaje derivadas de
su interacciéon con el contenido matematico y las caracteristicas del contenido
matematico en si mismo como objeto de aprendizaje. Esta relacion estudiante-con-
tenido pone el énfasis en el conocimiento que tiene el profesor del propio proceso
de aprendizaje al observar y analizar las interacciones del estudiante con el con-
tenido matematico (Flores-Medrano, Escudero-Avila, Montes y Carrillo, 2015).

Con esta definicién y basados en literatura de investigacion (enfoque top-
down), decidimos establecer una primera propuesta de categorias para este
subdominio de conocimiento: Errores y dificultades asociados al aprendizaje de
un contenido matematico, formas de interaccion de los estudiantes con un
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contenido matematico, intereses y expectativas de los estudiantes y teorias de
aprendizaje asociadas a un contenido matematico.

Al respecto de la categoria de errores y dificultades asociadas al aprendizaje
de un contenido matematico, es innegable la necesidad de reflexion sobre las
posibles dificultades, errores u obstaculos que pueden surgir en los procesos de
aprendizaje de un determinado contenido.

En la fase de analisis correspondiente al proceso bottom-up Omar, pone de
manifiesto el siguiente conocimiento:

O: La importancia del aprendizaje de la funcién radica en su papel como herramien-
fa modeladora de fendmenos matemdticos, fisicos, quimicos, econémicos, etcétera.
Sin embargo, hay que considerar la complejidad que supone, en este proceso de
aprendizaje, la variedad de representaciones que tiene el concepto en diferentes
contextos y su forma algoritmica.

Ademas, Mitchell y colaboradores (2014) presentan un estudio empirico del
que concluyen que el conocimiento que requiere el profesor para usar dis-
tintas representaciones de un determinado contenido implicadas en diferen-
tes tareas de ensenanza no pertenece Unicamente al dominio didactico,
puesto que se requiere articular conocimientos que permitan reconocer las
representaciones como recurso para la instruccion y las posibles formas en
las que este serd usado por los estudiantes, ademas de reconocer las caracte-
risticas matematicas especificas del recurso. En este sentido, conocer los diferen-
tes tipos de representacion de las funciones no implica directamente conocer
las dificultades que existen en el aprendizaje de estas, ni conocer estrategias
especificas de utilizacion de una determinada representacion, con lo cual es
importante hacer una distincién entre el conocimiento profesional del profesor
que es puramente matematico (representacién de las funciones) y el que es
didactico matematico (dificultades en el aprendizaje de las funciones).

Aungue Omar no lo mencione (incluso lo desconozca), existe literatura en la
que se reporta este tipo de dificultades (e.qg. Viseu y Menezes, 2014), lo que justifica
su inclusion en esta categoria como una dificultad u obstaculo tipico relacionado
con el contenido mismo. Este conocimiento esta ligado directamente al concepto
de funcion, sin embargo, no es conocimiento matematico, sino conocimiento sobre
caracteristicas de este contenido como objeto de aprendizaje.

Por otra parte, el profesor reconoce la importancia que tiene el aprendizaje
de este contenido ligandolo con su papel como herramienta de modelacion
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matematica. Esto es importante porque no es el conocimiento de un error o una
dificultad asociada a este contenido, sino que podria representar quiza hasta
un area de oportunidad para desarrollar ciertos aprendizajes alrededor de este
contenido, es decir, valerse de la idea de modelacion para trabajar el contenido
y potenciar su aprendizaje.

Omar, nos permite reconocer la importancia que tiene que el profesor tenga
conocimientos tanto de dificultades como de fortalezas que pudieran estar aso-
ciadas a este contenido matematico, de manera que sus herramientas de trabajo
profesional se vean enriquecidas, por lo que esta categoria se redefine como:
conocimiento de las fortalezas y dificultades asociadas al aprendizaje de un
contenido matematico.

A pesar de que la fuente mas comun de este tipo de conocimiento es la
propia experiencia profesional, existe ya una creciente cantidad de investigacion
cognitiva sobre el aprendizaje del estudiante, que ha producido resultados enfo-
cados, tanto en procesos y algoritmos alternativos de trabajo matematico como
en la identificacion de concepciones, errores, obstaculos y dificultades de los
estudiantes y de su pensamiento matematico.

En la categoria de formas de interaccion de los estudiantes con un contenido
matemdtico, se engloban los conocimientos del profesor sobre los procesos y
estrategias, tanto los tipicos como los no habituales (Sosa, Aguayo y Huitrado,
2013), que podrian seguirse al enfrentar una determinada tarea matematica, asi
como conocimientos sobre el lenguaje y los procesos a través de los cuales los
estudiantes interactian con el contenido matematico (Flores-Medrano, et al. 2016).

En el caso de Omar, podemos validar esta categoria con evidencias de que el
profesor tiene conocimiento de que los estudiantes realizaran ciertos procesos de
trabajo matematico asociados a las diferentes representaciones de la funcion:

O: Al pasar del registro algebraico al grdfico espero que los estudiantes puedan
establecer relaciones de variable dependiente con independiente, y que se observe
como modelar el fenémeno a partir de este recurso grdfico. A través de la tabulacion
v utilizando métodos como el de solucion de ecuaciones simultdneas o el método
de diferencias pueden determinar los pardmetros de las funciones partiendo de datos
dados, con esto pueden proceder a graficar en papel o en hoja milimétrica.

Estas evidencias nos permiten resaltar que Omar tiene un conocimiento de

ciertas formas de interaccion con el contenido matematico, pero ademas nos
indica que estas formas deben estar ligadas al aprendizaje de este contenido,
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en este caso el aprendizaje de funcién. Omar posee conocimiento de que, al
pasar de un registro a otro, los estudiantes establecen ciertas relaciones y pueden
observar diferentes caracteristicas de la funcién, asi como asignarle distintos
significados.

Esto nos permite reinterpretar el nombre de la categoria como: formas de
interaccion con un contenido matematico asociadas a su aprendizaje.

En el KFLM se incorpora también la categoria de conocimiento del profesor
sobre intereses y expectativas de los estudiantes sobre el abordaje de un
determinado contenido matematico. En el caso del conocimiento puesto en
evidencia por Omar, se hace evidente que el profesor sabe que la modelacién
de fendmenos fisicos resulta atractiva y motivadora para los estudiantes, puesto
que permite generar en ellos un interés en explicar el comportamiento del fené-
meno y contextualizar el trabajo matematico que realiza:

O: Las actividades mds llamativas para los estudiantes son aquellas que tienen
relacion con las ciencias naturales, como las relacionadas con caida libre, movi-
mientos y, aquellas donde la medicion interviene de una manera primaria. Si se
toma a la modelacion como herramienta matemdtica para la solucién de problemas
reales, es posible realizar simulaciones, aplicando el modelo matemdtico hallado a
situaciones diferentes, favoreciendo que el estudiante las utilice en otras dreas del
conocimiento.

Por lo tanto, en esta categoria se valida la necesidad de tomar en consideracion
los conocimientos del profesor sobre estas expectativas e intereses, asi como
el conocimiento sobre las preconcepciones de facilidad o dificultad asociadas
comunmente a las distintas areas de la matematica.

La dltima categoria a incorporar en este subdominio se refiere al conoci-
miento sobre teorias de aprendizaje, el cual se refiere a lo que sabe el pro-
fesor sobre literatura referente a la Educacion Matematica como disciplina
cientifica, especificamente resultados al respecto del aprendizaje de los con-
tenidos matematicos. Aunque la literatura especializada se menciona como
fuente de conocimiento, no se incorpora, en ningun otro modelo que hayamos
revisado, su consideracion como categoria o subdominio de conocimiento. Sin
embargo, esta distincion parece practica y necesaria puesto que nos permite
saber como usa el profesor dichos conocimientos e identificar posibles vias de
desarrollo de los mismos.
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Por otra parte, derivado del analisis de las participaciones en el curso virtual,
identificamos que Omar hace referencia a constructos tedricos asociados al
aprendizaje de las matematicas ligados a una teoria especifica:

O: Uno de los objetivos principales de la actividad es lograr la resignificacion del
concepto de funcién utilizando la prdctica de modelacion. Dentro de la secuencia
trato de apoyarme en las diferentes formas en que se entiende la modelacion, entre
ellas el enfoque socioepistemologico, recordando que la resignificacion es una prdc-
tica social.

El analisis de estas participaciones indica que Omar parece transformar el sig-
nificado de los constructos tedricos que explicitamente relaciona con la Teoria
Socioepistemologica (TSE) (Cantoral, 2013), como la resignificacion, que define
como el proceso por el que se alcanza un aprendizaje significativo de los con-
ceptos y que es uno de los términos centrales de este enfoque tedrico. Omar
muestra, ademas, conocimiento sobre la idea de prdcticas sociales que, en el
marco de la TSE, se refiere a actividades que organizan los procesos de apren-
dizaje a través de actividades comunes en determinados contextos. Sin embargo,
parece relacionar la prdctica de modelacion con la modelizacion matematica de
fendmenos en contextos reales y no con un proceso de construccién de cono-
cimiento matematico. Esto nos da la oportunidad de identificar que Omar conoce
una teoria formal sobre el aprendizaje de las matematicas como lo es la TSE,
pero que la transforma para adaptarla a una teoria personal de aprendizaje
basada en una interpretacion de estos constructos formales.
Por otra parte, Omar comenta:

O: Siempre he considerado que para un mejor aprendizaje del conocimiento del
conceptlo de funcién cuadrdtica es necesario ver primero funcion lineal. Los ejercicios
propuestos en la tarea tienen la intencion de resignificar el concepto de funcion
lineal, y por ende estd dirigido a recoger todo lo conocido sobre funciones.

Aungque pudiera parecer obvio, Omar enfatiza aqui que, siempre ha considerado
mas adecuado e importante trabajar el concepto de funcién lineal previo al de
funcién cuadratica. Este es un conocimiento que pone en juego para el disefio
de las tareas, pues considera que una vez que los estudiantes han podido tra-
bajar con las funciones lineales y han reflexionado sobre sus caracteristicas sera
mas sencillo repetir el proceso para las cuadraticas observando sus diferencias.
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Esto lo consideramos, también, como una teoria personal que Omar ha cons-
truido sobre el aprendizaje del concepto de funcién cuadratica, puesto que
parece sustentarse en su experiencia personal.

A partir de este analisis bottom-up, esta categoria se define entonces como
el conocimiento de teorias formales y/o personales de aprendizaje asociadas
a un contenido matematico, englobando aqui lo que sabe el profesor acerca
de los posibles modos de aprehensioén asociados a la naturaleza misma del
contenido matematico y de estructuras cognitivas del estudiante tanto para la
matematica en general como para contenidos particulares.

3.2.2 Subdominio del conocimiento de la ensenanza de las matemdticas
(Knowledge of Mathematics Teaching—KMT)

Shulman (1986) se refirio a las componentes del PCK como el conocimiento de
las formas mas efectivas de representacion y formulacion de un contenido, de
manera que este pueda ser comprensible para otros, senalando que estas formas
de representacion potentes no son unicas, por lo que el profesor debe conocer
distintas alternativas para utilizar a conveniencia.

En la fase top-down se identifica que las componentes que suelen asociarse
con un conocimiento referente a cuestiones de ensenanza son los conocimientos
del profesor sobre estrategias especificas de ensenanza, las formas mas efectivas de
representacion de ideas y el conocimiento de distintas tareas y actividades rela-
cionadas con la ensenanza de un determinado contenido matematico. Ademas,
se hace alusion a distintas representaciones del contenido a ensenar, sus limi-
taciones, potencialidades y su origen, asi como los elementos necesarios para
su desarrollo, seleccion e implementacion en el aula (Escudero, 2015; Depaepe,
et al, 2013).

Estas componentes han sido utilizadas y reinterpretadas por autores que se
han centrado en ampliar la definicion de las representaciones como recursos
para la instruccion o representaciones instruccionales (Llinares, Sanchez y Gar-
cia, 1994), englobando el conocimiento del profesor de estas representaciones
y las formas en las que las interpreta y utiliza en el aula, asi como los vinculos
que existen entre estos conocimientos y otros de este mismo dominio pedagogico
(Pinto et al, 2008).

Como mencionan Bosch y Gascon (2001), la decisién de elegir una repre-
sentacion, recurso, material, formas de instruccion o secuencia para trabajar un
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determinado contenido, demanda del profesor especial atencion en el potencial
que tienen para ser usados en la ensefanza, considerando si sus caracteristicas
son las ideales para abordar el contenido matematico.

Esta reflexion tedrica deriva en una primera caracterizacion de este subdo-
minio, que refleja el interés del MTSK en subrayar la integracion de matematicas
y ensenanza desde el propio nombre del subdominio, por lo que se incluyen
aqui aquellos conocimientos sobre las distintas posibilidades de ensenanza
condicionadas por la naturaleza misma del contenido.

Con la intencién de clarificar la caracterizacion de este conocimiento se pro-
ponen las siguientes categorias: Estrategias didacticas para la ensenanza de un
contenido matematico, teorfas de ensenanza asociadas a un contenido mate-
matico y recursos de ensefanza asociados a un contenido matematico.

Es evidente que el profesor necesita tener conocimiento de distintas herramien-
tas con las cuales abordar el contenido y sobre las caracteristicas matematicas
que pueden tener ciertas estrategias didacticas, asi como reconocer la influencia de
estas sobre la ensenanza de un contenido matematico en un momento y con-
texto particular, ya sea positiva o negativamente. En este sentido se define la
categoria de estrategias didacticas para la ensenanza.

Sin embargo, en el analisis del caso de Omar se presenta y comenta una
actividad disenada por el profesor con la cual se aborda el concepto de funcién
lineal para trabajarlo con estudiantes de secundaria o bachillerato:

O: Se pretende analizar el llenado de un recipiente a velocidad constante para
poder establecer los diferentes vinculos entre distintas variables, a través de pre-
guntas relacionadas con el comportamiento del llenado de un tanque de forma
rectangular de 3cm de alto, 2cm de ancho y 5¢cm de largo, que recibe agua con
un flujo constante de 1cm? por sequndo.

Usando esta actividad los estudiantes pueden llegar no solo a obtener un algoritmo,
sino ademds analizar las diferentes relaciones que se pueden dar entre distintas
variables, determinar como varia una funcién con respecto a uno de los pardmetros,
qué pueden obtener de una grdfica y cudl es el proceso para obtener un modelo
matemdtico. Con todo lo anterior puedo decir que el estudiante logra nuevos signi-
ficados de funcion.

Podemos afirmar que Omar conoce una tarea especifica con la cual abordar

aspectos especificos de las funciones lineales, por ejemplo, las relaciones entre
variables y los efectos que tiene la variacion de parametros.
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Ademas, se ponen de manifiesto conocimientos sobre caracteristicas de esta
tarea como: estrategia didactica propicia para el trabajo con la funcién lineal,
como la conveniencia de considerar la variacion y el cambio como foco central
de trabajo y la busqueda de un modelo matematico que represente variaciones
propias de este tipo de funciones, asi como la flexibilidad de esta tarea para
adaptarse a distintos niveles educativos:

O: La tarea dirige al estudiante a inmiscuirse en el contexto variacional, invitdndolo
a desarrollar una serie de actividades, establecer un modelo matemdtico y represen-
tar los datos en un grdfico, para luego incitarlo a que comience a realizar variaciones
fomentando la investigacion, y la aprehension de conocimiento.

La actividad me acerca a la realidad, muestra un fenomeno poco estudiado en el
aula, me lleva a establecer relaciones aplicadas a situaciones de la vida diaria; lleva
al estudiante a que realice predicciones, y a que dé nuevos significados de la funcion
lineal (resignificacion). El objetivo no es el de aprender conceptos de memoria o
algoritmicos, sino, a través de procesos de modelacion, llegar a un aprendizaje
significativo del concepto.

En este disefo, se observa también una explicita intencion de guiar los proce-
dimientos de los estudiantes para identificar relaciones especificas por medio
de la modelacion matematica de fenomenos y el tratamiento y transito entre
registros de representacion de la funcion lineal.

O: En el caso de esta secuencia se utilizardn las siguientes acciones: elaboracion
de tablas, utilizacién de algoritmos, la elaboracion de grdficas, comparacion, relacio-
nes entre variables, variaciones matemdticas, andlisis de datos, consecucion modelos,
entre otras.

La estructura misma del diseno didactico pone de manifiesto, ademas, su cono-
cimiento sobre la modelacion de fendmenos como estrategia didactica asociada
al aprendizaje de funciones, y la conveniencia de su uso para generar una
secuencia de tareas que permita a los estudiantes trabajar el contenido mate-
matico en contextos especificos.

Al cuestionarlo sobre el uso de la modelacion en su diseno de secuencia,
Omar comenta:

26 EDUCACION MATEMATICA, VOL. 32, NUM. 2, AGOSTO DE 2020



El Conocimiento Didactico del Contenido: Bases teoricas y metodoldgicas..

O: El proceso para obtener un modelo matemdtico se llama modelacion matemdtica;
la modelacion matemdtica se puede ver como el medio para ensenar un concepto
matemadtico y/o como herramienta para generar significados. En el primero se esta-
blecen unas secuencias para ensenar cualquier concepto, y en el segundo se gene-
ran significados articulando diferentes contextos para reafirmar el aprendizaje.

La modelacion como prdctica se basa en desarrollar procesos mentales, que lleven
al estudiante mds alld de aplicar una férmula o hallar un resultado.

El objetivo de la actividad no es el de aprender conceptos de memoria o algorit-
micos, sino llegar a un aprendizaje significativo del concepto a través de procesos
de modelacion.

Su discurso refleja el peso dado al uso de un contexto real para involucrar a los
estudiantes y establecer relaciones a través de la modelacién. Sin embargo, este
uso de contextos no parece estar ligado directamente al concepto de funcion
lineal, puesto que Omar considera que esta actividad podria trabajarse también
con contextos puramente matematicos sin cambios significativos. Aun asi, con-
sideramos que Omar tiene conocimiento sobre las ventajas que tiene el trabajo
con la modelacién de fenomenos reales como estrategia didactica para la cons-
truccion del concepto de funcion lineal puesto que identifica caracteristicas
propias de este tipo de estrategia: implica desarrollar procesos mentales que van
mas alla de aplicar una formula o hallar un resultado y requiere que los estu-
diantes tengan ciertos conocimientos previos que les permitan establecer rela-
ciones entre variables y dar nuevos significados al concepto de funcion.

O: Al pasar de un registro al otro espero que el estudiante establezca las relaciones
de variable dependiente-independiente, y pueda observar como se podria modelar
el fenémeno a partir de los recursos grdficos.

En el diseno se manejan contextos diferentes como el algebraico, el visual, y el
grdfico que unidos fundamentan el aprendizaje de funciones. El juego entre estos
contextos permite resignificar el concepto de funcion través de la modelacion.

Se reconocen aqui conocimientos sobre la potencialidad didactica que tienen
los distintos registros asociados a la funcion, al utilizar el transito de un registro
de representacion a otro como una técnica para abordar el concepto de funcion,
y que identificamos como parte de esta categoria. Esto lo justifica a través de la
busqueda de relaciones entre ellos por parte de los estudiantes para el modelado
del problema.
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Las evidencias de conocimiento, que extrajimos de las participaciones de
Omar, nos permiten reinterpretar esta categoria y refinarla al reconocer la
necesidad de distinguir entre estrategias, técnicas y tareas diddcticas que
permitan al investigador observar los datos desde perspectivas diferentes y
analizar cuestiones especificas que ofrecen informacion sobre las posibilidades
de accion que tiene el profesor, asi como reflexionar sobre la toma de decisio-
nes que hace sobre su diseno:

- Tarea: Secuencia de llenado de recipiente que permite explorar las carac-
teristicas especificas de las funciones.

- Estrategia: Modelacion de fendmenos como estrategia didactica asociada
al aprendizaje de funciones.

- Técnica: El transito entre distintos registros de representacion permite, a
través de la modelacion, resignificar el concepto de funcion.

Renombramos entonces el subdominio como el conocimiento de las estrategias,
técnicas y tareas para la ensenanza de un contenido matematico.

Asi como en el subdominio anterior, se incorpora al subdominio la categoria
de teorias de ensenanza asociadas a un contenido matematico. El KMT puede
ser un conocimiento fundamentado en resultados de investigacion en Matema-
tica Educativa, en la observacion y la reflexion sobre la actividad matematica en
el aula, en propuestas didacticas que tiene el curriculo, asi como la experiencia
previa del profesor, fuentes con las cuales pueden construirse teorias sobre la
ensenanza de las matematicas que pueden orientar, e incluso condicionar el
actuar del profesory el uso que hace del conocimiento (Schoenfeld et al, 2008).

Del analisis bottom-up se observan algunas evidencias del conocimiento de
Omar sobre constructos tedricos provenientes de la teoria SE que le sirven para
sustentar y disenar una determinada estrategia didactica para la ensenanza de
la funcion.

O: Hago referencia a términos de la Socioepistemologia puesto que esta teoria me
permite mirar la educacion matemdtica como una actividad en la que se estudia el
trasfondo de los conceptos matemadticos y llevarlos a otros contextos, me acerca al
mundo real. La investigacion en el aula puede trabajarse a partir de la resolucion
de problemas y de la utilizacion de fendmenos fisicos, quimicos o matemdticos
donde se tiene que utilizar la prdctica de modelacion.
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La prdctica de modelacion (que es la que se aplica en este recurso, y sobre la cual
se cred la actividad), exige tener conocimiento sobre conceptos como variable depen-
diente e independiente y, quizd, conocimientos bdsicos sobre funcién lineal, de una
manera tradicional. La actividad me acerca a la realidad a través de un fenémeno
fisico, me lleva a establecer relaciones aplicadas a situaciones de la vida diaria; lleva
al estudiante a realizar predicciones y, a que dé nuevos significados de la funcion
lineal (resignificacion).

Es importante sefalar que Omar no hace una asociacion directa de |a teorfa
con el tratamiento didactico de las funciones, pero si con el entorno de trabajo
motivador que se genera con la practica de modelacion y su utilidad como
herramienta para generar conocimiento matematico al establecer relaciones
con los fenomenos de contextos reales en aula. Esta idea parece ser la que lo
lleva a utilizar la practica de modelacion en el disefo y estructura de sus tareas
para generar en el estudiante nuevos significados al respecto de la funcion
lineal, estableciendo relaciones entre la modelizacion matematica y los con-
textos reales, lo cual parece responder a una influencia significativa de trabajos
relativos a SE.

Al igual que en el caso del KFLM, se identifica en Omar la construccion de
una teorfa personal de ensenanza basada en su conocimiento sobre constructos
teoricos de la SE, al utilizar la idea de practica de modelacién como generadora
de conocimientos, de ahi la relacion que hace con los contextos del mundo real
por lo cual reinterpretamos el nombre de la categoria como: teorias formales
y/0 personales de ensenanza asociadas a un contenido matematico.

La categoria de recursos de ensenanza, se refiere al conocimiento de mate-
riales utilizados para la ensenanza de un contenido particular, manteniendo el
foco del analisis en el conocimiento sobre sus caracteristicas didacticas ligadas
especificamente a las matematicas.

Esta categoria fue especialmente dificil de observar en el analisis. A pesar
de que Omar hablé varias veces de la posibilidad de usar herramientas tecno-
logicas como GeoGebra o Cabri, para validar los resultados obtenidos a través
del trabajo manual o algebraico de los contenidos, no menciond la potencialidad
que tienen estos materiales para el trabajo matematico, las diferencias entre
ellos, ni las ventajas y desventajas de su utilizacion para trabajar el concepto de
funcion. Lo que si podemos afirmar es que el profesor conoce dos softwares
disenados especificamente para la ensenanza de las matematicas, que permiten
realizar representaciones graficas y esquematicas de contenidos matematicos.
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O: Se usardn recursos de Idpiz y papel inicialmente, y para la verificacion o validacion
de la actividad se utilizara un software que puede ser GEOGEBRA o CABRI, para
mostrar al estudiante que lo que realizd no solamente lo validan sus pares, sino
también una herramienta que ademds de ser un apoyo visual para mostrar resultados,
es como un agente externo al aula que puede decir si lo realizado estd bien o no.

Por otro lado, nos muestra conocimiento de una caracteristica especifica de los
libros de texto como materiales didacticos:

O: Muchos libros de texto se centran en el trabajo algebraico a través de algoritmos,
olviddndose de establecer relaciones entre el contexto y otras representaciones a
veces necesarias como la graficacion.

Esto puede considerarse un conocimiento de caracteristicas especificas de los
libros ligadas directamente a la ensefianza de las funciones, dado que estos
conocimientos se suman a los resultados obtenidos anteriormente, acerca de lo
que sabe Omar sobre la dificultad que supone la variedad de representaciones
de las funciones, y estos conocimientos sirven para motivar el planteamiento de
secuencias de tareas en las que se utilizan distintos registros de representacion
de las funciones.

El analisis y reflexion del caso, nos lleva a repensar la categoria y renombrarla
como conocimiento de recursos materiales y/o virtuales de ensenanza asocia-
dos a un contenido matematico.

3.2.3 SUBDOMINIO DE CONOCIMIENTO DE LOS ESTANDARES DE APRENDIZAJE DE LAS
MATEMATICAS (KNOWLEDGE OF MATHEMATICS LEARNING STANDARDS-KMLS)

En la literatura existen discrepancias con respecto a la inclusion del
conocimiento del curriculum dentro del PCK. Sin embargo, segun Depaepe
y colaboradores (2013), distintos modelos de conocimiento del profesor
reconocen la importancia de tener conocimiento curricular, como parte
del dominio didactico, lo cual identifican como knowledge of educational
ends o knowledge of curriculum and media.

Por otro lado, el conocimiento curricular se estudia desde distintas perspec-
tivas: como organizador de contenidos, como modelo de planeacion del curso,
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como el que contiene estrategias de ensenanza, como estandar que ayude a la
evaluacion de saberes adquiridos o como el que norma lo que se debe aprender
y como debe aprenderse en el curso (Pinto, 2010).

Dentro del MTSK se define un subdominio que engloba conocimientos
sobre contenidos propuestos en las normativas curriculares institucionales,
para saber lo que se prescribe en cada etapa, es decir, dar una ubicacion
temporal y contextual al contenido abordado. Ademas, respondiendo a criticas
sobre el caracter normativo que implica reconocer solo los conocimientos
oficiales (Depaepe et al, 2013), se contempla aqui el conocimiento de objetivos
y estandares de aprendizaje no oficiales que pueda tener el profesor, asi como
los procedentes de asociaciones profesionales o de los investigadores, al igual
que los que derivan de la experiencia del profesor respecto a los logros de
aprendizaje, anadiendo un elemento de juicio y critica en relacién con lo
prescrito por la administracion educativa.

Esta aproximacion top-down, permite proponer las siguientes categorias para el
analisis de este tipo de conocimiento: Expectativas de aprendizaje de un contenido
matematico en un nivel especifico, nivel de desarrollo conceptual o procedimental
esperado para un contenido en un determinado momento escolar y secuenciacion
con temas anteriores y posteriores a un determinado momento escolar.

La categoria de expectativas de aprendizaje de un contenido matematico
en un nivel especifico, se refiere al conocimiento del profesor sobre lo que se
espera que el estudiante aprenda en un determinado nivel escolar. Este puede
ser adquirido a través de consultas de un documento rector que indique cuales
son esos contenidos, 0 como abstraccion de las capacidades matematicas espe-
cificas que requieren los estudiantes en ese momento escolar. Por ejemplo, Omar
hace algunos comentarios acerca de que en Colombia se aborda el concepto
de funcién como parte de los contenidos del curriculum de bachillerato (sexto
a undécimo grado) y que se retoman en grados superiores:

O: El concepto de funcién se aborda regularmente en el bachillerato, ademds de
refomarlo en niveles tecnoldgicos y universitarios donde generalmente se le da mds
relevancia.

En el informe no explicito los conocimientos que debe tener el estudiante, debido a
que la actividad se disefia para octavo grado (13-14 anos) y de acuerdo al curriculo
el estudiante ya tiene conocimientos suficientes para resolver la actividad. Cuando
una actividad se adapta a otros grados diferentes al propuesto, se debe hacer
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teniendo como referencia que los conocimientos para resolverlo sean conocidos,
como es este caso.

Omar senala que los estudiantes de octavo y noveno grado, tienen conocimiento
suficiente sobre el concepto de funcién lineal como para afrontar la actividad
exitosamente y, establecer nuevos significados del concepto, aunque no profun-
diza en cuales son estos conocimientos. Por otra parte, considera que la tarea
es modificable para otros grados y, reconoce que en dicha adaptacion se deben
tener en cuenta los estandares de conocimiento sobre funcion lineal y ser con-
secuente con ello en las adaptaciones que se realicen de la tarea.

Aungue no explicita los conocimientos a los que se refiere para las distintas
adaptaciones de la actividad, estos fragmentos nos permiten validar esta cate-
goria, resaltando asi la necesidad de contar con conocimiento sobre lo que los
estudiantes deberfan saber de un determinado contenido en un nivel escolar
para realizar un diseno adecuado de tareas.

Cuando Omar menciona que su actividad puede adaptarse a diferentes
niveles escolares, es natural preguntarnos qué es lo que hay que modificar y
qué conocimientos se requieren para adaptar el recurso al nivel de desarrollo
conceptual y procedimental que tengan los estudiantes en octavo, noveno, o
undécimo grado, puesto que esto implica reconocer caracteristicas especificas
del desarrollo cognitivo de los estudiantes.

O: Modificaria la actividad agregando algunas preguntas o quitando otras, asi se puede
ajustar a diferentes cursos sin cambiar el objetivo y la estructura de la actividad.

En general la actividad se puede aplicar a nuestros estudiantes del grado octavo
(13-14 anos), noveno (14-15 anos), y con algunos cambios para grado undécimo
(16-17 anos) y universidad cuando se hable de integrales.

Omar habla de modificaciones de forma (estructurales sin modificar objetivos),
sin profundizar en las modificaciones ligadas especificamente al contenido mate-
matico, a excepcion de una mencion poco clara a la adaptacion para universidad
en la que hace alusion a las integrales, lo cual limita el reconocimiento que
podemos hacer sobre su conocimiento.

En este sentido reconocemos la necesidad de crear una categoria de nivel de
desarrollo conceptual o procedimental esperado para un contenido en un deter-
minado momento escolar, que se refiere al conocimiento del profesor sobre la
profundidad con la que debe ser abordado un contenido matematico especifico,
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en relacion con un nivel escolar determinado. De manera, que podamos recono-
cerlo, estudiarlo y caracterizarlo para asi poder desarrollarlo posteriormente.

Por ultimo, a pesar de que, entre las narrativas de Omar, no aparece evidencia
sobre el conocimiento que tiene de secuenciacion con temas anteriores y
posteriores a un determinado momento escolar, consideramos importante
incluir esta ultima como una categoria del KMLS. Se refiere al conocimiento
sobre la secuenciacion de diversos contenidos matematicos, ya sea dentro de
un mismo curso o pensando en cursos anteriores y posteriores. Es imposible no
cuestionar la similitud (y preguntarse por las diferencias) de este subdominio
con los conocimientos propuestos en el dominio de conocimiento de la Estruc-
tura Matematica (del dominio matematico). Su similitud con las conexiones
matematicas es patente. Sin embargo, mientras en el conocimiento de la estruc-
tura lo que el profesor conoce son las formas en las que se conectan contenidos
(interconceptual o temporalmente), en la categoria que estamos describiendo
aqui, la secuenciacion de temas matematicos puede responder a otras especifi-
cidades ademas de su estructura. Por ejemplo, si un profesor conoce que en un
grado escolar se ve un tema mediante una actividad y el contexto de esa acti-
vidad es continuacion para otro tema distinto, entonces el profesor estara evi-
denciando la secuenciacion de temas, cuyo proposito es didactico y no obedece
necesariamente a las conexiones matematicas (inter o intraconeptuales) exis-
tentes entre dichos contenidos.

4. REFLEXIONES FINALES
De acuerdo con la descripcion que hemos hecho, podemos mostrar al lector la

caracterizacion que se hace del CDC como parte del MTSK (Figura 4), partiendo
de subdominios y refinando con categorias de conocimiento:

EDUCACION MATEMATICA, VOL. 32, NUM. 2, AGOSTO DE 2020 33



Dinazar Isabel Escudero-Avila, José Carrillo Yafez

Teorias de aprendizaje asociadas a un Formales
contenido matematico Personales

Las fortalezas y dificultades asociadas al aprendizaje de un

contenido matematico
Las formas de interaccién con un contenido matematico asociadas
a su aprendizaje
Los intereses y expectativas de los estudiantes sobre el abordaje
de un determinado contenido matematico

KFLM

Teorias de ensefianza asociadas a un Formales
contenido matematico Personales
KMT Recursos materiales y/o virtuales de ensefianza asociados a un
contenido matematico
Las estrategias, técnicas y tareas para la enseflanza de un
contenido matematico
Expectativas de aprendizaje de un contenido matematico en un
nivel especifico
Nivel de desarrollo conceptual o procedimental esperado para un
KMLS contenido en un determinado momento escolar

Secuenciacion con temas anteriores y posteriores a un
determinado momento escolar

Figura 4. Subdominios y categorias del CDC como parte del MTSK

Consideramos que la definicion de estos subdominios y sus categorias supone
un refinamiento de los considerados en otros modelos, como el de Shulman o
el MKT, en términos del contenido de los subdominios y su conceptualizacion,
focalizando la atencion en el conocimiento que tiene el profesor de como las
matematicas son aprendidas, ensenadas, o de cudles son las expectativas de
aprendizaje en los diferentes niveles educativos (Escudero, 2015)

Por otro lado, esta caracterizacion se diferencia de Shulman en tanto que se
construye como un modelo integrador (Gess-Newsome, 1999), en el que el CDC
no existe como un fenémeno aislado y la ensenanza se considera como el acto
de integrar el conocimiento a través de diferentes dominios del conocimiento, lo
cual es la esencia del MTSK.

Otra de las criticas al PCK se refiere a si este puede distinguirse tedrica y
empiricamente del conocimiento del contenido (Depaepe, et al, 2013), sin embar-
go, consideramos que las evidencias de este estudio permiten observar el poten-
cial que tiene distinguir distintas formas de conocer un contenido para su
analisis y sistematizacion. Por ejemplo, Omar conoce distintos registros de
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representacion para las funciones lineales, ademas de caracteristicas especificas
de estos registros (Kol) y sabe que esta variedad de representaciones puede
suponer una dificultad en el proceso de aprendizaje de este tipo de funciones
(KFLM). Ademas, Omar reconoce el trdnsito entre registros como una posible via
de ensenanza que permite analizar las relaciones entre las variables de la fun-
cién y observar el comportamiento de la misma desde distintos enfoques (KMT).
Estos conocimientos tienen una naturaleza distinta, pero en conjunto, permiten
tomar una decision en cuanto a la forma en la que elaborara el disefio de una
actividad para trabajar el concepto.

Consideramos importante senalar que hemos mantenido en la traduccion al
inglés del modelo el término PCK, queriendo aludir a los referentes y bases teo-
ricas de las cuales surge la distincion entre un conocimiento disciplinar y un
conocimiento didactico de la disciplina; no obstante, en la traduccién al espanol
hemos decidido hablar de Conocimiento Didactico del Contenido, que nos parece
que conlleva un significado mas acorde con nuestra intencién de aludir a lo que
Azcérate (1998) define como “un conocimiento profesionalizado de las matema-
ticas que capacite para una intervencion didactica fundamentada” (p. 27).

Esperamos que esta descripcion de bases teoricas y metodoldégicas que sub-
yacen a la construccion del modelo MTSK sirva al lector para reflexionar acerca
del potencial que tiene identificar y caracterizar el PCK, asi como para discutir y
criticar este y otros modelos de conocimiento profesional del profesor de matema-
ticas. Estamos convencidos de que esto serd un paso importante hacia la cons-
truccion de programas de desarrollo profesional cada vez mas especializados.
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Resumen: En este trabajo se presentan algunos elementos claves del conoci-
miento especializado del profesor de matematicas que consideramos podrian
favorecer la gestion del maestro durante el proceso de ensefanza de las
relaciones area-perimetro en cursos de Educacion Primaria. La informacién se
ha obtenido de dos maestras noveles de Primaria, a través de la observacion
de las filmaciones de sus clases, las que se desarrollaron en cursos de quinto
ano de Educacion Primaria, de su transcripcion y de las entrevistas posteriores.
Dicha informacion ha sido analizada con el modelo analitico Conocimiento
Especializado del Profesor de Matematicas (MTSK)? centrandonos solo en aque-
llos conocimientos que hemos considerado relevantes. Obteniendo finalmente
como resultado, en su mayoria, elementos del MTSK correspondientes al Cono-
cimiento Didactico del Contenido (PCK),* proponiendo, como elementos claves
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del conocimiento especializado, algunas estrategias de ensenanza, ejemplos
y recursos didacticos, que consideramos podrian favorecer la gestion de la
ensenanza de las relaciones area-perimetro en estudiantes de Primaria.

Palabras claves: Conocimiento especializado, relacion drea-perimetro, primaria,
obstdculos, estrategias.

Abstract: This study considers several key aspects of the mathematics teachers
specialised knowledge which we believe can benefit the teachers management of
learning in a primary class studying the relationship between area and perimeter.
The study focuses on the practices of two new entrants to primary education working
in the fifth year, and is based on data drawn from video recordings of their lessons
with the corresponding transcriptions, along with follow-up interviews. Analysis was
restricted specifically to those areas of knowledge considered relevant, and was
carried out within the framework of the Mathematics Teacher's Specialised Knowl-
edge (MTSK) model. The results identify key elements of MTSK corresponding to the
domain of Pedagogical Content Knowledge (PCK). These elements form part of the
teachers’ specialised knowledge, and are given shape in different teaching strategies,
examples and educational resources which enhance the primary students' learning
of the relationships between area and perimeter.

Keywords: Specialised knowledge, relationship between area and perimeter,
primary, obstacles, strategies.

INTRODUCCION

Como algunos autores han senalado, la investigacion en educacion matematica
debe tener entre sus prioridades los problemas que derivan de los procesos de
ensenanza-aprendizaje en el nivel escolar, abordando las dificultades y los
obstaculos que enfrentan los estudiantes (Rico, 2012). De acuerdo con esto,
algunos de los temas que deberian ser abordados son la operatoria en el con-
junto de los numeros racionales, la clasificacion de figuras geométricas, las
fracciones, y las potencias y sus propiedades, identificados como complejos por
Pochulu (2009) en estudiantes de ultimo ano de Educacion Secundaria, o la
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relacion entre area y perimetro y el calculo de area, identificado como proble-
matico en estudiantes para maestros por Montserrat, Boqué y Pafellas (2016).

Si bien son varios los temas que generan dificultades al momento de
abordar su ensenfanza y aprendizaje, el Seminario de Investigacion en Didac-
tica de la Matematica de la Universidad de Huelva (en adelante SIDM), en
cuyo seno se realiza este trabajo, ha declarado explicitamente su interés por
profundizar en el estudio de los conocimientos especializados que requiere el
profesor al abordar problemas clasicos de ensenanza y aprendizaje de nocio-
nes matematicas, como la relacion area-perimetro, la idea de infinito, 1a clasi-
ficacion de figuras planas, entre otros (Sosa, Contreras, Gomez, Flores y Montes,
2017). De todos estos, segun D'Amore y Fandifo (2007), los problemas de
aprendizaje de los conceptos de area y perimetro pueden considerarse como
los primeros en haber sido estudiados, como testimonio de esto presentan el
famoso problema de las plazas de Galileo: Un pueblo tiene dos plazas Ay B;
el perimetro de la plaza A es mayor que el perimetro de la plaza B; icual de
las dos plazas tiene el area mayor?

El hecho de que las investigaciones sobre los problemas de aprendizaje de
los conceptos de area y perimetro sean antiguas, no implica que sea un tema
resuelto. Estos mismos autores, plantearon a un grupo de 43 maestros el pro-
blema propuesto por Galileo, y 40 contestaron que la plaza de mayor drea era
la A (D'Amore y Fandino, 2007), visualizando en la mayoria de los maestros la
misma relacion que Stavy y Tirosh (2001) (citados por D'Amore y Fandino, 2007)
observaron en un grupo de estudiantes de distintas edades, que mayor perimetro
implica mayor area.

Lo anteriormente expuesto justifica la necesidad de abordar el estudio del
conocimiento especializado del profesor concerniente a los procesos de ense-
nanza de la relacion area-perimetro.

ANTECEDENTES

En los ultimos anos distintos autores han realizado investigaciones en esta
linea; asi, Gémez y Vasquez (2015) o Martinez y Pardo (2017) han demostrado
que existe confusion entre los conceptos de area y perimetro en estudiantes
de Primaria. Gomez y Vasquez (2015) plantean que esta confusion posible-
mente se genera en la transicion de las intuiciones que traen los estudiantes
y los conceptos dados en las salas de clase, mientras que Martinez y Pardo
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(2017), han evidenciado que, al abordar estos conceptos, el trabajo que se
realiza en general es de memorizacion y aplicacion de las formulas. Esta
apreciacion es corroborada por Garcia y Carrillo (2006) que sefalan que los
estudiantes se limitan a la aplicacion de formulas, en muchos casos de forma
indebida y carente de significado.

La creencia de que igualdad de area implica igualdad de perimetro, y vice-
versa, ha sido estudiada por varios investigadores. Popoca y Acuna (2011) con-
sideran que esta creencia se debe a que los estudiantes tienen mas arraigado
el pensamiento numérico que el geométrico, lo que les lleva a pensar que si
tienen la misma area, tendran igual perimetro (D'’Amore y Fandino, 2007). Otros
estudios senalan que, en algunos casos, predomina el especto bidimensional
sobre el unidimensional, lo que lleva a los estudiantes a creer que la figura con
el area mas grande serd la que tenga el perimetro mayor; mientras que, en otros
casos, prevalece el aspecto unidimensional, el rectangulo que tenga la mayor
altura o base, sera el de mayor area (Marchett, Medici, Vighi, y Zaccomer, 2005).

Baltar y Comiti (1993) plantean que es necesario superar la creencia de que
igualdad de area implica igualdad de perimetro (y viceversa), antes de abordar
las propiedades vinculadas a las variaciones de area y/o perimetro en una
misma figura. Popoca y Acufia (2011) observaron que, para algunos estudiantes,
el area de una figura (por ejemplo, un rectangulo) mantiene una estrecha rela-
cion de dependencia con su forma, por lo tanto piensan que, a distintas dimen-
siones les corresponde, necesariamente, diferente area. Este problema es
especialmente delicado cuando aparece en futuros profesores, como en el estu-
dio de Blanco (1996). Este autor planteo6 a estudiantes para profesor de Primaria
la conjetura de un (hipotético) alumno de Primaria, que tras comparar dos rec-
tangulos (4x4 y 6x4), afirmaba que su ejemplo probaba que a mayor perimetro
habia también mayor area y observé que 29 de sus 52 estudiantes para profesor,
consideraron correcto el razonamiento entregado por un alumno.

Marmolejo, Sanchez y Londofio (2017) concluyeron que las tareas que no
propician cambios dimensionales en la figura, no permiten el estudio de las
propiedades de variacion con respecto a la relacion area-perimetro. Segun Baltar
y Comiti (1993), algunas de las actividades que se desarrollan con mayor fre-
cuencia, favorecen la construccion de la creencia de que area y perimetro varian
en el mismo sentido. De alguna forma, esto concuerda con la idea de D'Amore
y Fandifo (2007), el obstaculo que se opone a la construccion satisfactoria de
las relaciones entre perimetro y drea no es solamente de naturaleza
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epistemoldgica, sino que se origina en las distintas decisiones que toma el
maestro, y su naturaleza es, por tanto, didactica.

Nuestro estudio pretende adentrarse en el conocimiento especializado del
profesor de matematicas acerca de estas relaciones, con la intencioén de desgra-
nar algunos aspectos de este que podrian favorecer una construccion adecuada
por parte de los estudiantes.

FUNDAMENTOS TEORICOS

Nuestro trabajo se fundamenta en dos pilares que estan relacionados, el conoci-
miento especializado del profesor de matematicas y la ejemplificacion. Comenza-
remos por el primero y explicaremos después como el segundo se integra en este.

Shulman (1986) planteé la existencia de un conocimiento exclusivo de los
profesores, un conocimiento que les permite tomar decisiones como, qué deben
ensenar, como representarlo y como resolver problemas generados al abordar
un determinado contenido.

Los trabajos de Shulman, relativos a este conocimiento especifico de los pro-
fesores, llegaron a convertirse en referentes basicos en estudios sobre el conoci-
miento del profesor. Ball, Thames y Phelps (2008) senalaron hace poco mas de
una década que sus trabajos presentados en los anos 1986 y 1987 habian sido
citados en mas de 1,200 articulos publicados en revistas especializadas, y han
sentado las bases para la creacion de distintos modelos que permiten analizar el
conocimiento de los maestros. Si hoy hicieramos una incursion en Google Scholar,
encontrariamos que esas dos publicaciones han tenido mas de 47,000 citas. De
sus aportaciones, cabe destacar la existencia de dos dominios en el conocimiento
del profesor: el dominio del conocimiento del contenido y el dominio del conoci-
miento didactico del contenido (el denominado paradigma perdido).

Ball et al, (2008), tomando como referencia los dominios propuestos por
Shulman, presentaron un modelo para analizar y comprender el conocimiento
de los profesores en relacion con la ensenanza y el aprendizaje de las matema-
ticas, llamado Conocimiento Matematico para la Ensenanza (MKT).> Desde nues-
tra perspectiva hay dos aportaciones esenciales en este modelo especifico para
el conocimiento del profesor de matematicas. En primer lugar, la distincién,
dentro del dominio del conocimiento matematico, de los subdominios del

> MKT es el acronimo inglés de Mathematical Knowledge for Teaching.
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conocimiento matematico especializado (a diferencia del conocimiento matema-
tico comun) y del conocimiento en el horizonte matematico; por otro lado, en el
dominio del conocimiento didactico del contenido, de dos subdominios que
amalgaman el contenido y su ensenanza y aprendizaje, respectivamente. Sin
embargo, algunas investigaciones han detectado dificultades analiticas de este
modelo (Montes, Contreras y Carrillo, 2013; Carrillo, Contreras y Flores, 2013) a
la hora de ubicar un determinado conocimiento en un solo subdominio, dificul-
tades que los propios autores reconocen en algunos de sus trabajos (Ball y Bass,
2002). Para salvar esta situacion, el equipo del SIDM present6 un nuevo modelo
denominado Conocimiento Especializado del Profesor de Matematicas (MTSK),
en su diseno se tomaron como base algunas de las potencialidades del MKT y
de otros modelos que buscan caracterizar el conocimiento de los profesores de
matematicas (Carrillo et al, 2013).

En MTSK se ha adoptado la definicion de conocimiento propuesta por Scho-
enfeld (2010), quien lo define como aquél que se tiene disponible para su uso;
desde la perspectiva del conocimiento del profesor es, por tanto, un conocimiento
que se aplica y se pone en juego en los procesos de ensenanza y aprendizaje;
es personal, contextualizado, integrado y complejo, practico, dinamico, y parcial-
mente tacito. Algunas de estas caracteristicas sustentan la comprension del
profesor que se encierra en el MTSK (Carrillo et al, 2014; Climent, 2005).

En el MTSK se consideran dos dominios de conocimiento heredados de los
trabajos presentados por Shulman (1986, 1987) y Ball et al. (2008), el conoci-
miento del contenido de la materia a ensenar (MK)°y el conocimiento didactico
del contenido a ensefar (PCK) (Carrillo et al, 2014). EI MK corresponde al cono-
cimiento que tiene el profesor de la matematica como disciplina cientifica en el
contexto escolar, y PCK considera los conocimientos relacionados con el conte-
nido matematico como objeto de ensefanza-aprendizaje (Carrillo et al, 2014).
Ambos dominios estan compuestos por tres subdominios y para cada uno se
dispone de categorias y subcategorias que permiten analizar y comprender el
conocimiento que pone en juego el profesor en el aula (Escudero-Dominguez,
Joglar, Correa y Reyes, 2016). Estas categorias han ido emergiendo de diversos
estudios empiricos relativos a diferentes contenidos matematicos y niveles edu-
cativos. En lo que sigue, nos referiremos a esos estudios, realizados por miembros

® En el modelo de conocimiento Especializado del Profesor de Matematicas (MTSK), el dominio MK (de
sus siglas en inglés) denota el conocimiento de la matematica.
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de nuestro grupo, para explicar la estructura del modelo, cuya forma esquematica
queda representada en la figura 1.

Figura 1. Modelo MTSK (adaptado al castellano de Carrillo et al, 2014).

Los subdominios del MK son el Conocimiento de los Temas (en adelante KoT),’
el Conocimiento de la Estructura Matematica (en adelante, KSM)?® y el Conoci-
miento de la Practica Matematica (en adelante, KPM).?

7 KoT es el acronimo inglés de Conocimiento de los Temas (Knowledge of Topics).

& KSM es el acronimo inglés de Conocimiento de la Estructura de la Matematica (Knowledge of the
Structure of Mathematics).

% KPM es el acronimo inglés de Conocimiento de la Practica Matematica (Knowledge of Practices in
Mathematics).
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Segun Linan, Contreras y Barrera (2016), el KoT considera el conocimiento de
las matematicas en si mismas, incluye el conocimiento de los conceptos, proposi-
ciones, propiedades, procedimientos o algoritmos, con sus respectivos significados
y justificaciones, y se organiza en cuatro categorias: procedimientos; definiciones,
propiedades y sus fundamentos; registros de representacion; y fenomenologia y
aplicaciones (Carrillo et al, 2018).

Montes y Climent (2016) establecen que el KSM se define desde una “doble
perspectiva’, como un conocimiento de conexiones, de como se relacionan
aquellos elementos que se estan considerando en un momento concreto de
la ensenanza, con otros; y como un conocimiento trasciende la conectividad
entre temas. Establecen cuatro categorias: conexiones de complejizacion, cone-
xiones de simplificacion, conexiones auxiliares y conexiones transversales.

El KPM (Flores-Medrano, 2016) es el conocimiento sintactico; contiene los
modos de produccion y validacion del conocimiento matematico. Se trata de
saber como se explora y se genera conocimiento en matematica, como se esta-
blecen relaciones, correspondencias y equivalencias, y como se argumenta.

Los subdominios del PCK son el Conocimiento de la Ensenanza de las Mate-
maticas (en adelante, KMT)!° el Conocimiento de las Caracteristicas del Aprendi-
zaje de las Matematicas (en adelante, KFLM)!!' y el Conocimiento de los Estandares
de Aprendizaje de las Matematicas (en adelante, KMLS).!?

Escudero, Contreras y Vasco (2016) definen el KMT como el conocimiento
sobre las caracteristicas del contenido matematico como objeto de ensenanza;
corresponde a lo que el profesor sabe sobre las distintas posibilidades de ense-
nanza condicionadas por la naturaleza de un determinado contenido. Establecen
tres categorias: teorias de ensenanza (personales o institucionales), recursos
materiales y virtuales, y estrategias, técnicas, tareas y ejemplos.

En el KFLM se incluye el conocimiento sobre las caracteristicas inherentes a
un contenido matematico, o a la matematica en general, como objeto de apren-
dizaje, y el conocimiento sobre las caracteristicas de aprendizajes derivadas de
las interacciones de los estudiantes con el contenido (Escudero-Avila, Climenty
Vasco, 2016; Escudero-Avila, 2015). Se han establecido cuatro categorias: teorias

10 KMT es el acronimo inglés de Conocimiento de la Ensefianza de las Matematicas (Knowledge of
Mathematics Teaching).

11 KFLM es el acronimo inglés de Conocimiento de las Caracteristicas de Aprendizaje de las Matema-
ticas (Knowledge of Features of Learning Mathematics).

12 KMLS es el acronico inglés de Conocimiento de los Estandares de Aprendizaje de las Matematicas
(Knowledge of Mathematics Learning Standards).
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sobre aprendizaje (personales o institucionales); fortalezas y debilidades; formas
de interaccién con el contenido matematico; e intereses y expectativas (Carrillo
et al, 2018).

Dentro del KMLS se incluyen los conocimientos sobre qué deberia aprender
un estudiante en un determinado momento de su escolarizacion, tomando
como referencia el curriculo y cualquier otro referente nacional o internacional
que desarrolle investigaciones en esta linea. Establecen tres categorias: expec-
tativas de aprendizaje; nivel de desarrollo conceptual o procedimental espera-
do; y secuenciacion con temas anteriores o posteriores (Escudero-Dominguez
y Carrillo, 2016).

Los trabajos antes citados nos han mostrado como MTSK permite disgregar
el conocimiento con propositos analiticos, para la comprension de su organi-
zacion en la mente de un profesor. Se utilizard en este trabajo para analizar
y comprender el conocimiento especializado puesto en juego por las profesoras
del estudio. Pero, ademas, como se ha sefnalado, dentro del subdominio del
conocimiento de la ensenanza de las matematicas se incluye la seleccion y
uso de ejemplos, por ello nos parece adecuado mostrar brevemente nuestro
posicionamiento teorico al respecto.

Suffian y Abdul Rahman (2010) consideran que los ejemplos siempre han
desempenado un papel central en la ensenanza de las matematicas y su uso,
por parte de los profesores, ayudan a comprender como explican y facilitan la
comprension matematica durante el proceso de ensefanza y aprendizaje. En el
mismo sentido se expresan Watson y Mason (2002), quienes afirman que desde
hace mucho tiempo se reconoce que las personas aprenden matematicas prin-
cipalmente a través de los ejemplos, ya que a través de ellos las definiciones
adquieren sentido, y llaman nuestra atencion sobre la idea de variacién, mos-
trando su utilidad ya que, al acceder a una amplia variedad de ejemplos, los
estudiantes podran obtener una idea general de lo que estan aprendiendo; de
acuerdo con estos autores mientras mas amplia sea la gama de ejemplos,
mayores seran las posibilidades de generalizacion y conexion. En este sentido,
Dienes (2001) (citado por Goldenberg y Mason, 2008) afirmo que los estudiantes
necesitan al menos tres ejemplos para tener una idea de un concepto.

Suffian y Abdul Rahman (2010) han observado que seleccionar el ejemplo
apropiado es una tarea desafiante que estara determinada en gran medida por
el conocimiento especializado que posea el profesor, dicha eleccion afectara el
proceso de aprendizaje de las matematicas en el aula, por tal razon el profesor
debe tener gran cuidado al seleccionar y utilizar un determinado ejemplo.
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La seleccion y uso de ejemplos serd una lente complementaria a traves de la
cual intentaremos acceder al conocimiento de las profesoras de nuestro estudio.

METODOLOGIA

Como hemos senalado, el objetivo de esta investigacion es encontrar elementos
del conocimiento especializado que puedan considerarse claves para favorecer
la construccion de las relaciones area-perimetro en estudiantes de Primaria. Esta
investigacion se enmarca en el paradigma interpretativo, busca generar conoci-
miento que favorezca la gestion, por parte del profesor, del proceso de ensefan-
za-aprendizaje de las relaciones area-perimetro, a partir de las acciones
observadas en el aula (Carbajosa, 2011 y Vain, 2012). Corresponde a un tipo de
estudio de caso; es una investigacion empirica que estudia un suceso, el desa-
rrollo de las clases, en su contexto, abordandolo de manera profunda, con el
propésito de obtener un mayor aprendizaje (Duran, 2012), presentando una
descripcion, una explicacién y una valoracion de las evidencias, indicios y opor-
tunidades encontradas en los casos seleccionados (Ceballos, 2009); se corres-
ponde, por tanto, con un estudio de caso multiple, de caracter instrumental
(Duran, 2012) en el que se analizaron las observaciones de dos clases de las
que se seleccionaron episodios relevantes (Lopez, 2013) para el objetivo de
nuestro estudio.

Las informantes son dos maestras noveles, Ely y Ana, se seleccionaron porque
ambas debian abordar el mismo objetivo de aprendizaje “disenar y construir
diferentes rectangulos, dados el perimetro o el drea 0 ambos y sacar conclusio-
nes” (MINEDUC, 2013, pp. 92) correspondiente al curriculum establecido para
quinto de Primaria y, se mostraron dispuestas a participar en este trabajo. Las
dos maestras se encuentran en su primer ano de ejercicio docente, han obtenido
el titulo de Profesora de Educacion Basica con Mencion en Matematica y han
egresado de las unicas universidades de la ciudad de Antofagasta que pertene-
cen al Consejo de Rectores de las Universidades Chilenas. Ely egreso de la
Universidad de Antofagasta y se desempefna como maestra en un establecimien-
to privado; Ana egreso de la Universidad Catolica del Norte y se desempena en
un establecimiento municipal.

Para llevar a cabo el andlisis de las sesiones se realizd una transcripcion literal
de las filmaciones de las clases, con el propoésito de identificar aquellos episodios
que nos permitiesen visualizar evidencias e indicios de los conocimientos
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movilizados por las maestras, vinculados con la ensefanza de la relacion
area-perimetro. Tomando como base los indicios, se elabord una entrevista
semiestructurada con la cual se buscaba, en la medida de lo posible, transformar
los estos en evidencias de los conocimientos movilizados por las maestras.

La revision de las transcripciones y entrevistas se realizé de forma lineal, a
cada episodio que nos entregaba informacion relevante, se le asignaba uno o
unos subdominios del MTSK y un tépico, entendiendo como tépico, el concepto
matematico central, que se esta abordando en el episodio. Para facilitar el ana-
lisis realizamos una primera agrupacion por subdominios de aquellos episodios
que nos entregaban informacion, tanto de la transcripcién como de la entrevista,
por cada maestra. Luego se realizd una agrupacion por topicos.

Es probable que algunos de los elementos que hemos considerado claves
del conocimiento especializado para la gestion de la ensenanza de las relaciones
area-perimetro ya formen parte de la literatura, pero consideramos que el obser-
var la practica docente con MTSK activa en el investigador conocimientos que
permiten comprender mejor algunos de los obstaculos o dificultades que se
pueden presentar al abordar esta tematica, estos nuevos conocimientos vienen
evocados exclusivamente por la practica docente (Lifan, 2017).

Con el proposito de centrar la atencion en aquellos conocimientos que
hemos considerado claves y no en las maestras, al momento de presentar la
discusion y conclusiones, nos centraremos en estos conocimientos, apoyandonos
en las evidencias obtenidas de los ejemplos utilizados por las dos maestras.

RESULTADOS

Dado que se identific6é un numero elevado de episodios® en los cuales se
observo la movilizacion de conocimientos que podriamos llamar “triviales” (como,
por ejemplo, ‘la profesora conoce la diferencia entre area y perimetro”), nos
centraremos en aquellos que nos permiten analizar conocimientos que consi-
deramos claves al momento de abordar la relacion area-perimetro.

13 El codigo del episodio nXY indica el episodio n-ésimo de la profesora X (inicial de Ely o Ana) a
través de Y (observacion de clase (C) o entrevista (E)).

EDUCACION MATEMATICA, VOL. 32, NUM. 2, AGOSTO DE 2020 49



Hugo Cesar Cayo Maturana, Luis Carlos Contreras Gonzalez

15u

4u
13u

14u

2u
16u
5u

[1u

17u 3u

Figura 2. Rectangulos propuestos por la profesora para que los estudiantes los midan con un trozo de hilo.

Ely: Ya, miren acd, ustedes toman la pita [se refiere a un trozo de hilo] y van a medir
el contorno de esta figura, después con la misma medicién que tienen de la pita,

van a medir los siguientes rectdngulos (ver figura 2).

(Episodio 1.EC)

Ely: Ya, dice: con los cuadrados de cartulina que tienes, armar diferentes rectdngulos
con dreas iguales, por ejemplo, drea 36. Chicos yo solamente les voy a dar el drea
que seria 36, ustedes tienen que buscar el nimero [las medidas de los lados]..

(Episodio 2E.C)

Ely: Ya de la fila de alld, va a hacer el primero, va a pintar cuatro cuadraditos y nueve,
aqui en la pizarra. Pedro ven para acd, a hacer el segundo, Felipe ve a hacer el
otro. Pamela anda, tu dijiste que tenias uno distinto (ver figura 3).

(Episodio 3EC)

2u{ FFHHH

Figura 3. Presentacion de los rectangulos construidos por los estudiantes.
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En estos episodios podemos observar evidencias del subdominio de conoci-
miento para la ensenanza de las matematicas (KMT) de la maestra; en el primero
ha presentado a sus alumnos cinco rectangulos en el pizarrén, todos con dife-
rentes medidas, pero con igual perimetro, los estudiantes dibujan estos rectan-
gulos en su cuaderno, miden el perimetro de uno de ellos con un trozo de hilo,
y con la medida obtenida miden el perimetro de los otros rectangulos. Esta
actividad nos da evidencias de que la maestra conoce la potencialidad del
recurso “hilo” para ofrecer el valor tangible de un perimetro dado, como un valor
global mas que como suma de longitudes, que permite a los estudiantes com-
probar que diferentes rectangulos pueden tener igual perimetro. En el episodio
2.E.C la maestra le pide a los estudiantes que trabajen con cuadraditos, como
unidad de medida, y que construyan con ellos rectangulos que tengan un area
de 36 u’. Podemos ver que la maestra conoce la potencialidad de otro recurso
que permite a los estudiantes visualizar que podemos tener diferentes rectan-
gulos con el mismo numero de cuadraditos (la misma medida de su area). En
el episodio 3.E.C la maestra da evidencias de que conoce la potencialidad de
un recurso, la cuadricula, que permite a los estudiantes visualizar las unidades
totales del area del rectangulo que se esta representando en ella. Todas estas
evidencias corresponden a la categoria recursos de subdominio KMT.

Los siguientes episodios corresponden a extractos de la entrevista realizada
a la profesora Ely.

Invest: El area aumenta si el perimetro aumenta ¢Esta bien la conclusion que obtuvieron
los estudiantes?
Ely: No, no sé en qué estaba pensando, a ver, Luis dijo que el drea aumenta si el
perimetro aumenta, mmm si, en realidad si.
(Episodio 4.EE)
Invest: ¢A qué diferencia te refieres?
Ely: A que la figura cambiaba, si yo le ponia mds cuadritos igual iba a cambiar la fi-

guraq, iba a ser diferente el dreq, si le ponia mds cuadritos para igualar el perime-
tro el drea seria diferente, eso queria que entendieran.

(Episodio 5.EE)

Invest: ¢Por qué consideras importante trabajar drea y perimetro de rectdngulos y cua-
drado por separado?
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Ely: Ah, porque son diferentes figuras, unas son iguales, las otras son diferentes. En-
tonces tienen como otra mecdnica, por decirlo asi, otra formula.

(Episodio 6.EE.)

En estos episodios se pueden observar evidencias del conocimiento de los temas
(KoT) que posee la maestra. En el episodio 4.E.E se observa que la maestra
considera la existencia de una relacion de dependencia entre area y perimetro,
da por correcta 1a conclusion obtenida por el estudiante, el area aumenta si el
perimetro aumenta. En el episodio 5.E.E. la actividad sobre la cual esta reflexio-
nando la maestra, consistia en transformar un rectdngulo de perimetro 26 en
uno de perimetro 36. Se puede observar que la maestra moviliza dos conoci-
mientos con respecto a la relacién area-perimetro. Primero, considera que la
Unica forma de aumentar el perimetro de un rectangulo es aumentando su area,
en este caso agregando cuadrados a la figura. Sequndo, cree que, si cambiamos
una de las medidas, area o perimetro, se alterara la otra. Y en el episodio 6.EE.
se observa que domina una clasificacion excluyente de los cuadrilateros, no
considera al cuadrado como un caso particular de rectangulo.

Los siguientes episodios corresponden a evidencias del MTSK movilizado por
la maestra Ana.

Ana: Y acd nos detenemos un rato, menciono lo que ustedes estaban diciendo,
segun ustedes el rectdngulo era mds grande que el cuadrado, énoz, me dije-
ron que la base era mayor.. (interrumpen los estudiantes).

Alumnos (todos): No, no, son lo mismo.

Felipe: El nueve mds el nueve y el uno mds el uno da veinte, y el cinco mds cinco
mds cinco mds cinco da veinte.

(Episodio 1AC)

Ana: Ahora, si el perimetro en el rectdngulo y en el cuadrado tienen exactamente la
misma medida ¢Como creen que serian las dreas? ¢Serian iguales? Conside-
rando que tienen el mismo perimetro.

Alumnos (todos):  No
(Episodio 2A.C)

Ana: Hasta el momento ¢Cudl es la coincidencia entre los tres rectdngulos?
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Pamela: Que tienen la misma drea
Ana: Ya, los tres rectdngulos tienen la misma drea (Qué va a pasar con el perimetro?

(Episodio 3AC)

Estos tres episodios dan evidencias de su conocimiento sobre la ensenanza
de las matematicas (KMT), en relacién con algunas de las estrategias utilizadas
por la maestra al abordar la ensefanza de la relacion area-perimetro. En el
episodio 1.A.C. los estudiantes estan observando dos rectangulos con las medi-
das de sus lados, concluyen que el mayor es aquel que tiene la medida de su
base mas grande, pero después de realizar el calculo de los perimetros se
percatan de que los rectangulos son isoperimétricos. Esto nos da evidencias
de que la maestra conoce una estrategia para hacer reflexionar a los estu-
diantes sobre la idea erronea de que mayor base implica mayor perimetro. Los
episodios 2A.C. y 3AC. nos dan evidencia de que la maestra sabe cémo
obtener informacion del pensamiento de los estudiantes, se puede apreciar
cémo propone actividades para comprobar si los estudiantes sostienen ideas
incorrectas con respecto a la relacion area-perimetro. En el episodio 2A.C.
busca comprobar si los estudiantes sostienen la idea de que igual perimetro
implica igual areay en el 3.A.C. si sostienen la idea de que igual drea implica
igual perimetro. En ambos casos, son evidencias de conocimiento de la cate-
goria estrategia, técnicas, tareas y ejemplos del KMT.

A continuacion, se presentan dos episodios mas que nos dan evidencias
sobre los subdominios de conocimiento de la ensefanza de las matematicas
(KMT) y conocimiento sobre las caracteristicas del aprendizaje de las matema-
ticas (KFLM), del MTSK movilizado por Ana; el primero corresponde a su clase y
el segundo a su entrevista.

Ana: Hasta el momento ¢Cudl es la coincidencia entre los tres rectdngulos? (ver Figura 4)

(Episodio 4A.C)
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Figura 4. Actividad desarrollada sobre la proyeccion de una cuadricula.

Ana: El uso de la cuadricula ayuda a visualizar como se puede generar un drea de-
marcando una figura. Ademds de analizar el concepto de drea y finalmente com-
probando si la manera de calcular el drea coincide con la de los cuadrados que
estdan dentro de la figura dibujada.

(Episodio 5AE)

En estos episodios podemos observar mas evidencias del KMT movilizado por
Ana; vemos que conoce la potencialidad del recurso cuadricula, que permite a
los estudiantes visualizar la magnitud del area de los rectangulos representados
en ella.

El siguiente episodio corresponde a un extracto de la entrevista que se le
realizé a la profesora Ana.

Ana: Si  queria que se fijaran en la base, sequro que pensarian que al tener una mayor
base tendrian mayor drea.

(Episodio 6.AE)

Este episodio nos da evidencia que sabe que los estudiantes tienden a pensar
que el rectangulo que tenga la mayor base sera el que tenga la mayor area, que
forma parte de la categoria fortalezas y debilidades del KFLM de Ana.
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Los episodios que se presentan a continuacion describen aquellas situacio-
nes que se generaron en el aula y que evocaron en el investigador conocimien-
tos vinculados con la ensenanza de la relacion area-perimetro.

El primer episodio evocd en el investigador, conocimiento correspondiente a
la categoria recursos del subdominio KMT:

Ely: Si estd bien, y cuando mediste con la pita, Katy, te diste cuenta de que todas
median igual.

Katy: Similar.

Ely: Ya similar, cierto, porque no va a ser exacto.

(Episodio 7.EC)

Es necesario conocer las potencialidades, limitaciones y/u obstaculos que pue-
den presentar los recursos didacticos seleccionados (KMT, recursos materiales y
virtuales), de esta forma los maestros podran prever los errores que pueden
cometer los estudiantes.

En este episodio también se describe una situacion que evocé en el inves-
tigador conocimiento correspondiente al subdominio KMT:

e O

Figura 5. Rectangulos construidos por Maria y Carla respectivamente.

Maria: Hay 36 (4 x 9).

Ely: Y td, lo hiciste de.

Carla: 36 3 x12).

Ely: &Y cudl es la diferencia entre ustedes dos?

Carla: Que ese es mds ancho, el mio es mds largo y el de ella mds ancho.
Maria: Que yo tengo 4 filas y ella tiene 3.

Ely: &Y cudl es mds grande?

Carla: Ninguno, porque ambos tienen el mismo numero de cuadritos.

(Episodio 8E.C)
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Es necesario que los maestros conozcan las oportunidades que pueden
ofrecer los distintos recursos didacticos (KMT, recursos materiales y virtuales).
La actividad propuesta consistia en que cada estudiante debia construir un
rectangulo, utilizando 36 cuadraditos. Durante la clase, cada estudiante trabajo
con su rectangulo, pero, al encontrarse estas alumnas con dos rectangulos,
ambos construidos con la misma cantidad de cuadrados, pudieron concluir que
tenian la misma darea, independiente de las medidas.

Los siguientes episodios también evocaron KMT, pero la categoria estrategia,
técnicas, tareas y ejemplos:

Ely: ¢Y si te digo perimetro 36, te va a cambiar la figura?
Carlos: No, porque ya me da, si lo sumo todo eso me da 36.
Ely: éSeguro? éCon los mismos numeros que me dijiste?
Carlos: Si porque nueve por cuatro. Ah no, no, no, porque si tendria que cambiar la figu-

ra. Tendria que hacerla mds ancha o mds alta, porque ahora lo hice y me dio 26,
tengo que agregarle diez mds.

Ely: &Y qué pasa con el drea? Aumenta o disminuye.
Carlos: Aumenta.

(Episodio 9.EC)
Pedro: Eso, asi .., si la profe te da el perimetro de 36, lienes que hacer otra figura, por qué,

porque ese perimetro estd mal, porque si el perimetro es 36 y a ti te dio 26, tienes
que cambiar la figura para que el perimetro te dé 36.

Ely: No, es que yo quiero que vean la diferencia éven la diferencia?

Luis: Disminuye.

Ely: Ya Luis dice que disminuye, entonces el drea es mucho mds grande, si yo voy
subiendo, subiendo de numero el drea se hace mds grande?

Luis: Si

Ely: Si éesa es tu conclusion?

Luis: Es como una regla, el drea va a aumentar si o si.

Ely: El area aumenta si el perimetro aumenta.

(Episodio 10.E.C)
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Estos episodios corresponden a la interaccion que se generd entre la maestra
y los estudiantes cuando realizaron la construccion del rectangulo, utilizando
36 cuadrados. En ellos podemos observar que es necesario que los maestros
conozcan como gestionar el potencial y las limitaciones de las distintas activi-
dades que desarrollan durante la clase (KMT, estrategias, técnicas, tareas y
ejemplos). La actividad tenia como objetivo que los estudiantes comprendieran
que rectangulos de igual area no tienen necesariamente igual perimetro, pero
al realizar el analisis de un solo rectangulo, no podian observar esta propiedad.
También se puede visualizar la necesidad de que los profesores conozcan la
pertinencia de las distintas actividades que desarrollan al momento de abordar
un determinado contenido (KMT, estrategias, técnicas, tareas y ejemplos); una
cosa es estudiar como se comportan el area y el perimetro al generar cambios
en una misma figura, y otra es analizar qué sucede con el perimetro de figuras
que tienen igual area o viceversa.

Este dltimo episodio describe una situacion que evoco en el investigador
conocimiento de la practica matematica (correspondiente al subdominio KPM),

Dario: Profe, ésabe por qué no tienen que ser iguales? Mire, el ancho en una es ocho el
largo también. Entonces, la pita no se puede acostumbrar a eso, pero la direccion
que nos da es de los numeros, los numeros si los sumamos nos dan 36 todos,
pero la forma es diferente.

Fabiola:  El perimetro es igual pero la forma no.

Dario: Si unos son muy chicos, o nos puede medir muy alto, nos puede faltar o nos
puede sobrar, pero los nimeros nos van a dar lo mismo.

(Episodio 11.EC)

En este episodio se presentan algunas de las conclusiones obtenidas por los
estudiantes después de demarcar el perimetro de los cinco rectangulos con un
trozo de hilo. Es preciso utilizar las caracteristicas necesarias para definir el
concepto de perimetro (KPM, condiciones necesarias y suficientes para generar
definiciones) para no generar obstaculos en el aprendizaje de los estudiantes.
Durante la clase se entregaron las siguientes definiciones de perimetro: el con-
torno; lo de afuera; y suma de los lados, sin hacer referencia al perimetro como
una medida longitudinal. Al calcular los perimetros, en todos los rectangulos
obtuvieron 36u, pero al medirlos con el hilo no lograron utilizar un unico trozo
para demarcar los perimetros de todos los rectangulos. Esto llevo a algunos
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estudiantes a realizar una disociacion entre la medida del perimetro represen-
tada por el hilo y el resultado obtenido al sumar la medida de los lados.

DISCUSION Y CONCLUSIONES

A continuacion, presentamos algunas de las ideas que consideramos podrian
favorecer la gestion del profesor durante el proceso de ensenanza de la relacion
area-perimetro, las cuales se obtuvieron al analizar el MTSK movilizado y evo-
cado por las maestras. Con ello pretendemos poner de relieve nuestra respuesta
a la pregunta de investigacion: {qué elementos claves podemos identificar en
el tratamiento de las relaciones drea-perimetro? Cada uno de estos conocimien-
tos pertenece a un subdominio especifico de MTSK, eso nos permite agrupar los
conocimientos en funcién de sus caracteristicas, contribuyendo, con ellos, a
enriquecer el mapa de conocimientos Uutiles para gestionar la situacion.

Seguin D'Amore y Fandino (2007), se ha demostrado ampliamente que estu-
diantes de todas las edades estan convencidos de que igualdad de perimetro
implica igualdad de area. Esto ocurre porque los estudiantes tienen mas arrai-
gado el pensamiento numérico que el geométrico, estableciendo argumentos
intuitivos, por ejemplo, si dos figuras tienen igual perimetro deben tener igual
area (Popoca y Acufa, 2011). Es importante que los maestros tengan conoci-
miento de los errores que comunmente cometen los estudiantes al abordar una
determinada tematica (KFLM, fortalezas y debilidades), y que conozcan estrate-
gias que les permitan extraer informacion del pensamiento de los estudiantes
(KMT, estrategias, técnicas, tareas y ejemplos), de esta forma podran verificar si
sostienen o no ideas erroneas.
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Figura 6. Rectangulos utilizados por la profesora Ana para conocer las concepciones de sus estudiantes.

Figura 7. Rectdngulos que proponemos para extraer informacion de las concepciones de los estudiantes.

Asi, una estrategia para extraer informacion del pensamiento de los estudiantes
podria ser preguntarles qué piensan que pasaria con el area de dos figuras que
ya sabemos que tienen igual perimetro éseran iguales o diferentes? Pero debe-
mos tener cuidado con el ejemplo que seleccionamos para realizar el analisis.
La profesora Ana desarroll¢ la actividad con dos rectangulos, uno de 5x5 y otro
de 1x9 (Figura 6), los de mayor y menor area que se pueden obtener con peri-
metro 20u y trabajando con niimeros enteros. Al preguntar a los estudiantes qué
pasaria con el area de estos rectangulos que tienen igual perimetro, respondie-
ron que eran diferentes. Visualmente era evidente que las areas no median lo
mismo, situacion que podria haber impedido que los estudiantes expusieran sus
verdaderas creencias. Creemos que seria pertinente utilizar rectangulos que
tengan areas con medidas similares (Figura 7). Esto podria motivar a los estu-
diantes a exteriorizar sus verdaderas creencias.

La clase de Ely nos permitio observar que, un trozo de hilo es un recurso que
se debe considerar al momento de abordar el hecho de que diferentes rectan-
gulos pueden tener igual perimetro, pues tiene la potencialidad de permitir a los
estudiantes comprobar la existencia de esta propiedad sin necesidad de obtener
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el valor del perimetro mediante suma de lados (KMT, recursos materiales y vir-
tuales). Si entregamos a los estudiantes un conjunto de rectdngulos de igual
perimetro y un trozo de hilo con longitud igual al perimetro de los rectangulos,
podrian verificar de forma concreta que todos los perimetros tienen la misma
longitud (KMT, estrategias, técnicas, tareas y ejemplos), a pesar de que algunos
se vean mas largos o mas anchos. Si bien podrian ver que los perimetros son
iguales con el simple hecho de sumar las medidas de los lados, Marmolejo y
Vega (2012) plantean que el aprendizaje de la geometria ocurre mediante la
coordinacion de actividades de visualizacion, razonamiento y construccién, como
sugiere esta situacion.

Con respecto al uso del trozo de hilo, es necesario que los maestros conozcan
un obstaculo que se podria presentar. Algunos estudiantes pueden tener difi-
cultades al momento de manipular el trozo de hilo, esto les impediria visualizar
que todos los rectdngulos son isoperimétricos (KMT, recursos materiales y vir-
tuales). Esta situacion podria provocar un obstaculo didactico, llevando a los
estudiantes a realizar una disociacion entre la medida del perimetro represen-
tada por el trozo de hilo y el resultado obtenido al sumar las medidas de los
lados, situacion que se evidencié en la clase de Ely. Creemos que los maestros
deben ser conscientes de esta limitacion (KFLM, fortalezas y dificultades). Con-
sideremos que por un lado han comprobado o podran comprobar mediante la
suma de las medidas de los lados que todos lo rectangulos tienen igual peri-
metro, pero al momento de demarcarlos no todos tienen la misma longitud.

El que algunos estudiantes hayan realizado una disociacion nos dio eviden-
cias de la importancia que tiene que los profesores conozcan cuales son las
condiciones necesarias y suficientes para establecer definiciones apropiadas
(KPM). Durante la clase se presentaron distintas definiciones para perimetro, pero
ninguna hacia referencia al perimetro como medida longitudinal o a su unidad
de medida; el haber presentado una definicién que incorpora estas caracteristi-
cas, podria haber provocado que los estudiantes cuestionaran la disociacion que
estaban realizando. Ripoll (2001, p. 53) propone algunas estrategias para facilitar
el aprendizaje de las matematicas, la primera consiste en “utilizar en el lenguaje
habitual del aula un vocabulario matematico que frecuentemente no se utiliza
0 que se sustituye por términos no precisos desde el punto de vista de la
Matematica”.

Para sacar un mayor provecho de esta actividad, es necesario que los maestros
conozcan las oportunidades de ensefanza que nos pueden ofrecer los distintos
ejemplos, al momento de asignarle el valor al perimetro de los rectangulos (KMT,
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estrategias, técnicas, tareas y ejemplos). Consideramos pertinente asignarle al peri-
metro un valor que posibilite la construccion del cuadrado y que nos permita
presentar un numero amplio de rectangulos; de esta forma no solo podremos
trabajar la propiedad de que distintos rectangulos pueden tener igual perimetro,
también podriamos abordar la propiedad de que entre los rectangulos de igual
perimetro el de mayor area es el cuadrado- ver Figura 8 (KoT, propiedades y sus
fundamentos). Si bien Ely trabajé con rectangulos de perimetro 36u, no consider6
el cuadrado de lados 9u (Figura 2). De acuerdo con lo declarado por la maestra
en la entrevista, cuadrado y rectangulos son figuras diferentes (KoT, definiciones
propiedades y sus fundamentos) probablemente la eleccion del ejemplo realizada
por la maestra estuvo determinada por su nivel de conocimiento de la clasificacion
de los cuadrildteros (Suffian y Abdul Rahman, 2010). En nuestra opinién sostener
esta clasificacion excluyente de los cuadrilateros no le permitio abordar con esta
u otra actividad la propiedad de que, entre los rectangulos de igual perimetro el
de mayor area es el cuadrado (KMT, estrategias, técnicas, tareas y ejemplos).

Tu

3u

8u 19
du WP Heu? Bu

2
2Lu® (7w | op2 ey

25u®  [su

Su

6u
TE e —
u
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Figura 8. Ejemplo de rectdngulos propuestos para potenciar la actividad.

Marchett et al, (2005) concluyeron que, en algunas ocasiones, al momento de
comparar las areas prevalece el aspecto unidimensional de la figura. Es impor-
tante que los profesores sepan que algunos estudiantes tenderdn a creer que
el rectdngulo que tenga la mayor base o la mayor altura tendra mayor area
(KFLM, fortalezas y debilidades). Esta creencia podria obstaculizar que los alum-
nos comprendan que diferentes rectangulos pueden tener igual area. Hemos
observado en nuestro estudio que trabajar con cuadricula (KMT, recursos mate-
riales y virtuales) puede favorecer la gestién del proceso de ensefanza al
momento de abordar esta tematica. Mantica, Gotte y Dal Maso (2006) han evi-
denciado que, si los estudiantes no cuentan con papel cuadriculado, presentan
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una dificultad mayor al momento de construir figuras de un area determinada,
y segun lo declarado por la profesora Ana, una de las ventajas que ofrece la
cuadricula es que permite a los estudiantes comprobar si la cantidad de cua-
drados que estan dentro de la figura coinciden con el resultado obtenido al
calcular el area. Esto permite a los estudiantes verificar el resultado obtenido al
calcular el area de dos o mas figuras, en caso de que no “creyeran” que diferentes
rectangulos pueden tener igual area. Como ya hemos mencionado, en geometria
el aprendizaje se produce mediante la coordinacion de actividades de construc-
cién, visualizacion y razonamiento (Marmolejo y Vega, 2012), idea que de alguna
forma respalda el uso de la cuadricula.

Otro recurso que nos permitiria abordar esta creencia son los cuadrados de
cartulinas para utilizalos como unidad de medida de area (KMT, recursos mate-
riales y virtuales). Antes de trabajar con ellos es indispensable que los maestros
conozcan las potencialidades y limitaciones que les puede ofrecer una actividad
desarrollada con este recurso. Si se pide a cada estudiante que construya un
rectangulo utilizando un determinado numero de cuadrados, esta actividad no
permitiria que visualicen que podemos tener diferentes rectangulos con igual
areaq, situacion que se observo en la clase de Ely, donde la mayoria de los estu-
diantes centré su atencion en la construccion y analisis de su rectangulo. Pero,
si los estudiantes trabajan en grupos y se le pide a cada integrante que cons-
truya un rectangulo, utilizando un determinado numero de cuadrados, con la
condicién de que todos deben construir rectangulos diferentes, al momento de
realizar el analisis podran observar varios ejemplos, de esta forma aumentara
la probabilidad de que puedan obtener una generalizacién de lo que estan
aprendiendo (Watson y Mason, 2002); podran concluir que, independiente de
las medidas del rectangulo, todos tienen la misma area ya que todos utilizaron
el mismo numero de cuadrados para su construccion. Esta situacion se pudo
observar en el aula de Ely, en cuyo caso, al acercarse la maestra a dos alumnas
que compartian mesa y preguntarles icual de las dos habia construido un rec-
tangulo mas grande? (haciendo referencia al area), ambas respondieron que
eran iguales porque trabajaron con la misma cantidad de cuadrados.

Mantica, Gotte y Dal Maso (2006) plantean que el hecho de que dos figuras
tengan la misma area induce a los estudiantes a creer que tendran igual peri-
metro. Es importante que los profesores conozcan estas creencias que podrian
tener algunos estudiantes (KFLM, fortalezas y dificultades). Si los estudiantes ya
han interiorizado que todos los rectangulos construidos tienen la misma area,
bastaria con desarrollar una actividad que permitiera analizar los perimetros de
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los rectangulos para que visualizase que igualdad de area no implica igualdad
de perimetro (KMT, estrategias, técnicas, tareas y ejemplos).

Consideramos que trabajar con un area de 36 cuadrados seria apropiado,
ya que nos permitirfa construir 5 rectdngulos diferentes 1x36; 2x18; 3x12; 4x8 y
6x6, incluyendo un cuadrado, siguiendo la idea de Dienes (2001) (citado por
Goldenberg y Mason, 2008: 186) en relacién con el niumero de ejemplos que
necesitan los estudiantes para tener una idea de un concepto. Otros numeros
que se podrian considerar para establecer la medida del area, el 60, permite un
rectangulo mas, pero no permite la construccion del cuadrado; los numeros 49
y 81 permiten la construccion del cuadrado, pero solo se pueden construir 2y 3
rectangulos respectivamente; el 100 permite la construccion del cuadrado y tam-
bién, se pueden hacer 5 rectangulos diferentes, pero debemos considerar que
trabajar con muchos cuadrados como unidad de area, puede dificultar el apren-
dizaje, transformado el recurso en un distractor (KMT, estrategias, técnicas, tareas
y ejemplos). El trabajar con los 5 rectangulos que se pueden construir con los
36 cuadrados, nos permite generar la instancia para que los estudiantes visua-
licen que de todos los rectangulos de igual area, el de menor perimetro sera el
cuadrado- ver Figura 9 (KoT, definiciones, propiedades y sus fundamentos).

R

""a%a"a %
A

Figura 9. Rectangulos propuestos para potenciar la actividad.

D'Amore y Fandino (2007) concluyeron que los obstaculos que se oponen a la
correcta construccion del conocimiento sobre la relacion drea-perimetro no son
solo de naturaleza epistemologica, sino que son basicamente de naturaleza
didactica. Es necesario que los maestros conozcan la pertinencia de las distintas
actividades que realizan. Si bien ninguna de las actividades tenia como proposito
central analizar cdmo se comportan el areay el perimetro al momento de realizar
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variaciones en alguna de las medidas del rectangulo, durante la clase de Ely se
generaron algunas instancias que permitieron a los estudiantes construir cono-
cimiento en relacién con esta tematica. Esto ocurrié cuando la profesora le pidié
a los estudiantes que trasformaran el rectangulo que habian construido con los
36 cuadrados, uno de 9x4, cuyo perimetro era de 26, en uno de perimetro 36.
Baltar y Comiti (1993) plantean que, actividades similares a la desarrollada por
la maestra, posiblemente dan origen a la idea erronea de que area y perimetro
varian de la misma forma, ya que los estudiantes tienden a aumentar el area
para lograr que crezca el perimetro. Lo que concuerda con lo observado en la
clase de Ely, aumentaron el drea para obtener un perimetro de 36u y concluyeron
que el drea aumenta si el perimetro aumenta, conclusion aceptada por la maes-
tra (KoT, definiciones propiedades y sus fundamentos) y por un gran nimero de
estudiantes para profesor (Blanco, 1996).

Hemos pretendido con nuestro trabajo poner de manifiesto, y al alcance de
toda la comunidad educativa, especialmente de formadores de maestros y estu-
diantes para maestros, aquellos elementos claves que observamos en nuestro
estudio de casos y que consideramos que podrian favorecer la gestion del
proceso de ensenanza de las relaciones areay perimetro. MTSK se ha mostrado
relevante como instrumento de andlisis que, nos ha permitido organizar el
conocimiento puesto en juego en el aula y discutir acerca de conocimientos que
permitiria una gestion alternativa a la analizada. Estamos convencidos que
existen otros conocimientos que también serdn clave en este proceso, como la
literatura ya lo ha demostrado. Una posible continuidad de este estudio, seria
realizar esta investigacion con profesores expertos, enriqueciendo asi el elenco
de conocimientos esenciales para una gestion eficaz de los procesos de ense-
nanzay aprendizaje de las relaciones estudiadas.
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Resumen: La evaluacion del aprendizaje es un proceso que tedricamente debe
contribuir en la formacién de los estudiantes y en la mejora de las practicas
docentes, posicionandose con el paso del tiempo como uno de los procesos mas
complejos en el ambito educativo. Esta es quiza una de las razones por las que
poco se ha avanzado en su desarrollo, particularmente en el caso de la Educacion
Matematica. Con la intencion de conocer mas sobre dicho proceso, el propdésito
de esta investigacion fue caracterizar las practicas didactico-matematicas que,
sobre evaluacion del aprendizaje, manifiestan profesores de bachillerato en Méxi-
co cuando ensenan la nocion de ecuacion lineal. Al mismo tiempo, se indagd
respecto a los significados efectivamente evaluados sobre dicha nocion mate-
matica. Los resultados evidencian que factores tales como: el curriculo nacional,
normativas institucionales, asi como la formacion y el conocimiento de los pro-
fesores sobre el tema matematico en cuestion y la correspondiente evaluacion
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de su aprendizaje, inciden directamente en las practicas evaluativas de los
profesores y en los significados que evaluan.

Palabras clave: evaluacion del aprendizaje, ecuacion lineal, significados del
objeto matemadtico, bachillerato.

Abstract: The evaluation of learning is a process that theoretically should
contribute to the formation of students and the improvement of teaching prac-
tices, positioning itself over time as one of the most complex processes in the
field of education. This is perhaps one of the reasons why little progress has
been made in its development, particularly in the case of Mathematics Education.
With the intention of knowing more about this process, the purpose of this
research was to characterize the didactic-mathematical practices that, on assess-
ment of learning, manifest high school teachers in Mexico when they teach
the notion of linear equation. At the same time, we inquired about the meanings
evaluated on this mathematical notion. The results show that factors such as
the national curriculum, institutional regulations, as well as the training and
knowledge of teachers on the subject in question and the corresponding
evaluation of their learning, directly affect the evaluative practices of teachers
and meanings that evaluate.

Keywords: evaluation of learning, linear equation, meanings of mathematical
object, baccalaureate.

1. ANTECEDENTES

La literatura sobre evaluacién educativa pone de manifiesto que actualmente la
evaluacion del aprendizaje estd considerada una parte importante del proceso
de instruccion, pues proporciona informacion para mejorar la practica docente,
incidiendo directamente sobre los procesos de ensenanza y aprendizaje, las
tareas, los materiales, la organizacion, la planificacion, etc, asi como sobre el
progreso de los alumnos hacia los objetivos de aprendizaje (Moya, 2001; Wor-
meli, 2006; De Vincenzi y De Angelis, 2008; Harlen, 2012; Moreno, 2012).

No obstante, diversos autores (e.g, Webb, 1992; NCTM, 2000; Calderén vy
Deiros, 2003; Becerra y Moya, 2008; Hernandez, 2013; Alvarez y Blanco, 2014;
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Dolores y Garcia, 2016) sefalan que en la evaluacion del aprendizaje en mate-
maticas sigue prevaleciendo una practica evaluativa centrada, fundamentalmen-
te, en la aplicacion de exdmenes escritos de formatos cerrados que sancionan
o certifican lo que, supuestamente, el estudiante debié aprender. En dichos
examenes se valora el conocimiento matematico aprendido restringiéndolo a la
reproduccion de definiciones, conceptos y algoritmos; en estos términos la eva-
luacion realizada no garantiza al estudiante un avance productivo, toda vez que
deberia involucrar aprendizajes, ensenanza, accion docente, curriculo y aspectos
institucionales, entre otros elementos. De acuerdo con Goni (2008), dificilmente
se avanzara hacia una ensefanza mas eficaz de la matematica si no se modi-
fican las practicas de evaluacion.

En el caso del bachillerato, nivel educativo que cuenta desde 2008 con un
Marco Curricular Comun a traves del cual se promueve un modelo de Educacion
Basada en Competencias (EBC), en México se han implementado una serie de
acciones orientadas a establecer una nueva vision sobre la evaluacion del
aprendizaje. En documentos oficiales, lineamientos y acuerdos secretariales, se
establecen consideraciones sobre la manera en que los profesores deben llevar
a cabo el proceso de evaluacion del aprendizaje en sus aulas, asi como suge-
rencias para el posible uso e implementacion de diferentes instrumentos de
evaluacion. Sin embargo, la informacién presentada en tales documentos es
muy genérica, pues no se hacen explicitos ni se distinguen planteamientos
relacionados con el area de matematicas.

Los profesores de matematicas, como representantes de su institucion, deben
establecer una estrategia para llevar a cabo la evaluacion del aprendizaje de
sus estudiantes, apoyados en el programa oficial de la asignatura (curriculo).
Entonces, dicho sistema de practicas evaluativas podria estar siendo influenciado
por normas institucionales e incluso por sus propias creencias y concepciones
sobre la evaluacion (Dolores y Garcia, 2017).

En este contexto, este documento tiene por objetivo presentar los resultados
de un estudio llevado a cabo para explorar el tipo de practicas evaluativas e
instrumentos que utilizan los profesores de bachillerato en México, al evaluar
la nocion de ecuacion lineal. Ademads, se indagan los significados de dicha
nocion que son efectivamente evaluados con tales practicas.

En el siguiente apartado se presentan las nociones teoricas que sustentan
el estudio y que permitieron efectuar los analisis correspondientes. Posteriormen-
te se senala la metodologia sequida en cada una de las etapas de esta investi-
gacion. En el tercer apartado se presentan los resultados obtenidos a partir del
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estudio sobre los diferentes significados, es decir, los significados pretendidos
por el curriculo de los dos diferentes subsistemas de bachillerato en los que
laboran los profesores bajo estudio, asi como los significados pretendidos, imple-
mentados y evaluados por dichos profesores. Finalmente se presenta una
reflexion sobre la representatividad del significado holistico de la ecuacion lineal
en los significados sefnalados en el apartado anterior.

2. MARCO TEORICO

El marco tedrico empleado en esta investigacion fue el Enfoque Onto-Semidtico
(EOS) del Conocimiento y la Instruccion Matematicos (Godino y Batanero, 1994;
Godino, Batanero y Font 2007), el cual consiste en una teoria inclusiva que pro-
porciona herramientas para el analisis didactico de procesos de instruccion mate-
matica. A continuacion se describen las herramientas que fueron utilizadas.

Dentro del EOS, la nocién de sistema de prdcticas es fundamental desde
un punto de vista epistemologico y didactico, pues se refiere a “toda actuacion
o manifestacién (linglistica o no) realizada por alguien para resolver proble-
mas matematicos, comunicar a otros la solucion, validar Ia solucion y genera-
lizarla a otros contextos y problemas” (Godino, Batanero y Font, 2007, p. 127).
Estas practicas pueden ser desarrolladas por una persona o compartidas por
una institucion. El sistema de practicas operativas y discursivas que realiza una
persona para resolver un determinado campo de problemas (del cual emerge
el objeto matematico en cuestién), constituye el significado personal de dicho
objeto matematico. Si el sistema de practicas es realizado por una institucion
(conjunto de personas inmersas en una misma clase de situaciones-proble-
mas), éste constituira el significado institucional de dicho objeto (Godino y
Batanero, 1994).

Con relacién a los significados institucionales, el EOS propone los siguientes
tipos: a) implementado, sistema de practicas efectivamente implementadas por el
docente; b) evaluado, subsistema de practicas que utiliza el docente para evaluar
los aprendizajes; ) pretendido, sistema de practicas incluidas en la planificacion
del proceso ensenanza-aprendizaje; y d) referencial, sistema de practicas que se
usa como referencia para elaborar el significado pretendido (por ejemplo, las
descritas en el curriculo). De acuerdo con Pino-Fan, Castro, Godino y Font (2013,
p. 147), “en una institucion de ensefanza concreta este significado de referencia
sera una parte del significado holistico del objeto matematico”. Asimismo, el EOS

72 EDUCACION MATEMATICA, VOL. 32, NUM. 2, AGOSTO DE 2020



Practicas evaluativas y significados evaluados por profesores del bachillerato mexicano..

también propone considerar los siguientes tipos de significados personales: a) glo-
bal, la totalidad del sistema de practicas personales que es capaz de manifestar
el sujeto relativas a un objeto matematico; b) declarado, practicas efectivamente
expresadas a proposito de las pruebas de evaluacion propuestas, incluyendo tanto
las correctas como las incorrectas desde el punto de vista institucional; ) logrado,
practicas manifestadas conforme a las pautas institucionales.

Este enfoque teorico considera a los objetos matematicos como entidades
intervinientes y emergentes de los sistemas de practicas realizadas al resolver
un campo de problemas (Godino y Batanero, 1994). En ese sentido, cuando un
individuo ejecuta una practica matematica, activa un conglomerado formado
por seis tipos de objetos matematicos primarios (situaciones-problemas, lengua-
jes, conceptos, proposiciones, procedimientos y argumentos), los cuales confor-
man una configuracion ontosemiotica (Godino, Batanero y Font, 2007; Pino-Fan,
Godino y Font, 2015). Esta configuracion ontosemidtica puede verse desde una
perspectiva epistémica (si la configuracion estd asociada a las practicas mate-
maticas desarrolladas por una institucion o representante de la misma) o cog-
nitiva (si la configuracion estad asociada a las practicas matematicas desarrollada
por un estudiante a propdésito de la solucion de un problema).

Tal como sefala Pino-Fan (2014, p. 347), “el modelo ontologico y epistemo-
logico propuesto por el EOS revela la complejidad inherente a los significados
(conocimientos) institucionales y personales que se ponen en juego en la ense-
nanza y aprendizaje de las matematicas’. En este sentido, en cierta forma, el
objetivo de los profesores en un proceso de ensefanza-aprendizaje deberia ser
el cautelar: que las configuraciones cognitivas (que movilizan los estudiantes
en sus practicas matematicas) se adapten progresivamente a las configuraciones
epistémicas (que moviliza el profesor en su practica de ensenanza). Consecuen-
temente, se puede decir que en el EOS se entiende la evaluacion desde un punto
de vista formativo y, que refiere al proceso de observacion sistematica del pro-
greso cognitivo de los estudiantes. En este sentido, aunque actualmente en el
EOS no se tiene una definicion explicita sobre lo que significa la evaluacion,
para efectos de este estudio entenderemos que la evaluacion refiere al proceso
de negociacion de significados (de un objeto matematico) que realiza el profesor
con sus estudiantes y, cuyo objetivo fundamental es lograr un acoplamiento
progresivo entre las configuraciones ontosemioticas cognitivas que ponen en
juego los estudiantes en sus practicas matematicas y las configuraciones onto-
semioticas epistémicas que pone en juego el profesor en su practica de planifi-
cacion e implementacion (significados pretendidos e implementados).
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En este estudio se asumio6 la posible presencia de practicas evaluativas en
dos direcciones: durante el proceso (evaluacion formativa), y al cierre del proceso
(sumativa). La evaluacion sumativa se entenderd en términos de lo sefalado
por Casanova (2007), como el tipo de evaluaciéon que orienta a verificar el cum-
plimiento de los objetivos y estandares previamente determinados en el progra-
ma, lo que permite, ademas, cumplir con la funcion de control y acreditacion del
aprendizaje. Casanova (2007) describe que la evaluacién formativa cumple una
funcion reguladora de los procesos de ensenfanza y de aprendizaje, lo cual
permite llevar a cabo ajustes y adaptaciones progresivas durante el curso porque
se centra, mas que en los resultados del aprendizaje, en los procesos que se ponen
en juego para el logro de tales resultados. Asi también, la evaluacion formativa
requiere que el profesory el estudiante manifiesten una comprensién compartida
de los objetivos del aprendizaje (Shepard, 2000; Stiggins, 2001).

Para el analisis de los procesos instruccionales se utilizaron las nociones de
configuracion ontosemidtica epistémicay trayectoria epistémica (Godino, Contreras
y Font, 2006). En cada caso identificando la red de objetos que intervienen y
emergen de los sistemas de practicas institucionales, esto es, como van aparecien-
do y relacionandose estos objetos matematicos primarios. El conjunto de configu-
raciones epistémicas, secuenciadas en el tiempo didactico, conforma la trayectoria
epistémica. Otra herramienta teoérico-metodolégica del EQS que fue clave para
sustentar la investigacion, fue la nocion de trayectoria docente, entendida como
la secuencia de actividades que va efectuando el profesor durante un proceso de
ensenanza-aprendizaje. El segmento de la trayectoria docente, referida al accionar
del docente tanto antes como durante y después de conducir un proceso de
ensenanza-aprendizaje, alrededor de una situacion-problema, se denomina con-
figuracién docente (Godino, Contreras y Font, 2006). En dichas trayectorias es
posible clasificar cada una de las acciones docentes seguin su funcién, es decir:
planificacion, motivacion, asignacion, regulacion, evaluacion e investigacion.

3. METODOLOGIA

El estudio se realizo bajo el paradigma de investigacion cualitativa (Sandin, 2003).
Esta metodologia permiti6 realizar “descripciones detalladas de situaciones, even-
tos, personas, interacciones y comportamientos que son observables, incorporando
la voz de los participantes, sus experiencias, actitudes, creencias, pensamientos y
reflexiones tal y como son expresados por ellos mismos” (Ibid, p. 20).
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La investigacion se llevd a cabo en dos grandes etapas, cada una de las
cuales siguio una estrategia metodologica integrada por diferentes fases. En la
primera, se empleo la revision documental de programas de asignatura y docu-
mentos oficiales, complementarios a dichos programas, en los cuales se esta-
blecen lineamientos para el tratamiento y la evaluacion del aprendizaje del tema
matematico bajo estudio. En la segunda, mediante un estudio de caso (Sandin,
2003), se analizaron los sistemas de practicas que dos profesores en un periodo
de ocho a nueve sesiones (tiempo dedicado al tema de las ecuaciones lineales)
pusieron de manifiesto antes y durante el desarrollo del tema en el salon de
clases, asi como en sus planeaciones didacticas, materiales de apoyo e instru-
mentos de evaluacion utilizados.

Se realizd una seleccion de maestros a partir de un proceso de indagacién
basado en la aplicacion de cuestionarios, dirigidos a un conjunto de profesores
de algebra en activo del estado de Sonora, México. Interesaba conocer su
formacion didactico-disciplinar, su experiencia docente, sus practicas e instru-
mentos habituales de evaluacién, asi como el impacto de la reforma curricular
vigente en su practica. De este conjunto, se eligieron dos profesores, cada uno
de los cuales era perteneciente a uno de los dos subsistemas de bachillerato
con mayor cobertura en México (bachillerato general y tecnolégico), segun la
Subsecretaria de Educacion Media Superior (SEMS, 2016). Los profesores seran
identificados como “profesor A" (asociado al bachillerato tecnolégico), y “pro-
fesor B” (asociado al bachillerato general).

Las técnicas empleadas para la recoleccion de datos fueron la entrevista y
la observacion no participante de la actividad docente de los profesores. Ademas,
se requirieron instrumentos para el registro de la informacion, tales como cua-
dros sinopticos, cuestionarios, guion para la entrevista semiestructurada y un
formato para el registro de lo observado; éstos fueron disenados de acuerdo a
los constructos tedricos del EOS. La Tabla 1 presenta un resumen de las acciones
metodoldgicas e instrumentos de investigacion antes mencionados.
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Tabla 1. Acciones e instrumentos de investigacion y su relacién con el marco tedrico del EOS.

Propésitos del analisis ontosemiotico de la informacion

Con este analisis se

Instrumento - .
generada por el instrumento construyo
Identificar el sistema de practicas promovido para las
ecuaciones lineales desde los programas oficiales de al- I
bra de dos subsistemas del bachillerato mexi oignificado
gebra de dos subsistemas del bachillerato mexicano. pretendido por el
Identificar las practicas docentes e instrumentos promovi- CU”'C}J'O del
dos en los programas de materia y documentos oficiales bachillerato
(complementarios al programa) de dos subsistemas de mexicano
Cuadro . ) o (Referencial)
sinéptico bachillerato, con respecto a la evaluacion del aprendizaje
de la nocién de ecuacion lineal.
Identificar los sistemas de practicas pretendidos con res-
pecto a las ecuaciones lineales en los materiales de apo-
yo (libros de texto disefiados) para desarrollar el curso y
en las plgneaaones didacticas elaboradas por los sujetos Significado
de estudio. pretendido por los
o Identificar a través del discurso de los sujetos de estudio, profesores
Cuestionario y . ) ) )
quion de las practicas pretendidas para el abordaje de las ecuacio-
entrevista nes ||ne,a|§s y !a gvaluaaon de su aprendizaje. Esto previo
a su practica aulica.
Construir y analizar las trayectorias epistémicas y docen-
tes evidenciadas durante la practica operativa de los pro- Significado

Protocolo de
observacion

fesores, a partir del proceso de observacion llevado a cabo
en sus aulas.

implementado

Identificar los sistemas de practicas puestas de manifiesto
por los profesores al evaluar los aprendizajes de la nocion
de ecuacion lineal en el bachillerato; colecciéon de tareas
0 cuestiones que incluye en las pruebas de evaluacion y
pautas de observacion de los aprendizajes, asi como de
los instrumentos o materiales utilizados.

Significado evaluado

A continuacion, se presenta el analisis de la informacion generada en cada una
de las fases de la investigacion, con lo cual se lograron caracterizar los signifi-
cados institucionales de la nocion de ecuacion lineal.
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4. SIGNIFICADOS DE REFERENCIA DE LA ECUACION LINEAL

En esta seccion se describe la caracterizacion realizada sobre los significados de
referencia de la nocion de ecuacion lineal: a) significado holistico, a partir de un
estudio de tipo historico-documental y; b) significado pretendido por el curriculo,
a partir del analisis de los programas de estudio y propuestas oficiales.

4.1. SIGNIFICADO HOLISTICO DE REFERENCIA DE LA ECUACION LINEAL

Considerando el interés por determinar cuales son los significados pretendidos,
implementados y efectivamente evaluados por los profesores respecto de la
ecuacion lineal, fue necesario identificar y establecer (al menos de manera
general) cuales son los significados que ha ido adquiriendo dicha nocién a lo
largo de la historia; es decir, sus usos y las diversas formas de ver y de entender
a la ecuacion lineal con el paso del tiempo.

Dichos significados pueden considerarse como un acercamiento al signifi-
cado global de referencia de dicho objeto matematico. De acuerdo con Pino-Fan,
Godino y Font (2011):

El significado global de referencia se define a partir de dos nociones: significado
global (también denominado significado holistico u holosignificado, comprende los
diferentes significados parciales de un objeto matematico) y significado de referencia
(entendido como los sistemas de practicas que se usan como referencia para ela-
borar los significados que se pretenden incluir en un proceso de estudio). (p. 147)

La revision de trabajos de caracter historico-epistemoldgico del algebra, y en
particular sobre la nocion de ecuacion lineal, permitio determinar siete signifi-
cados parciales como propuesta del significado global de referencia para esta
nocién matematica. Se presentan de forma sucinta, y tienen el propésito de hacer
contrastes entre los significados pretendidos por el curriculo, y el pretendido,
implementado y evaluado por los profesores, para asi poder establecer algunas
conclusiones al respecto:

La ecuacion lineal como medio para la deduccion de valores desconocidos.
Esta acepcién tiene origen desde las matematicas babilonias (2000 a.C-600 a.C),
donde a través de tablillas de barro y con los egipcios (2000 a.C-1800 a.C) en sus
papiros, quedaron registrados problemas que tratan de la busqueda de valores
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o cantidades desconocidas sobre situaciones de comercio, herencias, division de
propiedades, peso de las cosas, etc, resueltas por el ‘método de la falsa posicion”
(Guelli, 1989).

La ecuacion lineal como representacion de la relacion entre magnitudes
geométricas. Esta acepcion fue considerada por las aportaciones de los griegos
(300 a.C-300 d.C), quienes desarrollaron estudios y manipulaciones sobre el
uso de las ecuaciones lineales en situaciones relacionadas con la geometria y
la medicion de magnitudes, formas y segmentos (Dalcin y Olave, 2007), asi como
para construir templos (Boyer, 1968).

La ecuacion lineal como relacion de proporcionalidad. Esta acepcién de
ecuacion lineal se considerd debido a que, por ejemplo, en el Papiro de Rhind
(s. XVl a.C) se encontraron problemas referentes a intercambios de mercancias
o0 repartos proporcionales. También aparecen estos tipos de problemas en textos
chinos del siglo Il a.C. (Cullen, 2007), y en textos hindues (Patwardan et al, 2001).

La ecuacion lineal como modelo lineal. Diofanto marcé la modelacion de
problemas practicos a través de ecuaciones de dificil deduccion, mostrando sus
soluciones. Una de sus caracteristicas fue dar Unica solucion a las ecuaciones,
lo que se explica debido a que ¢l buscaba resolver los problemas, no las ecua-
ciones planteadas. Las soluciones eran nimeros racionales exactos y positivos,
a diferencia de los babilonicos que aceptaban aproximaciones irracionales como
soluciones a las ecuaciones (Puig, 2006).

La ecuacion lineal como la recta en su representacion grdfica. Desde la
antigliedad, el estudio de las ecuaciones lineales presentd una fuerte relacion
con situaciones graficas y geomeétricas, siendo habitual que a una letra se le
designara para representar una magnitud o un objeto, un punto o una recta
(Bashmakova y Smirnova, 2000). Los trabajos desarrollados por Viete, Fermat y
Descartes, con base en los Elementos de Euclides, presentaron cdlculos y cons-
trucciones geomeétricas, asi como argumentos involucrando a las ecuaciones
lineales (Millan, 2004). Ademas, segun Gulikers y Blom (2001), a idea de linea
recta es uno de los conceptos de la geometria que fueron estudiados con mayor
profundidad por los griegos.

La ecuacion lineal como relacion funcional. Esta acepcion se considerd ya
que Collete (1998) expresa que la representacion analitica de la recta es deno-
minada funcion lineal. Asi también Smith y Col (2001) expresan que una funcion
lineal es una cuyo dominio son todos los nimeros reales, cuyo codominio
también todos los niimeros reales, y cuya expresion analitica es un polinomio
de primer grado. La funcion lineal se define por la ecuacion f(x) = mx + b (o
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y =mx + b) llamada ecuacion candnica. Mencionan que una funcion es una
relacion entre dos magnitudes o variables numéricas, x e y, donde a cada valor
de x le corresponde un unico valor de y.

La ecuacion lineal como expresion analitica. Esta ultima acepcion se deter-
mind con base en el comienzo de una llamada “verdadera teoria de ecuaciones’,
la cual se atribuye generalmente a Viéte (Ribnikov, 1987). Posteriormente, Euler
llam¢ al algebra teoria de los “calculos con cantidades de distintas clases’, donde
los conceptos y procedimientos estaban en funcion de calculos con numeros
racionales enteros, fracciones ordinarias, raices cuadradas y cubicas, progresio-
nes y todo tipo de ecuaciones. Seguin Smith (2001), una de las formas represen-
tativas actuales de una ecuacion lineal, es la expresion ax + b = ¢, donde a,b
yc €R cona#0.

Los siete significados parciales expuestos aqui seran retomados en las
siguientes secciones, pues permitieron realizar los contrastes pertinentes en
los andlisis de significados movilizados por los profesores, tal como se mostrard
mas adelante.

4.2. SIGNIFICADO PRETENDIDO POR EL CURRICULO DE BACHILLERATO

Considerando que uno de los objetivos del estudio fue identificar y caracterizar
los sistemas de practicas promovidos para la nocion de ecuacion lineal, desde
los programas oficiales de algebra, en dos subsistemas del bachillerato mexicano
—tecnologico y general-, se selecciono al programa oficial del curso como base
del significado curricular, ya que segun Ibarra (2008), éste contiene la posicion
institucional de un centro de ensenanza, es el documento que se entrega a un
profesor cuando se le asigna la tarea de impartir un curso, y contiene la infor-
macion de los qué, como, en cuanto tiempo, para qué, por qué, etcétera.

Otras fuentes consideradas fueron los documentos oficiales, lineamientos y
acuerdos secretariales, que han sido publicados para apuntalar el enfoque de
EBC. Dichos documentos fueron seleccionados puesto que, ademas de ser repre-
sentativos para los diferentes subsistemas de EMS, en ellos se establecen suge-
rencias y consideraciones sobre la manera en la que los profesores deben llevar
a cabo el proceso de evaluacion del aprendizaje en sus aulas, incluyendo el uso
de diferentes instrumentos para efectuar esta tarea.
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4.3 SIGNIFICADO PRETENDIDO POR EL BACHILLERATO TECNOLOGICO

La construccion de este significado requirié del analisis de los siguientes docu-
mentos: 1) Programa oficial del curso de Algebra (SEMS, 2013), Unidad 2 “Desa-
rrolla productos notables y viceversa (factorizacion). Utiliza las propiedades de
la igualdad en la resolucion de problemas cotidianos que generen ecuaciones
de primer grado con una incognita” (p. 16); 2) ACUERDO numero 8/CD/2009 del
Comité Directivo del Sistema Nacional de Bachillerato. Orientaciones sobre la
evaluacion del aprendizaje bajo un enfoque de competencias (SNB, 2009, p. 2);
3) Acuerdo Secretarial 653 (SEP, 2013) por el que se establece el Plan de Estudios
del Bachillerato Tecnologico.

El primer significado identificado en el programa oficial del curso de Algebra
para este tipo de bachillerato fue el de ecuacion lineal como expresién analitica,
pues se declara que el profesor inicie con la presentacion del concepto de
ecuacion, a través de la asociacion entre el concepto de igualdad y expresion
algebraica, formando con ello el concepto de ‘igualdad algebraica” con el cual
se formaliza el concepto de ecuacion. Se prescribe que también se identifiquen
los elementos que componen a una ecuacion (como el signo igual, incognita
y/0 variable, miembros, términos, asi como el grado absoluto de la ecuacion),
para con ellos establecer el concepto de ecuacion lineal.

L.a acepcion de ecuacion como expresion analitica se mantiene vigente, pues
el programa declara que dentro de los sistemas de practicas que se deben
promover esta el uso de las propiedades de la igualdad para resolver situacio-
nes-problema en contextos que sean familiares y atractivos para los estudiantes.
Se promueve la construccion de modelos lineales que permitan representar la
situacién-problemay, a su vez, llegar a la solucion de ésta; con ello se considera
la presencia de la acepcion de ecuacion lineal como modelo lineal.

Nuevamente la acepcion de ecuacion lineal como expresion analitica se
pone de manifiesto cuando, en relacion con las propiedades de la igualdad,
también se prescribe que sean utilizadas para promover los despejes entre
variables. Para la conclusion del tema se prescribe el planteamiento de situacio-
nes-problema también en contexto intra-matematico, a través de los cuales se
promueva la resolucién y evaluacion de ecuaciones lineales de dos incégnitas,
para asi terminar con la construccion de gréficas. En ese sentido, se muestran
indicios de la promocién de las acepciones de ecuacion lineal como relacion
funcional y el de la recta como su representacion grdfica. Para esta Ultima
acepcion se sugiere la promocion de técnicas para llevar a cabo dichas
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construcciones, partiendo de la ecuacion en su forma analitica, después tabular
y finalmente graficar, a través de una serie de puntos.

Respecto a la propuesta institucional para la evaluacion del aprendizaje
de las ecuaciones lineales, fue posible identificar que las practicas promovidas
se centran en verificar la resolucion correcta de las situaciones-problema,
principalmente en contexto intra-matematico, asi como en el cumplimiento
y participacion dentro de las tareas matematicas planteadas. Ademas, se reco-
mienda llevar a cabo tres tipos de evaluacion: autoevaluacion, coevaluacion y
heteroevaluacion. Los instrumentos que se sugieren para ello son cuestionarios, listas
de cotejo, pruebas escritas, guias de observacion, cuadros comparativos, matriz de
clasificacion, registro de competencias, rubricas y escala de valores.

4.4 SIGNIFICADO PRETENDIDO POR EL BACHILLERATO GENERAL

Para la construccion de este significado, se consideraron los siguientes docu-
mentos: 1) Programa oficial del curso de Matematicas 1 (DGB, 2014), Bloque VI:
‘Resuelves Ecuaciones Lineales I" (p. 33-36); 2) ACUERDO numero 8/CD/2009
del Comité Directivo del Sistema Nacional de Bachillerato. Orientaciones sobre
la evaluacion del aprendizaje bajo un enfoque de competencias (SNB, 2009) y
Lineamientos de evaluacion del aprendizaje en la educacion media superior
(DGB, 2011, p. 9-11).

En el programa oficial se identifico la presencia de la acepcion de ecuacion
lineal como expresion analitica, a través de un sistema de practicas en el que
se promueve que el profesor de a conocer de forma breve las caracteristicas y
propiedades de las ecuaciones lineales, asi como los conceptos y definiciones
asociados a esta nocion. Posteriormente se sugiere continuar con la presentacion
de las diferentes técnicas y/o procedimientos que seran promovidos para el
proceso de resolucion de las ecuaciones lineales planteadas.

Asimismo, la acepcion de ecuacién lineal como relacion funcional se exhibe
cuando se plantea que es necesario que el profesor lleve a cabo acciones que
permitan describir e identificar cual es el comportamiento que tienen las varia-
bles y las soluciones obtenidas al resolver problemas sobre ecuaciones y/o
funciones lineales en situaciones-problema en contexto intra-matematico. El
lenguaje predominante es el algebraico, tanto para llevar a cabo los procedi-
mientos de resolucion, como para la comprobacion y validacion de las soluciones
obtenidas. Sin embargo, también se hace explicita la sugerencia de promover
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los lenguajes de tipo numeérico, tabulary grafico para la representacion de fun-
ciones lineales.

Por otra parte, se sugieren técnicas para la resolucion de situaciones-pro-
blema que pueden llegar a ser modeladas por medio de una ecuacion lineal.
El programa de estudios propone algunos contextos extra-matematicos, tales
como mezclas, movimiento rectilineo uniforme, palancas, entre otros. En ese
sentido, la acepciéon de ecuacién lineal como modelo lineal también es pro-
movida. Se prescribe también que el profesor incentive la construccién de
graficas mediante procedimientos tales como analisis de la recta y sus inter-
secciones con los ejes, pendiente-ordenada al origen y tabulacion, con lo cual
se identifica el interés en que aparezca el significado de ecuacion lineal como
la recta en su representacion grdfica, usandola ademas para comprobar e
interpretar las soluciones obtenidas.

También se identifico la presencia de la acepcion de ecuacion lineal como
representacion de la relacion entre magnitudes geométricas, ya que otro de
los aspectos que se plantean en el curriculo, pone de manifiesto que el sistema
de practicas del profesor debe estar orientado a la construccion e interpre-
tacion de la ecuacion y/o funcion lineal, mediante el desarrollo de procedi-
mientos aritméticos, algebraicos, geométricos y variacionales. Para ello, el
curriculo sugiere que también se promueva la comprension y analisis de
situaciones-problema en contexto extra-matematico, que estén asociadas con
el entorno del estudiante.

En cuanto a la propuesta institucional del bachillerato general para la eva-
luacion del aprendizaje de las ecuaciones lineales, se indica el planteamiento
de situaciones-problema en las que se valore el progreso del estudiante a
través de practicas que pongan en juego los diferentes objetos matematicos
primarios, asi como el desarrollo de competencias tanto genéricas como disci-
plinares. Algunas de las acciones o procesos que son promovidos y suscep-
tibles de ser evaluados, son la resolucion de problemas, la interpretacion y
validacion de soluciones obtenidas, la argumentacion de los procedimientos
realizados y soluciones obtenidas, el manejo y diseno de tablas y graficos, la
modelacion de situaciones-problema que involucren el uso de ecuaciones
lineales y el manejo de diferentes lenguajes y sus diversos tipos de represen-
tacion. Los instrumentos sugeridos para ello son: listas de cotejo, escalas de
clasificacién, problemarios resueltos y portafolios de evidencias.
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5. SIGNIFICADOS DE LA ECUACION LINEAL PRETENDIDOS POR LOS
PROFESORES

El significado pretendido por los profesores, de acuerdo con el EOS, se confor-
ma por el sistema de practicas operativas y discursivas que ponen en juego
en la planificacion de sus clases, tomando como base un significado de refe-
rencia (en este caso el pretendido por el curriculo oficial). Para los fines de
esta investigacion, fue necesario caracterizar el significado pretendido por cada
profesor, ya que las situaciones y los contextos en los cuales planifican sus clases
son distintos. A continuacion se describen los analisis sobre los significados
pretendidos por los profesores A (bachillerato tecnologico) y B (bachillerato
general). Cabe senalar que ademas de sus planificaciones, para complementar
dicha caracterizacion se disenaron e implementaron un cuestionario y una
entrevista semiestructurada.

5.1. SIGNIFICADOS PRETENDIDOS POR EL PROFESOR A

En los hechos el profesor A no desarrollé una planeacion didactica del curso,
expresando que se guia totalmente por lo que el libro de texto establece, ya que
acostumbra abordar las situaciones problema tal y como se sugieren, asignando
el mismo tiempo a cada unidad tematica independientemente de los contenidos
que se aborden. Ademas, argumento la necesidad de trabajar asi para que
los estudiantes se preparen para el examen final, el cual es centralizado (un
Unico examen aplicado a todos los estudiantes de la institucion). No obstante,
manifesto la necesidad de aplicar un examen al término de cada tema, esto con
el fin de valorar el aprendizaje de sus estudiantes y poder cumplir con el reque-
rimiento institucional (entrega de calificaciones).

A partir del analisis ontosemidtico se identificé un interés prioritario en pro-
mover el significado de ecuacion lineal como expresion analitica, pues a traves
de esta acepcion se gestionan los elementos que componen a la ecuacion lineal,
asi como las técnicas de resolucion dentro del mismo lenguaje algebraico. Otro
de los significados presentes fue el de la ecuacion como modelo lineal, al detec-
tar que la mayoria de los problemas propuestos en el texto ya presentan el
modelo algebraico con el cual es obtenida su solucion.

El profesor A senald que promueve la construccion de graficas, partiendo
de expresiones analiticas, es decir, ecuaciones lineales de dos variables donde
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se recurre a la graficacion a través de una serie de puntos previamente calcu-
lados y colocados en un registro tabular. Este hecho confirma que se abordan
de una manera muy incipiente las acepciones de la ecuacion lineal como la
recta en su representacion grdfica y como relacion funcional. Asimismo, se
advierte que tiene planificado que, después de promover los aspectos graficos
relacionados con la ecuacion lineal de dos variables, se retomen nuevamente
las situaciones-problema en contexto intra-matematico para reafirmar las técni-
cas de resolucion de las ecuaciones lineales en su expresion analitica.

Complementario a esto, se encontré que dentro del libro de texto se establece
una evaluacion del aprendizaje a través de rubricas que se centran en ponderar
el interés y la actitud del estudiante, la cantidad de ejercicios resueltos correcta-
mente y el nivel de cumplimiento en la entrega de tareas. A pesar de que se
contempla una evaluacion diagnéstica y una ficha de autoevaluacion que plan-
tea la reproduccion de algoritmos, todos estos recursos se alejan de una eva-
luacion de tipo formativa. No obstante, a partir de sus respuestas en la entrevista,
se logro identificar que concibe a la evaluacion del aprendizaje como una accion
temporal, al final del proceso de ensenanza; lo cual le marca la pauta para
valorar el dominio de las habilidades y conocimientos (significado) que los
estudiantes tienen del objeto. Manifestd que esto es llevado a cabo a través de
ciertos registros, pero sobre todo por medio del examen donde se solicita la
reproduccion de procedimientos y definiciones.

5.2. SIGNIFICADOS PRETENDIDOS POR EL PROFESOR B

Para la determinacion del significado pretendido por el profesor, se analizo el
formato de planeacion que proporcioné, con el fragmento correspondiente al
tema de las ecuaciones lineales. Una vez realizado el analisis ontosemiotico, se
identifico la promocion del significado de ecuacion lineal como expresion ana-
litica, debido al interés mostrado por la exploracion de técnicas para su solucion
y la formalizacion de su definicion. Posteriormente surgio la acepciéon de ecua-
cion lineal como modelo lineal pues a través de ella se planificé el planteamien-
to de situaciones-problema que pueden ser modeladas y resueltas a través de
una ecuacion lineal, independientemente del tipo de coeficientes.

Ademas, se logré identificar la presencia de situaciones-problema en contextos
extra-matematicos, a través de los cuales se construye el significado de ecuacion
lineal como relacion de proporcionalidad, pues dichas situaciones se planificaron
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con el fin de impulsar en los estudiantes la identificacion de la relacién existente
entre la ecuacion y la funcion lineal.

En relacion con la evaluacion del aprendizaje, los instrumentos que se sugie-
ren son listas de cotejo, problemarios resueltos y portafolios de evidencias; se
pretenden evaluaciones diagnostica, sumativa, formativa, autoevaluacion y coe-
valuacion. En su discurso el profesor externo que se enfoca en la “identificacion
de logros de aprendizaje y deteccion de dificultades presentes al trabajar con el
objeto’, enfocandose en ‘encaminar a sus estudiantes hacia la construcciéon de
un significado mas completo del objeto a través de la validacion de sus acciones
y retroalimentacion constante’.

6. SIGNIFICADOS IMPLEMENTADOS POR LOS PROFESORES

De acuerdo con el EOS, el significado implementado refiere al sistema de prac-
ticas efectivamente manifestadas por el docente, durante un proceso de instruc-
cién (Godino et al, 2009); esto es, lo que en realidad hizo y dijo el profesor en
el aula al abordar un tema matematico, en su caracter de representante de la
institucion.

6.1. SIGNIFICADOS IMPLEMENTADOS POR EL PROFESOR A

El profesor A abord6 el tema de las ecuaciones lineales en un periodo de 9
sesiones de 45 minutos cada una. Sin embargo, el tiempo efectivo fluctuaba
entre 30 y 42 minutos por sesion, situacion que lo obligo a trabajar a “‘marchas
forzadas” para poder cubrir lo que el libro de texto establece.

Inicialmente fue posible identificar su interés por resaltar la importancia
del tema, y con ello mostrar la aplicabilidad de las técnicas algebraicas y de
algunos conceptos involucrados, lo cual dio paso a la acepcion de ecuacion
lineal como expresion analitica. Dado que mencioné constantemente que las
ecuaciones lineales tenian diversas aplicaciones en la vida diaria, el profesor
expreso a los estudiantes que resolverian durante las sesiones algunas situa-
ciones que les resultarian familiares. En ese sentido, el planteamiento de situa-
ciones-problema en contextos extra-matematicos sencillos como el manejo de
dinero, calculo de edades, ventas, etc, permitio introducir la acepcion de ecuacion
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lineal como modelo lineal en la resolucion de situaciones-problema en contextos
intra-matematicos.

La ecuacién lineal como relacion funcional y como la recta en su represen-
tacién grdfica, aparecieron vagamente en una de las situaciones-problema suge-
ridas por el texto y retomada por el profesor. En dicha situacion se llevaron a
cabo los procesos necesarios para su resolucion y no se hicieron explicitos en
ningun momento los conceptos de funcion, pendiente, variables, etc, asi que los
estudiantes se quedaron con la idea de que se trataba Unicamente de una
ecuacion lineal con dos incognitas, la cual les permitia obtener pares ordenados
que podian ser localizados en el plano cartesiano. Al final de las sesiones 'y
dado que no se llevaba un control de las clases, se retom¢ la acepcion de
ecuacion lineal como expresion analitica para resolver problemas sobre despejes
de variables, y la acepcion de ecuacion lineal como modelo lineal para resolver
un problema extra-matematico.

6.2. SIGNIFICADOS IMPLEMENTADOS POR EL PROFESOR B

El profesor B desarrollé el tema de las ecuaciones lineales en un periodo de 8
sesiones de 50 minutos cada una. Se podria decir que abordé el tema en el
tiempo programado dentro de la planeacion del bachillerato general. Asimismo,
se dio a la tarea de llevar a cabo algunas acciones que le permitieran identificar
los conocimientos previos de sus estudiantes, incorporando ademas algunos
temas matematicos que no estaban contemplados en su significado de referen-
cia (programa oficial de materia).

El profesor promovié al inicio las acepciones de ecuaciéon lineal como
medio para la deduccion de valores desconocidosy como expresion analitica.
Recurrio, aunque de manera muy pobre, a la acepcién de ecuacion lineal
como representacion de la relacion entre magnitudes geométricas. Durante
el resto de las sesiones, optdé por promover inicialmente la acepcion de
ecuacion lineal como expresion analitica con el fin de formalizar y demostrar,
a través de su discurso, los elementos que componen una ecuacion. Poste-
riormente se llevd a cabo una presentacion de conceptos y antecedentes
historicos del tema, concluyendo con la acepcion de ecuacion lineal como
modelo lineal para resolver el problema del misterio de la edad de Diofanto.
A partir de ese momento la acepcion como modelo lineal recobro6 fuerza en
el resto de las situaciones-problema planteadas.
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Ademas de promover la modelacion, se plantearon situaciones-problemas
asociadas con el tema de proporcionalidad directa. En ese sentido se resolvie-
ron problemas que permitieron formalizar algunos conceptos como constante
de proporcionalidad y variable; se insistié en el uso de los lenguajes tabular
y grafico, y con ello se institucionalizaron los conceptos de funcion, variable
dependiente e independiente, asi como algunos aspectos graficos como recta
y pendiente; ademas de impulsar procesos de generalizacion a través de una
expresion algebraica, 1a cual era llamada “férmula”.

7. SIGNIFICADOS EVALUADOS POR LOS PROFESORES

En el EQS, el significado evaluado alude al subsistema de practicas que utiliza
el docente para evaluar los aprendizajes matematicos durante el proceso de
instruccion (Godino et al, 2009). En ese sentido, la tarea consistio en identificar
y caracterizar las practicas puestas en juego por los dos profesores, al evaluar
los aprendizajes sobre la nocién de ecuacion lineal, analizando también los
instrumentos utilizados durante la implementacion de dichas practicas evalua-
tivas, asi como los significados evaluados de la nocion de ecuacion lineal.

7.1. PRACTICAS, INSTRUMENTOS Y SIGNIFICADOS EVALUADOS POR EL PROFESOR A

Inicialmente fue posible identificar su interés en dar cumplimiento tanto a las
propuestas sugeridas y pretendidas por su institucion, es decir, aplicar el exa-
men diagndstico y la ficha de autoevaluacion, ambos propuestos por el libro
de texto; asi como preparar a los estudiantes para el dia de la aplicacion del
examen, resolviendo y estudiando las situaciones-problema planteadas por el
mismo texto. Durante las sesiones, las practicas evaluativas del profesor A se
centraban en realizar constantes cuestionamientos a los estudiantes sobre las
propuestas de procedimientos de resolucion de una ecuacion, las soluciones
obtenidas y sobre los argumentos necesarios para justificar tales resultados.
Frecuentemente se cuestiono a los estudiantes sobre conceptos y procedimien-
tos que habian estudiado con anterioridad, todo esto con el fin de verificar si
habian sido “‘comprendidos’.

Durante las sesiones de clase, el profesor identifico dificultades manifestadas
por los estudiantes al abordar las situaciones-problema planteadas. Casi siempre,
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cuando se presentaba una situacion de ese tipo, el profesor iniciaba una discu-
sion grupal buscando, mediante interrogantes, evidenciar los errores, y con ello
aclarar las dudas que llegaban a externar los estudiantes. No siempre los resul-
tados de las discusiones fueron favorables, lo cual ocasionaba que el profesor
se desesperara y terminara resolviendo los problemas, construyendo los modelos
o diciendo él mismo la solucion, argumentando siempre que “‘no era nada com-
plejo” y asignando tareas para promover su reproduccion.

A pesar de que implementd el examen diagnostico y llevaba un registro diario
sobre las conductas de los estudiantes, el profesor tenia claro que la evaluacion
se realizaria al final del proceso de instruccion mediante la aplicacion de un
examen final (evaluacion sumativa) disenado por él mismo, tomando como base
las situaciones-problema del texto. De acuerdo con las practicas implementadas
y promovidas por este profesor, es posible concluir que el significado evaluado
sobre la nocién de ecuacion lineal, se centro en el planteamiento de situaciones
relacionadas con las acepciones de expresion analiticay modelo lineal, asi como
con el de relacién funcional.

Fue posible distinguir que dentro de las practicas del profesor A, no se
tenia el proposito de llevar a cabo acciones evaluativas a lo largo de la
instruccion, debido a que concibe a la evaluacion como una acciéon que se
realiza al final del proceso de ensefnanza. Por tal motivo, se mantuvo ausente
la retroalimentaciéon y la comunicacion de los resultados, avances y/o logros
obtenidos. El papel de los estudiantes consisti6 en demostrar, a través de las
pruebas escritas, los conocimientos adquiridos sobre la ecuacion lineal.

Correspondencia entre los significados del profesor A

Al determinar los significados curriculares se concluy6 que, a partir de lo plan-
teado por el programa del bachillerato tecnologico, los significados de la ecua-
cion lineal propuestos se centraron en las acepciones de expresion analitica,
modelo linealy la recta en su representacion grdfica. Posteriormente se concluyo
que los significados de la ecuacion lineal pretendidos por el profesor A fueron
los de modelo lineal y expresion analitica; en apartados anteriores se presento
que el significado de la ecuacion lineal implementado por el profesor A consistié
esencialmente en dos acepciones: expresion analiticay modelo lineal Finalmen-
te, en esta seccion se describio que el significado de la ecuacion lineal evaluado
por el profesor A se centré en esas dos mismas acepciones: expresion analitica
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y modelo lineal, aunque también se tuvo la presencia de la ecuacién como
relacion funcional. Asimismo, se destacé la presencia de pequenos esbozos
sobre el significado de ecuacién lineal como la recta en su representacion grd-
fica tanto en lo pretendido como en lo implementado.

La Tabla 2 que se muestra a continuacion, resume lo descrito.

Tabla 2. Correspondencia entre los significados de la ecuacion lineal por el profesor A

Significado Significado Significado Significado
Significados parciales de la &' s 8 3 8! 8
i © Pr por | Pretendido por | Impl tado | Evaluado por
nocién de ecuacién lineal 5
el curriculo el profesor por el profesor el profesor

1. Como medio parala
deduccién de valores
desconocidos

2. Como representacion de
relacion entre magnitudes
geométricas

3. Como relacién de
proporcionalidad

4. Como modelo lineal

Simbologia

5. Como la recta en su

representacién grafica Promovido

Promovido
parcialmente

6. Como relacién funcional

7. Como expresion analitica No promovido

0000006 0
000000 0
0000 0
000000 0

000

7.2. PRACTICAS, INSTRUMENTOS Y SIGNIFICADOS EVALUADOS POR EL PROFESOR B

Identificamos que las practicas de evaluacion manifestadas por el profesor B
fueron diversas y con diferentes fines. En la etapa inicial del proceso de instruc-
cion, el profesor valoro los aprendizajes previos de los estudiantes, movilizando
objetos matematicos a través de situaciones-problema en contextos intra-mate-
maticos, calculando valores desconocidos, resolviendo problemas en contextos
geomeétricos y situaciones-problemas sobre ecuaciones lineales como expresio-
nes analiticas.

Durante el desarrollo del tema evalu6 constantemente el desempeno de los
estudiantes mediante cuestionamientos dirigidos a constatar su nivel de argu-
mentacion, asi como la seguridad para verbalizar los procedimientos de reso-
lucion de los problemas planteados. A través de estas situaciones-problema, el
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profesor cuestion6 a los estudiantes y llevo a cabo procesos de retroalimenta-
cion y discusiones grupales. Las situaciones-problema estuvieron mayoritaria-
mente planteadas con el propdsito de identificar los elementos de una ecuacion
lineal y fomentar técnicas de resolucion algebraica, modelar enunciados ver-
bales, situaciones de comportamiento lineal (proporcionalidad directa) o que
son modelados a través de una funcion lineal en sus respectivas representa-
ciones tabular y grafica.

La observacion constante del trabajo individual y por equipos, permiti¢ al
profesor llevar a cabo una evaluacién con la que, al final del proceso de ins-
truccion, identifico a los estudiantes que necesitaban asesorias extra-clase. Com-
plement6 su evaluacion a través de la autoevaluacion y coevaluacion de tipo
académica y actitudinal. Finalmente, se aplico un examen escrito, el cual se
estructurd con problemas sobre ecuaciones lineales, situaciones-problema en
contextos intra y extra-matematicos relacionados con proporcionalidad y mode-
lados por funciones lineales.

Se concluye entonces que, el significado evaluado del profesor B se enfocd
prioritariamente en 5 de los significados parciales de la nocion de ecuacion
lineal (aunque se reflejo presencia de los 7): la ecuacion lineal como medio para
la deduccion de valores desconocidos, relacion de proporcionalidad, modelo
lineal, relacién funcional y expresion analitica.

Fue posible distinguir que el profesor B, desde su planificacion, contempla
varias acciones para llevar a cabo la evaluacion del aprendizaje de sus estu-
diantes; por ejemplo, en sus objetivos declar¢ la implementacion de los tres tipos
de evaluacion; diagnostica, formativa y sumativa. En el caso de la evaluacion
diagnéstica, Casanova (2007) la define como la evaluacion inicial que tiene por
objetivo proporcionar informacion acerca de los conocimientos y las habilidades
previas del sujeto. En ese sentido, el profesor implementd estos tres tipos de
evaluacién con la intencion de comunicar al estudiante su grado de avance 'y
resultados obtenidos. Ademas de esto, constantemente el profesor recurrio a la
retroalimentacion, a través de discusiones grupales guiadas. El papel de los
estudiantes durante el proceso de estudio consistio en participar activamente en
cada una de las tareas.
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Correspondencia entre los significados del profesor B

En la seccion del significado curricular, se concluyé que el programa del bachi-
llerato general promovia 5 de los 7 significados parciales de la ecuacion lineal:
representacion de la relacion entre magnitudes geométricas, modelo lineal, la
recta en su representacion grafica, como relacion funcional y expresion analitica.
En cuanto a los significados pretendidos por el profesor B, encontramos que este
profesor movilizo a la ecuacion lineal en sus acepciones de expresion analitica,
modelo lineal, relacion de proporcionalidad, relacién funcional y la recta en su
representacion grdfica. De estos cinco significados, en el discurso del profesor
solo se manifestaron cuatro de ellos, es decir, no se hizo notorio el significado
de ecuacién como la recta en su representacion grdfica. No obstante, se perci-
bieron indicios sobre el significado de ecuacion lineal como medio para la
deduccion de valores desconocidos, el cual fue parcialmente manifestado por el
profesor dentro de su planificacion.

En la seccién de significados implementados se menciond que el profesor
priorizd cuatro significados parciales para la nocion de ecuacion lineal: relacion
de proporcionalidad, modelo lineal, como relacién funcional y expresién anali-
fica, aunque los otros tres fueron gestionados parcialmente. Se expuso también
que el significado evaluado por el profesor B se enfoco prioritariamente en cinco
significados parciales: medio para la deduccion de valores desconocidos, relacion
de proporcionalidad, modelo lineal, como relacion funcional y expresiéon anali-
fica. La Tabla 3 resume la correspondencia entre los significados descritos para
el profesor B.

Resalta que, en el caso del profesor B, se present6 una alta correspondencia
entre los significados implementados y los efectivamente evaluados. Ademas, se
puede concluir que considerd, evidentemente, los significados pretendidos por
el curriculo para llevar a cabo su planeacion (significado pretendido por €l
mismo). Algo interesante después de estos contrastes fue haber identificado que
tanto el significado de ecuacién lineal como modelo lineal, relacién funcional y
como expresion analitica, fueron los Unicos tres significados que se manifestaron
tanto en el significado curricular como en los significados del profesor. Esto hace
inferir que tanto el curriculo, como la institucion, influyeron en la seleccion de
significados que se manifestaron en sus practicas.
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Tabla 3. Correspondencia entre los significados de la ecuacion lineal por el profesor B

Significado Significado Significado Significado
Significados parciales de la &' P & N & 8
i S Pr por | Pretendido por | Impl tado | Evaluado por
nocion de ecuacion lineal 5
el curriculo el profesor por el profesor el profesor

1. Como medio parala
deduccién de valores
desconocidos

2. Como representacién de
relacion entre magnitudes
geométricas

3. Como relacién de
proporcionalidad

4. Como modelo lineal

2

5. Como la recta en su

representacion grifica Promovido

Promovido
parcialmente

6. Como relacién funcional

7. Como expresién analitica No promovido

0000000
000000 ®
0000 S S
00200 S O

oco|

8. REFLEXIONES FINALES

El desarrollo de este estudio permitié recolectar evidencias sobre la manera en
la cual se concibe y se lleva a cabo la evaluacion del aprendizaje por profesores
de matematicas. En este reporte, el centro estuvo puesto sobre la evaluacion de
la nocion de ecuacion lineal, lo cual permiti¢ identificar aquellos factores que
jugaron un papel determinante en las practicas de los profesores, desde su
planeacion hasta su ejecucion (implementacion y evaluaciéon del tema).

La reconstruccion del significado holistico de referencia (propuesta de los
siete significados parciales del objeto matematico), permitié contar con un refe-
rente epistémico sobre la nocion de ecuacion lineal con el cual fue posible
caracterizar y relacionar con mayor precision tanto las practicas como los signi-
ficados puestos de manifiesto por los profesores en su labor aulica.

Considerando que este significado fue utilizado para llevar a cabo los contras-
tes respecto al significado curriculary los significados pretendidos, implementados
y evaluados por los profesores, se pudo observar, en el caso del profesor A, que
tanto el significado curricular como su propio significado pretendido fueron muy
similares, situacion que ocasion6 que los diversos significados promovidos de la
nocion matematica no se correspondieran con el significado holistico de referencia.
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Dicha situacion jugd un papel fundamental en sus practicas, bajo el argumento
imperativo de acatar lo que el curriculo y el texto le establecen, cumpliendo con
ello normativas institucionales relacionadas con el calendario escolar y con la
preparacion necesaria de los estudiantes para abordar el examen final del tema
matematico en estudio, aspectos imprescindibles para emitir un juicio sobre su
aprendizaje, el cual concret6 via una calificacion.

Con respecto a la evaluacion, el profesor A sélo considerd dos de los siete
significados parciales. Tanto en su practica operativa como discursiva, concibid
la evaluacion del aprendizaje como una accion temporal y no como un proceso
permanente. En ese sentido, recurrio a evaluacion tanto diagndéstica como suma-
tiva, pues las acciones clasificadas como evaluativas dentro de su trayectoria
docente, constataron su interés por verificar que los estudiantes adquirieran las
técnicas y las habilidades algoritmicas necesarias para resolver un problema,
asi como para verbalizar y justificar las soluciones obtenidas o la memorizacién
de algunos conceptos. En la practica del profesor no fue posible identificar que
llevara a cabo procesos de retroalimentacion o cambios de estrategia para
enfrentar una dificultad o resolver conflictos. A pesar de que se desarrollaban
discusiones grupales y cuestionamientos, el profesor optaba por la instituciona-
lizacion. Aunque en el curriculo y en el libro de texto se proponen diferentes
instrumentos de evaluacion, su uso fue muy pobre. Se destaca que el profesor
externo que el examen escrito representaba 20% de la calificacion obtenida en
la evaluacion sumativa. Argumentd que esto es asi, debido a que “ya se sabe
que los estudiantes fallan”, pero que de alguna u otra manera se debe cumplir
con el requisito institucional de aplicar una evaluacion de este tipo.

En ese sentido, la practica del profesor A carecio de espacios a través de los
cuales pudiera dar a conocer resultados, areas de oportunidad o de mejora a
sus estudiantes; no los hizo participes de alguna retroalimentacion en las tareas
asignadas o examenes aplicados; solamente les hacia saber “que las cosas no
andaban bien”, generando un ambiente de frustracion e incertidumbre en ellos.

En lo que al profesor B respecta, como se pudo observar, activd una mayor
rigueza de significados de la nocion matematica, siendo interesante haber iden-
tificado que presentd en su planificacion la inclusion de significados (pretendi-
dos) que no se encontraban declarados en el curriculo; un ejemplo fue el
significado de la ecuacion lineal como relacion de proporcionalidad, considerada
en el proceso de ensenanza-aprendizaje de dicha nocion matematica.

Respecto a la evaluacién del aprendizaje, un aspecto interesante fue que el
profesor B dio a conocer, desde el inicio del tema, los criterios y factores
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considerados en la evaluacion sumativa, tal y como se lo indicaba su planifica-
cion. Mediante la evaluacion diagnostica, el profesor logro procesos de retroali-
mentacion e institucionalizacién, respecto de los diferentes objetos matematicos
intervinientes durante el estudio de la nocion de ecuacion lineal. Durante el
proceso de instruccion, ademas de desarrollar plenarias y discusiones grupales,
asi como trabajo individual y en equipo, también complemento la evaluacion a
través de una autoevaluacion y coevaluacion de tipo académica y actitudinal,
aunque su trayectoria docente permitié evidenciar que no en todas las sesiones
desarroll6 acciones con fines puramente evaluativos.

Si bien, durante el desarrollo del tema el profesor manifesté interés en llevar
a cabo diferentes acciones relacionadas con la evaluacion del aprendizaje y
la valoracion del progreso de sus estudiantes, se identifico que al momento
de implementar la prueba escrita al final del proceso de instruccion, en su
estructura priorizé asuntos conceptuales y procedimentales, abordando pro-
blematicas en contextos puramente matematicos. Aun asi, fue muy destacable
que en su discurso externara un significado amplio respecto a la evaluacién
del aprendizaje, concibiendola como un proceso permanente, en donde sus
practicas no se limitan sélo a emitir juicios o realizar mediciones.

En términos generales el profesor implemento los diversos tipos de eva-
luacion que establecen los lineamientos del modelo curriculary el EBC en
México, ademds de que mostré interés por comunicar a sus estudiantes su
grado de avance y resultados obtenidos, asi como de fomentar la activa parti-
cipacion durante el proceso de estudio o en cada tarea asignada.

Con lo descrito hasta aqui, se logra evidenciar lo complejo que resulta para
los profesores realizar un proceso de evaluacion de tipo formativa, que se desa-
rrolle de manera permanente y efectiva, de tal forma que los estudiantes puedan
no soélo conocer sus errores o dificultades, sino que a partir de ello puedan
reconocer espacios de oportunidad para poder llegar a construir un significado
rico y solido sobre la nocion matematica que se esté estudiando. También es
posible concluir que, a pesar de que se promueve actualmente en el bachillerato
mexicano un modelo de EBC con iniciativas para modificar el significado de
evaluacion en los profesores, estos procesos de cambio requieren mucho tiempo.
Una muestra de ello es que, aunque se dispone de diferentes instrumentos, el
examen prevalece como protagonista, siendo aplicado al final del proceso de
instruccion y utilizado para emitir juicios sobre el “aprendizaje matematico” a
partir de la reproduccion de procedimientos y conceptos estudiados.
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Los factores que se identificaron como determinantes en las practicas de eva-
luacion de los profesores fueron: el significado pretendido por el curriculo nacional;
las normativas institucionales; sus propias creencias y concepciones acerca de la
evaluacion; el contexto en el que se desarrolla la clase y sus significados perso-
nales (conocimientos didactico-matematicos) sobre la nocion bajo estudio.

Finalmente se senala que una linea de investigacion susceptible de despren-
derse de este trabajo es el analisis de los significados declarados y logrados por
los estudiantes ante las practicas de los profesores, entre algunos otros aspectos
relacionados con la evaluacion del aprendizaje en matematicas.
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Professed and implicit mathematical beliefs of university
mathematics teachers
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Resumen: Las investigaciones de creencias de profesores se han centrado en
el nivel basico y en el de formacion, con una gran tendencia al uso de las
escalas Likert Por otro lado, investigaciones sobre emociones de profesores
desde las teorias de valoracion, sostienen que esas valoraciones son realizadas
en funcién de las creencias, metas, etc. de los profesores. El objetivo de nuestra
investigacion fue utilizar esta relacién entre emocion-creencia para identificar,
ademas de creencias profesadas, creencias implicitas en las valoraciones cog-
nitivas reportadas en auto-informes diarios sobre las experiencias de clase de
dos profesores de nivel superior. Identificamos dos tipos de creencias implicitas:
referidas al aprendizaje y a la gestion en el aula. Ademas, 22 creencias mate-
maticas profesadas por los profesores que organizamos en cinco categorias:
matematicas es, aprender matematicas es, para aprender matematicas se debe,
ensenar matematicas es, y para ensenar matematicas se debe. Presentamos

Fecha de recepcion: 25 de marzo de 2019. Fecha de aceptacion: 29 de mayo de 2020

! Centro de Investigacion en Matematica Educativa, Facultad de Matematicas, Universidad Autonoma de
Guerrero, antonia.inves@gmail.com, orcid.org/0000-0001-9897-7626

2 Centro de Investigacion en Matematica Educativa, Facultad de Matematicas, Universidad Autbnoma
de Guerrero, yaregar@gmail.com, orcid.org/0000-0002-7841-1470

3 Centro de Investigacion en Matematica Educativa, Facultad de Matematicas, Universidad Autonoma de
Guerrero, gmartinez@Quagro.mx, orcid.org/0000-0002-2462-7401

EDUCACION MATEMATICA, VOL. 32, NUM. 2, AGOSTO DE 2020 99



Antonia Herndndez Moreno, Yuridia Arellano Garcia, Gustavo Martinez Sierra

algunas implicaciones practicas y algunas recomendaciones para futuras
investigaciones.

Palabras clave: creencias de profesores. valoracién cognitiva. creencias profe-
sadas. creencias implicitas

Abstracs: Teacher beliefs research has focused on basic level teachers and
teachers in training, with a great tendency to use Likert scales. On the other
hand, research on teachers’ emotions, from valuation theories, argues that these
valuations are carried out based on beliefs, goals, etc. of the teachers. The
objective of our research was to use this relationship between emotion-belief
to identify, in addition to professed beliefs, beliefs implicit in the appraisal
cognitive reported in daily self-reports on the class experiences of two higher-level
teachers. We identified two types of implicit beliefs: referring to learning and
management in the classroom. In addition, 22 mathematical beliefs professed
by the teachers that we organize into five categories: mathematics is, learning
mathematics is, to learn mathematics, you must teach mathematics, and to
teach mathematics, you must. We present some practical implications and some
recommendations for future research.

Keywords: Teachers’ beliefs. Appraisal cognitive. Professed beliefs. Implicit beliefs

1. INTRODUCCION

La investigacién de creencias de profesores busco, en sus inicios, entender el
aprendizaje en las aulas desde la perspectiva de los profesores y resolver pro-
blemas de implementacion de los planes y programas de estudios (Skott, 2015a;
2015b). Las creencias se consideran importantes por varias razones: (1) se piensa
que las creencias guian, en gran parte, la practica del profesor, pueden facilitar
o dificultar la practica al enmarcar y orientar sus decisiones y acciones en el
aula (Skott, 2015a; Solis, 2015; Jiménez y Gutiérrez, 2017; Cross, 2015; Thompson,
1992, Philipp, 2007, Fives y Buehl, 2012); (2) se considera que las creencias de
los profesores pueden moldear las creencias de los estudiantes (Schoenfeld,
1992), porque mientras aprenden matematicas los estudiantes también estan
aprendiendo que son las matematicas, que valor tienen, como se aprende, quién
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debe aprender, etc. (Skott, 2009a; Philipp, 2007), y (3) las creencias de los profe-
sores filtran todo aquello que supone el proceso de ensenanza y aprendizaje
de la matematica (Garcia, Azcarate, y Moreno, 2006). De modo que las creencias
no deben interpretarse como predictores, sino como indicadores de las intencio-
nes que se tienen de como actiia un profesor (Andrews y Xenofontos, 2015).

Los puntos sobre la importancia del estudio de las creencias de profesores
ponen énfasis en el papel de dichas creencias como indicadores de las decisio-
nes que toman en el aula y en la forma en cémo se relacionan con sus estu-
diantes a través de sus creencias. En ese sentido, en el estudio de creencias de
profesores en Matematica Educativa, se ha destacado la investigacién sobre
creencias acerca de las matematicas, su ensenanza y aprendizaje —denomi-
nadas creencias matematicas (Kul y Celik, 2017) - (Beswick, 2007; Cross, 2009;
Handal, 2003; Liljedahl, 2009; Philipp, 2007; Raymond,1997; Stipek, Giwin, Sal-
mon, y Macgyvers, 2001; Thompson, 1992; Zalska, 2012). En su conjunto, estas
investigaciones muestran, que la manera en que los profesores conciben la
ensenanza y el aprendizaje de las matematicas y, en consecuencia, su practica,
se fundamenta en sus creencias acerca de la naturaleza y funcién de las
matematicas.

Por la importancia de éstas, se esperaria que los nuevos retos y desafios a
los que se enfrentan en sus aulas influyan en sus creencias, por tanto, la inves-
tigacion de las creencias de los profesores se hace necesaria en contextos
especificos y de forma recurrente. Gran parte de la investigacion sobre el tema
se ha centrado en profesores de nivel basico (Perry, y Howard, 1999; Grootenboer,
2008; Forster, 2011; Furinghetti y Morselli, 2011; Beswick, 2012; Misfelddt, Jankvist,
y Sanchez, 2016) o en profesores en formacion (Kul y Celik, 2017; Charalambous,
Panaoura y Philppou, 2009; Riley, 2018; Hidalgo, Maroto, y Palacios, 2015),
los cuales se ven influenciados por los planes y programas de estudios que los
rigen. Consideramos importante explorar nuevos contextos en los que las creen-
cias de los profesores juegan un papel igualmente importante, ya que, aunque
los profesores de nivel superior son auténomos en sus catedras (Garcia, Azcarate
y Moreno, 2006) sus creencias seran, con mayor razon, las guias para indicar y
dirigir su actuar en el aula.

En lo que respecta a las tradiciones metodoldgicas, en las investigaciones
de creencias de profesores ha sido comun utilizar las escalas Likert. Pero las
escalas Likert, por su naturaleza, se restringen a preguntar sobre el grado de
acuerdo con oraciones previamente elegidas por los investigadores sin dar opor-
tunidad a los profesores de externar con sus palabras e ideas lo que creen
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(Abd-El-Khalick y Lederman, 2000; Di Martino y Sabena, 2010). Por lo tanto, es
importante considerar propuestas metodologicas que, permitan describir las
creencias matematicas de los profesores considerando métodos introspectivos y
de muestreo constante de la experiencia, que puedan arrojar informacion mas
detallada que las escalas Likert y mas cercanas a las experiencias particulares
de los profesores, expresadas desde sus propias ideas con sus palabras.

Una propuesta metodoldgica son los auto-informes diarios, utilizada en Mar-
tinez-Sierra, Arellano-Garcia, Hernandez-Moreno y Nava-Guzman (2018). El prin-
cipal objetivo en Martinez-Sierra, et al. (2018) fue estudiar las experiencias
emocionales de un profesor de matematicas de nivel medio superior en sus
clases de calculo, basados en la teoria cognitiva de las emociones (OCC). La
OCC propone que las emociones son producto de la valoracion cognitiva que
los individuos hacen sobre situaciones que contribuyen o restan a su bienestar,
existen antecedentes de valoracion (metas, actitudes y creencias) con base en
las que los individuos interpretan sus experiencias significativas. Martinez-Sierra,
et al (2018) concluyeron que las creencias de como se aprende matematicas
son la base de la estructura de valoracién cognitiva de las emociones experi-
mentadas por el profesor. Con base en ello, plantearon la hipotesis de que las
creencias matematicas —creencias de lo que son las matematicas, su ensefianza
y su aprendizaje— son los principales antecedentes de valoracion cognitiva que
soportan las experiencias emocionales de los profesores en el aula. Con esta
referencia, partimos de la hipotesis de que es posible identificar grupos de
creencias a través del analisis de los antecedentes de valoracion cognitiva de
las situaciones que desencadenan una experiencia emocional de los profesores.
En ese mismo sentido, Frijda y Mesquita (2000) afirman que las creencias se
encuentran entre los antecedentes de valoracién cognitiva de los eventos que
provocan emociones de las personas y esas emociones pueden expresar creen-
cias, a menudo, sélidas. Las creencias, entre otras “preocupaciones’, es aquello
en lo que se basan los individuos para detectar y evaluar la importancia del
medio ambiente para el bienestar del individuo que valora un evento (Moors,
Ellsworth, Scherer, y Frijda, 2013, p. 119) y que en consecuencia le desencadenan
una experiencia emocional.

En la literatura de creencias de profesores se realiza una clasificacién en
funcién de cémo se identifican, creencias profesadas, professed beliefs or espou-
sed beliefs, que se identifican por medio de lo que los profesores dicen y creen-
cias atribuidas, attributed beliefs or enacted beliefs, que son inferidas de lo que
los profesores hacen (Zhang y Morselli, 2016; Fives y Buehl, 2012; Philipp, 2007).
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Con la hipdtesis planteada definimos las creencias implicitas en las valoraciones
cognitivas, implicit beliefs, como aquellas que podemos identificar a traves de
la valoracién cognitiva de las situaciones que desencadenan emociones en los
profesores.

Con todo lo expuesto, el objetivo de esta investigacion es identificar creencias
matematicas de profesores de nivel superior implicitas y profesadas, estudiando
las valoraciones cognitivas de situaciones que desencadenan experiencias emo-
cionales mediante auto-informes diarios, que son un método de muestro constante
de la experiencia. En consecuencia, la pregunta de investigacion es: éCudles son
las creencias matematicas implicitas y profesadas de profesores de matematicas
de nivel superior narradas en auto-informes diarios?

1.1 ESTUDIOS SOBRE EMOCIONES DE PROFESORES QUE MUESTRAN SU RELACION
CON LAS CREENCIAS

Para Schutz, Hong, Cross y Osbon (2006) las emociones son el resultado de
‘juicios conscientes y/o inconscientes con respecto a los éxitos percibidos para
alcanzar las metas o mantener estdndares o creencias’ (p. 346). Las metas,
estandares y creencias son construcciones centrales de organizacion de las
emociones porque representan puntos de referencia utilizados por los maestros
y estudiantes para determinar qué tan exitosos se ven a si mismos en su intento
por alcanzar sus objetivos. Las valoraciones son esenciales para que surjan
las emociones porque “estas evaluaciones surgen de creencias y teorias per-
sonales sobre el mundo y estan dirigidas a hacer comparaciones entre las
metas de los individuos y donde se perciben a si mismas en relacion con esas
metas’ (p. 346). Por lo que, las creencias resultan ser la base en las valoraciones
de las situaciones durante las experiencias emocionales en el aula.

En ese sentido, el modelo de Frenzel (2014), propone que las emociones de
los profesores resultan de los juicios que hacen con respecto al éxito o fracaso
de sus propios esfuerzos de ensenanza, ya que estos parecen ser particularmente
importantes. En su modelo, Frenzel especifica que los profesores evaluan cog-
nitivamente las actividades en su salon de clases a partir de metas preestable-
cidas y, en funcion de sus juicios respecto a si las conductas de los alumnos
estan alineadas con ellas. Frenzel senala que para entender los antecedentes
de las emociones de profesores, necesitamos identificar los ideales de ensenan-
za, es decir, las visiones generales de los maestros de lo que desean lograr a
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través de la instruccion e, inferir las metas resultantes que los maestros utilizan
para medir sus éxitos y fracasos. Estos ideales de ensenanza tendran distintas
fuentes, entre ellas las experiencias de ensefanza recurrentes y los estandares
que, desde nuestro punto de vista se consolidan en creencias sobre como lograr
la ensenanza y el aprendizaje, asi como qué son y qué significan las matema-
ticas, la ensenanza y el aprendizaje.

En un estudio mas cercano, Martinez-Sierra, et al. (2018) mostraron que en
nivel medio superior las emociones de profesores son desencadenadas princi-
palmente por las normas de conducta esperadas de los estudiantes y las metas
de clase. En donde el concepto de “actitud de los estudiantes” juega un papel
importante, este concepto de actitud propio del profesor (son una serie de acti-
vidades y conductas que el estudiante muestra ante la clase, tales como la
participacion, la colaboracion y, la autonomia) muestra que las creencias acerca
de las normas, comportamientos, aprendizaje, ensefianza y naturaleza de las
matematicas son elementos solidos de la estructura de valoracién cognitiva de
las situaciones que desencadenan una experiencia emocional en el profesor.

Los estudios mencionados evidencian que las experiencias emocionales de
los profesores surgen a partir de las valoraciones basadas en sus creencias. Esto nos
permite considerar a las creencias como los antecedentes de la valoracion cog-
nitiva de las situaciones que desencadenan una experiencia emocional en los
profesores y, dan pie a pensar que es posible identificar creencias a través del
andlisis de las experiencias emocionales de los profesores.

2. MARCO CONCEPTUAL

2.1 CREENCIAS Y TIPOS DE CREENCIAS

Skott (2015a) propone cuatro aspectos fundamentales que constituyen el nticleo
del concepto de creencia:

* |as creencias se utilizan generalmente para describir las construcciones
mentales individuales, que son subjetivamente ciertas para la persona.

* Hay aspectos cognitivos, asi como afectivos en las creencias o, por lo
menos, las creencias y los problemas afectivos son vistos como ligados
incomprensiblemente.
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* Las creencias se consideran, en general, reificaciones temporales y contex-
tualmente estables, que pueden cambiar como resultado de la participa-
cion sustancial en las practicas sociales relevantes.

» Se espera que las creencias influyan significativamente en la forma en que
los profesores interpretan las situaciones para comprometerse con los
problemas de la practica.

En este trabajo se considera que el término creencia se usa para describir las
construcciones mentales individuales, que son subjetivamente ciertas para los
profesores en cuestion, que tienen cierto grado de conviccién y no son consen-
suadas (Skott, 2015a), ademas de estar profundamente ligadas con los aspectos
afectivos, tales como las emociones. Para fines operativos, consideramos la pos-
tura de Pajares (1992, p. 18) quién define una creencia como ‘el juicio de verdad
0 la falsedad de una proposicion” para identificar las creencias a partir de las
narraciones de los profesores.

Para este estudio, es de gran relevancia la clasificacion que encontramos en
la literatura sobre creencias de profesores en funcién de como se identifican:
creencias profesadas (professed beliefs or espoused beliefs) como las que se
identifican por medio de lo que los profesores dicen y creencias atribuidas (attri-
buted beliefs or enacted beliefs) que son inferidas de lo que los profesores hacen
(Zhang y Morselli, 2016; Fives y Buehl, 2012; Philipp, 2007). Estos dos tipos de
creencias pueden ser compatibles cuando lo que se profesa se corresponde con
lo que se hace en el aula o, incompatibles cuando lo que se diga no se corres-
ponda con lo que se infiere de lo que hace.

Cuando las creencias profesadas y atribuidas son inconsistentes debe tomar-
se en cuenta que ‘las creencias no deben interpretarse como predictores, sino
como indicadores de las intenciones que se tienen de cémo actuar’ (Andrews y
Xenofontos, 2015, p. 301) y por tanto las circunstancias o el contexto de la clase
obligan al profesor a adaptar sus acciones por sobre sus creencias, ademas los
investigadores interesados en la relacion creencias y practica, hacen la inferencia
de las creencias atribuidas en contextos distintos en los que se han identificado
las creencias profesadas.

En esta investigacion se pretende identificar creencias desde los anteceden-
tes de valoraciéon cognitiva que desencadenan emociones en las experiencias
diarias reportadas por los profesores. Dado que no se corresponde con las
definidas en la literatura de creencias de profesores se ha decidido llamar creen-
cias implicitas a las creencias identificadas a través del analisis de las
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valoraciones cognitivas que desencadenan emociones, debido a que estas creen-
cias no son declaradas por el profesor ni interpretadas de sus acciones en aula,
sino inferidas de las valoraciones cognitivas sobre lo que los profesores consi-
deran importante para su bienestar en el aula.

Las teorias de valoracion cognitiva de las emociones proponen que las per-
sonas experimentan emociones de acuerdo a sus valoraciones o interpretacion
cognitiva [appraisall de la situacién en especifico. La valoracion es un proceso
que detecta y evalua la importancia del medio ambiente para el “bienestar’, se
concepttia como la facilitacion o la obstruccion de las “preocupaciones’. Por
ejemplo, la ley del significado situacional de Frijda (2007) considera que ‘las
emociones surgen en respuesta a la estructura significativa de una situacion”
(p. 4) por lo que la valoracién implica una interaccion entre el evento y quién
valora el evento (Lazarus, 1991). La valoracion puede ser positiva cuando la
situacion se evalta como facilitadora para el bienestar del individuo o puede
ser negativa cuando la situacion se evaltia como una obstruccién. Asi, se
denomina antecedente de valoracion a todas aquellas ideas que soportan las
valoraciones, estas pueden ser: metas, normas, actitudes, creencias, entre otras.
Nuestra investigacion se centrara en identificar las creencias en la estructura de
valoracion de los profesores, a través de las valoraciones cognitivas de las situa-
ciones que valoran como positivas o negativas.

3. METODOLOGIA

La investigacion es de tipo cualitativa y un estudio doble de caso, que nos per-
mite una comprension profunda de la naturaleza y la complejidad del fenémeno
en estudio: las creencias matematicas de los profesores de nivel superior (Yin,
2009). Particularmente, optamos por un estudio doble de caso instrumental
(Stake, 2005) porque de un grupo de cuatro profesores de matematicas de
nivel superior que aceptaron participar, de manera voluntaria, como infor-
mantes en la investigacion, escogimos a dos profesores por su interés y su
disponibilidad para compartir la informacién necesaria en la investigacion.

Yin (2009) identifica tres pasos en el disefio de estudios de casos: definir el
caso, justificar la seleccién de un estudio de caso o un estudio de caso multiple
y, articular explicitamente como las perspectivas tedricas guian o deliberada-
mente no guian el caso. En esta investigacion reportamos un estudio doble de
caso instrumental —es decir; un caso en donde éste se hace para someter a
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prueba una teoria (Stake, 2005)- acerca de las creencias matematicas (profe-
sadas e implicitas) de dos profesores universitarios de matematicas (GA'y EDO),
a través del cual intentamos avanzar en lo que se sabe sobre los diferentes
tipos de creencias de profesores; en particular avanzar en el conocimiento
teorico y metodoldgico de las creencias implicitas. Deliberadamente utilizamos
las perspectivas teoricas antes detalladas para guiar nuestro diseno y analisis
de este estudio.

3.1 PARTICIPANTES

Son dos profesores de matematicas de nivel superior, de diferentes estados del norte
de Mexico. Uno de ellos en el momento de la toma de datos impartia el curso de
Ecuaciones Diferenciales Ordinarias | 'y el otro un curso de Grupos y Anillos. El
profesor de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias | (en adelante profesor EDO) tiene
39 anos, licenciado, maestro y doctor en matematicas, actualmente es profesor-in-
vestigador, cuenta con 17 anos de experiencia docente. El profesor de Grupos y
Anillos (en adelante GA) tiene 43 anos, licenciado en matematicas, maestro en
matematica educativa, maestro en matematicas y doctor con especialidad en mate-
matica educativa, cuenta con 17 anos de experiencia docente.

3.2 RECOLECCION DE DATOS

Consintié en una entrevista semiestructurada inicial con el objetivo de conocer
aspectos generales sobre la formacion de los profesores y sus opiniones respecto
a la matematica, su ensefanza y aprendizaje. Aunque, la informacion prove-
niente de la entrevista semiestructurada, solo se utilizé para la descripcion de
los participantes, porque el interés se centrd en la informacion recolectada de
los auto-informes diarios.

Los cuales consisten en “repetidos auto-informes que tienen como objetivo
capturar eventos, reflexiones, estados de animo, o interacciones cerca del
momento en que ocurren” (lida, Shrout, Laurenceau, y Bolger, 2012, p. 277).
Ofrecen, ademas, proximidad a la experiencia de los participantes puesto que
los datos se recogen sobre su vida a medida que suceden, lo que nos permite
identificar las creencias que los profesores ponen en juego durante la gestion
de su clase, ademas reduce en gran medida el sesgo de la retrospeccion que
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esta asociado a la encuesta habitual o diseno de la entrevista y ofrece la posi-
bilidad de estudiar el cambio intraindividual de procesos, pensamientos, senti-
mientos y comportamientos en contextos muy especificos (lida et al, 2012; Zirkel,
Garcia, y Murphy, 2015). En consideracién con lo anterior, se eligio el uso del
WhatsApp® para tener una mayor proximidad a la experiencia de los partici-
pantes. Ademas, de experiencias previas en el grupo de investigacion con el uso
del WhatsApp, que resultaron exitosas.

Los auto-informes se enviaron por este medio, minutos después de terminar
cada clase y, estuvieron guiados por un protocolo (Tabla 1), con una serie de
preguntas abiertas detonantes de discurso referente a lo que sucedié en el aula.
En el protocolo, las preguntas 1y 2 sirvieron de control; las preguntas 3-5 para
conocer la valoracion cognitiva de las situaciones en el aula y las preguntas 6-8
para conocer las creencias matematicas profesadas por los profesores partici-
pantes y detectar experiencias significativas que pudieran propiciar algun cam-
bio de creencias.

Tabla 1. Protocolo para los auto-informes diarios

NOTA: Debido a que solemos olvidar detalles de nuestra experiencia de manera muy rapida, re-
cuerda que es importante contestar las siguientes preguntas minutos después de que la clase
haya terminado.

Enviar en un solo audio las respuestas de todas y cada una:

Diganos su nombre, la fecha y hora del informe.
éDe qué curso es este informe? ¢A qué hora impartio la clase?
¢Coémo se sintio durante su clase? Y épor qué?

FOOUIN NS

Cuéntenos las experiencias positivas que haya vivido hoy en la clase de matematicas
¢Por qué las considera experiencias positivas?

5 Cuéntenos las experiencias negativas que haya vivido hoy en la clase de matematicas
¢Por qué fueron experiencias negativas?

6 <¢Considera que su vivencia o experiencia de la clase de hoy cambié su idea o concepto
de lo que son las matematicas? {Por qué?

7 ¢Considera que su vivencia o experiencia de la clase de hoy cambié su idea o concepto
de lo que es aprender matematicas? ¢Por qué?

§ ¢Considera que su vivencia o experiencia de la clase de hoy cambié su idea o concepto
de lo que es ensenar matematicas? {Por qué?
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Los auto-informes se recolectaron en el periodo de septiembre a noviembre,
con base en la disposicién de tiempo de los profesores. Se recolectaron 9 para
EDO y 21 para GA, de 5-9 minutos cada uno. La diferencia de la cantidad de
auto-informes por profesor se debid a que EDO contaba con un nimero menor
de clases a la semana (mayor cantidad de horas por sesion). Ademas, de
algunas dificultades en su institucion, por ejemplo, suspension de clase. Mien-
tras que GA, impartia una mayor cantidad de clase semana con menor horas
por sesion.

4. ANALISIS DE DATOS

Para el analisis de los auto-informes y la presentacion de los resultados, utiliza-
mos Rn-X para cada uno, con X=EDO o GA segun corresponda y n varia de 1-9
para el profesor de EDO o 1-21 para el profesor de GA.

El conjunto de datos obtenidos fue transcrito y leido repetidamente para
familiarizarse con el lenguaje de los profesores. El andlisis de los mismos se
realizo por profesor en cuatro fases: (1) Identificacion de extractos que contengan
creencias profesadas o valoraciones cognitivas de situaciones; (2) Identificacion
de las creencias profesadas y de las creencias implicitas (3) Triangulacion entre
investigadores (4) Organizacion de las creencias en tipos de creencias y presen-
tacion de los resultados.

FASE 1. IDENTIFICACION DE EXTRACTOS QUE CONTENGAN CREENCIAS PROFESADAS O
VALORACIONES COGNITIVAS

En esta fase se identificaron extractos sobre creencias matematicas, se organi-
zaron en profesadas cuando los profesores reconocen explicitamente que es

una creencia, nos guiamos por frases como “yo creo que..”, “para mi..”, ‘yo pienso

que debe ser..” “tal cosa es .., “la verdad es .., “siempre se debe de..”, “para... se
tiene que..", y en creencias implicitas cuando las inferimos a través de la valo-
racion cognitiva de las situaciones que desencadenan una experiencia emocio-
nal. Para las implicitas consideramos extractos que expresan una valoracion

positiva 0 negativa de la situacion suscitada en el aula, por ejemplo:
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R1-EDO: “En cuanto a las experiencias positivas, siento que hoy pusieron un poco
mas atencion, por lo regular estan en el teléfono, estin mandandose recaditos en
papeles, [..] y pues ahora si pusieron mas atencion [.]. La parte negativa es que
una estudiante que por lo regular no pone mucha atencion estaba tejiendo durante
la clase. Estoy explicando, y ella estd tejiendo ahi un suéter o no sé qué este haciendo
[tono molesto]. Ok, esa la parte negativa’.

En este episodio identificamos la valoracion cognitiva de las situaciones que
desencadenan una experiencia emocional cuando el profesor EDO hace alusion
a sus experiencias positivas y negativas, valoracion positiva y negativa respecti-
vamente, en la que buscamos los antecedentes con base en lo que el profesor
realiza esa valoracion, para el ejemplo observamos que es importante que los
estudiantes pongan atencion durante la clase, por lo que se convierte en un
claro candidato de ser una creencia implicita en la valoracion emocional.

FASE 2. IDENTIFICACION DE LAS CREENCIAS PROFESADAS E IMPLICITAS

Una vez separadas los extractos del discurso de los profesores se construy6 una
tabla (Tabla 2) por cada auto-informe para organizar los extractos y tener una
vision general de las creencias de los profesores. En la Tabla 2 utilizamos de
ejemplo RI-EDO.

Tabla 2. Extractos de creencias implicitas y profesadas de R1-EDO

Extractos Creencias

Valoracion (+)  En cuanto a las experiencias positivas, siento
que hoy pusieron un poco mas atencion, por lo
regular estan en el teléfono, estdn mandandose
recaditos en papeles, [.ly pues ahora si pusie-
ron mas atencion. Algunas [estudiantes] si par-
ticiparon mas de lo que otras veces. Y entonces ¢ [Para  que logren
fue la experiencia positiva. aprender matematicas]

Los estudiantes deben
poner atencion en la cla-

Valoracion () La parte negativa es que una estudiante que de g importante que los es-
por lo regular no pone mucha atencion que di- ,diantes participen du-
gamos estaba tejiendo durante la clase. Estoy ante Ia clase.
explicando, y ella estd tejiendo ahi un suéter o
no sé qué este haciendo [tono molesto]. Ok, esa
la parte negativa

Creencias implicitas
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Aprender
matematicas

Reafirma lo que tengo pensado [aprender mate-
madticas] tienen que ver con si es una clase inte-
resante, si al estudiante le parece interesante o
al menos tiene una motivacion para aprender
[..] si al menos existe una motivacion para poner
atencion, entonces, a lo mejor la clase puede
llevarse mejor.

Para aprender matemati-
cas la clase debe parecer-
le interesante a los
estudiantes.

Para aprender matemati-
cas los estudiantes deben
tener una motivacion
para aprender

Ensenar
matematicas

En cuanto al concepto de ensenar matematicas
[..] siento que se trabaja mejor si existe un am-
biente de colaboracion tanto del profesor
como del estudiante, ese ambiente se logra si
realmente estan metidos en la clase, no nada
mas copiando lo que estoy escribiendo [..] inclu-
S0 si escribo con errores y lo copian con errores.
Sin realmente reflexionar si estd bien o estda mal

Para ensenar matemati-
cas debe existir un am-
biente de colaboracion
profesor-estudiante.

Para aprender matemati-
cas los estudiantes deben
reflexionar lo que hacen
no solo copiar.

Creencias promulgadas

antes de escribir.

FASE 3. TRIANGULACION ENTRE INVESTIGADORES

Consistié en reuniones regulares en las que cada uno de los investigadores
presento sus interpretaciones en el proceso del andlisis de los datos y éstas fueron
discutidas a fin de llegar a puntos de acuerdo sobre las creencias que cada uno
identificé en los extractos de discurso. La triangulacion entre investigadores per-
mite obtener la interpretacion de varios investigadores sobre un mismo conjunto
de datos, de modo que se discute la pertinencia y la validez de los analisis y esto
ayuda a reducir la subjetividad propia del analisis cualitativo.

FASE 4. ORGANIZACION DE LAS CREENCIAS EN TIPOS Y PRESENTACION DE LOS
RESULTADOS

Ya identificadas las creencias, tanto implicitas como profesadas de cada uno de
los auto-informes presentados por los profesores, se procedio6 a vaciar la informa-
cién en una sola tabla (Tabla 3 y Tabla 4) para cada tipo. Para las creencias
profesadas se optd por presentar solo las distintas creencias identificadas, sin
tomar en cuenta la cantidad de veces que se identifico en los auto-informes.
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5. RESULTADOS
En la Tabla 3 se muestran las creencias implicitas en las valoraciones cognitivas
y en la Tabla 4 se presentan las creencias profesadas por los profesores en los

auto-informes diarios.

Tabla 3. Creencias implicitas de los profesores EDO y GA

EDO GA
Creencia implicita Valoracion Valoracion
f+ f- f+ f-
Los estudiantes deben poner R1, R2, R6, R1, R6, R7, R9,
atencion en la clase [para RL 533; R7 R8, R9 R10, R14, R17 thzR)lz
aprender matematicas| 5) @)
Si los estudiantes participan, RL R3 RS R2, R5, R10, R11,
aprenden porque se involucran oo oo R3, R5 R16, R19, R20,
) R7, R8, R9

y forman parte de su propio co- ©) @) R21
nocimiento (8)
Los estudiantes deben resolver  R2, R3, R4, RS RS, R11 R15, R3, R8, R13,
problemas para aprender mate-  R5, R6, R7 R17

o (1) (3)
maticas (6) (4)
Si los estudiantes pasan al pi-
zarrén se puede interactuar con R2, R7, R9 R2 R11
ellos y se desarrolla mejor la 3) 2
clase
Los estudiantes deben mostrar R6 R3 R1, R2, R7 R15, R19
interés por aprender mateméticas () m 3 @)
Si'los estudiantes aportan ideas R2,R4,R5 R6  R8 R11, R18
en las clases se trabaja mejor 4) (©)
Total de Valoraciones 19 9 27 11

Nota: f+ denota frecuencia de valoraciones positivas y f- para valoraciones negativas.
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Tabla 4. Creencias matematicas profesadas de EDO y GA

Creencias acerca de las matematicas

Matematicas
es...

EDO

resolver problemas

GA

una forma de pensar y comprender la realidad que nos rodea

Creencias acerca de aprender matematicas

Aprender EDO  hacer matematicas (resolver problemas)
matematicas . . .
os GA construir razonamientos propios para resolver problemas
reflexionar, analizar, pensar y dar respuestas coherentes
EDO  tener interés y motivacion de quien aprende
hacer problemas de forma independiente
Para aprender aprovechar los espacios que dan los profesores para aclarar dudas
matematicas se pensar alrededor de los conceptos
debe.. interactuar con el profesor
GA ser constante en la resolucion de problemas
tener iniciativa (adelantarse en los contenidos)
Creencias acerca de ensenar matematicas
Ensenar EDO  propiciar la reflexion acerca del concepto que se quiere ensefar
matematicas es poder guiar en el descubrimiento
realizar problemas en clase
GA inducir la abstraccion de ciertas propiedades planteando preguntas
guias
Para ensenar EDO  propiciar un ambiente de cooperacion entre profesor-estudiantes
matematicas se tener interés y motivacion de los estudiantes
debe interactuar con todos los estudiantes y pasarlos al pizarron
GA plantear situaciones problematicas

dar sélo algunas ideas y permitir que el estudiante reflexione
pensar y deducir enfrente de los estudiantes
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6. DISCUSION Y CONCLUSIONES
6.1 RESUMEN DE LOS RESULTADOS

Se identificaron seis creencias implicitas en las valoraciones cognitivas de los
participantes, que pueden clasificarse en dos tipos: aquellas referidas al apren-
dizaje (poner atencion, participar, resolver problemas y mostrar interés) y aque-
llas referidas a la gestion de clase (pasar al pizarrén y proponer ideas). Las
creencias implicitas ‘Los estudiantes deben poner atencion en la clase [para
aprender matematicas] y ‘Si los estudiantes participan, aprenden porque se
involucran y forman parte de su propio conocimiento’ son las que mas valo-
raciones cognitivas emocionales desencadenaron en ambos profesores. Las
creencias implicitas son compartidas exceptuando ‘Si los estudiantes aportan
ideas en las clases se trabaja mejor, que solo se identificé en el profesor GA.

Se identificaron 22 creencias matematicas profesadas por los profesores del
estudio, que organizamos en cinco categorias (Matematicas, aprender matema-
ticas, para aprender matematicas, ensenar matematicas y para ensenar mate-
maticas). Para GA las matematicas son “una forma de pensar y comprender la
realidad” por tanto, “para aprender matematicas el estudiante debe ser capaz de
reflexionar, analizar, pensar y construir razonamientos coherentes ante la reso-
lucion de problemas’, y esta creencia permea en su vision de la ensenanza en
donde busca “inducir abstracciones’, es importante plantear situaciones proble-
maticas, dar algunas ideas y permitir la autonomia de los estudiantes. Mientras
que, para EDO, matematicas es “resolver problemas’, por lo que para €l aprender
matematicas se debe “hacer matematicas’, lo que involucra realizar problemas
constantemente, de manera independiente, con interés y motivacion, asi, el papel
del profesor es guiar a los estudiantes a la reflexion y al descubrimiento a través de
una interaccion en el aula.

6.2 SOBRE LAS CREENCIAS IMPLICITAS

Las creencias implicitas en las valoraciones cognitivas pueden servir como
una lente a través de la cual los profesores participantes observan el compor-
tamiento de los estudiantes. Por ejemplo, en la creencia implicita ‘Si los estu-
diantes participan, aprenden porque se involucran y forman parte de su propio
conocimiento’ podemos inferir que el grupo de GA, desde la perspectiva de
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GA, participd en las clases, ya que GA realizd mas valoraciones cognitivas de
las situaciones, evaluandolas como positivas bajo esa creencia. Mientras que
el grupo de EDO parece, desde la perspectiva de EDO, mas dispuesto a resolver
problemas en la clase.

En las creencias implicitas destaca la importancia del aprendizaje de los
estudiantes en las valoraciones cognitivas emocionales de los profesores, que
se relacionan con su bienestar psicologico. Lo que hace a las creencias implici-
tas, creencias operativas y contextualizadas, con las que los profesores reconocen
emocionalmente sus éxitos o fracasos en el salon de clases. Este resultado es
consistente con lo que encontraron Martinez-Sierra et al. (2018) y Frenzel (2014),
quienes senalan que la principal fuente de valoracion cognitiva de las emocio-
nes de los profesores en el aula son los estudiantes y el cémo se espera que
aprendan. Asi como también corrobora nuestro planteamiento inicial: la impor-
tancia de las creencias matematicas, en especifico sobre el aprendizaje, son el
principal antecedente de valoracion emocional de los profesores.

Las creencias implicitas referentes a la participacion y poner atencion para
aprender matematicas son en las que mas valoraciones realizaron los profesores
participantes. Desde las teorias de valoracion cognitiva de las emociones, esto
implica que estas creencias, entre otras “preocupaciones’, son en las que se
basan los individuos para detectar y evaluar la importancia del medio ambiente
para su bienestar (Moors, Ellsworth, Scherer, y Frijda, 2013, p. 119). Lo cual sig-
nifica que, participacion y atencion de los estudiantes son aspectos importantes
para el bienestar de los profesores en el desarrollo de la clase vy, por tanto,
variables a considerar en las planeaciones.Y debido a que las creencias pueden
facilitar o dificultar la practica, al enmarcary guiar las decisiones y acciones de
los profesores en el aula (Skott, 2009a, Skott, 2015; Solis, 2015; Jiménez y Gutié-
rrez, 2017; Cross, 2015; Thompson, 1992, Phillip, 2007, Fives y Buehl, 2012), las
reacciones de los estudiantes, principalmente participary poner atencion, pueden
explicar algunas decisiones de los profesores participantes, por ejemplo pasar
al pizarrén a algunos de los estudiantes y resolver problemas durante la clase.

6.3 SOBRE LAS CREENCIAS PROFESADAS
Si se considera que las creencias de los profesores pueden ser transferidas a

sus estudiantes, mientras aprenden matematicas (Skott, 2009a; Phillip, 2007), los
estudiantes de EDO, estaran expuestos a creencias como que las matematicas
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son resolver problemas, mientras que los estudiantes de GA, estaran expuestos
a la creencia de que las matematicas son una forma de pensar. Esto debido a
que, EDO muestra coherencia en cuanto a que la resolucién de problemas
permite entender las creencias sobre lo que son las matematicas, como se
aprende y como se ensena matematicas, el caso de GA es semejante respecto
a que la naturaleza de las matematicas es una forma de pensar, esa creencia
se muestra ligada a como se ensena y como se aprenden las matematicas. Los
estudiantes estaran, a lo largo de su vida, enfrentandose a distintas visiones de las
matematicas a través de sus profesores. En este estudio identificamos dos visiones
distintas, pero cada una correspondiente con la formacién de los docentes.

De las creencias profesadas sobre lo que son las matematicas para cada
participante, si se considera que las creencias filtran todo aquello que supone
el proceso de ensefanza y aprendizaje de la matematica (Garcia, Azcarate, y
Moreno, 2006), podemos decir que, las creencias profesadas pueden depender
del curso y contexto en el que se ponen en juego, mientras que las creencias
implicitas se pueden considerar un tanto independientes del contexto y del curso.
Las creencias profesadas, en cambio, aunque siguen cierta coherencia entre las
distintas creencias matematicas, hacen posible que los profesores varien su
discurso para hacer adecuaciones de qué y cémo presentar el contenido, y de
cémo identificar el aprendizaje de sus estudiantes en cada curso. Mientras que
las valoraciones cognitivas de situaciones se realizan soportadas en creencias
del comportamiento de los estudiantes, que son semejantes en cada curso.

6.4 SOBRE EL METODO DE AUTO-INFORMES

El método de muestreo constante, auto-informes diarios, nos permitié obtener
datos contextualizados y cercanos a las valoraciones cognitivas emocionales.
Una de las ventajas que nos brindo es observar la consistencia y estabilidad
de ciertas creencias implicitas y profesadas. Al igual que lida et al (2012) y
Zirkel, Garcia, Murphy (2015) estamos convencidos de que el uso de los
auto-informes permite el estudio de la subjetividad de las personas en con-
textos especificos, en este caso el aula de nivel superior, de una manera
econdémica y ecoldgica, en este caso, nos permitieron analizar las creencias
implicitas y profesadas de los participantes.

Si bien, el método de auto-informes diarios no habia sido utilizado para
identificar las creencias de los profesores durante la clase, resulté ser un medio
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novedoso para la identificacion de creencias implicitas y profesadas por los
profesores de este estudio. Nos permitieron conocer las creencias desde el
punto de vista del profesor acerca del ambiente que vive en el aula dia a dia,
dando indicios de su bienestar psicologico durante cada clase, puesto que
cada auto informe fungiéo como un medio de desahogo y reflexion sobre su
quehacer profesional.

6.5 LIMITACIONES Y FUTURAS INVESTIGACIONES

Si bien nuestra investigacion no busco explicitamente alcanzar los elementos
de rigor canonicos propios de una investigacion cualitativa —e.g. credibilidad,
auditabilidad (confirmabilidad) y transferibilidad (Denzin y Lincoln, 1994)- con-
sideramos que debido al tipo de datos recolectados y a la triangulacion de las
interpretaciones de los autores, alcanzamos en cierta medida tales elementos.
Si bien no presentamos los resultados con los participantes, consideramos que
nuestros resultados son creibles dado que son producto de la triangulacion de
interpretacion de los tres autores del presente articulo y dada la consistencia
entre lo que los profesores dicen creer y lo que nosotros inferimos como sus
creencias implicitas. Consideramos que la investigacion es auditable, debido a
que aqui hemos expuesto con detalle todo nuestro proceder metodoldgico de
recoleccion y analisis de datos. Si bien los resultados que encontramos no pue-
den ser generalizados para otros contextos, consideramos que la investigacion
es transferible en el sentido que en cualquier contexto es posible inferir creencias
implicitas y profesadas de profesores a través de los auto-informes de las expe-
riencias (positivas/negativas) de sus clases.

Nuestro estudio enfrenta las limitaciones propias de los analisis cualitativos,
narrativos y de caso. La manera en la que accedemos a las creencias profe-
sadas de los profesores sigue siendo a través de sus declaraciones y, aunque
las creencias implicitas fueron identificadas a través de las valoraciones emo-
cionales, estas valoraciones son extraidas de las narraciones de los profesores.
Sin embargo, consideramos que debemos acceder a las creencias de los profe-
sores desde sus propias perspectivas y valoraciones, porque a pesar de que las
Creencias son subjetivas, solo podemos llegar a ellas a través de sus expresiones
y es importante no anteponerles valores externos.

Futuras investigaciones pueden explorar mas sobre las creencias de profe-
sores de nivel superior, ya que el campo necesita ser desarrollado, pensamos
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que las creencias de los profesores de nivel superior podrian impactar con mayor
énfasis (que de otros niveles formativos) a las creencias de los estudiantes en
proceso de profesionalizacion.

Este estudio da cuenta de la importancia de las creencias matematicas en
las valoraciones cognitivas y el bienestar de los profesores participantes, en este
caso de nivel superior, futuras investigaciones pueden profundizar en el papel
de estas creencias y de los distintos tipos de creencias en las decisiones de clase
que los profesores toman durante el desarrollo de su practica.

AGRADECIMIENTOS

Agradecemos a CONACYT por la beca otorgada para llevar acabo esta investi-
gacion. Asi, como a los profesores participantes y a los revisores de la revista
Educacion Matematica por sus atinadas observaciones que nos ayudaron para
la presentacion de nuestra investigacion.

REFERENCIAS

Abd-El-Khalick y Lederman, N. (2000). Improving science teachers’ conceptions of nature
of science: a critical review of the literature. International Journal of Science Educa-
tion, 22 (7), 665-701. https://doi.org/10.1080/09500690050044044

Andrew, Py Xenofontos, C. (2015). Analysing the relationship between the problem-solv-
ing-related beliefs, competence and teaching of the three Cypriot primary teachers.
Journal of Mathematics Teacher Education, 18(4), 299-325.

Beswick, K. (2007). “Teachers’ beliefs that matter in secondary mathematics class- rooms’.
Educational Studies in Mathematics, 65(1), 95-120.

Beswick, K. (2012). Teachers' beliefs about school mathematics and mathematicians’
mathematics and their relationship to practice. Educational Studies in Mathematics,
79, 127-147. https://doi.org/10.1007/s10649-011-9333-2

Charalambous, C, Panaoura, A,y Philippou, G. (2009). Using the history of mathematics
to induce changes in preservice teachers’beliefs and attitudes: insights from evalu-
ating a teacher education program, Educational Studies in Mathematics, 71, 161-180.
https://doi.org/10.1007/510649-008-9170-0

118 EDUCACION MATEMATICA, VOL. 32, NUM. 2, AGOSTO DE 2020



Creencias matematicas profesadas e implicitas de profesores universitarios de matematicas

Cross, D. 1. (2009). Alignment, cohesion, and change: Examining mathematics teachers’
belief structures and their influence on instructional practices. Journal of Mathe-
matics Teacher Education, 12(5), 325-346.

Cross, D. 1. (2015). Despelling the notion of inconsistencies in teachers' mathematics
beliefs and practices: A 3-year case study. Journal of Mathematics Teacher Education,
18, 173-201.

Denzin, N.K.y Lincoln YSS. (1994). Handbook of qualitative research. Sage Thousand Oaks.

Di Martino, Py Sabena, C. (2010). Teachers’ beliefs: The problem of inconsistency with
practice. In M. Pinto, y T. Kawasaki (Eds.). Proceedings of the 34th Conference of the
International Group for the Psychology of Mathematics Education (Vol. 2), PME.

Fives, H. y Buehl, M. M. (2012). Spring cleaning for the “messy” construct of teachers’
beliefs: what are they? Which have been examined? What can they tell us? In K.R.
Harris, S. Graham, y T. Urdan (Eds.). APA Educational Psychology Handbook. Individual
Differences and Cultural and Contextual Factors (Vol. 2, pp. 471-499). American
Psychological Association. https://doi.org/10.1037/13274-019

Forster, F. (2011). Secondary Teachers' beliefs about teaching applications-Design and
Selected results of a qualitative case study, In G. Kaiser et al. (Eds)), Trends in Teaching
and Learning of Mathematical Modelling, International Perspectives on the Teaching and
Learning of Mathematical Modelling, Springer Science+Business Media BV. (pp.
65-74). https://doi.org/10.1007/978-94-007-0910-2_8

Frenzel, A. C. (2014). Teacher emotions. In R. Pekrun y L. Linnenbrink-Garcia (Eds.), Inter-
national handbook of emotions in education (pp. 494-519). Routledge.

Frijda, N. H. (2007). The laws of emotion. Lawrence Erlbaum.

Frijda, N; Mesquita, B. (2000). Beliefs through emotions. In N. Frijda, A. Manstead, y S.
Bem (Eds.), Emotions and Beliefs: How Feelings Influence Thoughts (Studies in Emo-
tion and Social Interaction) (pp. 45-77). Cambridge University Press. https://doi.
0rg/10.1017/CB0O9780511659904.003

Furinghetti, F y Morselli, F. (2011). Beliefs and beyond: Hows and whys in the teaching
of proof. ZDM Mathematics Education, 43, 587-599.

Garcia, L, Azcarate, C, Moreno M. (2006). Creencias, concepciones y conocimiento pro-
fesional de profesores que ensenan calculo diferencial a estudiantes de ciencias
econdémicas. RELIME, 9(1), 85-116.

Grootenboer, P (2008). Mathematical belief change in prospective primary teachers. Journal
Mathematics Teacher Education, 11, 479-497. https://doi.org/10.1007/510857-008-9084-x

Handal, B. (2003). Teachers’ Mathematical Beliefs: A Review. The Mathematics Educator,
13(2), 47-57.

EDUCACION MATEMATICA, VOL. 32, NUM. 2, AGOSTO DE 2020 119



Antonia Herndndez Moreno, Yuridia Arellano Garcia, Gustavo Martinez Sierra

Hidalgo, S. Maroto, A, y Palacios, A. (2015). Una aproximacién al sistema de creencias
matematicas en futuros maestros. Educacion Matemdtica, 27(1), 65- 90.

lida, M, Shrout, P, Laurenceau, J. y Bolger, N. (2012). Using diary methods in psychological
research. APA Handbook of Research Methods in Psychology. Foundations, Planning,
Measures and Psychometrics, (Vol. 1, pp. 277-305). http://doi.org/10.1037/13619-016

Jiménez, A, Gutiérrez, A. (2007). Realidades escolares en las clases de matematicas.
Articulos de investigacion, 29(3), 109-129. https://doi.org/10.24844/EM2903.04

Kul, U, Celik, S. (2007). Exploration of pre-service teachers' beliefs in relation to mathe-
matics teaching activities in classroom-based setting. International Journal of
Research in Education and Science (IRES), 3(1), 245-257.

Liliedahl, P. (2009). Teachers’ insights into the relation ship between beliefs and practice.
EnJ. Maasz y W. Schldgimann (Eds.), Beliefs and attitudes in mathematics education:
New research results (pp. 44-54). Sense Publishers.

Martinez-Sierra, G., Arellano-Garcia, Y, Hernandez-Moreno, A, Nava-Guzman, C. (2018).
Daily emotional experiences of a high school mathematics teacher in the classroom:
a qualitative experience-sampling method. International Journal of Science and
Mathematics Education, 17(3), 1-21.

Misfelddt, M., Jankvist, UT. y Sdnchez, M.S. (2016). Teachers’ beliefs about the discipline
of mathematics and the use of technology in the classroom, Mathematics education,
11(2), 395-419. https://doi.org/10.12973/iser.2016.2113¢

Moors, A, Ellsworth, P. C, Scherer. K. R, y Frijda, N. H. (2013). Appraisal Theories of emo-
tion: State of the Art and Future Development. Emotion Review, 5(2), 119-124.

Perry, B, y Howard, P (1999). Head mathematics teachers’ beliefs about the learning and
teaching of mathematics, Mathematics Education Journal, 11(1), 39-53.

Philipp, R. A. (2007). Mathematics teachers’ beliefs and affect. In F. Lester (Ed.). Handbook
of research on mathematics teaching and learning (pp. 257-315). Information Age
Publishing.

Raymond, A. M. (1997). Inconsistency between a beginning elementary school teacher's
mathematics beliefs and teaching practice. Journal for Research in Mathematics
Education, 28(5), 550-576.

Riley, M. E. L. (2007). A typological analysis: understanding pre-service teacher beliefs and
how they are transformed, International Journal of Mathematical Education in Science
and Technology, 49(3), 355-383. https://doi.org/10.1080/0020739X.2017.1360526

Schoenfeld, A. H. (1992). Learning to think mathematically: Problem solving, metacogni-
tion, and sense-making in mathematics. En D. Grouws (Ed.). Handbook for Research
on Mathematics Teaching and Larning (pp. 334-370). Macmillan.

120 EDUCACION MATEMATICA, VOL. 32, NUM. 2, AGOSTO DE 2020



Creencias matematicas profesadas e implicitas de profesores universitarios de matematicas

Skott, J. (2015a). The promises, problems, and prospects of research on teachers’ beliefs.
En H. Fives y M. G. Gill (Eds)), International Handbook of research on teachers’ beliefs
(pp. 13-30). Routledge.

Skott, J. (2015b). Towards a Participatory Approach to “Beliefs” in Mathematics Education.
En B. Pepin y B. Roesken-Winter (Eds.), Ffrom beliefs to dynamic affect systems in
mathematics education (pp. 3-23).

Skott, J. (2009a). Contextualising the notion of ‘belief enactment’. Journal of Mathematics
Teacher Education, 12(1), 27-46.

Solis, C. (2005). Creencias sobre la ensefianza y aprendizaje en docentes universitarios:
revision de algunos estudios. Propdsitos y Representaciones, 3(2), 227-260.

Stake, R. E. (2005). Investigacién con estudio de casos. Morata.

Stipek, D. J,, Giwvin, K. B, Salmon, J. M, y Macgyvers, V. L. (2001). Teachers’ beliefs and practices
related to mathematics instruction. Teaching and Teacher Education, 17(2), 213-226.
Schutz, P, Hong, 1. Y, Cross, D, y Osbon, J. N. (2006). Reflections on investigating emotion
in educational activity settings. Educational Psychology Review, 18(4), 343-360.

https://doi.org/10.1007/s10648-006-9030-3

Thompson, A. (1992). “Teachers’ beliefs and conceptions: A synthesis of the research”. En
D. A. Grouws (Ed.). Handbook of research on mathematics teaching and learning
(pp. 127-146). Macmillan.

Yin, R. (2009). Case study research. Sage Publications.

Zalska, ). (2012). Mathematics teachers' mathematical beliefs: A comprehensive review
of international research. Scientia in Educatione, 3(1), 45-65.

Zhang, Q. y Morselli, F. (2016). Summary and looking ahead. In M. S. Hannula, P. Di
Martino, M. Pantziara, Q. Zhang, k. Morselli, E. Heyd-Metzuyanim, S. Lutovac, R.
Kaasila, J. A. Middleton, A. Jansen y G. Goldin (Eds), Attitudes, Beliefs, Motivation and
Identity in Mathematics Education: An ICME study 13 (pp. 23-26). Springer.

Zirkel, S, Garcia, J. A, y Murphy, M. C. (2016). Experience-sampling research methods and
their potential for education research. Educational Researcher, 44(1), 7-16. https:/doi.
0rg/10.3102/0013189 X14566879.

ANTONIA HERNANDEZ MORENO
Direccion:  Centro de Investigacién en Matematica Educativa-Facultad de
Matematicas-UAGRO, Av. Lazaro Cardenas S/N, Ciudad Universitaria C.P. 39074,

Chilpancingo de los Bravo, Guerrero, México
Teléfono:  747-77-19310 Ext 4139

EDUCACION MATEMATICA, VOL. 32, NUM. 2, AGOSTO DE 2020 121



ARTICULOS DE INVESTIGACION DOI: 10.24844/EM3202.05
Memoria operativa, ansiedad matematica

y habilidad aritmética en docentes
de educacion basica en formacion

Working Memory, math anxiety and arithmetic skills
in elementary education preservice teachers

Ismael Esquivel-Gamez!
Flora Lilia Barrios-Martinez?
Karina Estela Galvez-Buenfil?

Resumen: Dado el impacto que tendran los docentes en formacion, en el
aprendizaje de las matematicas por los ninos, en cuanto a su actitud hacia las
matematicas y su habilidad aritmética, se ha desarrollado el presente estudio.
Para ello, se explora la relacién entre los niveles de memoria operativa, ansiedad
matematica y habilidad aritmética, en 39 estudiantes de docencia de una
institucion particular del sureste mexicano. Para medir la memoria operativa
en ambos dominios, se usaron tareas de alcance complejo, para la percepcion
sobre ansiedad matematica se aplico la escala Perfil de Ansiedad Matematica
y para la habilidad aritmética, un conjunto de problemas verbales extraidos de
las guias publicas para el examen nacional de ingreso a la educacion media
superior del Centro Nacional de Evaluacién para la Educacion Superior en
México. Como en otros estudios, existe asociacion positiva entre la capacidad
de memoria operativa y la habilidad aritmética, y negativa entre la primera y
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el nivel de ansiedad matematica, en su escala de actitudes; lo cual abre posib-
ilidades futuras de mejorar la primera, mediante entrenamiento adaptativo y
verificar el impacto en las dos ultimas.

Palabras clave: Memoria operativa, ansiedad matemdtica, habilidad aritmética,
docentes en formacion

Abstract: This study has been developed given the impact that will have the
attitude towards mathematics and the arithmetic ability of the preservice teach-
ers, with their future students learning math. For this, we explore the relationship
between the Working Memory levels, math anxiety and arithmetic skills of 39
students from a private institution on the southeast of Mexico. To measure
Working Memory in both domains, complex span task were used, for the math
anxiety perception the Mathematical Anxiety Profile scale was applied and for
the arithmetic ability, a set of verbal problems extracted from the public guides
for the national admission high school exam of the National Center for Evalu-
ation of Higher Education in Mexico. As in other studies, a positive association
has been found between the Working Memory capacity and the arithmetic
skills, and negative between the first and the level of math anxiety, in its scale
of attitudes; which opens future possibilities to improve the first one and verify
the impact in the last two.

Keywords: Working memory, math anxiety, arithmetic sKills, preservice teachers,
mathematics education.

1. INTRODUCCION

Investigaciones diversas (Chang y Beilock, 2016; Ruff y Boes, 2014) afirman que
las actitudes, emociones y creencias de los profesores impactan de manera
importante a la forma en que enfrentan a sus estudiantes en el aula de clases
y, en especial a las matematicas ya que pueden transferirles sus miedos y pre-
juicios al aprendizaje de las mismas; siendo este un factor que influye signifi-
cativamente en la formacion de actitudes positivas o negativas. Los efectos de
la ansiedad se pueden manifestar a lo largo de la vida en detrimento del desa-
rrollo vocacional y académico. Tan solo en Estados Unidos 93% de la poblacion
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adulta ha reconocido haber experimentado cierto grado de AM (Luttenberger,
Wimmer, y Paechter, 2018, p.312) y esta situacion se replica en muchos otros
paises donde se han llevado a cabo investigaciones similares. Por lo anterior, se
ha desarrollado el presente estudio, cuyo objetivo es medir la capacidad de
la memoria operativa, la habilidad aritmética y los indices de ansiedad mate-
matica de estudiantes de docencia y determinar los niveles de asociacion
entre los constructos. Inicialmente, se documentan los correspondientes cons-
tructos, los estudios que han encontrado asociaciones entre ellos, para luego
dar paso a la descripcion del método y la discusion de resultados, para
finalmente presentar las conclusiones.

2. MARCO TEORICO
2.1 ANSIEDAD MATEMATICA (AM)

Frecuentemente se define como “sentimientos de tension y ansiedad que inter-
fieren con la manipulacion de los numeros y la resolucion de problemas mate-
maticos en una amplia variedad de situaciones de la vida y académicas’
(Richardson y Suinn, 1972, p. 551). Estos sentimientos negativos suelen desen-
cadenar sintomas fisicos como el aumento de |a frecuencia cardiaca, sudoracion,
dolor de cabeza y desorganizacion mental (Tobias y Weissbrod, 1980, p. 65). Los
diversos grados de ansiedad causada por enfrentarse a situaciones que involu-
cran a las matematicas, bajo condiciones de demanda cognitiva, provoca que
se presenten diferencias entre sus habilidades numéricas y desempeno en el
area de las matematicas desde tempranas edades (Vukovic et al, 2013, p. 7),
siendo esto un obstaculo a vencer para lograr aprendizajes significativos (Gar-
cia-Santillan et al, 2017, p. 175).

La AM ha sido investigada en los distintos niveles desde la educacion basica
(Fernandez, 2015; Mammarella et al, 2015; Wright, 2017), media superior (Erdem
y Keklik, 2013; Mutodi y Ngirande, 2014) y superior (Cleary, 2017; Shi y Liu,
2016a). También se ha estudiado bajo sus distintas dimensiones como la ansie-
dad estado, ansiedad rasgo (Garcia-Lépez, 2016), ansiedad hacia las evaluacio-
nes (Casari, Anglada, y Daher, 2014), hacia las tareas matematicas y hacia los
cursos de matematicas o bien en funcion de las creencias, actitudes y emociones
que provoca (Eccius-Wellman, Lara-Barragan, Martschink, y Freitag, 2017).
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Diversos estudios aportan informacién respecto a los factores que magnifican
este problema. Algunos tienen que ver con las caracteristicas de personalidad del
individuo como el temperamento, actitud y motivacién propia (Fernandez, 2015,
p. 29; Garcia-Santillan et al, 2016, p. 369; Rabab’h y Veloo, 2015, p. 4) y otros, con
multiples factores externos como los culturales, sociales y académicos entre otros
(Chang y Beilock, 2016, p. 34; Dowker et al, 2016, p. 10). Por su parte, Foley et al.
(2017, p. 56), Mutodi y Ngirande (2014, p.289) y Pletzer et al. (2016, p. 12) men-
cionan que el género también es un factor que puede potenciar a la AM.

Con el fin de medir el grado de ansiedad hacia las matematicas se han
empleado multiples instrumentos y técnicas a lo largo de mas de seis décadas
de su estudio. Desde que el concepto de “mathemaphobia” fue acunado por
Gough (1954) han sido creadas y validadas escalas de autopercepcion que
aportan informacion relevante al tema: Escala de actitudes hacia las matematicas
(Aiken Jr.y Dreger, 1961, p. 19); MARS (Math Anxiety Rating Scale) de Richardson
y Suinn (1972, p. 13); MAS (Mathematics Anxiety Scale) de Fennema y Sherman
(1978, p. 325); conformados como la base para diversas adaptaciones al contexto
social y cultural de diferentes paises.

2.2 HABILIDAD ARITMETICA COMO BASE DE LAS MATEMATICAS

Para la Common Core State Standards Initiative (2019), las matematicas se con-
ceptualizan en funcion de seis ramas principales; las cuales incluyen al cono-
cimiento béasico de los nimeros (nimeros cardinales, ordinales, conocimiento
de los digitos ardbigos y estimacion numérica), calculos numéricos (de uno o
mas digitos), fracciones, geometria, dlgebra y solucion de problemas verbales.

Una habilidad basica que se desarrolla a lo largo del aprendizaje de las
matematicas es la aritmética, que esta asociada a la capacidad que desarrollan
los estudiantes durante el proceso de resolucion de problemas matematicos
basicos, util en el analisis, razonamiento y proceso de resolucion. Esta habilidad
es practicada aun en la vida diaria y seguin Zamora et al. (2018, p. 107) es parte
fundamental en el aprendizaje y desempeno de todas las materias relacionadas
con la soluciéon de problemas.

Aunio y Rasénen (2016, p. 2) enfatizan el hecho de que las habilidades
numéricas desarrolladas en etapas tempranas como la de conteo, aritmética
basica, conocimiento de los nimeros, calculo no verbal, combinacion de nime-
ros, calculo verbal, comparacion lineal y de magnitud, lectura de numeros y
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relacion légica de los nimeros son predictores de problemas en el futuro des-
empeno matematico.

En el nivel superior en México, Ramos, Zamora-Lugo y Figueroa-Rodriguez
(2018, p. 105) reportan que los resultados del EXANI Il (de ingreso al nivel
superior) y EXANI 1l (de ingreso a postgrado) del CENEVAL en el area de
pensamiento matematico han decaido entre los afos 2014 al 2016, lo que
indica deficiencias en los conocimientos basicos para cursar eficientemente
dichos niveles educativos.

2.3 MEMORIA OPERATIVA

Se encarga de almacenar temporalmente y actualizar una pequena cantidad
de datos, que estan accesibles para, mediante el uso de estrategias, manipu-
larlos en tiempo real posteriormente (Jonides, Lacey y Nee, 2005, p. 2). Para
operaciones que implican comprender el lenguaje, procesar datos rapidamente
y al resolver problemas, preservar los objetivos es de gran importancia (Etche-
pareborda y Abad-Mas, 2005, p. 80, Flores y Ostrosky-Shejet, 2012, p. 9).

El modelo de componentes multiples de Baddeley y Hitch de 1974, revi-
sado por Baddeley (2012, p. 6, 2012, p. 12) ha sido especialmente util para
su analisis. Este modelo propone que la memoria operativa estd conformada
por un componente ejecutivo central, que se divide en dos subsistemas: el
bucle fonolédgico y la agenda visoespacial y, el bufer episédico. La central
ejecutiva es una instancia de control de la atencién para eventos relaciona-
dos con contenidos dentro la MO asi como para los que se encuentran fuera
de ella (Jaroslawska, Gathercole, Logie y Holmes, 2016, p. 2). El bucle fono-
logico es el deposito temporal y el repaso de estimulos verbales, que maneja
a su vez, dos subsistemas, un almacén de sintesis articulatoria y uno fono-
logico (Flores y Ostrosky-Shejet, 2012, p. 9). La agenda viso-espacial, mantiene
temporalmente informacion visual y espacial; la cual es usada para planear
movimientos y esta asociada a la aptitud espacial y tareas vinculadas (Etche-
pareborda y Abad-Mas, 2005, p. 80). Por su parte, Arteaga y Pimienta (2006,
p. 255-259) proponen que estd formada por componentes visuales, espacia-
les y cinéticos. Los primeros encargados de percibir “el qué”; los segundos
de la ubicacion y transmision de “el donde” y los ultimos de apoyar el correcto
movimiento. Por ultimo, el bufer episddico es el encargado de mantener una
relacién entre los tres y la memoria de largo alcance; filtrar los estimulos
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conforme a su naturaleza y, aunque es un componente temporal, acceder a la
memoria de largo plazo, sea para aprender o recuperar (Saeed, 2011, p. 17-18).

2.4 CAPACIDAD DE LA MEMORIA OPERATIVA Y SU MEDICION

De acuerdo con Conway et al. (2005, p. 769), los avances tedricos en el estudio
del comportamiento humano desde Ia revolucion cognitiva han colocado a la
memoria operativa como un constructo central en la psicologia. Para ellos, dado
que la MO es un sistema multicomponente responsable del mantenimiento
activo de la informacion frente al continuo procesamiento y/o la distraccion, las
tareas de alcance para medir su capacidad, se crearon para requerir no solo el
almacenamiento y ensayo, sino también el procesamiento simultdneo de infor-
macién adicional. Conforme a Carruthers (2016, p. 108), en una tarea de alcance,
se maneja un distractor, tal como verificar si una frase es ldgica o una ecuacion
es correcta, mientras se intenta memorizar una lista de elementos no relaciona-
dos, por tanto hay dos fuentes de datos: el componente de procesamiento de la
tarea y el componente de almacenamiento. Con estos instrumentos y conforme
a Kane et al. (2004, p. 774), hay evidencia de que generalmente, quienes recuer-
dan la mayoria de los estimulos también obtienen mayor precision en la tarea
de procesamiento, por lo cual no existe una compensacion entre ambas.

Dado que dichas tareas no son perfectas o puras, ya que las puntuaciones
obtenidas estan influenciadas por algo estable, con una pequena contribucion de
error debido a fluctuaciones aleatorias (Conway et al, 2005, p. 777), una estrategia
de investigacion es administrar multiples tareas porque una sola medida contiene
la varianza especifica de dicha tarea y al recopilarse multiples medidas, la varianza
compartida entre estas tareas es una mejor representacion de la CMO. Ademas,
dado que las correlaciones entre tareas de alcance, seguin Kane et al. (2004, p. 200),
generalmente varian de 0.40 a 0.60, sugieren que estan aprovechando alguna
capacidad comun, pero también sugiere que no son idénticas.

A partir del analisis hecho por Conway et al. (2005, p. 783), diversos investi-
gadores han aplicado medidas similares, con la idea de validar sus adecuaciones
0 bien asociar sus puntajes con los de otros constructos. Enseguida, brevemente
se describen estudios previos que han trabajado con poblaciones de universi-
tarios reportados sin desordenes mentales, como en el presente trabajo y en los
cuales se reportan tanto las caracteristicas de las pruebas como del proceso de
aplicacion, para tener elementos de constraste con las aqui usadas.
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Debido al tiempo que se consume en aplicar las tradicionales pruebas de
alcance, Foster et al. (2015, p. 2) probaron un método con 589 universitarios para
maximizar la precision, a la vez que se agilizaba la aplicacion de las pruebas
de alcance de operaciones, simetria y rotacion; cuyas particularidades eran
que el numero de elementos a recordar y los distractores correspondientes
variaba de forma aleatoria de un intento a otro; teniendo tres intentos en cada
blogue. Adicionalmente, para reducir la habilidad de las personas para ensayar
lo que habia que recordar, se les pedia respondieran al distractor (operacion,
matriz o letra) dentro de un tiempo equivalente a 2.5 desviaciones estandar
de su tiempo promedio.

Agarwal, Finley, Rose y Roediger (2016, p. 2) examinaron en 156 universi-
tarios los efectos de la practica de recuperacién en funcion de: el tiempo
transcurrido o el nimero de elementos entre la practica inicial y los intentos
de recuperacion, el retraso entre la practica inicial y final y la presencia o
ausencia de retroalimentacion durante la recuperacion inicial. La CMO se
evaluo de manera individual o grupal con una prueba de alcance de opera-
ciones. Con una duracion aproximada de 10 minutos se presentaron 75 pares
operacién-letra en bloques con tamanos de 3 a 7 pares, presentando diferentes
tamanos de manera aleatoria.

Con la intencion de examinar las asociaciones combinadas entre el tiempo
de reposo y de actividad fisica con la CMO y el rendimiento académico, Felez-No-
brega et al. (2017, p. 742) trabajaron con 371 universitarios con las pruebas de
alcance de operaciones, de simetria y de rotacion; aplicadas en grupos de 15
participantes. Las pruebas fueron similares a las propuestas por Foster et al.
(2015). Para la prueba de operaciones, se tuvieron dos bloques, cada uno de 25
pares de operacion-letra y para las de simetria y rotacion, se tuvieron 14 pares,
con dos y tres bloques respectivamente.

Felez-Nobrega et al. (2018, p. 2) validaron las pruebas anteriores en una
poblacién de 325 universitarios de habla hispana. Para ello, tradujeron las ins-
trucciones del inglés al espanol y luego de las mediciones, se obtuvieron coefi-
cientes alfa de Cronbach para determinar la consistencia interna y, la validez
fue hecha con la comparacion de los puntajes de las pruebas con los obtenidos
en dos pruebas de razonamiento y un analisis factorial confirmatorio.

El objetivo del estudio de Foster y otros (2017, p. 1678) fue determinar el
grupo mas beneficiado con entrenamiento cognitivo (baja vs. alta CMO). Para
ello, trabajaron con 116 estudiantes entre 18 y 35 anos, cuya capacidad se
evaluo con pruebas de alcance de rotacion y otra de lectura modificada, en la
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cual se tenia que recordar una figura en lugar de una letra. En la primera, se
trabajo desde 2 hasta 9 pares letra-flecha y en la segunda, de 3 a 11 pares
frase-figura. Ambas pruebas presentaban los estimulos al azar, de modo que no
hubo necesidad del contrabalanceo.

Kray y Feher (2017, p. 4) en su estudio pre y postest, buscaron determinar el
impacto de las demandas de inhibicion y memoria de trabajo en la transferencia
y mantenimiento de mejoras en la conmutacion de tareas, inducidas por entre-
namiento cognitivo, desde la perspectiva de 81 jovenes y 81 adultos mayores.
Para medir la CMO se usaron las pruebas de alcance de lectura y conteo, recor-
tadas de 12 a 8 intentos y para la actualizacion de memoria, la prueba Atras N
Verbal (N =2, 3).

Para explorar como los estudiantes bilingles utilizan su CMO bajo dife-
rentes cargas cognitivas y entender qué lleva a los bilingtes a inhibir una
respuesta predominante y permitir una respuesta mas adaptable y cuando y
como ocurre, fueron los objetivos de Yang y Yang (2017, p. 4). En su compa-
racion, entre 25 estudiantes bilingties y 25 monolinglies en inglés como lengua
nativa, fueron evaluados en su CMO base, con la prueba de alcance de ope-
raciones en la cual, en una sola pantalla aparecian la operacion y la letra a
memorizar, todo ello se leia en voz alta y luego bajo el control del participante,
se presentaba la siguiente pantalla, hasta terminar.

Yue et al (2017, p. 6), a partir de estudios que analizan el cerebro como una
red en lugar de un conjunto de regiones inconexas, deseaban probar que las
redes de alta modularidad favorecian el rendimiento en tareas simples, mientras
que las redes de baja, el rendimiento en tareas mas complejas. Para ello, midie-
ron la CMO en 52 universitarios con una prueba de alcance de operaciones, la
cual manejaba en distintas pantallas, la operacién, el resultado y la letra a
memorizar. Antes de la aplicacién, los estudiantes tuvieron tres bloques de
practica con 2, 3 o0 4 items. En el primer bloque, solo recordaban la letra, en el
segundo resolvian la operacion y en el ultimo, ambos.

En su estudio, Li, He, Wang, Hu 'y Guo (2017, p. 2) investigaron si el entrena-
miento en eficiencia de filtrado visual podria mejorar la CMO visual y evaluaron
el efecto de transferencia de dicho entrenamiento en la CMO verbal y fluidez de
inteligencia, en 38 universitarios diestros con visién normal y sin daltonismo,
acreditado con la prueba de Ishihara. Para las mediciones, se usaron las pruebas
de alcance de operaciones y palabras, la cual difiere de la primera en que se
memoriza una palabra en lugar de una letra. Los participantes leian en voz alta
la pareja de elementos verbales y daban su respuesta al presionar uno de dos
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botones. En total, hubo 15 series y 60 parejas operacion-palabra, las cuales
fueron diferentes pero paralelas en los diversos momentos de medicion.

Doki¢, Koso-Drljevi¢ y Dapo (2018, p. 3) trabajaron con 504 universitarios de
primer ano, con dos objetivos: verificar el efecto en las propiedades psicométricas
de las pruebas de Operaciones, Lectura y Simetria al aplicarse en modalidad
grupal; y determinar discrepancias entre aplicar o no, el criterio de precision
mayor al 85% (Conway et al, 2005, p. 775). Las pruebas se administraron en una
sola hora, en orden contrabalanceado, en grupos de dos a cuatro participantes,
quienes fueron sentados de modo que cada uno estaba de espalda o de lado
respecto de los demas. Se aseguraron que todos siguieran el mismo ritmo, cui-
dando que comenzaran la tarea al mismo tiempo y que al terminar, permane-
cieran sentados para evitar distracciones.

Coleman, Watson y Strayer (2018, p. 3) analizaron el cruce factorial de las
instrucciones de la tarea (velocidad vs. precisién) y las diferencias individuales
en la CMO (alta vs. baja) para producir comparaciones empiricas interesantes
que podrian ser tedricamente Utiles en esclarecery disociar diversos mecanismos
de control cognitivo. Con ello en mente, hicieron mediciones en 250 universita-
rias con la prueba de alcance de operaciones, excluyendo aquellas cuya preci-
sion estuvo por debajo del 85%. Luego se invitd a 50 de ellas, con los puntajes
del cuartil mas alto (25) y del mas bajo (25); para ser evaluadas individualmente
con la prueba automatizada de flancos de Eriksen y Eriksen (1974, p. 144); bajo
condiciones de velocidad versus precision.

Es notable encontrar en los estudios revisados, que la prueba de Operaciones
es la mas comun y en ocasiones la Unica medida de la CMO, lo cual es posible,
se deba a lo establecido por Foster et al (2015, p. 2), sobre la intencion de obtener
mediciones en menos tiempo, usando pocos instrumentos para obtener conclu-
siones sobre la CMO. Por lo anterior, en el presente trabajo se ha decidido realizar
mediciones con diferentes tareas de la CMO en los dominios visual y verbal,
minimizando el tiempo al ser aplicadas de manera grupal y evitando que aque-
llos que son mejores en el procesamiento, aprovechen para ensayar los elemen-
tos memorizados, por la forma en que se construyeron las tareas, que se
describen mas adelante. Las diferencias, con trabajos previos revisados, en cuan-
to a la funcionalidad de las pruebas usadas y su administracion para el presente
trabajo, se centran basicamente en que cada prueba tiene 3 intentos en sus 4
niveles, los cuales se distinguen por la cantidad de elementos a memorizar y
que van desde 2 hasta 5; con un total de 42 elementos. Cuando aparece el
distractor, el participante debe escoger la respuesta de entre dos opciones que
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aparecen en la pantalla. Al momento de recuperar los elementos memorizados,
el participante tiene que registrarlos, ya que no cuenta con opciones para elegir.
Adicionalmente, una prueba de alcance de razonamiento basada en analogias,
adaptada del trabajo de Gutiérrez-Martinez, Garcia-Madruga, Carriedo, Vila y
Luzdn (2005, p. 8), se modifico para que tuviera una estructura similar a las
desarrolladas y validadas por Kane et al. (2004, p. 196). No manejan una sesion
de practicay en su lugar, los participantes pueden, previamente a la resolucion,
revisar videos demostrativos. Bajo la supervision de un aplicador, se pueden
aplicar, de manera individual o grupal, por lo cual se omite la lectura en voz alta
y se resuelven al ritmo del propio participante.

2.5 MEMORIA OPERATIVA Y ANSIEDAD MATEMATICA

Los estudios realizados por Mavilidi, Hoogerheide, y Paas (2014); Sovansky
(2013), aportan evidencia significativa del efecto positivo que tiene la disminu-
cién de la AM sobre la Capacidad de Memoria Operativa (CMO), potenciandose
las habilidades numeéricas ya sea por el solo hecho del control de las emociones
negativas y pensamientos intrusivos (técnica de la defusion cognitiva) y la imple-
mentacion de estrategias que la minimicen.

Otras investigaciones (Shiy Liu, 2016a) aportan evidencia del hecho de que
al potenciar la CMO se disminuye el nivel de AM y posibilita que la capacidad
de razonamiento mejore. Entre los resultados obtenidos por ellos, se menciona
el hecho de que sujetos con alta AM manifiestan su condicion de estrés princi-
palmente en ejercicios de MO que involucren a los nimeros como elementos a
recordar o manipular y en los niveles de mayor complejidad de las tareas de
alcance de lectura. También mencionan que no existe diferencia entre individuos
con baja o alta AM en lo que respecta a tiempos de reaccion y precision, para
pruebas de MO, que no contengan numeros.

Multiples estudios demuestran que existe una correlacion negativa entre AM
y la CMO (Passolunghi et al, 2016, p. 6; Shiy Liu, 2016b, p. 8; Walker, 2013, p. 44).
La relacién entre AM y MO ha sido documentada como factor determinante en
el pobre desempeno académico en el area de las matematicas; siendo las muje-
res quienes presentan indices de ansiedad significativamente superiores (McAu-
ley, 2015, p. 40). Este ultimo hecho puede deberse a condicionantes externos
que las afectan desde muy temprana edad (Geist, 2015, p. 330).
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Ruff y Boes (2014, p. 9) observaron un efecto negativo de la AM sobre el
desempeno academico y Garcia-Lopez (2016, p. 36) en su estudio documental
sobre la AM describe varias correlaciones existentes con el desempeno acadé-
mico en el area de las matematicas, presentandose con la MO como la mas
fuerte sequida de los estereotipos sociales (género y grupo étnico).

Otros estudios arrojan evidencia significativa de que la CMO del tipo viso-es-
pacial tiene una fuerte influencia sobre la AM, la motivacion y los logros matema-
ticos, ademas de tener influencia parcial en la relacion entre la actitud y los logros
matematicos por lo que sugieren que los maestros deben enfocarse en la mejora
de la habilidad viso-espacial para lograr mejoras en el desempeno matematico,
ya que los mecanismos mentales para resolver problemas son los mismos desa-
rrollados durante actividades viso-espaciales (Rabab'h y Veloo, 2015, p. 8).

Luttenberger et al. (2018, p.314) concluyen que el desbalance entre AM
y MO se debe a deficiencias en el proceso cognitivo de tal forma que vuelve
dificil el resistir las disrupciones de pensamientos irrelevantes que interfieren
a los estimulos enfocados a las tareas relevantes. Acorde a Ashcraft y Krause
(2007), el bajo desempefio dispara la ansiedad matematica y ésta lleva a
bajos desempenos en situaciones relacionadas con tareas numéricas. La AM
afecta de manera significativa la fluidez de resolucion de problemas mate-
maticos. Los estudiantes adultos con alta AM son mas ineficientes para
completar operaciones por minuto con un mayor numero de digitos que,
aquellos con baja AM. No solo afecta los procesos cognitivos matematicos,
sino también afecta los procesos cognitivos globales que dependen de la
fluidez de inteligencia.

2.6 MEMORIA OPERATIVA Y HABILIDADES ARITMETICAS

La capacidad de resolver problemas verbales presenta una alta correlacion con la
MO (Peng et al, 2016, p457). Los autores concluyen que la correlaciéon entre la MO
y las matematicas en general es de magnitud media (r=0.35) y que los efectos
que el tipo de habilidad matematica (conocimiento numérico basico, calculo
numeérico, operaciones de un solo digito, operaciones con varios digitos, fraccio-
nes, resolucion de problemas verbales, geometria y algebra) tiene sobre la rela-
cion MO-competencia matematica son significativos. El calculo numeérico y la
geometria son las habilidades con mayor y menor correlacion con la MO.

132 EDUCACION MATEMATICA, VOL. 32, NUM. 2, AGOSTO DE 2020



Memoria operativa, ansiedad matematica y habilidad aritmética en docentes de educacion basica..

La investigacion realizada con estudiantes no graduados por Vallée-Tou-
rangeau, Sirota, y Vallée-Tourangeau (2016, p. 3) relacionada con el impacto
a la MO al realizar calculos mentales con numeros de un solo digito sugiere
que la interactividad aumenta el grado de recursos de MO y disminuye el
efecto de la AM al realizar sumas. Los participantes obtuvieron un mayor
porcentaje de respuestas correctas en ausencia de la supresion articulatoria
(proceso por el cual hablando se inhibe el desempeno de la memoria, mientras
son presentados elementos que hay que recordar) y bajo condiciones de alta
interactividad con los elementos.

2. METODO

Se partié de un enfoque cuantitativo con un tipo de estudio descriptivo, no
experimental, transversal y prospectivo. A continuacion, se presentan las carac-
teristicas de los participantes, los instrumentos aplicados, el procedimiento segui-
do y las condiciones de aplicacion de las mediciones.

3.1 PARTICIPANTES

Formaron parte del estudio, todos los estudiantes (N=39) de una institucién
particular formadora de docentes en una zona urbana del centro del estado de
Veracruz, México. Los jovenes formaban parte de las Licenciaturas en Educacion
Preescolary Primaria de 1°,3°, 5%y 7° semestre. La edad de los participantes fue
de 18 a 23 anos y 97.4% fueron mujeres. Los participantes leyeron y firmaron
un documento dando su consentimiento previo al inicio de la investigacion y
su participacion no estuvo relacionada con asignatura algunay los resultados
obtenidos no afectaron sus calificaciones.

3.2 INSTRUMENTOS
Ansiedad Matemdtica. Se emple la escala validada para México por Eccius-We-
lImanny Lara-Barragan (2016) conocida como “Perfil de Ansiedad Matematica”

(PAM). Esta escala de 20 items presenta enunciados sobre las actitudes, emo-
ciones y creencias alrededor del aprendizaje de las matematicas. Los items
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fueron construidos con base a una escala de Likert desde 1 (casi nunca) hasta
5 (casi siempre) para un minimo de 20 y un maximo de 100 puntos.

Examen de aritmética. Aunado a la escala de ansiedad, se aplico un examen
electronico incorporado a una plataforma Moodle, con 12 problemas de aritmé-
tica con 4 opciones de respuesta (Ejemplo: Un adolescente envia 42 mensajes
por celular en 2 horas. {Cuantas horas le tomara enviar 252 mensajes?) Dichos
problemas se extrajeron de las guias publicas para el Examen Nacional de
Ingreso a la Educacion Media Superior (EXANI I) del Centro Nacional de Eva-
luacion para la Educacion Superior (CENEVAL 2018) en México.

Memoria operativa. Se utilizo el software NeuronsWorkout, que consta de
ocho tareas automatizadas, seis de ellas de tipo complejo, basadas en el trabajo
de Esquivel-Gamez, Balderrama-Trapaga, Vargas-Ortiz y Garcia-Vergara (2018,
p. 51). De las seis, cuatro son usadas para el dominio verbal y 2 para el viso-es-
pacial. A continuacion, se describen brevemente las citadas pruebas:

Alcance de lectura. Aparecen frases junto con una letra y al tiempo que el partici-
pante indica si la frase es logica o no (ej. El papel se mojo con la tierra cuando lo
tiraron), debe memorizar la letra. Cuando termina la serie, se recuperan las letras
conforme el orden de aparicion.

Alcance de operaciones. Un grupo de pares palabra-operacion aritmetica aparece,
para que el sujeto indique si la operacion es correcta o no, al tiempo que memoriza
la palabra asociada. Una vez que termina el grupo, las palabras memorizadas se
ingresan en el orden en que aparecieron.

Alcance de conteo. Una serie de pares imagen-palabra aparece para que el parti-
cipante memorice la cuenta de circulos azules e indique si dicha cuenta es un
numero par o no. Cada imagen contiene circulos y cuadrados azules mas circulos
verdes. Al final de cada serie, el participante debe registrar las cuentas, conforme al
orden en que fueron presentados.

Alcance de razonamiento. Se muestra un conjunto de pares analogia-palabras y el
sujeto debe elegir de las palabras, aquella que la complete correctamente. Después
de resolver el conjunto, se recuperan las palabras de acuerdo con el orden en que
aparecieron.

Alcance de rotacion. En una serie aparece una letra en posicién normal o girada,
luego de indicar Si o NO esta rotada, desaparece para posteriormente exhibir una
flecha que se debe memorizar. Al final de cada serie se debe indicar el orden de
presentacion de cada flecha.
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Alcance de simetria. En un grupo de pares de matrices, inicialmente aparece una
con algunas celdas de negro, de modo que puede presentar simetria desde su eje
vertical. El participante debera marcar si es o no simétrica, para luego desaparecer
y mostrar otra matriz con una celda roja y cuya posicion debe memorizarse. Al final
de cada grupo, en una matriz vacia se deben registrar, con nimeros consecutivos
el orden de aparicion de la celda roja.

Para el dominio verbal se tienen a las de alcance de: lectura, operaciones, razo-
namiento y conteo. Para el viso-espacial, se cuenta con las de alcance de rota-
cion y de simetria.

3.3 PROCEDIMIENTO

Examen de aritmética. El examen se alojé en un curso sobre una plataforma
Moodle y para el ingreso a la misma, se concedieron previo a la aplicacion, los
datos de acceso personales. Se procedio a comunicar el tiempo maximo de
resolucion (30 mins), las instrucciones de aplicacion del examen y se les pro-
metio un premio monetario a quien obtuviera el mejor resultado. Durante la
ejecucion, se recordaba frecuentemente a los jovenes, el tiempo restante y la
promesa del premio econdémico. Al término de la evaluacion, se les pidi6 escri-
bieran en una hoja en blanco sus impresiones de la experiencia

Escala de ansiedad matemadatica. Al finalizar el examen previo, se indicaron
el objetivo y los pasos a seguir, para obtener la percepcion de ansiedad mate-
matica, enfatizando que se tomaran su tiempo para responder honestamente a
las cuestiones, las cuales estaban integradas en un formulario de Google.

Memoria operativa. Los participantes, organizados en pequenos grupos,
se ubicaron en computadoras de modo que dejaran un lugar entre si, dado
que se requeria que todos comenzaran cada prueba al unisono y que se
redujera la posibilidad de copia. No se ofrecidé compensacion econdémica
alguna y solo se les enfatizé la importancia de la deteccién temprana de
factores personales que pueden impactar en su desempeno académico.
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4. RESULTADOS

Una vez concluidas las mediciones, los datos fueron procesados con el software
estadistico SPSS V15.0 y la informacion obtenida se describe enseguida.

Examen de Aritmética. La prueba de normalidad Shapiro-Wilk muestra que,
de los resultados obtenidos en la evaluacioén, solo la edad y calificacion total,
cumplen tal supuesto. La calificacion maxima obtenida fue de 6.54 de una
calificacion maxima esperada 10y 84.6% de los jévenes obtuvieron una cali-
ficacion reprobatoria (< 6.0). El promedio de calificacion obtenido en el examen
fue de 3.95 con desviacion estandar de 1.27. Dichos resultados parecen indicar
un desempeno deficitario en los niveles maximo y promedio, al resolver proble-
mas de aritmética muy basicos. Al buscar asociaciones, se detectd una negativa
entre la edad y el tiempo de resolucion (r=-0.346, p=0.031) y debido al nimero
tan variable de participantes por grupo, no fue posible llevar a cabo la compa-
racion de medias grupales.

Perfil de Ansiedad Matemdtica. Al determinar la consistencia interna del
instrumento usado, se encontro un Alfa de Cronbach para la escala completa
de 0.937 y para sus dimensiones: Actitudes (0.874), Emociones (0.867) y Creen-
cias (0.844). Con los resultados obtenidos, se demuestra una fuerte relacion entre
las preguntas de cada dimension, al ser mayores a 0.7 y por tanto, la fiabilidad
del instrumento.

De las tres dimensiones, en la correspondiente a actitud, se encontrd que,
en 5 de sus § items, 31.6 % de los jovenes se perciben con mala o pésima
actitud ante el hecho de esforzarse en las tareas matematicas. Para la dimen-
sion de creencias, en cuatro de seis preguntas que la conforman, aproxima-
damente la mitad (52.6 %) de ellos, se catalogan como poco habiles o con
poca confianza en sus habilidades numéricas. En lo referente a las emociones
que generan las matematicas para los jovenes, solo 28.9 % de ellos manifiesta
sentirse comodo con ellasy en la pregunta 15 (Las matematicas son mi punto
fuerte) 55.26% de los participantes, respondieron casi nunca y 21 % respon-
dieron que a veces, lo que hace que esta pregunta muestre la percepcion mas
baja de los participantes.

Para la escala total se observd que 15.79 % de los participantes manifiesta
AM en al menos 75 % de las situaciones contempladas en los 20 items, asf
como otro 13.16 % presenta condiciones de ansiedad entre 50 y 75 % de las
ocasiones presentadas en la escala. 65.75% senala experimentar ansiedad en,
cuando mucho, la mitad de las circunstancias planteadas y solo en 5.3 % de los
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casos, manifestaron no experimentar ansiedad bajo alguna de las situaciones
presentadas en los items.

Memoria operativa. En cada nivel de prueba, se obtienen los datos: respues-
tas correctas, respuestas en orden, el tiempo promedio de reaccion a cada
planteamiento y el porcentaje de precision ante el cuestionamiento distractor.
Para obtener los puntajes de las pruebas, en linea con Conway et al. (2005,
p. 776), se uso el procedimiento de puntuacion de carga unitaria (PCU). Por cada
prueba, los estadisticos descriptivos de tales puntajes junto con el tiempo de
reaccion y porcentaje de precision, asi como el alfa de Cronbach, se muestran
en la Tabla 1. En todas las pruebas, se encontré un nivel de asociacion medio
altamente significativo (desde 0.409 hasta 0.670) entre el PCU y la precision en
las respuestas al distractor y aunque no significativo, se obtuvo un nivel bajo de
asociacion negativa entre la precision y el tiempo de reaccion, excepto para la
prueba de simetria.

Tabla 1. Estadisticos descriptivos

Puntaje (PCU) Precision Tiemp(-)lde Consistencia
reaccion Interna
Prueba Media I?gsv. Media I?gsv. Media De;v. Alfa de
tipica tipica tipica Cronbach
Conteo 0.889 0129 9543 7299 382 1114 818
Lectura 0.896 0098 9105 8689 726 3497 684
Operaciones 0.876 0110 7985 13800 584 2.804 587
Razonamiento 0.815 0139 9351 5454 7.09 1.915 172
Rotacion 0.635 0170 9634 8953 6.07 2.865 698
Simetra 0.705 0175 8185 13013 646 2351 778

A partir de la revision del criterio de la distribucion normal de los puntajes (PCU)
se aplicaron las pruebas estadisticas correspondientes, encontrando que al com-
parar los promedios de los puntajes por dominio, las de naturaleza verbal tuvie-
ron una ventaja altamente significativa contra la del tipo viso-espacial (0.86 vs.
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0.67). Aunqgue el tamano de la muestra es relativamente pequeno, se calculd el
nivel de consistencia interna resultando igual a 0.900 en lo global y por prueba,
niveles aceptables.

Digno de comentar, es que, para el caso de la prueba de Operaciones, la
cual se caracteriza por tener a la resolucion de operaciones aritméticas
basicas como elemento distractor, se obtuvo: el promedio menor en la pre-
cision, la mayor dispersién de la misma, un nivel mediano de asociacién
altamente significativo (r=0.570) del tiempo de reaccion con la precision y
uno mas bajo con el PCU (r=0.306, p=0.05), la unica diferencia significativa
entre grupos en el PCU (Chi?=8.664, p=0.034), desfavorable para el grupo de
septimo semestre y finalmente, una correlacién elemento-total negativa de dicho
puntaje en su nivel cuatro, que al eliminarse, resultaria un nivel de consis-
tencia interna de 0.810.

Asociacién entre puntajes de las pruebas. En la Tabla 2 se presentan los
niveles de correlacion y significancia para las pruebas de Memoria Operativa,
en la cual digno de comentarse es el nivel de asociacion, altamente significativo,
entre la prueba de simetria y tiempo de reaccion, posiblemente debido a que se
usa un patrén similar tanto en la etapa de procesamiento como en la memori-
zacion. Quizas por lo mismo, fue la prueba de tipo viso-espacial que obtuvo un
nivel asociativo mayor que una verbal (Lectura), entre el puntaje y la precision.
Adicionalmente, se encontro correlacion negativa y significativa entre la edad
de los participantes y los puntajes de las pruebas de lectura y de razonamiento
(-0.352 y -0.319 respectivamente), las cuales requieren de una lectura compren-
siva de frases.
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Tabla 2. Asociacion entre puntajes de pruebas de MO

Razona- Tiempo de
Rotacién  Operaciones  Simetria ~ miento  Conteo  reaccién  Precision
Lectura A75(%) A482() 382(M  453(%) 35109 031 A435(%)
Rotacion 1 AT78(7) 696()  458(*) 304 033 40909
Operaciones 1 561(%)  419(*) 40607 306 505(*%)
Simetria 1 A470%) 4260 467() ATT(%)
Razonamiento 1 .339(%) -079 6700*%)
Conteo 1 096 A82(*)

*p <05 p< 0L

Al buscarse la asociacion entre la AM y la MO, se encontraron en sentido nega-
tivo y de magnitud moderada unas entre el puntaje de la prueba de razona-
miento y la percepcion total de la AM (r=-0.391, p=0.018) y otras, con la dimension
de Actitudes (r=-0.435, p=0.008) y de Creencias (r=-0.420, p=0.011). De manera
analoga, con las medias globales por dominio, se encontré6 una de magnitud
moderada entre la dimension Actitudes y el dominio verbal (r=-0.381, p=0.022)
y con la AM global, no se encontré asociacion significativa alguna.

Entre la calificacion obtenida en el examen de aritmética y el nivel de AM,
no se encontré asociacion alguna, ni en lo global ni por escala. Sin embargo,
entre dicha calificacion y los puntajes globales de la MO por dominio, se encon-
tré una positiva de magnitud moderada, tanto con lo viso-espacial (r=0.313,
p=0.053) como con lo verbal (r=0.443, p=0.005), particularmente con la prueba
de Lectura (r=0.418, p=0.007).

5. DISCUSION DE RESULTADOS

Examen de Aritmética. En funcion de los resultados, al analizar los items, para
el indice de facilidad, se encontraron: una pregunta facil, una bastante facil,
cuatro adecuadas al nivel del estudiante promedio, tres moderadamente dificiles,
una dificil y dos muy dificiles. Solo las preguntas muy dificiles arrojan resultados
insatisfactorios de desviacion estandar (inferiores al 33%). La ponderacion efec-
tiva de la mitad de los reactivos indica que tienen un mayor efecto que el
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deseado en la dispersion de las calificaciones (prequntas 2, 3, 7, 9, 11 y 12).
Ahora bien, de los 12 items, 7 muestran un indice de discriminacion cero o
negativo y solo la pregunta 3 obtiene un nivel adecuado (37.54%), indicando
que es efectiva para discernir entre los participantes mas de los menos capaces.
En cuanto al andlisis de la eficiencia descriminativa, los mismos items obtuvieron
un valor cero o negativo, senalando que preguntan algo diferente al resto o son
preguntas erroneas. Al parecer dichos items deberian descartarse, sin embargo,
dado que han sido analizados a partir de resultados de poblaciones mas amplias,
de manera que forman parte de la guia del CENEVAL, se considera que tanto el
indice como la eficiencia discriminativa, se hayan visto afectados por el bajo
desempeno del grupo evaluado.

Ademas, de la revision de los comentarios que de manera anénima escribieron
al término del examen, digno de comentar es: Solo dos participantes expresaron
gusto por las matematicas, mientras que el resto indico entre otras cosas que, no
recordaban o no sabian como resolver los planteamientos, se sentian estresadas
0 nerviosas y un rechazo manifiesto a las matematicas. Si a ello se agrega que
en algunos sistemas de educacion superior, un puntaje menor a 7 es reprobatorio,
todos los participantes (38 mujeres y 1 hombre) estarian reprobados, sin importar
el tiempo transcurrido de haber tenido el utimo contacto con la aritmética. Lo
anterior puede estar acorde a lo descrito por Peng et al. (2016, p. 461), de que la
habilidad de calculo numérico de los docentes de educacion basica en formacion
en general es deficiente, lo que posiblemente impacta a la MO y al desempeno
en la evaluacion. Si ademas se considera que los estudiantes proximos a egresar,
obtuvieron el puntaje mas bajo, la situacion que enfrentaran los docentes en
formacion y los ninos bajo su cuidado, es aun mas preocupante.

Perfil de Ansiedad Matemdtica. Es interesante observar que los items sobre
creencias y actitudes impactan en mayor proporcion al factor de ansiedad de
los maestros en formacion del presente estudio coincidiendo con los hallazgos
de Eccius-Wellman et al. (2017, p.78-81).

Usando el mismo instrumento y aun cuando trabajaron con una muestra
mayor (n=285) en un entorno educativo similar, para Casis et al. (2017, p. 188-
199), sus estudiados indicaron menores niveles de ansiedad media en lo refe-
rente a las emociones que los del presente estudio (3.51 vs. 1.75). Una condicién
similar se tuvo en la confianza en sus habilidades (3.27 vs. 3.18) y en que las
matematicas los hacen sentirincomodos y confusos (2.27 vs. 2.93). En lo referente
a creencias, los estudiantes chilenos (Casis et al, 2017) piensan que pueden
obtener mejores resultados que sus pares mexicanos (2.92 vs. 2.44).

140 EDUCACION MATEMATICA, VOL. 32, NUM. 2, AGOSTO DE 2020



Memoria operativa, ansiedad matematica y habilidad aritmética en docentes de educacion basica..

Asi mismo, 15.79% de las participantes en el estudio manifiestan rasgos de
alta AM; comparandolos con 17% descrito por Luttenberger, Wimmer, y Paechter
(2018, p. 312) de la poblacion americana en general con la misma condicion.
En linea con ellos, se ha detectado que a mayor edad y en especial las mujeres
con alta AM, se perciben como menos habiles en tareas que incluyan a las
matematicas y creen tener un bajo desempeno durante los exdmenes.

En este orden de ideas, Ramirez, Shaw, y Maloney (2018) reportan que mas
de 80% de los estudiantes universitarios presentan grados de moderados a altos de
AM contra 94.7% observado en esta investigacion.

Memoria Operativa. Los niveles de asociacién encontrados entre el puntaje de
memoria operativa por prueba y el porcentaje de precision, implica que aquellos
participantes con los mejores resultados en la tarea de manejo de distractores
alcanzaron puntuaciones de MO mas altas, en linea con Conway et al. (2005, p.
774). Por este motivo, es recomendable alentar a los participantes de estudios
similares a que se enfoquen por igual en la memorizacion y en el procesamiento
de la tarea. En cuanto a la media de los puntajes, las menores se dan en las
pruebas viso-espaciales, posiblemente debido a que las tareas que manejan
estimulos verbales tienen que ver con habilidades mas maduras como son el
conteo, la aritmética y la lectura y, por tal razon sus puntajes son mayores. Ade-
mas, el menor tiempo de reaccion promedio, se obtiene en la prueba de conteo,
que consiste simplemente en contar un tipo de figura. Por otro lado, la media
mas alta en el PCU se obtiene en la prueba de lectura, posiblemente porque
solo es necesario memorizar una letra, asi como en el tiempo de respuesta, dado
que es necesario procesar frases mas extensas. En cuanto a la precision, posi-
blemente porque solo es necesario revisar si una letra esta o no rotada, se obtuvo
la mayor media en la prueba de rotacion.

El nivel de asociacion entre las diferentes mediciones de la MO va en linea
con los resultados de Kane et al. (2004, p. 200), excepto para la tarea de conteo,
cuyo nivel fue menor a 0.40 con otras tres; posiblemente debido a la exigencia de
traducir un estimulo visual (circulos azules) a uno verbal por recordar (nimero).

5.1 ASOCIACION ENTRE PUNTAJES
De manera particular y en contraste con Peng et al. (2016, p. 457), la solucion

de problemas verbales del examen de aritmética, presenta una moderada corre-
lacion con la capacidad de memoria operativa en ambos dominios, siendo
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altamente significativa para lo verbal, en particular con la prueba de alcance de
lectura. Al resolver los problemas, que en promedio manejaban 27 palabras, se
requeria de una lectura comprensiva y dado que su nivel de desempeno se ha
encontrado asociado con la CMO verbal (Esquivel, Martinez, Cérdoba y Reyes,
2016, p. 49), de ahi la calificacién obtenida. A lo anterior puede anadirse, la
asociacion encontrada entre el porcentaje de precision en la prueba de opera-
ciones y su tiempo de respuesta tan bajo, lo cual podria estar asociado a una
actitud de negacion ante las matematicas, situacion que pudo palparse en los
comentarios escritos al final de la prueba.

De los resultados obtenidos por Novak y Tassell (2017, p. 21) en una univer-
sidad publica al sureste central de los Estados Unidos (n=47), al buscar asocia-
ciones entre el puntaje ante problemas verbales de matematicas y la MO (prueba
de alcance de operaciones) se encontrd una asociacion de nivel similar (r=0.18)
e igualmente no significativa. Al comparar la asociacion entre dicho puntaje y
el de una similar a la prueba de alcance de rotacion, manifiestan una correlacion
muy baja y no significativa, a diferencia de la aqui encontrada (r=0.478).

La correlacién encontrada entre la AM y la MO (prueba de alcance de
razonamiento) fue en grado moderado a diferencia de los resultados reporta-
dos por Walker (2013, p. 65) donde reportan una relacion de mayor magnitud
también negativa (r=-0.640); sin embargo, los instrumentos de medicién fueron
totalmente distintos.

Seguin Rabab’h y Veloo (2015, p. 8) la habilidad viso-espacial es mediadora
entre la actitud hacia las matematicas y el logro matematico (r=0.648), entre la
motivacién y el desempeno (r=0.648) y entre la AM y el logro (0.640), lo que motiva
a los estudiantes a aprender matematicas y permite que la actitud ante ellas
mejore. Para el presente caso, no se encontré dicha mediacion, ya que al introducir
el puntaje promedio de las pruebas viso-espaciales, al modelo de regresion lineal
para cada una de las escalas de la AM, teniendo a la calificacion de aritmética
como variable dependiente, no se obtuvieron resultados favorables.

6. CONCLUSIONES
Para la poblacion estudiada, sus creencias y actitudes han impactado de mayor

manera al nivel de ansiedad percibido, en linea con Eccius-Wellman et al. (2017).
Lo anterior posiblemente, pudo conducir a un nivel deficiente en la prueba de
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aritmética, sobre todo si se considera que resolvieron problemas basicos, lo cual
a su vez pudo disparar la AM.

Conforme a Ashcraft y Krause (2007) y Sokolowski, Hawes y Lyons (2019), la
ansiedad matematica conduce a un patron de evitacion global: los estudiantes
evitardn tomar cursos de matematicas y situaciones en las que las matematicas
sean necesarias, incluidas las carreras profesionales; siempre que sea posible.
Para el presente caso, dado el tamano tan reducido de la poblacién estudiada,
no es posible generalizar los resultados hacia la eleccion de estudios universi-
tarios y mucho menos a la decision de estudiar docencia.

Sin embargo, la habilidad y rechazo mostrados, podria afectar su desempeno
en las evaluaciones previstas para el ingreso al servicio magisterial. Con ello, se
estaria en linea con la tendencia a la baja, encontrada por Ramos, Zamora-Lugo
y Figueroa-Rodriguez (2018, p. 105) en el area de pensamiento matematico del
EXANI 1l de CENEVAL. Por lo anterior, es necesario tanto fortalecer los conoci-
mientos y habilidades matematicas, asi como desarrollar actitudes y creencias
positivas en los maestros en formacion, que a su vez permitan desarrollarlas en
sus futuros estudiantes.

Aunado a lo anterior y conforme a Ball, Thames y Phelps (2008, p. 405), dada
la naturaleza de la ensefanza de las matematicas, es necesario determinar
cudles aspectos del conocimiento del contenido por ensenar, predicen mejor el
desempeno estudiantil, para entonces analizar distintas propuestas para el desa-
rrollo de los profesores en formacion que mejoren dicho conocimiento, mediante
la implementacion de materiales que lo apoyen tanto en su etapa aprendiz como
en su etapa profesional.

Aunque con diferentes instrumentos de medicion y tamafnos de muestra, el
hecho de encontrar valores de correlaciéon menores entre AM y MO respecto a
otros estudios puede deberse al hecho de que los jovenes participantes del
presente estudio, no se verfan afectados en ninguna materia del semestre por
un pobre desempefno en el examen y la promesa de un premio monetario no
fue suficiente para motivarlos a esforzarse. Por tanto, se requiere implementar
mediciones adicionales en muestras similares de estudiantes que permitan, al
tiempo de mejorar los procedimientos de medicion, determinar con mayor certeza
los hallazgos, sobre todo porque en la muestra estudiada, la asociacion entre el
nivel de ansiedad, global y por escala, con el desempeno aritmético, no ha sido
significativa. Y, aunque el nivel encontrado en la habilidad aritmética es preo-
cupante, se hace necesario ampliar el estudio a otros dominios de resolucién
de problemas matematicos (geometria y problemas no verbales, entre otros);
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ademas de verificar sus niveles de asociacion con el dominio verbal y el viso-es-
pacial de la memoria operativa.

Conforme a los niveles de asociacion encontrados, se abre la oportunidad
de implementar un ambiente virtual para docentes en formacion, en el cual
convivan tanto mediciones automatizadas como tareas adaptativas de entrena-
miento (@aumento de la dificultad a partir del desempefo) de la memoria opera-
tiva; aunadas a tutoriales de aritmética con instrumentos de evaluacién formativa,
que permitan en los estudiantes, logros que mejoren su confianza. Si ademas,
se usan instrumentos de reconocimiento facial mientras resuelven examenes de
aritmética, se estara ante la posibilidad de enriquecer las mediciones de la
ansiedad ante los examenes, las cuales se basan en gran medida en cuestio-
narios de autopercepcion. Con ello, se podra proporcionar evaluaciones validas
y utiles para los profesionales psicoeducativos, interesados en detectar aquellos
estudiantes con riesgo de desercion y en potenciar sus habilidades y conoci-
mientos matematicos.
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Resumen: En este articulo presentamos resultados de un estudio sobre la ense-
nanza del calculo estimativo para la multiplicacion y la division. Los analisis
preliminares permitieron inventariar y analizar la variedad de problemas en
diferentes fuentes y a partir de variaciones de los mismos disefiamos una secuen-
cia de 14 clases para 5to ano de la escuela primaria. El estudio se centro en los
conocimientos puestos en juego por los alumnos, en las intervenciones didacticas
y en las interacciones en las clases. En este trabajo se documentan y analizan
en particular las dificultades a las que se enfrentaron los alumnos y los proce-
dimientos usados, tanto correctos como incorrectos, cuando resuelven problemas
que implican anticipar si un cociente sera mayor, menor o igual al cociente de
otro calculo dado. Entre los marcos teoricos de referencia para el disefio y el
analisis de las clases se destacan la Teoria de las Situaciones Didacticas (Brous-
seau, 2007) y la metodologia de la Ingenieria Didactica (Artigue, 1998). La inten-
cion de este estudio es aportar conocimientos sobre la ensefianza del calculo
estimativo al sistema educativo y al desarrollo de futuras investigaciones.
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Abstract: In this article, we present the results of a study regarding the teaching
of estimative calculation for multiplication and division. The preliminary anal-
ysis enabled the enumeration and analysis of the variety of the problems in
different sources. Using their variations as a starting point, we designed a
sequence of 14 lessons for the 5th grade of primary school. The study focused
on the knowledge of the students, the didactic interventions and the interaction
during class. This work documents and analyzes the difficulties faced by the
students and the procedures used - correct or incorrect- when they solve
problems that involve the anticipation of whether a quotient will be higher,
lower or equal to that one of another calculation given. The theoretical frame-
work to design and analyze the sequence was the Theory of Didactic Situations
(Brousseau, 2007) and the methodology of Didactic Engineering (Artigue,
1998) The aim of this work is not only contribute to the teaching of estimative
calculation but also the developing of new didactic investigations.

Keywords: Computational estimation, multiplicative problems, didactic sequence,
Theory of Didactical Situations, primary school.

1. INTRODUCCION

Presentaremos algunos resultados de un estudio que se propuso indagar la
ensefanza del célculo estimativo en alumnos de tercer ciclo* de la escuela
primaria. En particular, analizaremos las dificultades a las que se enfrentan
alumnos de quinto grado de primaria al resolver problemas que implican com-
parar expresiones multiplicativas y los procedimientos usados —tanto correctos
como incorrectos—. Los conocimientos de los alumnos se identificaron a lo largo
de una secuencia didactica de 14 clases, disenada especialmente para este
estudio y en el marco de una tesis de maestria (Stauffer, 2018).2

El calculo mental estimativo o aproximado es un tipo de problemas dentro
del calculo mental. A diferencia del calculo mental exacto, el calculo estimativo

rcer ciclo en México correspon no rimaria.
* El tercer ciclo en México corresponde a 5°y 6° afno de primaria
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busca un resultado cuyo grado de aproximacion puede variar seguin el problema.
Segovia y Castro (1989) definen la estimacion como “juicio sobre el valor del
resultado de una operacion numeérica o de la medida de una cantidad, en fun-
cion de circunstancias individuales del que lo emite” (p.18). Este tipo de calculo
esta presente en la vida cotidiana de nuestra cultura, ya sea para obtener un
resultado numeérico, como lo senala la cita anterior o, para tomar una decision.
Por ejemplo, los adultos utilizamos principalmente el calculo estimativo en situa-
ciones de compra-venta donde debe decidirse qué opcion conviene mas (‘Un
paquete de 18 pastelillos por $540 es mas economico que tres de 6 pastelillos
por $192?"). Ya solo el uso social justificaria su ensefianza en las escuelas pri-
marias; pero ademas, este tipo de calculo constituye un importante recurso de
control, dado que permite anticipar el rango posible de un resultado y luego
revisar la validez del mismo a través de un cdlculo exacto.

El calculo mental estimativo juega un rol importante en el aprendizaje de
los conocimientos matematicos. Investigaciones realizadas con ninos por Lerner
(2005) y retomadas para estudiantes adultos por Broitman (2012), muestran que
el trabajo con ciertos problemas de calculo mental estimativo contribuye a la
construccion de algunas relaciones y caracteristicas de nuestro sistema de nume-
racion. Se proponen, por ejemplo, problemas en los que los estudiantes tengan
que anticipar con qué numero empieza el resultado de un calculo como 56 +
22, u otros donde tengan que decidir si un calculo como 29 + 49 puede dar
ochenta y algo o no. Resolviendo este tipo de problemas los estudiantes se
enfrentan a tomar decisiones relacionadas con la agrupacion decimal y el valor
posicional, pilares importantes de nuestro sistema de numeracion.

Algunos autores sefnalan, ademas, que ciertos problemas de calculo mental
estimativo tienen el potencial de promover procedimientos de tipo algebraico en
los alumnos. Mason, Graham, Pimm y Gowar (1985) identifican cuatro raices del
algebra: aritmética generalizada; posibilidades y restricciones; reordenamiento y
manipulacién y expresion de la generalidad. Mencionan que la esencia de la
raiz de la llamada expresion de la generalidad esta en “identificar y aprovechar
aquellos momentos cuando los alumnos estan realizando calculos que pueden
revelar, con un poquito de indagacion, las reglas de la aritmética” (p. 90) y entre
otros, los calculos estimativos posibilitarian dicha cuestion. Por ejemplo, decidir
si 12 x 12600 es menor, mayor o igual a 24 x 6300, o la misma situacién de los
pastelillos anteriormente citada, son problemas que implican un tipo de calculo
que conduce a una practica algebraica, en lugar de buscar resultados numéricos
como suele hacerse en aritmética.
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Por algunas de estas razones u otras, el curriculo de México como el de
Argentina® incorporan el calculo estimativo o el calculo aproximado como con-
tenido en la escuela primaria.

En Meéxico, en los “Propositos del estudio de las Matematicas para la Educa-
cion Primaria” se menciona de manera explicita el calculo estimativo:

En esta fase de su educacion, como resultado del estudio de las Matematicas se
espera que los alumnos utilicen el calculo mental, la estimacion de resultados o las
operaciones escritas con numeros naturales, asi como la sumay resta con numeros
fraccionarios y decimales para resolver problemas aditivos y multiplicativos. (Secre-
taria de Educacion Publica, 2011, p. 62)

Sin embargo, los materiales curriculares de apoyo para el maestro contienen
pocas propuestas explicitas sobre como abordar las también escasas actividades
de célculo estimativo que presentan los libros de texto oficiales.® Por ejemplo, el
Libro del maestro de Matemdticas quinto grado (SEP, 2016) —grado en el que
se realizo la investigacion que aqui se reporta— presenta sugerencias didacticas
Unicamente para dos lecciones explicitamente dedicadas al calculo mental
(sumay resta de fracciones y de numeros decimales), y la estimacion Unicamente
se aborda en una leccion sobre la estimacion del peso.

En Argentina encontramos una mayor presencia del calculo estimativo en
los documentos curriculares, y se reconoce la importancia de que los alumnos
lo desarrollen a lo largo de la educacion primaria. En los Nucleos de los
Aprendizajes Prioritarios (NAP) elaborados por el Ministerio de Educacion,
Ciencia y Tecnologia (2005) para el segundo ciclo de la escuela primaria, se
plantea la necesidad de ofrecer situaciones de enseflanza que promuevan “El
analisis y el uso reflexivo de distintos procedimientos para estimar y calcular
en forma exacta y aproximada” (p. 17). La importancia asignada al calculo
estimativo en este documento de caracter nacional aparece en todos los grados
de la escuela primaria.

También numerosos libros de texto de este pais presentan propuestas de
ensenanza del calculo estimativo, por ejemplo, Saiz y Parra (2013) y Broitman,

> Hemos analizado en particular su ensefianza en estos dos paises por ser los de nuestros dmbitos
de trabajo e investigacion.

® En las escuelas primarias de México se distribuyen gratuitamente libros de texto de Matematicas y
de otras asignaturas. Esos libros son elaborados en la Secretaria de Educacion Publica.
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C, ltzcovich, H, Novembre, A, Escobar, M, Grimaldi, V., Ponce, H, y Sancha, I.
(2015). Asimismo, ponemos en relieve la existencia de varios materiales pro-
ducidos para docentes con orientaciones para la ensenanza del calculo esti-
mativo, por ejemplo, Broitman, C. (2011), y Cdlculo mental con ntimeros
naturales publicado por la Secretaria de Educacion del Gobierno de la Ciudad
de Buenos Aires (2006).

2. REFERENCIAS CONCEPTUALES Y DECISIONES METODOLOGICAS

La investigacion realizada, de la que aqui solo se reporta un aspecto, tuvo la
intencion de estudiar la ensefanza y el aprendizaje escolar del calculo estima-
tivo, poniendo énfasis en los tipos de problemas, en las intervenciones didacticas
y en los conocimientos de los alumnos, considerando las interacciones entre
unos y otros aspectos. Para este fin elaboramos una secuencia didactica de 14
clases durante la cual trabajamos con tres tipos de problemas diferentes que se
presentaran mas adelante.

Para disenar y anticipar la gestion de la clase en torno a los problemas
seleccionados, nos hemos apoyado en algunos conceptos centrales de la Teoria
de las Situaciones Didacticas de Brousseau (Brousseau, 2007). En particular
hemos tomado su nocion de devolucion, en el sentido del otorgamiento a los
estudiantes de la responsabilidad matematica de resolver los problemas pro-
puestos a partir de sus propios puntos de partida. Asi, hemos buscado instalar
condiciones para que produzcan y transformen sus conocimientos. Otra idea de
referencia de esta teoria, y que hemos adoptado para estas clases, es que los
alumnos puedan hacerse cargo de la validacion de sus decisiones e ideas
matematicas, en lugar de que estas sean solo una responsabilidad del docente
cuando determina si las respuestas dadas son o no pertinentes y correctas. Por
otra parte, nos resulta también un aporte la concepcion brousseauniana de
produccion colectiva del conocimiento matematico a través de procesos de deba-
te entre los alumnos y conducidos por el docente. En las clases de la secuencia
fomentamos estos espacios y documentamos en este trabajo algunos episodios
que dan cuenta de ello. Otra nocién también central para el disefo de la pre-
sente secuencia didactica es el concepto de institucionalizacion, el cual hace
referencia a las diferentes intervenciones del docente dirigidas a la toma de
conciencia de los alumnos de aquello que han producido, poniendo en relacion
sus conocimientos con determinados saberes matematicos. EI concepto de
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institucionalizacion se hace presente en las maneras en las que el docente va
dirimiendo los avances en los conocimientos producidos por los alumnos.

Con respecto a los conocimientos de los alumnos, se buscaba identificar
procedimientos correctos y erroneos, asi como las dificultades que podrian apa-
recer en alumnos de quinto grado de una escuela primaria al resolver problemas
de cada tipo de los seleccionados.

Implementamos la secuencia durante los meses de noviembre y diciembre
de 2016 en un grupo de 5° grado de un colegio bilinglie (espafol-aleman) de la
ciudad de Querétaro, México. Aunque la lengua materna de la gran mayoria de los
alumnos del colegio es el espanol, las clases de matematicas se imparten en aleman.
Por lo mismo, decidimos aplicar la secuencia en esa lengua, para no alterar la
dinamica establecida en el colegio y reconociendo, ademas, que la mayoria de
los alumnos ya tienen una larga experiencia con ese idioma. Sin embargo,
durante la implementacién de la secuencia se aceptaron respuestas de los
alumnos también en espanol y, se les invité a usar su lengua materna en caso
de que tuvieran dificultades para expresarse en aleman.

Si bien la elaboracion de la secuencia didactica no fue en sentido estricto
una Ingenieria Didactica (Artigue, 1998), tomamos de dicha metodologia los
siguientes aspectos: la realizacion de analisis preliminares incluyendo antece-
dentes de otros estudios, producciones curriculares, libros de texto y materiales
para docentes; el diseno y analisis a priori de las situaciones de ensenfanza para
anticipar errores, procedimientos, intervenciones didacticas, entre otras cuestio-
nes; una fase de implementacion o experimentacion y luego, un analisis a
posteriori, con su consecuente validacion a partir de contrastar anticipaciones y
supuestos con los resultados efectivamente obtenidos en la ensenanza.

Los analisis preliminares nos permitieron inventariar los tipos de problemas
de calculo estimativo presentes en diferentes fuentes: investigaciones, produccion
curricular, libros de texto, materiales para docentes, etc. A partir de un analisis
riguroso de esos problemas decidimos seleccionar algunos para nuestro estudio,
disenando una secuencia didactica en la que se adaptaban o recreaban varios
de los tipos de problemas identificados.

Finalmente, la secuencia a implementar abarcaria 14 clases de 45 minutos
cada una, durante las cuales se implementaron diferentes tipos de problemas
para la multiplicacion y para la division, y en cada uno de ellos se comandaban
variables didacticas que permitirian graduar la complejidad de los mismos.
Asimismo, la secuencia incluia momentos de repaso, de evaluacion, de analisis
de la evaluacion, entre otros.
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Los tipos de problemas que estaban incluidos en la secuencia definitiva
fueron:’

A. Anticipar si el producto/cociente es menor, igual o mayor a un nimero dado
Ejemplo:
260 + 24 da
O menos que 10
O igual a 10
O mas que 10

B. Encuadrar el producto/cociente entre nimeros dados
Ejemplo:
5940 + 24 da
O entre 0y 10
O entre 10y 100
O entre 100 y 1000

C. Anticipar si el producto/cociente serd mayor, menor o igual al resultado de
otro calculo dado
Ejemplo:
Decide si el cociente de 24’800 + 6 es mayor, menor o igual al cociente de 12400 + 38

Cada uno de estos tres tipos de problemas se plantearon para la multiplicacién
y luego para la division. Ademas, dentro de cada tipo se secuenciaban por grado
de dificultad variando los numeros y las relaciones entre los nimeros.

Al terminar la implementacion de la secuencia hicimos un analisis exhaustivo
de las intervenciones didacticas y de los procedimientos, errores y dificultades de
los alumnos al resolver cada tipo de problemas. Presentaremos Unicamente los
errores y dificultades que manifestaron los alumnos al resolver problemas del tipo
descrito en el inciso C y solamente para la division: anticipar si el cociente sera
mayor, menor o igual al cociente de otro calculo dado.

7 Por razones de espacio no se explicita en este articulo el analisis a priori de la tipologia de problemas
que permitié construir criterios de eleccion y secuenciacion de tipos de problemas.

8 Si bien la norma es el Sistema Internacional de Medidas (SI) que propone separar los numeros en
grupos de tres cifras con un espacio, hemos decidido preservar en este articulo la escritura utilizada con los
alumnos, forma generalizada en la escuela donde se implement¢ la secuencia.
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3. ERRORES Y DIFICULTADES DE LOS ALUMNOS EN PROBLEMAS QUE
IMPLICAN ANTICIPAR SI EL COCIENTE SERA MAYOR, MENOR O IGUAL AL
COCIENTE DE OTRO CALCULO DADO

Dentro de la secuencia didactica mencionada se propusieron a los alumnos
problemas que exigian anticipar si el cociente de un cdlculo seria mayor, menor
o0 igual al cociente de otro calculo dado. En el interior de este tipo de problemas
se pueden distinguir:

* aquellos donde solamente se variaba el dividendo o el divisor (p.ej. com-
parar 24'800 + 6 con 24'800 + 12, o comparar 24800 + 6 con 12400 + 6)

* aquellos donde se variaban simultdneamente el dividendo y el divisor (p.ej.
comparar 24'800 + 6 con 12400 = 3).

Los problemas donde solamente era diferente el dividendo o el divisor causaron
poca dificultad. En cambio, los problemas donde el dividendo y el divisor eran
diferentes si dieron lugar a variados errores. Respecto a estos ultimos problemas
trabajamos con diferentes variantes:

e se multiplican/dividen el dividendo y el divisor por/entre el mismo ndmero
(Ejemplo: comparar 24’800 + 6 con 12400 + 3; el cociente sigue igual);

e se multiplica uno de los dos por un nimero, mientras que el otro se divide
entre el mismo numero (Ejemplo: comparar 24800 ~ 6 con 12400 + 12;
el cociente aumenta/disminuye)

* se agregan/quitan mil al dividendo mientras que al divisor se le quita/
agrega uno (Ejemplo: comparar 24’800 + 6 con 23'800 =+ 7).

En una evaluacion que hicimos a los alumnos en la clase numero 10 de la
secuencia didactica, identificamos que en las dos primeras variantes hubo
errores similares a los que se habian manifestado anteriormente en la com-
paracion de multiplicaciones: aparentemente mas de la mitad de los alumnos
se confundio en cuanto a las relaciones que se pueden establecer entre dos
multiplicaciones y las que se pueden establecer entre dos divisiones. En la
comparacion de dos multiplicaciones (p. ej. 12 x 12600 con 24 x 6300) se
puede establecer que si se multiplica uno de los factores por un nimero y se
divide el otro entre el mismo numero, se mantiene el resultado. Sin embargo,
esta relacion no es valida al comparar dos divisiones. En el problema de decidir
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si 24’800 + 3 da lo mismo que 12’400 + 6, doce de veinte alumnos dijeron,
errbneamente, que si da lo mismo; todos ellos explicaron su respuesta diciendo
que se multiplicé el dividendo por 2 y se dividié el divisor entre 2, y que por
eso ‘se compensa’. Veamos la explicacion de José: “Da lo mismo porque el
dividendo es lo doble y el divisor es la mitad, y da lo mismo porque el dividendo
se hace lo doble y el divisor se hace la mitad.

Algo parecido surgi¢ en el problema de comparar el calculo 6200 + 3
con el calculo 12400 + 6, que si da el mismo resultado. Solamente la mitad
de los veinte alumnos resolvio de manera correcta este problema; quienes
eligieron la respuesta incorrecta justificaron recurriendo a relaciones erro-
neas, como lo muestra el siguiente ejemplo de Juan: “Parece que fuera lo
mismo, pero no, porque tendrian que ser opuestos para ser igual.

También la tercera variante (se agregan/quitan 1000 al dividendo mientras
que al divisor se le quita/agrega 1, p.ej. comparar 24’800 + 6 con 23800 + 7)
dio lugar a confusion; varios alumnos comentaron que estos problemas daban
lo mismo, “porque le quitas 1 (que de hecho son 1000) al dividendo y le sumas
1 al divisor'. Es interesante que, por un lado, los alumnos consideren que con
esa modificacién se mantiene el resultado, como si se tratara de una “‘compen-
sacion’; por el otro lado, llama la atencion que este razonamiento haya aparecido
en diferentes momentos de la secuencia.

La primera vez que se identificd esa ‘compensacion’ fue durante un juego de
equipos que se hizo en la octava clase. Este juego se llevo a cabo primero con
una mitad del grupo, y luego con la otra mitad. Para asegurarse de ganar, al interior
de su propio equipo los alumnos tenian que dar a conocer sus estrategias sobre
como comparar calculos, tanto de multiplicaciones como de divisiones. Se formaron
equipos de 3 0 4 alumnos y se les dio la siguiente consigna:

1. Entre ustedes recuerden y expliquense las diferentes relaciones entre las
multiplicaciones y divisiones que hemos encontrado en las sesiones
anteriores.

2. Va a pasar un alumno de cada equipo para resolver un problema de
comparacion entre calculos. En ese momento su equipo no puede ayu-
darlo. Por eso es importante que revisen antes las estrategias.

3. Si la respuesta es correcta, el equipo gana un punto. Si la respuesta no es
correcta, otro equipo puede ganar el punto si resuelve bien el problema.

4. El equipo que al final tenga mas puntos gana el juego.
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Se identificaron ciertas dificultades al resolver este tipo de problemas en las
dos partes en que dividimos el grupo para el juego, como se muestra en las
siguientes interacciones:

Interaccion en la mitad A del grupo:

A Gisela le toca comparar el calculo 47'120 + 13 con el calculo 48'120 + 12.
Lo pone en ‘igual a" (el resultado correcto seria ‘menos que’) y explica su
decision:

Gisela®  Porque aqui es uno menos (de 48120 a 47'120) y aqui es uno mds (de 12 a 13).
(Se rie, parece insegura.) No sé..

M: Ok entonces tu dices aqui es uno menos y aqui es uno mds, entonces da lo
mismo.
Gisela: Creo.

En lo que expresa Gisela, “porque aqui es uno menos y aqui es uno mds'
se manifiesta la idea de compensacion; sin embargo, Gisela exterioriza cierta
inseguridad. La docente devuelve el problema al grupo, lo que se puede observar
a continuacion:

M: Ok ¢Qué dicen los demds? ¢Quién estd de acuerdo con Gisela? (Quién dice si,
Gisela tiene razon? Uno, dos, tres... éQuién dice Gisela no tiene razén? Uno, dos,
tres, cuatro... £Quién no estd seguro?

Mateo: Yo. (Los demas se rien.)

M: Ok <¢Quién quiere explicar? (Melisa levanta la mano.) Melisa.
Melisa (Se queda sentada, piensa.) Aja, aja, aja (asiente con la cabeza.)
M: éQue quiere decir esto, Melisa?

Melisa: Que... (Se levanta) Pienso que Gisela tiene razén, no soy muy inteligente para las
matemdticas, pero si este (senala el dividendo del calculo 49120 + 12) y este es
mds grande y asi (senala el pizarrén con las multiplicaciones, pero no esta claro
a qué se refiere), entonces uno estd mds grande y el otro estd mds pequeno... y
pues creo que los dos dan lo mismo.

? Las transcripciones son traducciones propias del aleman al espafol. Las expresiones originalmente

dichas por los alumnos en espanol se senalan con letra cursiva.
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Melisa apoya lo expresado por Gisela; sin embargo, no es clara en su expli-
cacion: no dice qué tanto mas pequenos o mas grandes son los numeros
implicados. Después de lo dicho por Melisa quieren participar Lucas y Jorge:

M: Ok Lucas, y después Jorge.
Lucas: (Se levanta) Estd mal porque...
Melisa: Ay (con tono triste).

Lucas: Tienes menos dulces (dibuja un dulce en el pizarron, los demas se rien) y se los
tienes que dar a mds ninos (dibuja un nino.)

Melisa:  Ah si cierto. (Se levanta y empieza a borrar el dibujo de Lucas.)

Lucas expresa su desacuerdo con lo dicho por Gisela y Melisa y argumenta
apoyandose en un contexto de reparto para justificar su opinién. Aparentemente
la explicacion de Lucas le parece légica a Melisa. Enseguida Jorge apoya a Lucas
y da una explicacion sin recurrir a ese contexto:

Jorge: Si es lo mismo (se levanta) Es lo mismo que Lucas dijo (termina de borrar el
dibujo de Lucas,) Vamos.. Para que los dos estén iguales este (el divisor) tiene
que estar dividido entre dos o multiplicado por dos (anota debajo de los divisores
11y 12: +2; x 2) y este (el dividendo) igual. (Se refiere a que el dividendo deberia
de estar dividido entre 2 o multiplicado por 2, igual que el divisor)

Heidi: O entre cuatro, éno?

Jorge: Mmm, tienen que... los dos tienen que este.. 0 sea estos dos deben de estar
multiplicados o divididos, los dos lo mismo. Pero esto (se acerca al lado del piza-
rron con las multiplicaciones) es al revés. Este (uno de los factores) puede estar
multiplicado, pero este (el otro factor) tiene que estar dividido. Y tiene que estar
siempre dividido o multiplicado por el mismo numero. Entonces por eso esto va
aqui (mueve el calculo 47'120 + 13 a la columna “‘menos’)

La explicacion de Jorge, ademas de no usar ningun otro contexto hipotético,
es mas amplia que la de Lucas ya que también menciona que son diferentes
las relaciones en las multiplicaciones que en las divisiones.

Sin embargo, como se muestra ensequida, a pesar de que Melisa habia
aceptado la explicacion de Lucas, parece volver a entrar en duda con la expli-
cacion de Jorge:
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Melisa: Pero tienes mds dulces y (en la grabacion no se entiende qué mas dice. Otros
alumnos hacen comentarios que no se entienden.)

Jorge parece darse cuenta que Melisa necesita apoyarse en un contexto para
entender el problema, por lo que recurre a la explicacion de Lucas:

Jorge: (Parece desesperarse.) Aqui tienes menos dulces y mds nifos (en 47’120 + 13) y
aqui tienes mds dulces y menos ninos (en 48120 + 12).

Sin embargo, a pesar de las explicaciones recibidas se mantuvo cierta con-
fusion e incertidumbre entre algunos alumnos, como lo manifiesta Heidi:

Heidi: Estoy de acuerdo que este estd mal aqui (Se refiere a que el célculo 47'120 estd
mal en la columna ‘igual a") pero es que... es que.. estds sumando uno y estds
quitando uno, ientonces es muy confuso! Entonces lo hice al azar. Pero, estoy de
acuerdo con Jorge, es menos.

Pudimos observar la misma confusion en la otra mitad del grupo, como lo
muestran las siguientes interacciones.

Interaccion en la mitad B del grupo:
A Alicia le toca comparar el calculo 47'120 =+ 13 con el calculo 48'120 + 12.
Lo pone en ‘igual a" (el resultado correcto es ‘menos que’) y explica su
decision:
Alicia: Es igual porque este factor (se refiere al dividendo 47'120) es mds pequeno que
este (48'120) pero este factor (se refiere al divisor 13) es mds grande
Juan: iEs un divisor no un factor!

Alicia: iAh, ah, si!

M: Explicalo otra vez en espanol, Alicia, para que todos entiendan lo que dijiste.

Alicia: Este divisor (47'120) es mds chiquito que este (48'120) pero este (sefiala el divisor
13) estd mds grande. Entonces yo.. bueno, éya entendieron?

As: Si

Aungque confunde los términos matematicos “divisor" y “factor’, Alicia expresa
la misma idea de compensacion que Melisa dio en el grupo anterior. Su
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explicacion no es clara y queda inconclusa; sin embargo, sus companeros expre-
san haberla comprendido. Laura complementa la explicacion de Alicia, apoyando
la idea de la compensacion, mientras que algunos otros alumnos manifiestan
su desacuerdo:

Laura:

Alicia:

Adrian:

M:

Alicia:

M:

Emma:

Como si pusieras del trece uno a siete para que queda... para que (no se entien-
de en la grabacion todo lo que dice, tal vez se refiere a que el divisor 13 es uno
mas grande que el divisor original, y que el divisor 47, sin considerar los ceros, es
uno menos que el divisor 48))

iAjal
No, iestd mal!

Pregunta: ¢Quién estd de acuerdo con Alicia? Levanten la mano. (Levantan la
mano José y Pablo)

éYa? éSélo tres estan de acuerdo conmigo?
éQuién no estd de acuerdo con Alicia? (Levantan la mano Adrian y Pablo)

Yo estoy indecisa.

La docente sostiene la incertidumbre por medio de intervenciones diver-
sas de devolucién. En este caso solicita a los alumnos que todos se involu-
cren en la resolucion del problema por lo que les pide su opinion sobre lo
expresado por Alicia. Adrian quiere explicar su desacuerdo.

Adrian:

M:

Adrian:

Emma:

Adrian:

Juan:
M:

Alicia:

éPuedo explicar?
Vas Adridn. Puedes hacerlo en espanol.

(Se levanta y va al pizarron, Alicia sigue enfrente del pizarron.) Estd mal, porque
si t (le habla directamente a Alicia) tienes trece nifios, pero tienes cuarenta y
siete Idpices...

iAh, estd mal!

..tienes menos Idpices y mds nifos entonces, entonces cada nifio va a tener
menos Idpices.

iAh si, cierto! (Adrian se sienta, Alicia se queda viendo el pizarron.)

St Aliciar?

Si.. pero tu nos dijiste que era... (Qué? (Parece confundida. Cambia el calculo a
la columna “menos’ y se sienta.)
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Como lo hizo Lucas en el grupo anterior, Adrian se apoya en un contexto de
reparto (lapices entre ninos) para justificar su respuesta. Alicia, aunque expresa
su acuerdo con la explicacién de Adrian, parece confundida. La maestra sostiene
la incertidumbre y la devolucion frente a la conviccioén de que podria haber otros
alumnos que no estuvieran de todo convencidos de la respuesta.

M: Ok pero creo que José y Blanca todavia no estdn seguros. Blanca.

Blanca:  Si estoy segura, pero si fuera igual, tendria que ser por dos y por dos. (Se refiere
a que si el cociente se mantuviera igual, el dividendo y el divisor se deberian de
haber multiplicado por dos.)

M: Ok, ahi seria lo mismo. José.

José: (Se levanta y va al pizarron. Regresa el calculo a la columna ‘igual ")
Porque este es mil menos (se refiere a 47'120 en comparacion con 48120), pero
este (se refiere a trece en comparaciéon con 12) es uno mds..

M: Entonces, da lo mismo, ddices?
Estamos otra vez indecisos, José dice: Aqui son mil menos (lo anota en el piza-
rrén poniendo una flecha que va de 48120 a 47'120 y con la anotacion 1000 en
la flecha) y aqui es uno mds, entonces da lo mismo. (Matias levanta la mano.)
Matias, équé opinas?

Matias: Esta bien.

M: ¢Que da lo mismo?
Matias: Si.
M: ¢Por qué?

Matias: Porque... espera..si.. porque cuarenta y ocho es cuarenta y ocho, pero baja a
cuarenta y siete, pero como que se compensa con el trece que estd ahi, porque
el otro es doce. Como que se compensa...

A pesar de la explicacion de Adrian, José regresa a la idea de la compensa-
cion, idea que la docente devuelve al grupo y que Matias apoya. Enseguida
Emma expresa su desacuerdo con José y con Matias.

M: Emma?
Emma: Es menos.
M: ¢Por qué?

Emma:  Porque, porque..
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Puedes decirlo en espanol.
(No contesta. Blanca levanta la mano.)
Blanca.

Es menos porque a fuerza tiene que ser por dos y por dos, no puede ser mds y
menos.

Aunque la respuesta de Blanca no es completamente correcta (no tiene que
ser “a fuerza” por dos, puede ser multiplicado/dividido por cualquier niimero),
Blanca parece haberse dado cuenta de que no es posible que el resultado de
dos divisiones sea igual si los dividendos y los divisores se distinguen por un
nuamero que se suma o se resta.

Emma:

Emma:

Emma:
M:
Emma:

Matias:

iYa sé! (se levanta y va al pizarrén)

Porque mira, este es mds grande que este (se refiere al divisor 13 en compara-
cion con 12) y este (el dividendo) es menos, entonces es logico que tiene que dar
menos.

éPor qué es logico?

iPorque asi es!

éPor que?

iPorque sil (Cambia el calculo a la columna “menos que’ y se sienta.)

¢Por qué dices que si, si ni siquiera sabes por qué es?

Sigue una discusién acalorada en la cual Emma insiste que “Es logico que
no puede dar lo mismo’, mientras que Matias vuelve a recurrir a la idea de la
compensacion.

M:

Alicia:

Matias:

Alicia.

No entiendo a Emma, porque dice es que este es mds grande que este, pero este
es mds chiquito, entonces es muy obvio que tenga que ser menos. (Dice algo
mas que no se entiende bien en la grabacion. Mientras que Alicia habla, se le-
vanta Matias y regresa el célculo otra vez a la columna ‘igual a")

Si quitas el siete (de 47'120) y pones el ocho, seria lo mismo. Y si aqui (divisor) si
le restas uno te da doce, entonces si aqui le restas uno, te da cuarenta y siete y
si-aquf le sumas uno te da trece. Es como que se compensa el nimero que...
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Emma: iEso no se puede!
Juan: éPor que?
Emma: iEs imposible!

Matias: iEs imposible, pero explicame qué tienes que hacer! (Parece enojado)
Emma: (Se levanta y cambia el calculo a “menos que’, se vuelve a sentar.)
Matias: A ver, iexplical Emma, iexplica!

Pablo: iNo se enojen!

Para calmar la situacion la docente realiza una intervencion en la cual soli-
cita a Adrian que repita su explicacion. Esta intervencion se apoya en el supuesto
de que, para algunos alumnos, escuchar la explicacion contextualizada por parte
de su companero les permitird entender las relaciones en juego:

M: Escuchen bien la explicacion de Adridn.

Adrian: Es menos, porque hazle cuenta que lienes cuarenta y siete Idpices, bueno cua-
renta y siete mil ciento veinte, pero tienes trece ninos, o sea mds ninos... y menos
ldpices. Obviamente...

Matias: iAh claro!

Adrian: .Sl tienes mds ninos y menos ldpices cada uno recibe menos.
As: iSil

M: éConvencimos a todos? éJosé?

José: Asiente con la cabeza.

M: éSeguros? éAlicia? duan?

As: iSil

En los extractos anteriores podemos identificar que a pesar de las argumen-
taciones apoyadas en un contexto de reparto que dieron algunos companeros,
hay otros que volvieron a recurrir a la justificacion erronea de la compensacion
por “quitarle uno al dividendo y sumarle uno al divisor.

En la novena clase se retomé el mismo ejemplo para la elaboracion grupal
de un cartel; el propésito era que el cartel resumiera las relaciones entre multi-
plicaciones y entre divisiones:
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As:
M:

Carla:

José:

José:

Pablo:
M:

Melisa:
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Si el dividendo es mds pequeno y el divisor mds grande, no da el mismo resultado.
Entonces, por ejemplo, como aqui (senala el cdlculo 47’120 + 13)

iAjal

Alicia dice: Si el dividendo es mds pequeno y el divisor mds grande, no da el
mismo resultado. En este cdlculo, en los dos grupos de ayer hubo discusiones.
iSH!

¢Por qué hubo discusiones? éSe acuerdan? Porque algunos lo pusieron en medio

(se refiere a la columna de ‘igual @', pega el célculo ahi) éSe acuerdan por qué
algunos, al principio dijeron que daba lo mismo? Carla.

(No se entiende bien lo que dice en la grabacién.)

Exacto, algunos ayer dijeron, aqui dice mds uno y acd menos uno (pone flechas
con +1/-1 de los numeros originales a los niimeros del cdlculo que se compara) y
da lo mismo. Y ahora dice Alicia: No, yo aprendi que no da lo mismo. éPodemos, en
lugar de solamente anotar que no da lo mismo, decir si da menos o mds? José.

Da menos.
¢Por qué da menos?

Porque el dividendo es menos y el divisor es mds. Si tienes mds ninos y menos
ldpices cada uno de los ninos recibe menos.

Bien, entonces José explica con el mismo ejemplo. (Anota el ejemplo y la explica-
cion en el cartel) José dice: Aqui tenemos menos Idpices y mds nifos. Por eso
da.. éDa qué Pablo? éMenos Idpices por nifios o mds Idpices por nifio? (Le soli-
cita a Pablo que conteste porque lo ve distraido)

Mhhh, menos.
Menos. Bien, éalgo mds que podriamos anotar acerca de la division? Melisa.

Y si tienes lo contrario, si tienes mds en el primero y menos en el sequndo, tienes
mds porque lienes mds cosas que dar y menos a quienes repartir.

Lo expresado por los alumnos en este momento de la clase hizo pensar a
la maestra que se habian convencido de que no existe una “‘compensacion” en
este caso. Sin embargo, en la evaluacion que se hizo posteriormente en la clase
10, ante la comparacién de los calculos 17'800 + 7 y 18800 + 6, pudimos iden-
tificar que al menos dos alumnos segufan con la misma confusién, como se
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muestra en lo escrito por Ana: ‘Es igual porque al primer numero'® le quitaste
uno y al que estas dividiendo le sumaste uno” y por Pedro: “Es igual porque
como un factor principal es menory el otro es mayor hace que sea algo igual.

Catorce de veinte alumnos contestaron de manera correcta el problema de
comparar el calculo 17'800 + 7 con el calculo 18800 + 6, tres contestaron que
los dos calculos daban lo mismo, dos contestaron que el segundo daba mas
que el primero y un alumno no contestd el problema. De los tres alumnos que
contestaron erroneamente, Ana y Pedro justificaron con una compensacion,
mientras que Laura parecié confundirse entre las relaciones que se pueden
establecer entre dos multiplicaciones y las que se establecen entre dos divisiones.
Esta dltima alumna escribio: “si el primer nimero es entre y el sequndo es por
0 viceversa es igual’, lo cual si puede ser correcto en la comparacion de dos
multiplicaciones (por ejemplo 4 x 2400 = 2 x 4800) pero no en una division
(2400 + 4 < 4800 + 2). Ademas, en su explicacion sobre por qué eligio “igual a
18800 + 6" menciond una relacion multiplicativa que no se encuentra en el
problema, como se muestra en su respuesta escrita: “Yo digo que da igual porque
Sandra (la maestra) nos ensefo que si el primer numero es entre y el sequndo
por o visebersa es igual”

4. CONCLUSIONES

Para la resolucion de problemas que implican una comparacion de divisiones,
de manera semejante a lo que hicieron en las multiplicaciones, los alumnos
recurrieron a analizar las diferencias entre el dividendo y el divisor de un calculo,
con el dividendo y el divisor del otro calculo, para después establecer relaciones
entre los dos calculos. Les resulté mas facil establecer relaciones en problemas
donde solamente era diferente el dividendo o el divisor, aunque en ocasiones hubo
confusion respecto a qué relaciones eran validas para las multiplicaciones y
cuales para las divisiones. Causaron mas dificultad aquellos problemas en los
que eran diferentes el dividendo y el divisor. Observamos que si bien los alumnos
identificaron qué relacion habia entre el dividendo y el divisor de un calculo y
el otro (por ejemplo: “se dividio el dividendo entre dos y se multiplicé el divisor
por dos"), se confundieron con los efectos que estas diferencias tenian sobre el

19 En todas las transcripciones de respuestas escritas por los alumnos se respetaron la redaccion y la
ortografia originales.
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resultado. Podemos resaltar que para facilitar el trabajo con dichas relaciones
la maestra, aunque no estuviera previsto en el andlisis a priori, promovié que
los alumnos se apoyaran en contextos hipotéticos que les ayudaran a inter-
pretar las relaciones involucradas. La mayoria de los alumnos se apoy6 en este
recurso para resolver problemas que exigen una comparacion de divisiones en
varios momentos de la secuencia, a veces de manera espontanea y otras des-
pués de una invitacion de la docente.

Pudimos observar también que durante la secuencia hubo alumnos que
segufan con dificultades con las relaciones ensefadas, a pesar de haberlas
institucionalizado a lo largo de varias sesiones, y a pesar de haber analizado
que las relaciones entre multiplicaciones y entre divisiones no son iguales. Por
un lado, esto nos indica que establecer estas relaciones es efectivamente com-
plejo, y que se necesita un trabajo continuo que permita que los conocimientos
sobre ese aspecto se puedan consolidar. Por el otro lado, identificamos que los
problemas propuestos son sumamente fructiferos para trabajar las relaciones
que se pueden establecer entre dos multiplicaciones y entre dos divisiones.

Varios autores plantean que este tipo de problemas puede aportar al desa-
rrollo del pensamiento algebraico, sobre todo en cuanto a temas de equivalencia
entre dos expresiones y a la posibilidad de tratar relaciones entre expresiones sin
exigir un resultado numérico. Las aportaciones de este tipo de problemas son
aun mas relevantes si se consideran las siguientes limitaciones en las practicas
escolares clasicas de la escuela primaria, las cuales ya han sido sefaladas por
diversos trabajos de investigacion: la ausencia de situaciones que exijan com-
parar calculos y la presentacion del simbolo igual solamente como antecesor
del resultado de un calculo que se escribird a la derecha de este simbolo. En
cambio, los problemas que exigen la comparacion de calculos abonan a una
ampliacion de los sentidos del simbolo igual (Broitman, Castillo y Bernasconi
Echeverria, 2019), enriqueciendo asi los conocimientos aritméticos y sin limitar
el desarrollo de un pensamiento algebraico.

Como hemos mencionado en diferentes momentos de este articulo, lograr
que los alumnos elaboren conocimientos que vayan mas alla de los calculos
exactos y de los algoritmos es un proposito importante en la ensenanza. Para
finalizar expresamos nuestra intencion de que este estudio colabore con la
ensenanza del calculo estimativo en la escuela primaria y aporte al necesario
desarrollo de nuevas investigaciones didacticas.
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Resumo: Este trabalho investigou os conhecimentos sobre construcoes de
moradias em uma comunidade indigena, chamada Aracd, da regido Norte do
Brasil. Analisou a valorizacado cultural, as condicoes ambientais e sustentaveis
da comunidade e os processos de ensino e aprendizagem na escola indigena.
Verificou a importancia do trabalho coletivo na construcao das casas, denomi-
nado ajuri, que é fundamental para a caracterizagao e formagao organizacional,
por mutirdes entre os moradores da comunidade. Investigou os conhecimentos
na arquitetura indigena por meio da etnomatematica, no formato das casas e
coberturas, sistemas meétricos de plantas baixas e estruturas. A pesquisa teve
como objetivos reconhecer, juntamente com alunos e professores, os conheci-
mentos tradicionais envolvidos na construcdao das moradias e a utilizacdo
destes conhecimentos no ensino e na aprendizagem na educagao escolar
indigena. Foram utilizados como referenciais tedricos de base, D’Ambrosio
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(2011) sobre o programa etnomatematica e Ausubel (2003) sobre aprendi-
zagem significativa. A metodologia utilizada foi a pesquisa de campo de
abordagem qualitativa, com observagao participante, entrevistas, e captagao
de imagens e videos. Constatou-se que, por serem conhecimentos ancestrais de
construcao de moradias, fazem parte da cultura do povo.

Palavras-chave: construcoes indigenas, ajuri, cultura, etnomatemadtica, apren-
dizagem significativa.

Abstract: This work investigated the knowledge about house constructions in
an indigenous community, called Aracd, in the northern region of Brazil. It
analyzed the cultural valorization, the environmental and sustainable conditions
of the community and the teaching and learning processes in the indigenous
school. It verified the importance of the collective work in the construction of
the houses, called ajuri, which is fundamental for the characterization and
organizational formation, for joint efforts among the residents of the community.
It researched the knowledge in indigenous architecture through ethnomathe-
matics, in the form of houses and roofs, metric systems of floor plans and
structures. The research aimed to recognize, together with students and teachers,
the traditional knowledge involved in the construction of houses and the use
of this knowledge in teaching and learning in indigenous school education.
Basic theoretical references were D'’Ambrosio (2011) on the ethnomathematics
program and Ausubel (2003) on meaningful learning. The methodology used
was field research, with participant observation, construction of house mockup,
interviews, use of images and videos. It was verified that this knowledge is part
of the culture of the people.

Keywords: Indigenous constructions, ajuri, culture, ethnomathematics, mean-
ingful learning.

INTRODUCAO
As comunidades indigenas utilizam-se de técnicas tradicionais na construcao

de seus ambientes de convivio, sejam suas residéncias ou locais coletivos, com
poucas variabilidades. Construidas com matérias-primas disponiveis, geralmente
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em madeira e cobertas com palhas de buritis (Mauritia flexuosa L) e da palmeira
inaja (Attalea maripa), sendo esta ultima muito utilizada no revestimento ou
vedagao das habitacoes. Diante do exposto, abordar os conhecimentos tradicio-
nais de arquitetura e a pratica do ajuri, que € o trabalho em mutirao na cons-
trucao das casas, € importante e se justifica por auxiliar os professores realizarem
a interagao entre teoria e pratica nas disciplinas estudadas. De acordo com
Libaneo e Pimenta (1999, p. 267) os professores desempenham uma atividade
tedrico-pratica, consequentemente, “[.] é dificil pensar na possibilidade de educar
fora de uma situacao concreta e de uma realidade definida’, desenvolvendo nas
aulas atividades que buscam aproximar os contetdos escolares a realidade e
as necessidades dos alunos.

A pesquisa teve como objetivos identificar os conhecimentos sobre a cons-
trucdo das moradias da Comunidade Aracd, no estado de Roraima, no Brasil, e
a utilizacao nos processos de ensino e aprendizagem na educacao escolar
indigena, assim como, conhecer as condi¢oes ambientais e sustentaveis da
comunidade. Para alcancar estes objetivos foi feita uma analise sobre as cons-
trugdes indigenas, as espécies vegetais utilizadas, a tecnologia aplicada e os
diferentes saberes matematicos existentes nas tipologias de constru¢cdao das
moradias da Comunidade Aracd. Ressalta-se que, por serem conhecimentos
tradicionais desenvolvidos em suas praticas cotidianas, nao ha conhecimentos
matematicos escolares explicitos nessas constru¢des, mas que esses conheci-
mentos envolvem estratégias matematicas proprias, ou seja, modos de matema-
tizar no mundo. Para Mattos (2016) matematizar tem a ver com a matematica
vivida cotidianamente, corroborando Skovsmose (2001) quando afirma que
matematizar significa desenvolver maneiras de entender e suprir as necessida-
des da realidade.

Buscou-se a etnoarquitetura como o processo de adaptacao territorial e
coletiva para a utilizagcao do espaco. Ainda, utiliza-se a etnoarquitetura como o
conjunto das estruturas construtivas que cada grupo sociocultural usa para
abrigar os familiares no desenvolvimento da vida cotidiana (Silva, 2001). E per-
tinente o0 emprego da etnoarquitetura para que haja compreensao dos aspectos
construtivos utilizados pela etnia, estabelecendo maneiras de conforto, comodi-
dade e relacao sustentavel com o ambiente.

Os estudantes aprenderam que € importante respeitar a sabedoria dos ante-
passados, 0s costumes que ainda sao difundidos, e necessarios para a durabi-
lidade natural dos materiais retirados das matas, utilizados nas construgoes das
moradias. E importante observar que a coleta das madeiras e palhas precisa ser
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executada em um periodo especifico do més, ou seja, na lua cheia, para evitar
a decomposicao precoce provocada pela acdo predatoria dos fungos e outros
xilografos (cupins). Estes saberes da educacao indigena, entendida como aquela
que ocorre cotidianamente na difusao dos saberes e fazeres tradicionais aos
mais jovens, quando integrados a educacao escolar indigena, possibilitam uma
aprendizagem significativa (Ausubel, 2003), além de permitir a preservagao da
cultura e do ambiente (Mattos e Ferreira Neto, 2016).

A EDUCACAO ESCOLAR INDIGENA E A RELACAO COM A CULTURA

As primeiras experiéncias com a educacao escolar indigena no Brasil comegam
a ser tragadas no processo historico de contato, da exploragao, negagao da cultura
e dos direitos dos povos indigenas. Para Melia (1979), a escola esta ligada a his-
toria da igreja no Brasil, com inten¢ao de preparar os indigenas de acordo com
0s interesses dos colonizadores. A educacao escolar indigena no Brasil esteve
elencada por mudangas definidas na propria legislacao e, em cada um desses
periodos, a cultura indigena foi considerada de diferentes maneiras. O plano
Nacional da Educacao (Lei n® 10.172), no que se refere a Educacao afirma que:

No Brasil, desde o século XVI, a oferta de programas de educacao escolar as comu-
nidades esteve pautada pela catequizagao, civilizagao e integracao forcada dos
indios a sociedade nacional. Dos missionarios jesuitas aos positivistas do Servigo de
Protecao aos indios, do ensino catequetico ao ensino bilingue, a tonica foi uma so:
negar a diferenca, assimilar os indios, fazer com que eles se transformassem em
algo diferente do que eram. (Brasil, 2001, p. 59).

Com base na trajetdria historica da educacgao escolar indigena, Roraima nao
difere de outros contextos do espaco brasileiro, pois também foi uma pratica
imposta pela colonizacao. No entanto, com a promulgacdao da Constituicao
Federal (Brasil, 1988), o Estado passou a promover, através da Secretaria Estadual
de Educagao, mecanismos que tém como objetivo uma educagao escolar dife-
renciada, isto porque surgiram pressoes de movimentos indigenistas, principal-
mente das entidades contrarias a politica de apenas integrar a Nagao.

A educacao indigena sempre existiu e pode acontecer nos espacos comuni-
tarios, em que a cultura local esta relacionada as atividades tradicionais desen-
volvidas na aldeia. Esta pratica, de acordo com Brandao (1981) ¢ diferente da
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educacao escolar, pois ocorre em todos 0s espagos, para a valorizacdo da cultura
da etnia. De acordo com esse autor:

Uma das principais caracteristicas dessa forma de educacao ¢ a maneira de como
¢ adquirido o saber, que ¢ dado pouco a pouco, pelo simples ato de conviver e
observar diferentes situagoes entre as pessoas, tanto no meio familiar como também
na comunidade ao todo. (Brandao, 1981, p. 20).

Nessa perspectiva, quando falamos de educacdo indigena ¢ necessario diferen-
cid-la da educagao escolar indigena vivenciada na aldeia. Como ja foi abordado,
esta ultima estava pautada na imposicao da cultura ocidental, baseada em livros
académicos fora do contexto indigena. Porém a educacao escolar indigena
permite aos indigenas terem acesso ao conhecimento, provocando novos desa-
fios para esses povos. Dessa forma, entendemos que:

[.] a educagao indigena refere-se aos processos proprios de transmissao e producao
dos conhecimentos dos povos indigenas, enquanto a educacao escolar indigena diz
respeito aos processos de transmissao e produgao dos conhecimentos nao-indigenas
e indigenas por meio da escola, que ¢ uma instituicao prépria dos povos coloniza-
dores. A educacao escolar indigena refere-se a escola apropriada pelos povos indi-
genas para reforcar seus projetos socioculturais e abrir caminhos para o acesso a
outros conhecimentos universais, necessarios e desejaveis, a fim de contribuirem
com a capacidade de responder as novas demandas geradas a partir do contato
com a sociedade global. (Luciano, 2006, p. 130).

Nesse contexto sao estabelecidos os principios organizadores da pratica peda-
gbgica que tém foco na diversidade cultural, sendo eles: a especificidade, a
diferenca, a interculturalidade e o uso das linguas maternas, principios nortea-
dores que vem encabecando o novo projeto de se pensar e discutir o tema de
educacao escolar indigena. Esses principios corroboram Henriques, Gesteira,
Grillo e Chamusca (2007) quando afirmam que:

As experiéncias alternativas que inovaram a discussao e pratica da educacao escolar
em um contexto de diversidade indigena firmaram categorias que se tornaram defini-
doras das escolas indigenas como uma categoria especifica de estabelecimento de
ensino. Sao caracteristicas da escola indigena: a interculturalidade, o bilingtismo ou
multiligiismo, a especificidade, a diferenciacdo e a participagdo comunitaria. (p. 20).
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Diante do exposto, torna-se imprescindivel aliar a educagao indigena a edu-
cagao escolar indigena, norteando o ensino e a aprendizagem por meio da
contextualizacao de aspectos construtivos das moradias e de sustentabilidade,
tao presentes na cultura desses indigenas. Isso auxilia o estabelecimento das
caracteristicas firmadas para a educacdo escolar indigena.

CONSTRUCOES DAS HABITACOES INDIGENAS E A IMPORTANCIA DO AJURI

Para compreender melhor a arquitetura das casas indigenas e como eles as
constroem, € necessario compreender 0s processos de transformacgao ao longo
do tempo, das moradias indigenas. Na analise de Ribeiro (1995) buscou-se
entender o processo da trajetoria dos abrigos ou casas indigenas. A relacao
de contato dos indigenas com os colonizadores contribuiu para os processos de
mudancas no estilo de vida indigena. De acordo com Santos (2014), as casas
mudaram sua concepgao arquitetonica com a chegada dos colonizadores.
Devido ao intenso processo de ocupacao dos territérios indigenas, as habi-
tagoes modificaram-se. Com base na analise de Ribeiro (1995) as casas que
eram construidas essencialmente de vegetais, alteraram-se para os casebres
de taipa, adobe, tijolo, pedra e cal.

Os espacgos mais expressivos para compreender a l6gica da constru¢ao
indigena sao as malocas construidas de adobe. O adobe vem dos modelos
urbanizados e sua matéria prima, o barro, ¢ abundante na regiao. Sua fabri-
cagao nao impoe dificuldade de manuseio. As casas de madeira e argila,
também sao expressivas na comunidade. Estes processos de constru¢ao sao
considerados sustentaveis e acessiveis, tendo em vista a mao de obra local.
Em relacao a utilizacao de alguns tipos de materiais nas constru¢des mais
recentes de algumas comunidades indigenas ha algumas inquietacoes, do
ponto de vista sustentavel, uma vez que podem provocar impactos ambientais,
além do distanciamento ou reconhecimento da realidade cultural. De acordo
com Franco (2001):

Uma vez que o desenvolvimento sustentavel apresenta além da questao ambiental,
tecnoldgica e econdmica, uma dimensao cultural e politica, ele exige a participagao
democratica de todos na tomada de decisao para as mudancgas que se farao neces-
sarias para a implementacao do mesmo. (p. 26).
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Assim como as decisoes sao tomadas por toda comunidade, os conhecimen-
tos culturais sao ensinados aos mais novos pelos mais antigos. Um desses
conhecimentos € o ajuri, que é um trabalho coletivo realizado quando se inicia
a construgao de uma casa. Ele ¢ fundamental para a caracterizagao e formagao
organizacional através de um mutirao entre os moradores. Segundo Santos
(2014), a pratica do ajuri, envolve toda a comunidade. Dessa maneira, “todas as
etapas sao expressamente contempladas pelo pertencimento coletivo, cujo sen-
timento ainda permanece vivo nas comunidades Macuxi e Wapixana” (Santos,
2014, p. 190) e demais povos originarios de Roraima, apesar das mudancas
ocorridas na forma de construcao das casas.

De acordo com o senhor Cassimiro, indigena Wapixana, descrito em Santos
(2014), o processo lunar ¢ um conhecimento milenar que deve ser respeitado
para que as coberturas das casas resistam por mais tempo. Ele se refere ao ajuri
ou mutirdo, que é uma mobilizagao coletiva de pessoas para realizar um trabal-
ho. Podemos observar em sua fala:

Ajudei a fazer casa, primeiro enfia os esteios, depois coloca as travessas, 0s esteios
sao de paus rolicos, depois coloca as varas para colocar as palhas de buriti, depois
cobre com as palhas de buriti. As palhas de buriti ttm que ser tiradas depois da lua
cheia, sendo ela cria bichos (lagartas). Eu ajudei a fazer, a colocar palhas, depois faz
a divisao, depois coloca os enchimentos para depois rebocar. Todas as pessoas
ajudam, a gente fazia a ajuri (Bauk) que é igual a mutirao. (Santos, 2014, p. 190).

A ajuda mutua pode ser feita nao sé nas constru¢oes das moradias, mas em
toda forma de atividade que caracterize o trabalho coletivo. Esta agao coletiva
¢ importante para os professores relacionarem o cotidiano dos alunos com o0s
conteudos escolares, como parte integrante no processo escolar comunitario.
Nesta perspectiva, ¢ necessario compreender sobre a percep¢ao dos atores
sociais na relacdo comunitaria e no contexto escolar. Assim, a construcao de um
espaco para partilhar conhecimentos em diversas dreas do saber é fundamental,
como a etno-histdria, etnomatematica, etnogeografia e etnolinguistica, pois cada
recorte dessa construcao se constitui como uma teia de significado que propicia
a aprendizagem.

Alguns povos com historia mais intensa de contato assimilaram aspectos
culturais da sociedade nao indigena. Por esta razao, muitas vezes, os rituais
e a cultura material tradicional sao desvalorizados. A partir da situagao de
contato, alguns aspectos como a lingua materna, culinaria, a técnica de
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constru¢cdo das moradias foram desaparecendo e a matéria-prima substituida
ao longo do tempo.

O ajuri, como pratica coletiva, viabiliza a tomada de decisdo conjunta. E uma
pratica que alerta para o desenvolvimento sustentavel e, a0 mesmo tempo,
promove a convivéncia harménica com o ambiente. Dessa maneira, o ajuri
compreende aspectos inerentes a Etnomatematica tais como a utilizagao de
saberes e fazeres tradicionais para a contextualizagao de conceitos matematicos
escolares; processa-se no coletivo para o compartilhamento desses conhecimen-
tos e possibilita a interdisciplinaridade.

ETNOMATEMATICA A SERVICO DA EDUCACAO ESCOLAR INDIGENA:
CAMINHOS POSSIVEIS

A formacao dos professores tem sido uma das grandes preocupagoes das comu-
nidades indigenas, uma vez que reflete suas mais prementes necessidades
internas. E necessario preparar um professor nao para repassar conhecimento,
mas que seja um profissional capacitado para recriar e transformar a sua rea-
lidade, em conformidade com os seus alunos e com a comunidade. Diante disso,
o Programa Etnomatematica fornece uma ferramenta fundamental na cons-
trucao de uma pratica escolar diferenciada para o ensino e a aprendizagem na
educacao escolar indigena, que garanta formas especificas de socializacao por
meio das crencas e dos valores ambientais e culturais dos povos indigenas.

Nessa perspectiva, DAmbrosio (2011, p. 23) afirma que “ha inumeros estudos
sobre a Etnomatematica do cotidiano. E uma etnomatematica nao aprendida
nas escolas, mas no ambiente familiar, no ambiente dos brinquedos e de tra-
balho, recebida de amigos e colegas’. Assumimos a etnomatematica, corrobo-
rando D’Ambrosio quando afirma que:

etnomatematica € uma forma de se preparar jovens e adultos para um sentido de
cidadania critica, para viver em sociedade e ao mesmo tempo desenvolver sua
criatividade. Ao praticar etnomatematica, o educador estara atingindo os grandes
objetivos da Educacao Matematica, com distintos olhares para distintos ambientes
culturais e sistemas de producao. Justifica-se inserir o aluno no processo de producao
de seu grupo comunitario e social e evidencia a diversidade cultural e histérica em
diferentes contextos. (D'Ambrosio, 2008, p. 8).

EDUCACION MATEMATICA, VOL. 32, NUM. 2, AGOSTO DE 2020 179



Sandra Maria Nascimento de Mattos, José Roberto Linhares de Mattos, Enilza Rosas da Silva

Dessa forma, ensinar matematica escolar em comunidades indigenas é um
desafio. Cabe ao professor indigena fazer adaptacoes em suas estratégias de
ensino que favorecam a aprendizagem significativa (Ausubel, 2003), que ¢
importante para a aquisicao do conhecimento. Dessa maneira, ligando-a a cul-
tura, a contextualizacao e a interdisciplinaridade, que sao aspectos possiveis
para auxiliar a etnomatematica, influenciando na qualidade da aprendizagem
desenvolvida pelo aluno. Os alunos sao estimulados e despertam o querer
aprender por meio dos organizadores prévios, dos conceitos relevantes e daquilo
que o aluno ja sabe. Estes sao impulsos cognoscitivos que dao origem, de
maneira geral, a curiosidade, a busca, a descoberta, a predisposi¢ao para explo-
rar, manipular, entender, enfrentar o contexto e chegar a solugao satisfatoria.

A aprendizagem significativa ocorre quando um novo conhecimento fica
ancorado em conceitos pre-existentes que estao na estrutura mental do aluno.
Entende-se que nao ¢é suficiente somente novas informagdes para que o aluno
aprenda. E relevante o sentido dado ao conhecimento a ser adquirido para que
0 aluno seja afetado e queira aprender. Como fazer etnomatematica ¢ muito
mais que resolver problemas, ¢ necessario proporcionar ao aluno agir, falar
argumentando e justificando as respostas utilizando a sua linguagem, escrever
utilizando linguagem e simbolos matematicos, desenhar, refletir e evoluir por si
proprio. “A etnomatematica propde uma pedagogia viva, dinamica, de fazer o
novo em resposta a necessidades ambientais, sociais, culturais, dando espaco
para a imaginacao e para a criatividade” (D’Ambrosio, 2008, p. 10).

Freitas Filho, Mattos e Ramos (2018) alertam para a possibilidade de se aliar
teoria e pratica, tendo em vistas o viés etnomatematico como eixo integrador de
ensino e de aprendizagem. Os autores afirmam que “através do desenvolvimento
de aulas praticas com a participacao efetiva dos educandos, aproximando 0s
contetdos a realidade dos mesmos e as suas necessidades nas comunidades
indigenas’ ha a geracao e a difusao de conhecimentos tanto académico como
o saber proprio das etnias indigenas, fortalecendo a cultura de cada povo e
promovendo a integracao entre eles (Freitas Filho, Mattos e Ramos, 2018, p. 537).

Ha, portanto, o fortalecimento da identidade da etnia por meio da preservagao
das atividades tradicionais, sejam elas de constru¢ao, agricultura, artesanato,
pintura corporal ou quaisquer outras. Além disso, ocorre 0 empoderamento dos
indigenas pois percebem que em suas atividades cotidianas existem conheci-
mentos tradicionais. E mais ainda, entendem que esses conhecimentos tém o
mesmo grau de importancia que os conhecimentos académicos e escolares
apresentados em sala de aula.
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Portanto, o Programa Etnomatematica de D'Ambrosio (2008) ¢ um caminho
importante e possivel para viabilizar a aprendizagem significativa dos alunos,
propiciando ao professor indigena utilizar um ensino mais apropriado aos seus
alunos nas escolas das aldeias.

METODOLOGIA

O contexto da pesquisa se deu na Comunidade Aracd, localizada no Municipio de
Amajari, Terra Indigena (Tl) Araga no estado de Roraima, Brasil. A Escola Estadual
Indigena Raimundo Tenente serviu como ponto de referéncia, pois esta inserida no
ambito da questao. As atividades de pesquisa foram desenvolvidas com dez alunos
do 62 ano do Ensino Fundamental, um professor indigena de Matematica, oito
alunos do 12 ano do Ensino Médio e um professor indigena de Biologia.

A metodologia de pesquisa utilizada foi a pesquisa de campo, ja que uma das
acgoes buscadas era baseada no que concerne o curriculo da escola, focando os
valores e as praticas que oferecessem um olhar sobre a educagao escolar indigena,
no sentido de valorizar os conhecimentos tradicionais. Nesse contexto, procedeu-se
o levantamento de subsidios que possibilitassem a analise dos dados sobre as
construgoes indigenas, especificamente as espécies vegetais utilizadas, tecnologia
aplicada e os diferentes saberes matematicos existentes nas tipologias de cons-
trucoes das moradias da Comunidade Araca.

Os instrumentos utilizados foram observacao participante na execu¢ao de
maquete da habitacao original indigena, entrevistas com moradores da comu-
nidade sobre as técnicas de construcoes edificadas por eles na aldeia, captacao
de imagens e videos visando a correlagao dos saberes matematicos locais que
foram trabalhados em sala de aula por meio da etnomatematica e elementos
naturais empregados na arquitetura das moradias da comunidade, como a palha
de buriti e suas propriedades.

A dinamica da acdo pedagogica foi desenvolvida em quatro momentos:
aplicabilidade do TCLE (Termo de Consentimento Livre e Esclarecido) aos pro-
fessores, pais ou responsaveis dos alunos, aulas de campo e execucao das
atividades. Como resultado final das atividades, construiram-se as figuras geome-
tricas atraves de desenhos, pinturas, recorte e colagem, bem como a execugao
de maquete da arquitetura original da Comunidade Araca.
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RESULTADOS SOBRE AS ATIVIDADES DESENVOLVIDAS COM 0S ALUNOS
DO SEXTO ANO DO ENSINO FUNDAMENTAL E DO PRIMEIRO ANO DO
ENSINO MEDIO

Durante a aula de campo com os estudantes da turma do sexto ano do ensino
fundamental buscou-se reconhecer os saberes indigenas, através das técnicas
construtivas desenvolvidas na comunidade, ja que foi percebido nao haver dife-
renca entre as tipologias das casas dos povos Taurepang, Wapixana e Makuxi, na
Comunidade Araca, pois aparentemente sao bastante semelhantes. Na observagao
sobre a constru¢ao das casas, os estudantes puderam perceber a contextualizagao
das praticas tradicionais dessa arquitetura no ensino da matematica, por meio da
forma de contagem, do periodo de extracao da matéria-prima, e os elementos que
compdem a estrutura das habitacoes, que sao figuras geométricas.

Reconheceram um sistema de ideias matematicas e os modos de lidar com
a realidade, que os povos indigenas desenvolveram, por exemplo, a forma que
encontraram para medir, utilizando o palmo, a polegada e a vara. Na estrutura
da cobertura, identificaram a formacao dos angulos internos dos triangulos
isosceles e trapézios escalenos (Figura 1(a) e 1(b)). Volta-se a ressaltar que essas
analogias com os contetdos da matematica escolar s6 foram possiveis devido
ao olhar ja impregnado de uma matematica escolar hegemonica.

Salienta-se, ainda, que esses conhecimentos tradicionais proprio da etnia sao
aspectos importantes para dar sentido aos conhecimentos escolares para esses
alunos. Nao se esta, em momento algum, vulgarizando o saber cientifico, muito
pelo contrario, se esta colocando em énfase conhecimentos tradicionais de
grupos socioculturais que foram invisibilizados por longos tempos e que sao
imperiosos para a aprendizagem significativa dos alunos.

Figura 1: Triangulo isésceles e trapézio escaleno nas coberturas.
Fonte: dos autores.
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Em Mattos e Ferreira Neto (2016), vé-se conhecimentos tradicionais indigenas
envolvidos na construcao das moradias originais dos Paiter Surui de Rondonia,
que estao relacionados a conceitos matematicos académicos da geometria eucli-
diana, como, por exemplo, seqgundo os autores, a rigidez de um triangulo que ¢
consequéncia da congruéncia lado-lado-lado. Da mesma forma, vé-se unidades
de medidas e determinacao de areas do interior das malocas.

No formato da moradia, na comunidade Aracd, quando apresentado a
planta baixa, os alunos identificaram perimetro e area em figuras geométri-
cas planas (Figuras 2(a) e 2(b)) como o quadrado, retangulo e outras formas
apresentadas pelo professor. Salientamos que as figuras, apresentadas aos
alunos, foram elaboradas pelos autores em Autocad, software que disponi-
biliza ferramentas para criacao de projetos que sao desenvolvidos por arquitetos
e engenheiros. Na forma arredondada da madeira dos elementos estruturais, 0s
estudantes identificaram o cilindro.
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Figura 2: Planta Baixa.
Fonte: dos autores.

Nessa perspectiva, tomando o viés etnomatematico (D'Ambrosio, 2011), configu-
ra-se a possibilidade de aprender significativamente e despertar o desejo em
aprender os contetidos matematicos escolares. £ sempre possivel matematizar
uma dificuldade (Skovsmose, 2001), quando estamos diante de um problema
que necessita solucao. Eles, os alunos, estdao sempre observando essa relagao
cotidianamente e conseguem transpor para os conteudos escolares.

Dessa maneira, pode-se constatar que a introdu¢ao dos saberes tradicionais
da etnia sobre as construcoes das moradias tradicionais, em sala de aula,
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contribui para a aprendizagem significativa dos alunos, aumentando a partici-
pacao e propiciando maior compreensao dos conceitos matematicos escolares.
Constata-se, ainda, que a ocorréncia desse engajamento, obtido pelos alunos
na aprendizagem dos conceitos escolares, foi devido ao emprego da cultura,
vivenciada no cotidiano deles.

APRENDENDO DE FORMA CONCRETA E BUSCANDO O ABSTRATO

Para as atividades desenvolvidas em sala de aula com os alunos do sexto ano
do ensino fundamental buscou-se uma forma mais dinamica, aliando tarefas
com utilizacao de material concreto para que pudessem argumentar, trocar
ideias e expor conceitos ja adquiridos, necessarios para que os estudantes
pudessem expressar sua compreensao sobre 0s conceitos basicos da geometria
plana e espacial, por meio dos desenhos, pinturas, recortes e colagens. Dessa
forma, possibilitou-se a interacao, a criatividade e a participagao de todos os
alunos, em uma agao conjunta (Figura 3). Por meio dessas atividades, os edu-
candos conseguem compreender e interpretar o aprendizado de forma concreta,
trazendo aquilo que ja esta em sua estrutura mental para dar significagao aquilo
que esta aprendendo.

De acordo com Charlot (2000) saber ¢ relacao e esta ¢ repleta de valor e
sentido, aspectos essenciais para propiciar a aprendizagem. Segundo o autor, ‘o
saber € construido em uma historia coletiva que ¢ a da mente humana e das
atividades do homem e estd submetido a processos coletivos de validacao,
capitalizacdo e transmissao” (CHARLOT, 2000, p. 63). Da mesma forma, corrobora
Mattos e Mattos (2019, p. 105) quando afirmam que ‘o saber ¢ produto das
relacoes sociais e por sé-lo constitui a cultura de cada povo. Este saber fica
ancorado nas estruturas mentais de cada pessoa, possibilitando ser repassado
de geracdo a geracao’. Pode-se afirmar que a estratégia utilizada facilita o ensino
e a aprendizagem dos conteudos matematicos escolares, ja que permite o dia-
logo e a troca constante entre professor e alunos.
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Figura 3: Construgao das figuras geométricas.
Fonte: dos autores.

Os alunos verificaram que mesmo sem conhecimento escolarizado, 0s povos
indigenas conseguiam construir suas casas, usando materiais apropriados para
a construcao. H& uma matematica propria que estd presente nesses processos
de construcao, como geometria e unidades de medidas. Para exemplificar o
modo como realizam a medida, o professor apresentou o sistema de vara (Figura
4), que ¢ uma medida tradicionalmente empregada pela etnia, utilizando uma
vara de 5 palmos de quem a produziu.

Figura 4: Sistema de medicao com a vara.
Fonte: dos autores.
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Para introduzir o conceito de palmo, o professor pediu aos alunos que cada
qual medisse seu palmo com a régua, medida que vai do dedo polegar ao dedo
minimo, e fizessem comparacoes entre as medidas alcancadas. Dessa maneira,
ficou claro para os alunos que cada palmo pode apresentar medida diferente.
O professor mostrou aos alunos que o seu palmo corresponde a, aproximada-
mente, 20 centimetros. Como a vara tem 5 palmos, chegaram a conclusdo que
a vara produzida por ele mede, aproximadamente, 100 centimetros, correspon-
dente a um metro.

HABITACOES TRADICIONAIS: ETNOARQUITETURA

As atividades desenvolvidas com os estudantes do primeiro ano do ensino médio
tiveram enfoque sobre os conhecimentos da tecnologia empregada na arquite-
tura das habita¢des na Comunidade Aracd, a importancia da agao coletiva no
momento da construcao, o periodo favoravel para a extracao das espécies vege-
tais mais utilizadas e os saberes matematicos locais.

A professora de Biologia, durante a pesquisa de campo, destacou a relevancia
da preservacao e a valorizacao dos bens naturais encontrados nas matas proxi-
mas a comunidade, materiais proprios para a construcao e manuten¢ao das
moradias. Ressaltou a importancia do uso dos materiais naturais nas edificacoes,
que influenciam no conforto térmico, economia, sustentabilidade, seguranca e
respeito ao meio ambiente. Esses sao elementos da etnoarquitetura. Segundo
Zanin (2006 como citado em Freitas Filho, Mattos e Ramos, 2018, p. 540):

A etnoarquitetura é uma expressao cultural da relagao dos individuos com o ambien-
te que os cerca, sendo que nas atividades que a expressem sao utilizados recursos
naturais disponiveis para tais individuos, de modo que as estruturas desenvolvidas
sob a luz desse conceito apresentam relagao direta com o contexto fisico, social e
com a manutencao da vida.

As habitacoes na Comunidade Araca tém caracteristicas de um barracao retan-
gular, que em média ocupam uma area de 32 m” Entretanto, variam bastante
o tamanho, dependendo do numero de pessoas da familia que irdo ocupar o
espaco. As paredes sao elevadas com a técnica do pau-a-pique ou taipa de mao
ou tijolos de adobe. Partindo desse principio, os alunos foram agrupados para
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desenvolverem a confeccao de uma maquete de uma construcao tradicional,
conforme a Figura 5.

Figura 5: Estrutura da construgao escolhida pelos alunos.
Fonte: dos autores.

O uso de maquetes de constru¢des originais indigenas ¢ uma metodologia
utilizada por professores e alunos na educacao escolar indigena. Em Mattos e
Mattos (2018) temos o uso de maquetes de construcdes originais dos Paiter
Surui no ensino de conhecimentos tradicionais e de conteudos escolares na
educacao escolar indigena. Também, em Freitas Filho, Mattos e Ramos (2018),
0 uso de confeccao de maquetes representativas de construgdes de povos indi-
genas do Sudeste do estado do Para foi utilizado como resgate cultural daqueles
povos e para explorar e dar significado a conteidos da matematica escolar, em
uma turma indigena do Instituto Federal do Para.

Da mesma forma, aqui os alunos também foram envolvidos desde a elabo-
ragdo de como seria @ maquete até a coleta dos materiais empregados. Em sala
de aula os alunos utilizaram a palha do buriti como elemento principal para a
idealizacao da acao. Do carana (nome indigena do talo da folha do buriti), foram
confeccionados as estacas, linhas, travessas, guieiras, caibros, cumeeira e pon-
talete. Do talo das palhas, foram confeccionadas as ripas e com as palhas a
cobertura. Para o acabamento foram utilizados o p6 e os graos maiores (solo),
também do carana (Figura 6).
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Figura 6: Finalizagao da maquete
Fonte: dos autores.

A confec¢ao desta maquete de habitacao possibilitou apresentar alguns termos
de arquitetura e a funcao que cada elemento da construgao representa no
conhecimento dos indigenas, que pode se apresentar de forma distinta no con-
hecimento nao indigena. Na analise do telhado foram apresentadas trés partes:
a estrutura, a cobertura e a captagao de aguas pluviais. Foi levado em conside-
racao a forma, o sistema de captagcao de aguas de escoamento, o tipo de cober-
tura empregado e caimentos por meio da planta baixa apresentada aos alunos
(vide Figura 2, planta de cobertura).

A estrutura € o conjunto de elementos que ird suportar a cobertura e a
parte do sistema de captagdo de aguas pluviais. A estrutura do telhado ¢
chamada de tesoura, comumente empregada nas edificacoes da comunidade
e ¢ considerada simples na sua constituicao. As pecas que compodoem a
tesoura sao: travessa, guieiras ou tacanicas e pontalete, que podem ser
identificadas nas Figuras 7 e 8. Foi apresentado aos alunos os termos comu-
mente utilizados em arquitetura tais como: linha, tirante ou tensor; perna,
empena ou asa e pendural.
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Fonte: dos autores.

Para os indigenas a travessa tem a mesma funcao de tracdo que a linha (termo
ocidental) na tesoura. A linha (indigena) sao as vigas longitudinais que servem
de apoio para a tesoura e caibros. Quanto a estrutura arquitetonica, as estacas
exercem as mesmas funcoes que as colunas de sustentacao de apoio nas edi-
ficagdes em alvenaria de tijolos ceramicos. As estacas sao os elementos dispostos
verticalmente, que sao alocadas nas extremidades do plano retangular e nas
posicoes onde suportarao o madeiramento das linhas, travessas e tesoura.
De acordo com Mattos:

cabe ao professor propor tarefas que tenham situagoes contextualizadas na realidade
do aluno; estabelecer o esforco que o aluno despenderd para realizar a tarefa de
acordo com seu ritmo e suas caracteristicas de desenvolvimento e prever os resul-
tados esperados, bem como, que caminhos ele pode sequir, a fim de alcancar
resultados satisfatérios, que argumentacoes pode construir, deixando que ele perceba
sua capacidade para tal. (Mattos, 2018, p. 742).

Nessa perspectiva, apresentar como as construgoes tradicionais eram elaboradas,
permitiu aos alunos, terem uma nova visao sobre os conhecimentos gerados e
difundidos em sua etnia. Essa nova visao tornou possivel contextualizar conteu-
dos matematicos escolares de forma criativa e significativa.
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A tesoura do telhado deu significado aos alunos de varios conceitos da
geometria euclidiana. Por exemplo, a inclinagao, que € o0 angulo entre a guieira
e a travessa; paralelismo de retas, contextualizado pelas ripas; perpendicularismo
de retas, dado pelo angulo reto entre o pontalete e a travessa; semelhanca dos
triangulos formados pelas guieiras e as travessas; e de teoremas importantes
como Teorema de Tales e Teorema de Pitagoras.

Assim, constata-se com a pesquisa que nas construgoes, das moradias da
comunidade Aracd, ha uma etnomatematica que pode ser usada na escola local
para valorizar a cultura e ancorar conceitos da matematica escolar. Essa forma
propria de matematizar dessa comunidade, gerada e difundida pelos seus mem-
bros, vem sendo passada de geragao em geragao por meio do ajuri.

CONCLUSOES

A casa representa um lugar sagrado para os povos indigenas. E o local onde
vivem e criam seus filhos, dessa forma, deve ser bem construida. Para construir
as moradias, os indigenas utilizam conhecimentos tradicionais que sao passados
de geracao a geracao, ao longo dos tempos. Na constru¢ao da casa, reconhe-
ce-se um sistema de ideias matematicas, escolar e do cotidiano, e os modos de
lidar com a realidade que os povos indigenas desenvolveram, como, por exemplo,
a forma encontrada para medir.

Buscou-se, nas maneiras de matematizar (Skovsmose, 2000) da etnia, recur-
sos para contextualizar e trabalhar interdisciplinarmente os conteidos matema-
ticos escolares, entendendo que essa matematizacao da realidade implica
construgoes de estratégias para solucionar os problemas existentes. Considera-se
essa matematizacao repleta de relagdes vividas com o saber e construido no
passar da historia (Charlot, 2000). Portanto, essa forma de matematizar é produto
das relacoes socioculturais dessa etnia.

Durante o desenvolvimento das atividades, os alunos puderam observar
como ha matematica nas praticas cotidianas desenvolvidas pela comunidade.
A matematica vivida no cotidiano da aldeia ¢ uma producao intelectual propria
que abrange saberes e fazeres tradicionais. Quando essa matematica ¢é levada
a sala de aula, ressignifica os conhecimentos escolares, possibilitando aos alu-
nos desenvolverem uma aprendizagem significativa, como apresentada por
Ausubel (2003), ja que os novos conhecimentos sao ancorados em conhecimen-
tos ja adquiridos e que estao na estrutura cognitiva deles.
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As atividades propostas, em sala de aula ou fora dela, possibilitaram ao
professor contextualizar alguns conceitos da matematica escolar, fazendo com
que os alunos relacionassem esses conceitos com as praticas tradicionais, de
maneira interdisciplinar e significativa. A contextualizacao dos conceitos mate-
maticos escolares, por meio de atividades desenvolvidas fora da sala de aula,
trouxe um carater mais dinamico e mais atrativo as mesmas. Além disso, reafir-
mou a coletividade, aspecto que eles valorizam e praticam na aldeia em acoes
e tarefas cotidianamente, como ¢ o caso do ajuri na constru¢ao das moradias.
Pode-se afirmar, ainda, que essas atividades trouxeram a preocupagdo com a
escassez de alguns materiais que sao utilizados para a constru¢ao das moradias
e a necessidade de preservacao da floresta para sobrevivéncia da aldeia.

Trazer os saberes e fazeres cotidianos da aldeia, tanto para o ensino como
para facilitar a aprendizagem, pressupde o fortalecimento da identidade bem
como o empoderamento dos membros dela. E trabalhar a cultura a favor das
relacoes desenvolvidas entre os indigenas, preservando-a. Nessa perspectiva, a
cultura endossa os saberes e os fazeres de cada grupo social como sendo um
produto cultural, produzido por meio dos seus artefatos, mentefatos e sociofatos
(D'Ambrosio, 2011) e valorado pelas pessoas que compdem esse grupo.

Dessa forma, pelo viés etnomatematico (D'’Ambrosio, 2011) foi possivel
relacionar a matematica propria das etnias, que esta implicita no cotidiano
dos alunos. Essa matematica propria esta presente nas construgoes, mas nao
s6 nelas. Estd em qualquer atividade indigena, que muitas vezes passam
despercebidas e nao sao aproveitadas para estimular a aprendizagem signi-
ficativa dos alunos.

Durante o desenvolvimento da pesquisa, alguns aspectos foram observados
e, por ndo estarem no escopo da investiga¢ao, nao foram explorados. Um desses
aspectos que provocou inquietacdo foi a quase extingao dos buritizais e, por-
tanto, a pouca utilizagao dessas arvores nas constru¢des das moradias. Pensa-se
ser necessario um trabalho com os indigenas de producao de mudas e reflores-
tamento dos buritis no local da comunidade.
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Resumen: La finalidad de este articulo es reflexionar sobre los resultados
que se observan como consecuencia de la implementacion de las estrategias
para desarrollar un pensamiento estadistico en estudiantes universitarios,
a través de la Experiencia Educativa titulada "¢Como aplicar la estadistica
en proyectos de investigacion?' La perspectiva de los dominios o compe-
tencias adaptadas de Garfield, DelMas y Chance (2003) integran el marco
tedrico. Se utilizaron las evidencias de aprendizaje de 40 estudiantes en
tres periodos escolares; la recoleccion de datos se realizd mediante las
producciones escritas por ellos, en dos momentos: al inicio y al finalizar el
curso. Los resultados muestran que 40% de los estudiantes logré aplicar
la técnica correcta, sin dificultades para argumentar por escrito y oralmente
sus hallazgos. Los resultados de esta experiencia pueden permitir a profe-
sores de estadistica tomar decisiones sobre su planeacion didactica.
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Palabras clave: Pensamiento estadistico, conceptualizacion estadistica, com-
petencias estadisticas, educacion estadistica, reporte estadistico.

Abstract: The purpose of this article is to analyze if the results of the implemen-
tation of strategies to development a statistical thinking skill in the educative
experience for bachelor students entitle How applied the statistics on a research
project? The concept and perspective adapted of Garfield, DelMas and Chance
(2003) integrated the theorical framework. We use the learning evidences of
40 students during three school periods, through the data recollection of the
writing production in two moments: before the course and after them. We
found that 40% of the students applied the right statistical technique and
write and expose theirs results. The founds of this experience can allow the
professors make decisions for the didactic planning.

Keywords: Statistical literacy, Statistical conceptualization, Statistical skills, Sta-
tistical education, statistical report.

1. INTRODUCCION

Uno de los retos actuales en el campo de la Educacion, es sin duda la respon-
sabilidad social que los facilitadores tenemos ante los estudiantes, manifiesto
que se declara en el Modelo Educativo Integral y Flexible (MEIF) de la Universi-
dad Veracruzana (UV), que ademas concibe la necesidad de realizar innovacio-
nes planeadas, organizadas y concretas para que a través de la practica docente
y en su aplicacion con los estudiantes, se logre el desarrollo de las competencias
—habilidades cognitivas en estudiantes universitarios para resolver problemas
de su contexto real— que generen nuevas formas de ser-hacer y convivir en
sociedad (Universidad Veracruzana, 1999).

Resulta pertinente aclarar que, todos los programas educativos de nivel
licenciatura de la UV se estructuran por areas de formacién: Basica general,
Iniciacion a la disciplina, Disciplinar, Terminal y Eleccion libre (AFEL); nuestra
propuesta se inscribe en esta ultima. EI AFEL, esta dirigida a una formacién
complementaria del desarrollo integral de los estudiantes (Universidad Veracru-
zana, 1999), y por lo tanto permite a los estudiantes de cualquier programa
educativo elegir dentro de un catalogo de Experiencias Educativas (EE), algunas
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de ellas. En dicha area, encontramos una brecha de oportunidad para innovary
fomentar ambientes de aprendizaje inter y multidisciplinarios para aplicar la esta-
distica en la resolucion de problemas de la vida real, desde diferentes areas del
conocimiento y disciplinas, enriqueciendo asi la formacion integral de los futuros
profesionistas y coadyuvar en el desarrollo de las competencias de los estudiantes
por medio de intervenciones pedagogicas como lo es la innovacion, implemen-
tacion de estrategias didacticas, de recursos y métodos de ensenanza, elabora-
cion de materiales, etcétera.

Desde este hilo conductor decidimos disenar e implementar la EE denomi-
nada ¢Cémo aplicar la estadistica en proyectos de investigacion?, con la fina-
lidad de proporcionar una EE inter y multidisciplinaria que ligara a la estadistica
con la investigacion. Ademas, dentro de las competencias de las matematicas
(asignatura presente en los programas educativos), la estadistica ocupa un
lugar esencial, pues es la disciplina, que permite recolectar, clasificar, analizar
e interpretar informacion cuantitativa para atender problematicas en diferentes
contextos y situaciones y de forma critica y autonoma (Rouquete, Sudrez y
Ariza, 2014).

Sin embargo, en nuestra experiencia como docentes, observamos que 10s
estudiantes de licenciatura, a pesar de haber cursado por lo menos trece anos de
educacion de matematicas (SEP, 2011, 2016, 2017), no han logrado desarrollar
la competencia de analisis de situacion, argumentacion y razonamiento mate-
matico y mucho menos el desarrollo del pensamiento estadistico, procesos cog-
nitivos que se requieren para la comprension conceptual de la estadistica.

Aunado a lo anterior, consideramos que actualmente la cantidad de datos es
abrumadora, aprender a tomar decisiones informadas basadas en los datos dis-
ponibles y confiables, con al menos las bases estadisticas pertinentes, es vital
no solo para investigadores o profesionales de la estadistica, sino para los ciu-
dadanos en general (Franklin, Bargagliotti, Case, Kader, Scheaffer y Spangler,
2015 y Weiland, 2017).

En la década de 1980, varios grupos reconocidos de educacién en las mate-
maticas como, por ejemplo: National Council of Teahers of Mathematics (NCTM)
o National Assesment of Educational Progress (NAEP), propusieron a la educa-
cion estadistica como una competencia necesaria en los graduados de educa-
cion media para prosperar en el mundo moderno (Franklin, Kader, Peck, Perry y
Scheaffer 2005). A pesar de la necesidad detectada de incluir a la estadistica
como una asignatura ineludible en los niveles de educacion superior, no se ha
logrado desarrollar una pertinente comprension conceptual estadistica. Tu y
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Snyder (2017), comentan que los estudiantes en los cursos de estadistica regu-
larmente carecen de habilidad para generar razonamiento y pensamiento
estadistico.

La educacién estadistica no ha sido lo suficientemente accesible, ya sea
como menciona Brown y Kass (2009), porque el curriculo de las materias o
cursos en estadistica se basa en nociones no actualizadas o bien porque la
preocupacion en la ensenanza de la estadistica se enfoca en el uso de las
tecnologias y paqueterias estadisticas, que si bien es una herramienta Util, por-
que agiliza los procesos operativos, no refuerza en la profundizacién de los
conceptos tedricos incluyendo en ellos el desarrollo del pensamiento estadistico
(Gould, 2010).

De alli que la EE implementada —por tres periodos escolares consecutivos
con estudiantes de diversos programas educativos (PE)- aprovecha la relacion
natural existente entre la estadistica y la investigacion, cuya finalidad es pro-
mover en los estudiantes un pensamiento estadistico util para conjeturar e
inferir, a través de las estrategias del método cientifico, la habilidad de explicar
un fendmeno real con herramientas estadisticas adecuadas y sean capaces
de incorporarse al mercado laboral para ser productivos y adaptarse a los
cambios vertiginosos actuales con capacidad critica y creadora (Rouquette,
Suarez y Ariza, 2014). En el diseno curricular de esta EE, planteamos como
unidad de competencia que el estudiante conozca, analice y aplique las herra-
mientas estadisticas en proyectos de investigacion, mediante estrategias meto-
dologicas y teoricas pertinentes.

Al plantear y reflexionar sobre la pregunta de investigacion ¢Qué resultados
se observan como consecuencia de la implementacion de las estrategias dise-
nadas para desarrollar el pensamiento estadistico? nuestra finalidad —aparte del
logro del objetivo planteado en la EE- es conocer la capacidad para explicar,
interpretar y emitir juicios a fenomenos de la realidad y para la toma de deci-
siones adecuadas con responsabilidad y una actitud critica y obtener con ello,
la conceptualizacion estadistica, desde el logro del pensamiento estadistico.

Escribir este articulo compartiendo nuestros hallazgos, tiene dos intenciones:
1) hacer un ejercicio de autoevaluacién que pueda servir a otros docentes para
enriquecer su practica docente, y 2) compartir los resultados de una comprension
integradora de la estadistica, mas alld de plantear ejercicios disenados especifi-
camente para probar su eficacia a partir de numero de aciertos o fallos de un
grupo de estudiantes. Esta comprension integradora requirio identificar clara-
mente cuales eran las técnicas y herramientas estadisticas necesarias para
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analizar cualquier problema de investigacion que el estudiante pudiera plantear
y con ello, propiciar un pensamiento estadistico lo que seria un aporte innovador
a la educacion estadistica.

2. MARCO CONCEPTUAL: PENSAMIENTO ESTADISTICO Y COMO
PROVOCARLO

La sociedad demanda profesionistas con competencias, habilidades y actitudes
de investigacion estadistica que puedan apoyar con propuestas pertinentes a
la solucion de problematicas de diversa indole, pero también y como ya se
menciono, se requiere que desarrollen las competencias para manejar el baga-
je de datos que en la actualidad existen, lo que contrapone a la forma tradi-
cional de visualizar a la estadistica Unicamente como el manejo de meros
calculos numéricos.

Es importante desarrollar el pensamiento estadistico de los estudiantes, ya
que hoy en dia estamos expuestos a informacion estadistica todo el tiempo, en
Medicina, en Publicidad, en Ciencias Sociales, Politica, Economia, Ecologia, inclu-
so en la informacion que recibimos a través de las aplicaciones sociales como
facebook, ¢{Quién de nosotros no ha leido titulares como: una copa de vino al
dfa puede disminuir la probabilidad de un infarto? Compartimos la informa-
cioén, sin cuestionar la veracidad de los estudios y la asumimos como cierta,
porque no nos sentimos capacitados para discutirla. Pues bien, el desarrollo
del pensamiento estadistico nos aleja de esas explicaciones magicas, y nos
induce a evaluar los argumentos estadisticos de los demas y sustentar los
propios (Tunstall, 2018).

A pesar de su importancia para la formacién de ciudadanos responsables,
el pensamiento estadistico no es una habilidad que se explicite como compe-
tencia transversal en los cursos en matematicas o estadistica (Tunstall, 2018).
Ademas, de que dicha habilidad no se puede desarrollar tnicamente a partir de
ejercicios estandarizados.

Ante lo anterior, en nuestra busqueda de como lograr ese pensamiento
estadistico, y debido a que es una actividad intelectual de multiples aspectos y
que se desarrolla gradualmente, encontramos que el desarrollo de una com-
prension conceptual estadistica requiere de competencias y habilidades. Garfield,
et al, 2003, conceptualizan dominios o competencias adaptadas como son:
alfabetizacion estadistica que refiere a las habilidades basicas sobre conceptos,
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vocabularios y simbologia necesarios para discernir sobre la informacion o
resultados de investigacion como, por ejemplo: organizar, presentar y construir
tablas de datos para diferentes representaciones de los mismos; el razonamiento
estadistico que consiste en que los estudiantes sean capaces de deducir el
porqué de la aplicacion de la estadistica en el uso y proceso de la informacion,
esto incluye hacer interpretaciones de los datos, resumir informacion, conectar
conceptos e incluso combinar ideas para obtener resultados mas adecuados; y
el pensamiento estadistico que involucra el entendimiento de por qué y como
la estadistica puede ser aplicada en casos reales, de generar preguntas, colectar
datos y seleccionar el andlisis adecuado para responderla, ejecutar, hacer juicios
de valor, de criticar y evaluar los resultados de un problema resuelto con las
técnicas y herramientas estadisticas, lo que significa que hay una reflexion sobre
el uso apropiado de la estadistica para hacer inferencias confiables y pertinentes
y que éstas sean evidenciadas a través de la comprension del proceso integral
de una investigacion.

Y ademas, que tengan la oportunidad de dar sentido a sus conjeturas relacio-
nadas con su disciplina con objetividad; explorar sus propias ideas; plantear hipdtesis
a partir de datos que sirven de base para una investigacion y adaptar estrategias
para argumentar sus conclusiones a través del uso adecuado de la estadistica.

En conclusién, la finalidad de esta intervencién pedagogica es provocar que
los estudiantes desarrollen el pensamiento estadistico, a través de un aprendizaje
gradual, partir de los conceptos y simbologia basicos de la estadistica (alfabeti-
zacioén estadistica), deducir el porqué de la aplicacion de la estadistica en el uso
y proceso de la informacién (razonamiento estadistico) y lograr que sean capaces
de evidenciar su desempeno a través de la demostracion y aplicacion de los
conocimientos y habilidades necesarias para analizar e interpretar y proponer
alternativas de solucion a problematicas de su entorno, generandose alin mas
preguntas a futuro (pensamiento estadistico).

Para responder a nuestra pregunta de investigacion y suscitar el logro del
pensamiento estadistico, consideramos que el contexto juega un rol trascenden-
tal: los datos estadisticos provienen de un contexto y el modelo y su interpreta-
cion tiene que estar inmerso en ese contexto (Kuntze, Aizikovitsh-Udi y Clarke,
2017). Aspecto que va con lo establecido en el proyecto GAISE (Guidelines for
Assessment and Instruction in Statistics Education), propuesto por American
Statistical Association (Franklin et al, 2005) y otras acotaciones recientes de
GAISE College Report ASA Revision Committee, 2016, como son:
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1. Fomentar el aprendizaje del pensamiento estadistico en el estudiante, como
un proceso de investigacion que busque resolver un problema de la disci-
plina que estudia y tome decisiones.

Focalizar el alcance conceptual (més alla del mero conocimiento procedimental).
Integrar datos reales en un contexto y con un proposito (aprendizaje activo).
Usar la tecnologia como apoyo para desarrollar conceptos y analizar los datos.
Usar la evaluacion con el fin de mejorar el aprendizaje de los estudiantes,
identificando errores y aciertos y, por ende, retroalimentar y mejorar la fun-
cion docente.

iAW

3. METODOLOGIA

Con el objetivo de conocer los resultados de la implementacion de las estrategias
planteadas durante el periodo escolar de aplicacion para desarrollar el pensamien-
to estadistico, se consideraron dos instrumentos de medicién: a) Se aplico un
cuestionario (antes y después del curso) en el que se le solicité al estudiante que
describiera con sus palabras el uso de la estadistica en proyectos de investiga-
cion; se recopilé la informacién en una tabla de datos para comparar poste-
riormente. Se valord el nimero de palabras que ocup¢ el estudiante para describir
lo que se le pidio y se realizo un andlisis de texto en la paqueteria R-project version
3.5.0; b) Un reporte estadistico en formato de articulo cientifico, para evaluar lo
aprehendido sobre el uso adecuado de las técnicas y herramientas estadisticas,
asi como la comprension de la presentacion de los resultados de una manera
académicamente valida (competencias adquiridas y redacciéon correcta, orden en
las ideas escritas, formas de citado correctas, etc), ademas de la presentacion oral
en clase sobre el reporte estadistico generado por el estudiante destacando el uso
de la metodologia estadistica en términos de un pensamiento estadistico.

3.1 PROGRAMA DE LA EE
La EE {Coémo aplicar la estadistica en proyectos de investigacion? Como pro-
puesta educativa para la ensenanza-aprendizaje de la estadistica, resalta la

importancia de visualizar a la metodologia estadistica como un eje pertinente
aplicable a cualquier disciplina.
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El programa de la EE que se oferta a través del AFEL, considera un maximo
de 20 estudiantes —de cualquier disciplina—, para asegurar que el estudiante
tenga una atencion personalizada en su formacion. Estd estructurado en un
total de 60 horas al semestre, con un valor de 6 créditos y es de caracter inter-
semestral (verano e invierno). Contiene tres temas centrales: 1) metodologia
estadistica para proyectos de investigacion =12 horas—; 2) técnicas y herramien-
tas estadisticas para proyectos de investigacién —32 horas—; y 3) presentacién
de reportes de investigacion —16 horas—, temas que se van adecuando segun
lo observado en los cursos ya impartidos anteriormente.

Asi mismo, dado que se permite la inscripcion de estudiantes de cualquier
programa educativo y disciplina, y para cumplir con el objetivo declarado en el
programa de la EE*se disenaron las siguientes estrategias: 1) una exploracion
de saberes previos de los estudiantes sobre estadistica; 2) reajuste y eleccion de
contenidos en los temas centrales, incluimos técnicas y herramientas esenciales
de estadistica exploratoria, por ejemplo, las medidas de tendencia central y de
dispersion, para posteriormente introducir a los estudiantes a comparaciones y
relaciones estadisticas, seguin el tipo de variables cualitativas o cuantitativas que
se usen, entre otras; y 3) se elige como trabajo académico la elaboracion de un
reporte estadistico —evidencia del desempefo del estudiante al final del curso-,
estructurado con la aplicacion de lo aprendido en clase a un objeto de estudio
(problema real) y definida la pregunta de investigacion.

3.2 DINAMICA EN CLASE

Una vez que se define el trabajo de investigacion que evidencia los dominios de
los estudiantes, las dinamicas y estrategias de ensenanza-aprendizaje que se
utilizaron al interior del aula fueron pensadas y planeadas alrededor del mismo.
En los primeros dias, de manera intuitiva, el estudiante define su temay la pre-
gunta de investigacion. Se les proporciona el acceso a repositorios de datos como
Web of science, donde inicia la primera busqueda académica para seleccionar
un articulo que sea algo similar a lo que penso o le intereso. Posteriormente y
conforme avanza el curso, el estudiante es capaz de construir una pregunta de
investigacion lo suficientemente clara como para identificar y definir las variables

*Que el estudiante aplique la estadistica en proyectos de investigacion mediante el uso teorico-meto-
dolégico de la misma, para explicar e interpretar un fenomeno de la realidad.
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que usarg, y si lo que le interesa es comparar o relacionar objetos de estudio, la
pregunta le servira para plantear una hipétesis estadistica.

Dependiendo del trabajo de investigacion elegido, los estudiantes disenan
instrumentos y levantan encuestas piloto (fuentes primarias) o bien, obtienen y
hacen uso de los datos de alguna fuente oficial (fuentes secundarias). A través
del didlogo grupal y ejemplos practicos del uso de la estadistica para identificar
diferencias entre variables cualitativas y cuantitativas, el estudiante selecciona
el tipo de variables para su proyecto.

Las técnicas estadisticas analizadas en clase se explican bajo tres enfoques:
¢Qué es la técnica?, (Como opera (procedimiento) la técnica? y ¢Para qué sirve
la técnica? Los ejercicios se realizan en clase utilizando el software R-project
Al término de esta fase, la siguiente actividad del estudiante es reflexionar y
cuestionarse: {Qué de lo visto en clase me sirve y puedo aplicarlo a mi trabajo
de investigacion?

3.3 PARTICIPANTES Y TRATAMIENTO

Ala fecha, la EE se ha ofertado y aplicado durante tres periodos intersemestrales:
diciembre 2017-enero 2018 (invierno), junio-julio de 2018 (verano) y enero 2019
(invierno). Formalmente han cursado un total de 40 estudiantes.

A los estudiantes se les impartié un curso de 60 horas —por cada periodo-,
cuya meta final es que, con lo aprendido, sean capaces de: 1) aplicar la técnica
estadistica correcta para resolver su pregunta de investigacion, 2) escribir con
claridad el por qué seleccionaron esa metodologia, los resultados a los que
llegaron y las conclusiones y, 3) explicar de manera oral sus hallazgos. Con la
evidencia de dichos puntos, se esta cumpliendo con el objetivo del programa de
la EE, asi mismo, se evidencia el desarrollo del pensamiento estadistico, plantea-
do como finalidad de este articulo.

3.4 EVALUACION DEL DESEMPENO
La acreditacion de esta EE del AFEL, requiere cuando menos 60% de evidencias

entregadas en tiempo y forma y 80% minimo de asistencias. Para asignar un
puntaje a las evidencias de desempeno de los estudiantes, se determinaron
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criterios en una escala del 1 al 10 de acuerdo a las normas de acreditaciéon de
control escolar de la UV, establecido al inicio del curso:

* Calificacion de 5 (no acreditado): Si el estudiante no logra la habilidad de
relacionar su tema y pregunta de investigacion con la metodologia esta-
distica vista en clase y, tampoco explica de manera escrita y oral sus
finalidades y resultados, se asume que no ha logrado desarrollar los cono-
cimientos minimos necesarios para declarar un incipiente aprendizaje
estadistico. Ademas de ello, se suma el incumplimiento en la entrega de
evidencias durante el curso e inasistencias.

« Calificacion 6 a 7. Alfabetizacion estadistica. Si el estudiante logra el domi-
nio basico de relacionar su tema y pregunta de investigacion con los
conceptos, vocabulario y simbologia estadistica; es capaz de presentar,
organizary construir tablas de datos y/o representaciones graficas y deter-
minar de manera incipiente qué técnica estadistica podria aplicar, pero
tiene dificultades para argumentar el procedimiento estadistico, asi como,
escribir y explicar oralmente sus hallazgos.

* Calificacion 8. Razonamiento estadistico. Si el estudiante logra el dominio
de relacionar su tema y pregunta de investigacion con la seleccion e
interpretacion de datos, ordenary resumir informacion; combina ideas para
obtener resultados mas adecuados; conecta conceptos e incluso combina
ideas para obtener resultados idoneos; selecciona y aplica la técnica esta-
distica correcta. Pero, presenta dificultad en deducir el porqué del uso de
ésta en la interpretacion del tema y resolucion de su pregunta, y no logra
hacer juicios de valor basados en criterios especificos, con organizacion,
con lenguaje adecuado.

* Calificacion 9 a 10. Pensamiento estadistico. Si el estudiante logra el domi-
nio de relacionar su temay pregunta de investigacion con: disertar por qué
y como aplicar la técnica estadistica correcta; definir, colectar, organizar y
valorar qué informacion es pertinente; generar preguntas avanzadas que
orienten su proceso estadistico; sin dificultades para escribir y explicar
oralmente sus hallazgos y resultados, interpretando con argumentos, cohe-
rencia y claridad; hacer inferencias confiables y pertinentes; y que exista
evidencia de la relacion en cuanto al proceso integral del uso de la esta-
distica y la investigacion.
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4. RESULTADOS

Hemos registrado 16 programas educativos de procedencia de los 40 estudiantes
que a la fecha han cursado la EE, principalmente de Economia, Ingenieria elec-
tronica, Estadistica, Biologia y algunos del area de Ciencias de la Salud (tabla 1).

Tabla 1. Frecuencias de alumnos inscritos a la EE, por carrera de procedencia.

Carrera Frec. Rel.
Nutricion 3%
Contaduria 3%
Publicidad y relaciones p. 3%
Ingenieria ambiental 3%
Ingenieria en alimentos 3%
Ingenieria quimica 3%
Informatica 3%
Ingenieria Mecanica 3%
Quimica clinica 3%
Psicologia 5%
Administracion 5%
Quimico Farmacéutico Bidlogo 8%
Biologia 10%
Estadistica 15%
Ingenieria electronica 18%
Fconomia 18%
Total 100%

Fuente: Elaboracion propia.

De

acuerdo con los resultados valoramos que la EE a través de la metodologia

utilizada, reporta:

204

* 75% de indice de reprobacion. Estudiantes que no lograron relacionar y
aplicar la técnica estadistica correcta con la pregunta de investigacién y por
tanto tampoco lograron escribir, ni explicar oralmente sus hallazgos con
claridad, aparte de que no entregaron los avances requeridos.
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* 20% de los estudiantes lograron aplicar la técnica correcta, pero tienen
dificultades importantes para escribir y explicar oralmente sus hallazgos
—alfabetizacion estadistica—.

* 325% de los estudiantes logré aplicar la técnica correcta, con dificultades
medias para escribir y explicar oralmente sus hallazgos —razonamiento
estadistico—.

* 40% de los estudiantes logré aplicar la técnica correcta, sin dificultades
importantes para argumentar oralmente sus hallazgos —pensamiento esta-
distico— (figura 1).

45.00%
40%
40.00% -
35.00%
3000%
25.00%
’ 20%

20.00% -

15.00% -

Frecuencias relativas

7.5%

10.00% -

5.00% -

0.00% T s
No lo lograron Alfabetizacidn estadistica Razonamiento estadistico Pensamiento estadistico

Figura 1: Frecuencias de calificaciones finales en los tres periodos ofertados
Fuente: Elaboracion propia.

Durante el desarrollo de la EE se fomenté un ambiente de respeto, didlogo,
autocritica y solidaridad con la finalidad de aprender de si mismo y de los demas.
Reconocemos que el error es una fuente de aprendizaje, por eso la retroalimen-
tacion de las actividades en clase y fuera de ella son fundamentales, ya que
permite al estudiante percatarse de sus errores y de como corregirlos.

Durante las tres aplicaciones se ha observado que, a partir de la primera
retroalimentacion, los estudiantes ganan confianza y se involucran entre ellos,
dando opiniones y consejos para mejorar sus proyectos; también han servido
para darnos cuenta que, la principal dificultad de los estudiantes estd en la
elaboracion de su pregunta de investigacion y en la identificacion vy
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operacionalizacion de las variables. Esto lo hemos subsanado a través de dia-
logar y apoyarlos en la construccion de las preguntas e identificacion de las
variables necesarias de acuerdo con el tema elegido.

Consideramos que la elaboracién del reporte estadistico a manera de un
articulo cientifico es un acierto y es una de las evidencias mas claras de la asimi-
lacion de los temas incluidos en el curso. Al inicio, ninguno de los estudiantes
inscritos se consideraba a si mismo en condiciones de construir un articulo cien-
tifico y al finalizar 92.5% de ellos ha sido capaz de entregar uno.

Los resultados nos han permitido reconocer los aciertos y dificultades del
curso, por ejemplo, debimos incluir el tema de: construccion de una tabla de
datos; en la planeacion original asumimos que la construccion de una tabla
de datos no era necesaria, pero alrededor de 30% de los estudiantes no han
tenido experiencia con el traslado de la recopilacion de datos a una tabla de
datos estadisticamente funcional, asi que reestructuramos para hacer un espacio
para este tema. También ha sido necesario repasar sobre el método cientifico.
Observamos que, a pesar de llevar cursos de metodologia de investigacion
durante su formacion disciplinaria, aproximadamente 80% de los estudiantes
no sabe como aplicarlo en la practica.

4.1 DOMINIOS O COMPETENCIAS

a) Conocimiento de la estadistica declarado por los estudiantes antes y des-
pués del curso de la EE

Los 40 estudiantes respondieron un instrumento antes y después del curso para
valorar la asimilacién del contenido de la EE. Entre otras cosas, describieron con
palabras el uso de la estadistica en proyectos de investigacion. Como resultado
del analisis de texto de esta instruccion, se observé que antes del curso el estu-
diante utilizé en promedio 8 palabras para describir el uso de la estadistica en
proyectos de investigacion; mientras que, al finalizar el curso, fue capaz de
expresarse en promedio con 31 palabras para responder la misma pregunta.
Algunas de las respuestas mas significativas, se sintetizan en la tabla 2.
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Tabla 2. Respuesta antes y después del curso a la instruccion “Describe con tus palabras
el uso de la estadistica en proyectos de investigacion”

Describe con tus palabras el uso de la Estadistica en proyectos de investigacion

Antes de iniciar el curso Al finalizar el curso

La estadistica se aplica para tener un mejor ma-
nejo de informacién en la investigacién, ya que
esta estudia y presenta los datos de una manera
mas accesible a entender.

Para saber la probabilidad de las cosas.

La estadistica la podemos aplicar en distintas in-
Para aceptar o rechazar una hipotesis de in- vestigaciones en cualquier disciplina, las cuales
vestigacion. se basan en plantear hipdtesis, seguir una meto-

dologia, hasta llegar a los posibles resultados.

La estadistica en un trabajo de investigacion es
como la alimentacion de un bebé, necesaria para
poder crecer y dependiendo de la edad (o dificul-
tad del trabajo) habra un alimento adecuado
para él.

Obtencién de promedios, rangos y graficos
para comparacion de datos.

Creo que es una herramienta fundamental, la
Determinar conjuntos. cual si es usada de manera adecuada puede fa-
cilitar la manera de explicar los resultados.

Al realizar investigacion uno recopila o genera
datos. Las herramientas de la estadistica nos per-
miten trabajar estos datos para poder sacar con-
clusiones de ellos. Es importante conocer la
naturaleza de lo que investigamos para poder
usary escoger la mejor herramienta estadistica.

Traducir datos de una forma cuantitativa.

Fuente: Elaboracion propia.

En los graficos de nube se observa un gran cambio. Mientras que antes del
curso, el estudiante asocid el uso de la estadistica en dos aspectos: datos e
hipdtesis. Al final del curso, el estudiante relaciono a la estadistica con investi-
gacion, herramienta, resultados, adecuada, importante, mejor. Esto evidenci¢ el
avance significativo en la comprension y sentido del uso de la estadistica en un
proyecto de investigacion y por lo tanto en el desarrollo de su pensamiento
estadistico (ver figura 2).
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Uso de palabras para describir el uso de la Uso de palabras para describir el uso de la

Estadistica antes del curso Estadistica después del curso.
. S
traducir o
adecuada q.) .
l l n a ‘ y ‘gtrabajo
importante ¢ Podemo:

datOS investigacion

hipotesis e I‘O‘S
las f

m ra hipotesis
herramienta

Figura 2. Andlisis de texto antes y después del curso.
Fuente: Elaboracion propia con base al cuestionario antes/después. Paquete R-project version 3.5.0.

b) Reporte estadistico y el tipo de preguntas que genera

Encontrar el ejercicio que une estas dos tematicas: metodologia de investigacion
y estadistica es el reto mas grande dentro de esta EE. La alternativa que encon-
tramos fue que, el estudiante decida un tema de investigacion en total libertad
y agrado. En consecuencia, los ejercicios disenados de la clase no son estanda-
rizados, ni tampoco tomados de un libro, esto creemos es lo que hace distinta
esta experiencia.

Las tematicas que se han abordado en el curso son variadas, por mencionar
algunas: “Path Planning, para robots con redes resistivas, ocupando como méto-
do de busqueda el algoritmo LCC’; “Disefno y construccion de un prototipo para
el tratamiento de residuos organicos de pina, papaya y platano en 21 dias’; “El
efecto de la crisis del euro en el consumo de productos provenientes de América
Latina"; “Diversidad de cnidarios en el arrecife rocoso de la Mancha, Veracruz'.
La diferencia de temas en los que se puede aplicar una misma técnica estadis-
tica otorga un valor agregado a esta innovacion educativa y provoca en los
estudiantes la curiosidad e interés investigativo.

El trabajar tablas provenientes de datos reales, provoca que en muchas
ocasiones se planteen dudas que no surgen con los ejercicios tradicionales, ni
se encuentran las respuestas en ningun libro, a estas las hemos llamado pre-

guntas avanzadas, por ejemplo:
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* “La regresion, la variable ‘profundidad’ no se distribuye normal, pero la
gqplot parece normal ¢Se cumple el supuesto de normalidad o no?" Estu-
diante de la licenciatura en Biologia, diciembre 2017-enero 2018 (figura 3a).

* “Tengo una variable cualitativa y otra cuantitativa écomo mido la relacion
entre ellas?” Estudiante de la licenciatura en Instrumentacion electronica,
diciembre 2017-enero 2018 (figura 3b).

* ‘Sihay dos medidas de tendencia central (media y mediana) {Cual ocupo?’
Estudiante de la licenciatura en Economia, junio-julio 2017 (figura 3c).

* ‘El mapa del analisis de correspondencias se ve una mancha y no se
distinguen los puntos ¢Como lo interpreto? Estudiante de la licenciatura
en Ciencias y técnicas estadisticas, enero 2019 (figura 3d).

Como se observa en la figura 3, la resolucién de las preguntas que surgen del
estudiante, debido al contacto con datos reales, hacen que el conocimiento se
asimile de una forma mas productiva y que la dindmica de la clase sea mas
participativa. El facilitador responde las dudas en clase y ante todo el grupo,
posteriormente el estudiante al presentar su articulo final se ve obligado a regis-
trar de manera escrita sus hallazgos (incluyendo sus dudas durante el proceso),
con sus propias palabras (figura 3).

La resolucion de problemas estadisticos en este sentido no es algo mecanico
al estilo de una receta, como en los tradicionales cursos de estadistica, sino que
en realidad promueve que el estudiante al tener un problema (de su agrado) en
mente, se ocupe de resolverlo y que adapte o descarte los temas vistos en clase
para la resolucién de su indagacion personal.
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Transecto 4

Nimerogaespecies

Fuente: Elaboracion propia usando R-project 3.3.2

La profundidad del drea va incrementando
conforme se acerca a la barrera arrecifal, teniendo
una minima de 36 cm en la orilla de la costa y una
mixima de 90 cm cerca de la barrera amecifal,
como se puede observar en el histograma 3. Esta
variable también influye en la posicion geogréfica
enla que seencontraron los cnidarios, debido a que
necesitan luz solar al tener una relacién simbionte
con algas llamadas 7ooxantelas y un constante
oleaje para la oxigenacion.

Figura 2. Frecuencia de la profumdidad en em

Profundidad

Prtasatan
Fuente: Elaboracion propia usando R-project 3.3.2

Segin ¢l andlisis en ¢l modelo de regresion lineal
simple, la correlacion con ¢l método de Pearson
entre la variable dependiente que es la riqueza de
especies y la variable independiente que es la
profundidad hay wna correlacion significativ

hacer una prucba de hipétesis el p valor es igual a
0.0002026 al ser menor a 0.05 se rechaza Holo que
nos dice nuevamente que si hay relacion entre las
variables. Al verificar los supuestos de erros se
observa que se comportan normal teniendo en
cuenta la robustez de estos, de acuerdo al qqnorm
que se muestra en la Figura 3, y con la prueba de
Shapiro-Wilk nos da que el p valor es igual a 0875
1o que nos dice que es mayor a By y no se rechazala
hipotesis, los datos siguen una distribucion normal.

Figura 3. Errores de distribucion normal

Qanom

Fuente: Elaboracion propia usando R-project 3.3.2

Por iltimo, si cumple con la homogeneidad de la
varianza de erores segin la Figura 4, lo que nos
dice quela profundidad si influye directamente con
la baja diversidad de cnidarios que presenta cl
amecife rocoso de la Mancha, Veracnz.

Figura 4. Homogeneidad en la varianza de errores

Varianza enos errores.

Cuantesdela st

o w M ©

Cuarsie s

Fuente: Elaboracion propia usando R-project 3.3.2

a
positiva con un valor de 0.974. al

Extracto del trabajo final de la estudiante de la
Licenciatura en Biologia, diciembre 2017-enero 2018.

2,66666667
1,66666667
0

48 0,53333333
3 0,33333333
0 0

s
0,09467894

Fuente: Elaboracion propia, usando Excel 2010

Al analizar P-Valor con respecto a las mujeres,

se observa que este es menor a 0.05, por lo

tanto se rechaza Ia hipotesis platcada (HO) con un 99% de confianza.

Por el contrario, al analizar P-Valor respecto a los ‘hombres, se observa q

ue este es mayor

20,05, por lo tanto HO no se rechaza y hay un 91% de confianza en ¢l modelo.

Para una mayor exactitud en los result

ados se realizo un anilisis de correlacién simple,

donde el principal resultado es el gréfico de puntuaciones de la figura 1.

Figura 1. Biplot

fobrepeso

T

04

Normal N +
T

T
06 04

T T
02 00 02

En donde el primer cuadrante muestra que las mujeres con sobrepeso sc visualizan de
forma correcta como “gordas”.

En el segundo cuadrante de igual manera se observa que las personas delgadas se
autoperciben corporalmente de forma real respecto a su IMC.

Extracto del trabajo final de la estudiante de la
Licenciatura en Instrumentacion Electronica, diciembre
2017-enero 2018.

Figura 3. Extracto de los trabajos de los estudiantes de la EE éCémo aplicar la estadistica en proyectos de

investigacion?

Fuente: Elaboracion propia.
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errores y los errores ajustados, donde se espera que los errores no tengan un patrén definido en su
‘comportamiento,

Resultados
I Andlisis exploratorio,

En primer lugar las variables PIBP y PIBC tienen una diferencia de 0.00066 entre sus medias,
mientras que la_diferencia entre sus medianas es de 0.0003451, es decir, la diferencia entre sus
medias es mayor a la diferencia entre sus medianas (véase cuadrog), Por o se cree que la mediana
es una mejor medida de tendencia central para la comparacién de nuestras variables. En segundo
lugar, otras de las diferencias en las variables son los valores minimos y m#ximos que se observan
en cada una éstas, siendo 0.0473276 el méximo valor de la variable PIBP contra un valor méximo de
a variable PIBC de 0.0251748 (véase cuadro 1).

Con la informacién anterior, se sabe que la distancia existente entre la mediana y el valor maximo,
de cada variable, es mucho mis pronunciada en PIBP que en PIBC. Teniendo una idea de la

de los datos, con colas los valores grandes en el caso de la variable PIBP
y distribuidas de manera mas normal en la variable PIBC.

Cuadro 1. Medidas de tendencia central
T 3 i 701
0069455 0.0062855 145
0046079 0.0042628 530
for minimo | 0002557 00002168 120
lor Méximo 0473276 00251748 820
Gistancia entre Mediana-Minimo 0043522 0.004046 a1
ximo 0427197 0020912 229

wente: Elabor jet version 3.3.2.

Los gréficos que se presentan en Ia figora 1 observamos lss distribuciones de cada una de las
variables. Como ya se anticipd, la los datos de PIBP es hacia los val

de entre 0,00y 0.01 con una cola cargada hacia los superiores a este rango, y un valor atipico que
pertenece al valor méximo. Similarmente, la variable PIBC presenta colas cargadas hacia valores
superiores a 0.01, pero con un val islado. Por su parte, a variable

concentracién més normal con una cola ligeramente cargada a los valores menores a 5 y con un
valor atipico cercano a 2. 4/

Figura 1. Diagramas de cajas y alambres

3

Extracto del trabajo final de la estudiante de la
Licenciatura en Economia, junio-julio 2017

2.3 Anilisis de correspondencias

Figura 1. Mapa simérico del andlisis de correspondencias mltiple.

MCA factor map
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Fuente: elaboracién propia con software R.

Con el fin de resumir una gran cantidad de datos en un nimero reducido de dimensiones con
la menor perdida de informacion posible se procedié a realizar un anilisis de
correspondencias miltiples el cual con tan solo dos dimensiones explica aproximadamente
el 30% de la inercia de los datos. También se puede observar que el elipse 1 contiene las
afirmaciones P35, P36 y P37 siendo estas las de mayor poder de discriminacion. Dentro del
elipse 2 se concentra un grupo de individuos los cuales son aquellos que en la mayoria e las.
afirmaciones sus respuestas fueron negativas.

2.4 Perspectiva de los alumnos con respecto al emprendedurismo

‘Tabla 2. Respuestas a pregunta abicrta categorizada
L ——
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Fuente: elaboracion propia

Finalmente se realizd un anilisis textual para conocer la opinion acerca del
emprendedurismo, se establecieron categorias de acuerdo a las respuestas obtenidas,
observando que la respuesta con mayor frecuencia es que encuentran el emprendedurismo un

4

Extracto de la primera retroalimentacion de estudiante
de la Licenciatura en Ciencias y técnicas estadisticas,

enero 2019.

Figura 3 (continuacion). Extracto de los trabajos de los estudiantes de la EE {Como aplicar la Estadistica

en proyectos de investigacion?
Fuente: Elaboracion propia.

EDUCACION MATEMATICA, VOL. 32, NUM. 2, AGOSTO DE 2020

211




Diana Del-Callejo-Canal, Margarita Canal-Martinez, Ménica Rubiette Hakim-Krayem

Resaltamos también que hemos encontrado que 8% de estudiantes que se
destacan por su capacidad de autoaprendizaje y por cuenta propia indagan
variaciones a las técnicas mostradas en clase (al menos un estudiante de cada
curso intersemestral). En resumen, hemos registrado que 16 estudiantes han
realizado preguntas que dan muestra de un grado de evolucion en la compren-
sion de la aplicacion de la estadistica en la resolucion de problemas de inves-
tigacion, esto hace constar que hay evidencia de un 40% de los estudiantes que
muestran el desarrollo de un pensamiento estadistico durante la participacion
en clase y en su reporte estadistico. Esto, no se da en cursos tradicionales en los
que se trabaja con resolucién de ejercicios estandarizados.

5. CONCLUSIONES: ACIERTOS Y DIFICULTADES

El valor educacional de usar experiencias de consultoria en la educacion esta-
distica es bien conocido (Sabo, 2016), la EE intersemestral {Como aplicar la
estadistica en proyectos de investigacion? no solo planted un escenario de
consultoria, sino que permitié que los estudiantes inscritos adquirieran el cono-
cimiento esencial de la aplicacion de la estadistica en su disciplina, que apren-
dieran de otras areas y se interesaran en temas que no conocian. Esto amplia
su vision del uso, aplicabilidad y necesidad de esta disciplina y despierte su
curiosidad, que es uno de los elementos primordiales para el desarrollo del
pensamiento estadistico.

Estamos de acuerdo con Hoerl y Snee (2017), en que cada dia mas se necesitan
estadisticos holisticos que resuelvan problemas agilmente, mas auin se necesitan
profesionistas de cualquier area de conocimiento que reconozcan y hagan uso
de la estadistica, por eso es por lo que los casos de estudio reales y no sacados de
un libro o disenados previamente, son necesarios para la educacion actual. Que
el estudiante proponga una pregunta de investigacion y recolecte datos que no
cumplen al pie de la letra con la teoria, los coloca en la necesidad de no solo
conocer las técnicas y herramientas con las que cuentan para resolver el pro-
blema, sino de relacionarlas y/o combinarlas.

La construccion de un reporte estadistico a manera de un articulo cientifico,
como evidencia de aprendizaje y logro de los dominios planteados, ha sido de
los grandes retos a lo largo de estas tres aplicaciones. Hay una tendencia mar-
cada a que los estudiantes provenientes del area Fisico-Matematicas, Biologia y
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Quimica, Medicina y Ciencias de la Salud, tengan una mayor facilidad para la
comprension y redaccion de esta evidencia de aprendizaje, a diferencia de los
estudiantes provenientes de Humanidades y Ciencias de la Conducta, Ciencias
Sociales y Economia, que presentan mayores dificultades.

El manejo de paqueteria de software libre R-project es una de las herramientas
que mas trabajo ha costado para la comprension entre los estudiantes, es nece-
sario ir mas despacio de lo que originalmente se habia planeado. Requiere realizar
muchas practicas en clase con la orientacion del facilitador para que los estudian-
tes tengan la disposicion de consultar sus dudas en la ejecucion. Se ha detectado
que con regularidad los errores que se cometen son: falta de paréntesis, falta de
comas, la no distincion entre mayusculas y minusculas, errores de dedo al llamar
a las variables, etcétera.

La presentacion de su trabajo final ante la clase es una evidencia de apren-
dizaje muy valorada entre los estudiantes a lo largo de estas tres aplicaciones.
Durante la misma, se les hizo notar las mejoras que pueden hacer, como, por
ejemplo: diccion, expresion corporal, orden de las ideas, uso adecuado de las
diapositivas, etc. Se exhorto a los estudiantes a participar en la mejora de los tra-
bajos de sus companeros, con ello no solo se apoyan entre ellos, sino que permite
autoevaluarse y corregirse. Consideramos que este recurso contribuye en su for-
macion integral universitaria.

Para responder a la pregunta de investigacion ¢Qué resultados se observan
como consecuencia de la implementacion de las estrategias disefiadas para
desarrollar el pensamiento estadistico? Acudimos a los resultados de este arti-
culo: 40% de los estudiantes lograron la competencia de un pensamiento esta-
distico, 32.5% la competencia de un razonamiento estadistico y 20% la
competencia de una alfabetizacion estadistica, por lo que podemos comentar
que el curso fue exitoso. La pregunta que nos surge es éPor qué no hemos
logrado 100% de éxito que es la meta a la que esperariamos llegar? Tenemos
algunas hipdtesis que en futuros estudios tendriamos que demostrar: El caracter
interdisciplinar de la materia hace que las habilidades de razonamiento de
los estudiantes sean distintas debido a la disciplina de formacién original; el
ritmo de aprendizaje propio de cada estudiante; el hecho de que sea interse-
mestral, lo cual hace que todo sea mas veloz; la familiarizaciéon con un sof-
tware que va por comandos y no por ventanas, lo que lleva a una brecha
disciplinar que no podemos acortar en un solo curso.

El enfoque que aqui se expone para desarrollar el pensamiento estadistico,
parte de un curso completo de 60 horas/semana/mes y considera como centro
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la realizacion de un reporte estadistico, ya que el pensamiento estadistico no
es medible a partir de tareas formuladas, aun cuando se enriquezcan con un
contexto, asi que requiere de la complejidad como su aliada. Hay estudios que
prueban, a partir de ejercicios disenados para ello, que entre las principales
dificultades para resolver problemas de comparacion de conjuntos de datos
es que los estudiantes no los conciben como un conjunto, sino como elemen-
tos individuales (Orta y Sanchez, 2018). Estos autores proponen el contexto de
riesgo, como uno de los elementos que modifica el razonamiento estadistico.
Nosotros proponemos el reporte estadistico, como el elemento clave para desa-
rrollar el pensamiento estadistico.

Y ademas de lo anterior, que tengan la oportunidad de dar sentido a sus
conjeturas relacionadas con su disciplina con objetividad; explorar sus propias
ideas; plantear hipotesis a partir de datos que sirven de base para una investi-
gacion y adaptar estrategias para argumentar sus conclusiones a través del uso
adecuado de la estadistica.

Por ultimo, dejamos el comentario de un estudiante al finalizar el curso: ‘Me
parece que esta experiencia educativa es fundamental para cualquier carrera
ya que nos da una vista general de lo bueno que es emplear la estadistica y
nos ayuda para futuras investigaciones’”.
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Resumen: La investigacion en estadistica temprana requiere atender a la pro-
gresion del aprendizaje estadistico, en especial, a la capacidad de los estudian-
tes de primaria de crear representaciones que involucran datos en contextos
reales. Esta investigacion cualitativa describe y caracteriza una leccion de
estadistica relacionada con el analisis exploratorio de datos en el cuarto grado
de ensefnanza. Se diseno e implementd dicha leccion y se recolectaron las
representaciones de datos que produjeron tres estudiantes de 9 a 10 anos.
Desde una perspectiva global y local, se analiza la leccién y sus implicancias
en el aprendizaje respectivamente, segun las etapas del ciclo investigativo y
las génesis de los Espacios de Trabajo Matematico Estadistico. Se concluye que
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potencialmente la leccion generd un espacio de trabajo que proveyo de opor-
tunidad de aprendizaje estadistico, permitiendo a los estudiantes vivenciar una
aproximacion de los procedimientos que utiliza un estadistico para pensary
aprender mas en la esfera del contexto, razonando y comunicando sus ideas
con evidencia empirica basada en datos.

Palabras claves: Espacios de Trabajo Matemdtico, Andlisis Exploratorio de
Datos, Ciclo Investigativo, Representaciones de Datos en Contexto, Pensamiento
Estadistico.

Abstract: Research in early statistic requires attention to the progression of
statistical learning, especially the ability of primary school students to create
representations that involve data in real contexts. This qualitative research
describes and characterizes a statistical lesson related to exploratory data anal-
ysis in the fourth grade of teaching. This lesson was designed and implemented,
and data representations were collected that produced three students aged 9
to 10. From a global and local perspective, the lesson and its implications for
the learning of these students are analyzed according to the stages of the
research cycle and the genesis of the Statistical Mathematical Working Spaces.
Itis concluded that the lesson potentially generated a workspace that provided
a statistical learning opportunity, allowing students to experience an approach
to the procedures that a statistician uses to think and learn more in the sphere
of context, reasoning and communicating their ideas with data-based empirical
evidence.

Keywords: Statistical Mathematical Working Spaces, Exploratory Data Analysis,
Research Cycle, Data representations in Context, Statistical Thinking.

1. INTRODUCCION

En la actualidad, todavia persisten definiciones que caracterizan la estadistica
como una rama de la matematica, aunque ya se ha establecido que la esta-
distica es una disciplina independiente con sus propias ideas centrales (Moore,
1998), y cuya naturaleza tiene un cardcter interdisciplinar que involucra con-
vertir los datos en visiones del mundo real, siendo la matematica y la
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computacion herramientas para tal propdsito (Wild, Utts y Horton, 2018). La
estadistica es definida como la ciencia de aprender desde los datos, y también,
de medir, controlary comunicar la incertidumbre, segun la Asociacion Estadis-
tica Americana (ASA).

La falta de diferenciacion disciplinar entre la estadistica y la matematica, ha
motivado varios estudios que dan cuenta del fenémeno didactico relacionado
con la difusa distincién entre sus ensefanzas en la escuela (Moore, 1997), lo
cual motiva disenos innovadores de tareas y marcos conceptuales que permitan
desarrollary explicar el razonamiento estadistico de los estudiantes en formacion
(Pfannkuch, Ben-Zvi y Budgett, 2018).

Uno de los propositos de la educacion formal es contribuir al desarrollo del
pensamiento estadistico de los estudiantes al resolver problemas reales y, frente
a incertidumbre, tomar decisiones que se fundamenten en la comprension,
explicaciéon y cuantificacion de la variabilidad de los datos en un contexto real
(Zieffler, Garfield y Fry, 2018). Generalmente, el sistema educativo promueve una
alfabetizacion estadistica en la ensenanza a través del curriculo, el cual consi-
dera conocimientos estadisticos bdsicos requeridos para la formaciéon desde el
primer grado de escolaridad en algunos paises (e.g, Ministerio de Educacién de
Chile, 2012). Estos conocimientos son Utiles para tomar decisiones basadas en
evidencias dadas por los datos en contexto y sus representaciones.

Una persona alfabetizada estadisticamente es capaz de leer, interpretar, orga-
nizar, evaluar criticamente y apreciar informacion estadistica en areas de cono-
cimiento social, cultural, cientifico, artistico, entre otras (Ben-Zvi y Garfield, 2004;
Gal, 2004). No obstante, la alfabetizacion estadistica requiere de investigacion
que atienda a su progresion, en especial, a la capacidad de los estudiantes de
primaria de crear representaciones que involucran la variabilidad omnipresente
en los datos. Dicha capacidad no ha sido foco de la investigacion en los primeros
anos de formacion escolar, siendo subestimada, por lo que requiere un mayor
reconocimiento (English, 2010, 2018).

Esta investigacion cualitativa busca describir y caracterizar una leccion de
estadistica relacionada con el analisis exploratorio de datos en el cuarto grado
de ensefnanza. Se realiza un analisis de la leccion orientada por el ciclo inves-
tigativo y se examinan los desempefos que propicié en tres estudiantes de
primaria, mediante un marco conceptual referido al espacio de trabajo propio
de la estadistica temprana.
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2. ANALISIS EXPLORATORIO DE DATOS

El trabajo con problemas reales, en vez de la generacion de modelos abstractos,
fue enfatizado por el estadistico J. W. Tukey hace mas de 57 anos a la comunidad
cientifica. En sus palabras:

¢Qué hay del futuro? El futuro del andlisis de datos puede implicar un gran progreso,
la superacion de dificultades reales y la prestacion de un gran servicio a todos los
campos de la ciencia y la tecnologia. {Lo hard? Eso nos queda a nosotros [los
estadisticos], a nuestra voluntad de tomar el camino dificil de los problemas reales
con preferencia al camino facil de suposiciones irreales, criterios arbitrarios y
resultados abstractos sin apego real. (Tukey, 1962, p. 64).

Tukey (1977, 1980) fue pionero en liberar los vinculos tradicionales del analisis
de datos de los modelos basados en probabilidad y, asi el analisis exploratorio
de datos comenzd a convertirse en una actividad intelectual independiente
(Ben-Zvi, 2014), pues permite pensar, conjeturar y aprender desde los datos.
Este analisis inicial tiene como principal caracteristica ser exploratorio, lo que
supone un tratamiento mas flexible y amplio de distintas representaciones de
datos para la busqueda de regularidades, mediante la exploracion sin restric-
ciones, cuyo resultado es un analisis basado unicamente en lo que muestran
los datos y solo aplicable a los individuos y circunstancias para los que fueron
recolectados; por tanto, las conclusiones son informales, sin todavia hacer
inferencias formales sobre alguna poblacion.

En consecuencia, el analisis exploratorio de datos corresponde a un para-
digma de la estadistica, en el sentido que implica “una combinacion de creencias,
convicciones, técnicas, métodos y valores compartidos por un grupo cientifico”,
segun precisan Kuzniak, Tanguay vy Elia (2016, p. 723).

3. EL CICLO INVESTIGATIVO PPDAC

Este ciclo conocido como PPDAC —i.e, Problema, Plan, Datos, Andlisis y Conclu-
siones; ver Figura 1- es una de las cuatro dimensiones del pensamiento esta-
distico en una investigacion empirica, propuesto por Wild y Pfannkuch (1999),
basado en MacKay y Oldford (1994).
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Figura 1: Ciclo PPDAC (elaboracion propia basada en Wild y Pfannkuch, 1999).

El ciclo investigativo (PPDAC) “describe los procedimientos a través de los cuales
un estadistico trabaja y lo que el estadistico piensa para aprender mas en la
esfera del contexto” (Pfannkuch y Wild, 2004, p. 41). Este ciclo se ocupa de
abstraer un problema estadistico y permite explorar las posibles soluciones,
provocando cambios en un sistema para mejorar algo, lo cual requiere una
mejor comprension de su dinamica, en tanto a coémo funciona, anticiparse a
coémo reaccionara ante los cambios en los flujos de entrada, su configuracion y
el contexto (MacKay y Oldford, 2000). Por lo tanto, el ciclo investigativo contribuye
al aprendizaje desde los datos (Wild et al, 2018).

La linea de investigacién de Pfannkuch y Wild (2000, 2004) ha permitido
fundamentar el ciclo investigativo como un método para elaborar un disefo de
ensenanza estadistica a nivel escolar, tal como reportan Makar y Fielding-Wells
(2011). Ejemplo de ello, es el Reporte GAISE, pues ha sido un marco de referencia
desde la perspectiva curricular desde Pre-K al grado 12 (Franklin et al, 2007).

A través del ciclo investigativo como propuesta de formacion estadistica en
la escuela, se fomenta la alfabetizacion y razonamiento de los estudiantes en
su rol de consumidores y productores de datos, vinculado al desarrollo de habi-
lidades relacionadas, al ser capaz de representar y argumentar estadisticamente
en base a evidencias y, de manera critica, examinar afirmaciones basadas en
datos. Respecto a estas habilidades, Ben-Zvi (2018, p. 7) indica “que todos los
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ciudadanos las deberian tener y, por lo tanto, que todos los estudiantes deben
aprender como parte de su educacion formal.

4. MARCO CONCEPTUAL

A partir de estudios previos, se presenta un marco conceptual que extiende el
modelo Espacio de Trabajo Matematico al trabajo estadistico (Cf, Estrella, Olfos,
Morales y Vidal-Szabd, 2018; Estrella y Vidal-Szabd, 2017).

4.1 ESPACIO DE TRABAIO MATEMATICO (ETM)

El ETM es un modelo teorico y metodoldgico que brinda un enfoque analitico
para estudiar el trabajo que realizan personas (o sujetos potenciales) frente a
alguna actividad matematica. La nocion de espacio esta referida al ambiente
intencionado y sistematizado que puede facilitar el trabajo que ejecuta un indi-
viduo al enfrentar algiin problema matemadtico (Kuzniak y Richard, 2014; Flo-
res-Gonzalez y Montoya-Delgadillo, 2016).

Este modelo permite examinary comprender la construccion del significado
personal o institucional referido a un objeto matematico de manera pragmatica,
en la resolucion de actividades por el estudiante o de manera hipotética en la
propuesta de tareas por el docente o el curriculo, considerandose la perspectiva
epistemologica y cognitiva propias de la matematica, cuyas conexiones se asig-
naron en el diagrama ETM de la Figura 2a, con la denominacién de génesis
semiotica, instrumental y discursiva. Ademas, cada dos génesis coordinadas se
constituyen planos verticales como se exhibe en el diagrama ETM de la Figura
2b, cuyas representaciones se establecen como [Sem-Ins], [Ins-Dis] y [Dis-Sem].

222 EDUCACION MATEMATICA, VOL. 32, NUM. 2, AGOSTO DE 2020



Andlisis cualitativo de un aprendizaje estadistico temprano con la mirada de los espacios de trabajo..

Plano cognitivo

/ i Prucba O - > @
/ WE ’\[Sjm-nii///
]

H

semidtica

[s"""lnn] [|n='°“]

, H
4 <
/ Referencial T
2 - H e
/ o

A Plano epistemologico

is instrumental
génesis discursfy

génesis

Figura 2a: Diagrama ETM de sus componentes Figura 2b: Diagrama ETM sus planos verticales.
epistemoldgicos y cognitivos, y génesis.

Figura 2: Diagramas ETM (Kuzniak y Richard, 2014).

La tarea cumple un rol primordial en este modelo porque es, en parte, 1a res-
ponsable de la completitud de un ETM, en relacién con la activacion parcial
o total de sus génesis (Kuzniak, Nechache y Drouhard, 2016; Parzysz, 2014).
En ese sentido, los diagramas del ETM de la Figura 2 presentados por Kuzniak
y Richard (2014) son operativos, seguin el analisis que se requiera realizar en
una investigacion.

4.2 AJUSTES AL MODELO ETM DE ACUERDO CON EL TRABAIO ESTADISTICO

Considerando que el ETM es una herramienta tedrica que tiene la flexibilidad
para interactuar con otros enfoques teéricos (Kuzniak, Tanguay et al, 2016), se
presenta un ajuste para extender el modelo ETM a la disciplina estadistica
(Figura 3). En este ajuste, se releva el rol del contexto como idea clave en la
estadistica y su ensenanza, pues ‘sin contexto, el modelado estadistico no puede
ocurrir” (Pfannkuch, Ben-Zvi y Budgett, 2018, p. 1115).
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E T M estadistico

[dis-sem]
 PLANO COGNITVO ‘[ ]

Figura 3: Diagrama ETM estadistico basado en Kuzniak y Richard (2014). Fuente: elaboracién propia.

El contexto implica al menos dos perspectivas. Desde lo epistemoldgico, el con-
texto de los datos se refiere a la situacion del mundo real de la que surgen los
datos para responder a un problema (Cobb y Moore, 1997). Desde lo cognitivo,
el contexto del aprendizaje y la experiencia se remiten a los conocimientos
contextuales del sujeto frente a los datos (Pfannkuch, 2011).

EI ETM estadistico (ETM-E) es un espacio de trabajo en la disciplina estadis-
tica, siendo fundamental el contexto que dota de significado a la interpretacion
de la variabilidad omnipresente en los datos, como también indica Makar (2018).
El ETM-E situado en el paradigma del analisis exploratorio de datos, demanda una
nueva caracterizacion de la génesis semidtica, instrumental y discursiva. A saber:

Génesis semidtica en ETM-E. Da cuenta de la dialéctica entre lo semantico y lo
sintactico de los datos en contexto, en tanto significado y representacion, permitiendo
el analisis de los signos involucrados en las acciones de leer o escribir en estadistica
y que se relacionan a los procesos de decodificacion y codificacion de signos.

Génesis instrumental en ETM-E. Da acceso a explicar la accion de un sujeto al operar
con artefactos, materiales o simbolicos, ya sean herramientas (valor epistemolégico)
o instrumentos (valor cognitivo) involucrados en un proceso de construccion en
estadistica, esto es, representar datos, determinar resimenes numéricos de los datos
en contexto, entre otros.
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Génesis discursiva en ETM-E. Se enmarca en actividades estadisticas que demandan
justificacion basadas en propiedades y definiciones de la estadistica, considerando
la evidencia en los datos para tomar decisiones en contexto. Esta génesis integra el
razonamiento estadistico que contempla la vinculacién entre los procesos de prueba
con pocos o muchos datos (big-data) y los referentes tedricos usados en la estadistica
(e.g, conceptos de medidas de tendencia central, de dispersion, de posicién, de forma,
entre otros), coherentes al conocimiento contextual que portan los datos.

En esta investigacion se consideraron dos tipos de ETM-E, basados en los ETM
reportados por Kuzniak, Tanguay et al (2016). Por un lado, el ETM-E idéneo
refiere a la forma en que el conocimiento debe ser ensenado, en relacién con
su lugary funcién especifica dentro del curriculo, dependiendo de la institucion
involucrada, por lo que la activacion potencial o efectiva de una o mas génesis
promoveran el aprendizaje en virtud de la ensenanza. Por otro lado, el ETM-E
personal remite tanto a conocimientos estadisticos como a capacidades cogni-
tivas vinculadas entre si que posee un sujeto al enfrentar alguna tarea estadistica.
Las distintas activaciones de la génesis semidtica, instrumental y/o discursiva
del ETM-E, evidencian una caracterizacion del trabajo estadistico de un sujeto
como resolutor de problemas estadisticos.

Mediante el marco conceptual ETM-E, se describe y caracteriza una leccion
orientada por el ciclo investigativo y se examinan los desempenos de estudiantes
de primaria.

5. METODOLOGIA

Esta investigacion cualitativa se enfoca en el estudio de casos de tipo instru-
mental (Stake, 1998), bajo una vision global de la leccién y una vision local de
las implicancias de la leccion en tres estudiantes de primaria.

5.1 CONTEXTO Y SUJETOS

En una escuela chilena con un puntaje sobre el promedio nacional de 250
puntos en una prueba de matematica —i.e, Prueba SIMCE, Sistema de Medicion

de la Calidad de la Educacion, del grado 4 en el ano 2014-, 17 estudiantes del
grado cuatro, fueron participes de una leccion de organizacion de datos con
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final abierto sin instruccion previa y disefada por un equipo docente (tres pro-
fesoras de la escuela que trabajaron conjuntamente con cuatro investigadores
del area de la educacién estadistica temprana). Se consideraron los consenti-
mientos escritos de la directora del establecimiento, docentes y apoderados.

De los 17 estudiantes, se seleccionaron tres, a quienes se les asigno los
nombres de Miguel (10 afios), José (10 afos) y Javier (9 anos 5 meses). El criterio
de seleccion considero la originalidad y riqueza de las representaciones de datos
que produjeron durante la implementacion de la leccion, como también la
capacidad de comunicar ideas sobre ellas durante las entrevistas aplicadas.

5.2 RECOLECCION DE DATOS

Fueron recolectados a través de: (a) la resolucion escrita del problema de la
leccion en una hoja de trabajo; (b) fotografias de cada una de las representa-
ciones de datos producidas (ver Anexos 2, 3y 4); (c) el registro audiovisual de
la leccion implementada y (d) la transcripcion de las entrevistas in-situ durante la
leccion y posteriores a la implementacion de la leccion.

Problema de la leccién. Los estudiantes enfrenta-

ron una situacion de andlisis exploratorio con da- &

tos reales. El problema proponia la siguiente tarea ‘Cj :
éde qué manera podemos organizar nuestras R
colaciones para saber si son saludables? La foto- | &
grafia fue entregada en una hoja de trabajo a W%@

construir una representacion de los datos y asi
pudieran responder al problema (Figura 4).

cada estudiante, la cual también contempld espa- “
cios en blanco para que los estudiantes pudieran % ’

Figura 4: Colaciones de los estudiantes del grado 4,
llevadas a la escuela un dia cualquiera.

Cabe senalar que esta leccion estd basada en una experiencia anterior que
describen Estrella, Zakaryan, Olfos y Espinoza (2020), aunque en esta ocasion
se consideraron las colaciones que realmente llevaron los estudiantes a la
escuela un dia, las que fueron fotografiadas sobre la mesa de la profesora (ver
Anexo 1).
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5.3 MODALIDAD DEL ANALISIS

Tras la recoleccion de datos, el andlisis de esta investigacion contempld dos
etapas: (I) Un analisis global de la leccion que describio y caracterizo la leccion
siguiendo las etapas del ciclo investigativo (PPDAC) en el paradigma del analisis
exploratorio de datos y de acuerdo con el ETM-E idoneo; (II) Un analisis local del
desempeno de tres estudiantes participes de la leccion, segun las génesis del
ETM-E personal, y la activacion de los planos verticales (i.e, los planos [Sem-Ins],
[Ins, Dis] y/o [Dis-Sem]).

Como analisis previo referido a la respuesta experta, se esperaba: (a) la
definicion explicita o implicita de la variable estadistica con sus respectivas
categorias (i.e, tipo y/o calidad nutricional de la colacion); (b) la determinacion
de las frecuencias absolutas correspondientes (e.g, haciendo uso de alguna
estrategia de conteo); (c) el diseno de alguna representacion de datos —e.g, lista,
tabla, grafico de barras con o sin escala u otra—; (d) en la conclusién al problema,
una indicacion por escrito o de manera verbal sobre la mayoria de las colaciones
de baja calidad nutricional, usando la frecuencia mayor de la categoria de la
variable respectiva, desde su propia representacion de datos.

La triangulacion de datos se realizo entre el anlisis de las producciones de los
estudiantes, el andlisis de las transcripciones de la leccion videograbada y el analisis
de las entrevistas videograbadas de los estudiantes sobre sus producciones.

6. RESULTADOS Y DISCUSION

Se presenta una vision global que describe y caracteriza la leccion en términos de
las etapas del ciclo investigativo en términos de las génesis del ETM-E iddneo.
Posteriormente, se presenta una vision local respecto a las implicancias del ETM-E
idéneo en los ETM-E personales de los tres estudiantes participes de la leccion.
6.1 VISION GLOBAL DE LA LECCION

6.1.1 La leccion en términos del ciclo investigativo (PPDAC)

El problema y el plan. Tanto las etapas del problema como el plan fueron reali-
zadas por el equipo docente, se consideré un Problema (P) cercano que tomaba
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como contexto la calidad nutricional de las colaciones que llevaban sus estu-
diantes a la escuela, y se formulo el problema de la leccion en términos de una
pregunta que requirio de datos reales para ser contestada, dde qué manera
podemos organizar nuestras colaciones para saber si son saludables? Respecto
al Plan (P), el equipo docente tuvo que elaborar una planificacion para recolectar
y registrar los datos necesarios para dar respuesta al problema. La profesora a
cargo de la implementacion de la leccion en un dia escolar, reunio las colaciones
de sus estudiantes para fotografiarlas en su conjunto.

La necesidad de los datos. En la etapa de Datos (D), al inicio de la imple-
mentacién de la leccion, los estudiantes identificaron sus propias colaciones, a
través de la proyeccion ampliada de dicha fotografia en aula. A continuacion,
un extracto de cémo la profesora despertd la necesidad de los datos en sus
estudiantes.

Profesora: ¢Qué aparece ahi?

Estudiante-1: Hay comida

Profesora: ¢Cualguier tipo de comida?

Estudiante-2: Hay comida saludable y comida chatarra [de bajo valor nutricional]
Profesora: Me parece conocida esta imagen [muestra la proyeccion de la foto-

grafia en la pizarral

Estudiante-3: iSon nuestras colaciones!

Asimismo, la profesora les solicitd saber la cantidad total de colaciones en su
hoja de trabajo, y usando distintas estrategias de conteo, la mayoria lleg6 a la
cantidad correcta de 24 colaciones en total. Luego, la profesora introdujo el
problema de la leccion, planteando la pregunta, y permitiendo a los estudiantes
trabajar individualmente en su hoja de trabajo.

Profesora: Todos estos son nuestros datos [muestra la fotografia de las colacio-
nes proyectada sobre la pizarral. Ustedes tienen que representarlos
aca [muestra la hoja de trabajo] buscando una estrategia para repre-
sentarlos. Ustedes van a buscar sus propias formas de representa-
cion de estas colaciones [que les permita responder a la pregunta
que esta por escrito en la pizarral.
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Las representaciones de los datos. En el Andlisis (A), los estudiantes traba-
jaron autbnomamente, organizaron y representaron los datos a partir de la
variable tipo de colacion y/o calidad nutricional de la colacion, y activaron sus
conocimientos contextuales previos. Hubo una amplia variedad de representa-
ciones producidas, cuatro de ellas correspondieron a Listas, tres a Diagramas,
dos a Tablas, ocho fueron consideradas como Otras Representaciones; ademas,
ninguno construyd Grdficos. Estas representaciones permitieron que los estu-
diantes iniciaran un analisis exploratorio de los datos para resolver el problema
en el marco de la estadistica temprana.

La conclusion al problema. Al término de la leccion, algunos estudiantes
explicaron sus representaciones de datos y contestaron dde qué manera pode-
mos organizar nuestras colaciones para saber si son saludables? En la Conclu-
sién (C), los estudiantes indicaron que la mayoria de las colaciones son
‘chatarras’, puesto que tenia un bajo valor nutricional. A continuacién, se exhibe
un extracto del término de la leccion.

Profesora: ¢Qué podemos decir, para cerrar, con esta imagen [indica la proyec-
cion de las colaciones], sobre nuestras colaciones? éQué podrian
decir ustedes de sus colaciones?

Estudiante-4: Es que algunas son saludables y algunas son chatarras

Estudiante-5: L.a mayorfa son chatarras

Profesora: La mayorfa son chatarras, dya?

Estudiante-6: En realidad, todas son chatarras

Profesora: ¢Qué mas podrian decir? En realidad, me parece que si. Ah, al final
el ‘juguito” [sefala un jugo envasado en cajal, ées saludable o no?

Estudiantes: iNo!

Estudiante-7: Tiene mucho sodio.

Estudiante-8: Tiene mucha azucar.

Profesora: Mucho sodio, mucha azucar, las galletitas también. Entonces, équé
podriamos hacer después? Empezar a traer, {qué tipo de ..?

Estudiante-9: El Agustin trae colacion saludable [manzanal.

Profesora: Felicitaciones Agustin. éSe comprometen a traer colaciones saludables?
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También, surgié un cuestionamiento sobre la clasificacion de una colacion.
A continuacion, un extracto de la discusion entre dos estudiantes.

Estudiante-10: Las dos manzanas, yo las puse en lo saludable, y la barrita de cereal
también lo puse en lo saludable porque tiene cereal y tiene, asi como
frutas.

Profesora: iAh!, la compafera puso dentro de lo saludable manzanay la barrita

de cereal. Si bien, es cierto, contiene trocitos de frutas y contiene
avena, hay que fijarse que también trae harto saborizante, harto co-
lorante, mucha azucar, entonces tan saludable no es.

Estudiante-4: Profesoral, descubri que mi cereal tiene cero azUcares y cero grasas.

Profesora: iAh! Vamos a verlo después.

El conocimiento previo del contexto de la experiencia de aprendizaje estimulo6
en los estudiantes el razonamiento estadistico en la resolucion de la tarea, tal
conocimiento media la construccion del razonamiento involucrado, segun Pfan-
nkuch (2011). En este sentido, el rol del contexto es fundamental para provocar
la actitud estadistica de escepticismo al analizar el comportamiento de los datos,
al cuestionar las limitaciones o explicaciones que pueden conformar la conclu-
sion al problema. En la leccion, las colaciones que llevaron los estudiantes a la
escuela y el cuestionamiento sobre el valor nutricional de sus propias colaciones,
permitieron que los estudiantes construyan representaciones y argumentaran
sobre ellas, despertando la necesidad de los datos y la construccion de repre-
sentaciones con sentido.

Dada la oportunidad de resolver un problema estadistico mediante el ciclo
investigativo, los estudiantes fueron capaces de representar datos categéricos y
argumentar sobre ellos, tal como indican otros estudios (e.g, Estrella et al, 2018;
English, 2012, 2018).

6.1.2 La leccién en términos de las génesis del ETM-E idéneo y su relacion
con el ciclo investigativo
A continuacion, se presenta la leccion analizada por el ETM-E idoneo en términos

de las génesis en el paradigma del analisis exploratorio de datos y su relacion
al ciclo investigativo.
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Génesis semidtica. La leccion fomentaba que el estudiante observara la hoja de
trabajo con las colaciones para responder a la pregunta, se esperaba que decodifi-
cara cada colacién como dato de al menos una variable (tipo y/o calidad nutricional
de la colacion) y codificara al dibujar iconos o escribir en palabras cada colacion,
como registro de cada dato. Dichas acciones son presentadas mayormente en el
transito de Datos a Andlisis en el PPDAC, provocando una activacién potencial de
la génesis semiotica.

Génesis instrumental. La leccién contempl6 que el estudiante fuera adaptando las
herramientas que tenia para dibujar o escribir cada colacién, con o sin colorear, en
los espacios disponibles en la hoja de trabajo para construir representaciones de
datos de tipo lista, tabla, diagrama u otra representacion distinta, que le permitiera
hacer sus conteos. Dichas acciones son presentadas mayormente en el transito de
Andlisis a Conclusiones en el PPDAC, provocando una activacion potencial de la
genesis instrumental.

Génesis discursiva. La leccion promovia que el estudiante, dada la tarea, utilizara
una estrategia de clasificacion y conteo para determinar las categorias de la
variable con su respectiva frecuencia, asociadas al tipo de colaciéon y/o calidad
nutricional de las colaciones. Ello provee en el estudiante una manera de comparar
las frecuencias de las categorias de la variable entre si para concluir al problema
y obtener asi la moda como medida de tendencia central (implicita o explicita en
las representaciones de datos que construyeron). Dicha comparacion entre fre-
cuencias se hizo por uso del criterio aritmético de orden entre los nimeros natu-
rales en lista o tabla; o bien, por inspeccion visual, reconociendo la mayor longitud
entre iconos alineados o barras en un pictograma, diagrama o grafico, construido
de manera vertical u horizontal. Dichas acciones son presentadas mayormente en
el transito de Conclusiones a Problema en el PPDAC, provocando una activacion
potencial de la génesis discursiva.

Hay estudios que indican que los docentes, al momento de disenar una leccion
de estadistica, también vivencian el ciclo investigativo, lo cual contribuye a su
alfabetizacion y razonamiento estadistico (e.g, Estrella et al, 2020; Estrella y
Vidal-Szabd, 2017). En este caso, las etapas Problema (P)y Plan (P) son disefadas
por el equipo docente, mientras que las etapas de Datos (D), Andlisis (A)y Con-
clusiones (C) lo vivencian los estudiantes durante el desarrollo de la leccién

EDUCACION MATEMATICA, VOL. 32, NUM. 2, AGOSTO DE 2020 231



Pedro Vidal-Szabd, Alain Kuzniak, Soledad Estrella, Elizabeth Montoya

junto a los andamiajes que realiza, anticipadamente, la profesora producto del

analisis previo del equipo docente.

6.2 VISION LOCAL DE LAS IMPLICANCIAS DE LA LECCION EN TRES ESTUDIANTES

6.2.1 Aproximacién al ETM-E personal de Miguel (10 anos)

Miguel produjo una lista icdnica como
representacion de los datos, la cual contie-
ne iconos, textos y digitos (ver Anexo 2). La
lista posee iconos que indican la categori-
zacion de las colaciones, segun la variable
“tlipo de colacién’; y los textos bajo cada
icono dan cuenta de la categorizacion,
segun la variable “calidad nutricional de la
colacion” (Figura 5).

En un episodio ocurrido durante la lec-
cion, mientras Miguel terminaba de construir
su lista, uno de los investigadores le pregun-
ta respecto a su representacion.

2
ndma
. H n ﬂ

Noson Noson s.son s.son

Noson s' so
Sl son,

Noson

Spnn
no
son

Si son Sison

surlat 5
pamiosa
coca
cola
Noson
Ncson

No son Noson

Sl son

Figura 5: Representacion de los datos me-
diante una lista (estudiante Miguel).

Miguel: Estoy haciendo lo que es... Io que “noson” o lo que “sison’, estoy or-
denando en 2, ahi hay 2 [indica el primer icono de su lista], aqui hay
1 [indica el segundo icono de su lista] y aqui dicen lo que son “sison”

0 ‘noson”.
Investigador: équé cosa?
Miguel: Aqui, abajo dice lo que “noson” o lo que “sison’, aqui'y aqui [lo indica

en su representacion]

Investigador: Ya, por ejemplo, te refieres como no son saludables y si son saluda-

bles, éalgo asi?

Miguel: Si.

En una entrevista, posterior a la leccion, Miguel explica su representacion.
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Investigador: ¢Te acuerdas lo que era? ¢Si? éQué era? [indica las colaciones presen-
tes en la fotografial

Miguel: Era la colacion que usamos para saber la que son buenas, la que son
saludables o la que son malas.

Investigador: Cuéntanos, ¢qué hiciste aca?

Miguel: Puse lo que estaban ahi [indica las colaciones presentes en la fotogra-
fial y lo puse que “‘noson” y lo que “sison”.

Investigador: Y équé significa eso que “sison’, ‘noson”?

Miguel: Lo que “noson” son las que son malas para la salud y las que “sison”

son las que son saludables.

Para Miguel el digito sobre cada icono indica la cantidad de datos que dicha
categoria contiene y el texto bajo los iconos refiere a una segunda clasificacion,
en la que cada tipo de colacién fue categorizada como no son saludables (repre-
sentado como “noson”) y, si son saludables (representado como “sison’). Sin embar-
go, su clasificacion no es exhaustiva porque representd 22 de las 24 colaciones.

La génesis semidtica de Miguel se activd al decodificar el representamen de
las colaciones de su hoja de trabajo, en que visualiza las colaciones como datos,
segun la variable “tipo de colacion”. Luego, codifica en iconos que dibuja como
categorias de la variable ‘“tipo de colacién”y después vuelve a decodificar, visua-
lizando una segunda variable “calidad nutricional de la colacion’, en que para
cada categoria inicial vuelve a codificar con los rotulos “noson” y “sison’.

La génesis instrumental de Miguel fue activada al construir la lista —producto
de la instrumentacion que hace de los iconos dibujados para las 22 colaciones
consideradas—, aunque dificulta responder la pregunta. En la lista, cada icono con
cardinal representa una categoria de la variable ‘tipo de colacion” con su respectiva
frecuencia, y luego rotula dichos iconos como “sison” o “‘noson’, que remiten a la
categoria de la variable “calidad nutricional de la colacion’.

La génesis discursiva de Miguel se activo al poner en uso su conocimiento
contextual y estadistico, en que primero clasifica las colaciones como datos
de la variable tipo de colacion en varias categorias con su frecuencia, y des-
pués vuelve a clasificar como datos de la variable calidad nutricional de la
colacion en dos categorias, lo cual permitié argumentar si las colaciones son
0 no mayormente saludables o sanas, con la salvedad de que consider6 22
de las 24 colaciones.
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En el ETM-E personal de Miguel, el plano [Dis-Sem] es el privilegiado (ver
plano vertical tachado en Figura 6) porque, el problema sobre lo saludable de
las colaciones, fue abordado considerando dos variables durante el analisis
exploratorio de los datos. Sin embargo, la lista que construye no considero a
todas las colaciones y dificulta comunicar a otros la informaciéon del comporta-
miento de la mayoria de los datos, lo que muestra una génesis instrumental en
proceso de consolidarse.

Figura 6: ETM-E personal del estudiante Miguel y activacion del plano [Dis-Sem].

6.2.2 Aproximacién al ETM estadistico personal de José (10 anos)

José produjo dos representaciones relacionadas (ver Anexo 3). Primeramente,
construyd una lista del tipo iconica textual, esto es, iconos repetidos en celdas
de una grilla para representar cada dato sin cardinal, utilizando palabras (registro
textual) para rotular la categoria de la variable (Figura 7a). Luego, a partir de la
primera representacion construye la segunda, la que corresponde a una tabla
con categorias de la variable representadas por rectangulos de color con sus
respectivas frecuencias absolutas marginales y frecuencia total (Figura 7b). Su
clasificacion es exhaustiva porque represento las 24 colaciones. Sin embargo, la
cantidad de categorias de la variable de la lista que corresponde a seis, no
coincide numéricamente con las cinco categorias de la variable de la tabla que
considero6 en su construccion.
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JUGOS LECHES COLACIONES

GALLETAS BEBIDAS

Figura 7a: Seccion lista iconica textual. Figura 7b: Seccion tabla.

Figura 7: Representacion de los datos mediante una lista y tabla (estudiante José).

En un episodio ocurrido durante la leccion, mientras José terminaba de construir

su tabla, uno de los investigadores le entrevist, de acuerdo con su
representacion.

Investigador: Ya José, iqué hiciste?

José: Primero lo dibujé y después los pinté para clasificarlo por color.
Investigador: &Y qué significa por ejemplo amarillo y 8? [indica seccion de la tabla]
José: Son los jugos porque [yo] los pinto de amarillo y aqui tengo el ama-

rillo y significa jugo.

Al final de la leccidn, José presenta su representacion de datos frente al grupo
de su curso y senala:

Profesora: José di lo que hiciste.

José: Yo primero los dibujé, hice 24 colaciones en total. Puse 11 galletas, 1
bebida, 2 frutas, 2 leches y 8 jugos. Después los pinté por cada color,
los jugos amarillos, leche verde, galleta morada, bebida roja y fruta
verde mas claro. Después lo fui viendo por colores [en la tablal, por
ejemplo, la leche, habian 2.
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Cuando José pinta, no lo hace de manera azarosa, sino que establece una
estrategia de clasificacion en el que presenta para cada color una unica cate-
goria de la variable. Por ejemplo, indica que pinta de amarillo los iconos dibu-
jados que remiten a jugos.

La génesis semictica de José se activo al decodificar el representamen, visua-
lizando a los datos asociados a la variable “tipo de colacion’, en que luego codifica
en iconos por categoria de la variable siguiendo una légica de distribucion espacial
en la grilla para clasificar. Después, decodifica los iconos de una misma categoria
(Figura 7a), haciendo uso de un color para cada categoria, exceptuando el color
celeste que representa aguas, codificando en rectangulos de color y digitos que
representan la frecuencia de cada categoria en la tabla (Figura 7b).

La génesis instrumental de José se activo de manera doble, ya que la tabla
(Figura 7b) sintetiza la lista que construyo (Figura 7a), la cual fue conseguida
por los artefactos que instrumentaliza a través de los iconos que dibuja y colorea
en espacios determinados en la grilla que elabora.

La génesis discursiva de José que fue activada no respondio al problema
de la leccion, pues no es posible argumentar, a partir de su representacion de
datos, si las colaciones son 0 no mayormente saludables porque considero la
variable estadistica tipo de colacion, y ademas resto una categoria de la variable
al transitar de la primera a la segunda representacion.

En el ETM-E personal de José, el plano [Sem-Ins] es el privilegiado (ver plano
vertical tachado en Figura 8) porque al razonar estadisticamente, progreso en
la comprension del comportamiento de los datos utilizando solamente la variable
tipo de colacion. Aunque, José activé una génesis discursiva que no se ajusté a
lo esperado para concluir al problema de la leccion por no considerar la variable
calidad nutricional de la colacion, posee una génesis instrumental adecuada
para la variable estadistica que considero.

Figura 8: ETM-E personal del estudiante José y activacion del plano [Sem-Ins]
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6.2.3 Aproximacién al ETM estadistico personal de Javier (9 anos 5 meses)

Javier produjo dos representaciones, una lista iconica textual y una escala con
cinco niveles, en que ambas representaciones estan vinculadas entre si (ver
Anexo 4). Primeramente, construyo una lista iconica textual, esto es, repeticién
del dato como icono sin cardinal de forma horizontal y un texto que nombra la
categoria de la variable ‘tipo de colaciones” (Figura 9a). Luego, construyé una
escala con cinco niveles sobre la “calidad de la colacion” (Figura 9b). Efectud
una clasificacion exhaustiva puesto que represento6 todas las colaciones.

Manzanas
- Saludable|
( 1 |
Jugos |
Medio
Saludable
|
Galletas |
Medio |
Chatarra |

Barras de chocolate
Chatarra |

Bebidas
Muy
Chatarra |

—

—
Figura 9a: Seccion lista iconica-textual. Figura 9b: Seccién escala con niveles.
Figura 9: Representacion de los datos mediante una lista con escala (estudiante Javier).

En un episodio ocurrido durante la leccién, mientras Javier terminaba de construir
su lista, uno de los investigadores le entrevistd de acuerdo con su representacion.

Investigador:  Javier éme puedes explicar como lo hiciste?

Si. Primero tengo manzanas que es lo mas saludable. Después los jugos
que igual tienen grasa, pero un poquito. Después las galletas y después los
chocman [queques pequenos cubiertos de chocolate] que también son (..)
que tienen un poco de chocolate y las bebidas que son lo mas chatarra por

Javier:

asi decirlo, y eso.

237
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Al final de la leccion, Javier presenta su representacion de datos frente al pleno
del curso y senala:

Javier: L.a manzana son saludables, los jugos son medio saludable, las galletas
son medio chatarra, los chocman son chatarra y la bebida es muy cha-
tarra.

Profesora: &Y cuantos te dieron en total?

Javier: 24 [colaciones].

Javier al explicar su representacion —lista con escala— evidencia que el orden
de su lista estaba implicitamente graduado en niveles desde “lo mas saludable’
a ‘lo mas chatarra” en sus palabras. La representacion final de Javier muestra
la variabilidad de los datos en la lista con la escala de cinco niveles.

La génesis semidtica de Javier se activd al decodificar el representamen,
mediante una visualizacion de los datos asociados a la variable ‘“tipo de cola-
cion’, después codifica los datos en iconos referidos al tipo de colacién (Figura
9a), en que activé una visualizacién de los datos asociados a la variable “calidad
nutricional de la colacion” con cinco niveles graduados (Figura 9b).

La génesis instrumental de Javier se activo al construir su representacion
mediante iconos que dibuja —artefactos que representan datos— explicitando las
categorias de la variable ‘tipo de colacion”, y cuyo orden responde a la variable
‘calidad nutricional de la colacion” (Figura 9a). Después, a través de la lista de
datos, construye una escala de cinco niveles de forma textual para representar
las categorias de la variable “calidad nutricional de la colacion’, explicitando en
su representacion de datos final la coordinacion que hizo de ambas variables
(Figura 9b).

La génesis discursiva de Javier se activo al analizar exploratoriamente los
datos, coordinando dos variables estadisticas en la organizacion y clasificacion de
los datos, coherente al contexto del problema. En ese sentido, la escala graduada
evidencia un razonamiento sobre la variabilidad de los datos que es movilizado
por el conocimiento contextual disponible.

El ETM-E personal de Javier es completo (ver todos los planos verticales tacha-
dos en Figura 10), en el sentido que activo las tres génesis. La argumentacion
basada en la variabilidad de los datos en contexto, evidencia un razonamiento
estadistico robusto a su nivel educativo, sustentado por su representacion y el uso
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de dos variables estadisticas que interacttian entre si, lo cual permitié concluir

sobre la calidad nutricional de las colaciones correctamente.

V) Q

Figura 10: ETM-E personal del estudiante Javier y activacion de los tres planos verticales.

En sintesis, los tres estudiantes exhiben un ETM-E personal en el paradigma
analisis exploratorio de datos, tal como lo proponia el ETM-E idoneo. En particu-
lar, tanto Miguel como Javier realizan representaciones de datos en las que
consideraron dos variables estadisticas coordinadas (i.e, tipo y calidad nutricional
de las colaciones), mientras que José considerd una Unica variable en su repre-
sentacion de datos que no se relacionaba con el contexto del problema.

La capacidad de invencion de los tres estudiantes y la funcionalidad de las
representaciones de Miguel y Javier dan cuenta de su competencia meta-repre-
sentacional en desarrollo, la cual describe la completa gama de capacidades
que los sujetos tienen para construir y usar representaciones (Cf, Estrella et al,
2018). Las representaciones de datos que construyeron los mismos estudiantes
—-no necesariamente las que propone el curriculo escolar— permitié desarrollar
la toma de conciencia del contexto de los datos, ademas de tener las oportuni-
dades de comprender, interpretar y explicar los datos basados en evidencia
empirica (Rumsey, 2002).

Los datos y sus representaciones son ideas fundamentales del curriculo de la
estadistica (Burrill, y Biehler, 2011), las que permiten a los estudiantes desarrollar
habilidades como el visualizar la distribucion empirica de los datos, como tam-
bién, el modelar y comunicar el comportamiento de estos. Dichas habilidades
pueden desarrollarse desde los primeros anos escolares, lo cual reafirma los
principales desafios que sintetiza Ben-Zvi (2016) para el razonamiento estadistico
de los estudiantes en el paradigma del analisis exploratorio de datos; en especial,
la comprension de centrarse en uno o unos pocos dentro del total y a la vez
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comprender globalmente el comportamiento de los datos, lo que refiere a la
capacidad de buscar, reconocer, describir y explicar patrones en un conjunto de
datos mediante la observacion de las distribuciones y/o mediante parametros o
técnicas estadisticas (Cf, Ben-Zvi y Arcavi, 2001).

7. CONCLUSIONES

Esta investigacién busco describir y caracterizar una leccion orientada por el
ciclo investigativo (PPDAC) y se examinaron los desempefnos que propicié en
tres estudiantes de primaria (9-10 anos). Para ello, se realizé un analisis cuali-
tativo de los aprendizajes estadisticos con la mirada de los espacios de trabajo
matematico orientado por una tarea basada en el ciclo investigativo. Esta inves-
tigacion propuso una extension del modelo ETM, ajustandolo a la disciplina
estadistica (ETM-E) —relevando el rol de los datos en contexto como idea funda-
mental en el aprendizaje y ensefanza de la estadistica—, con el fin de analizar
desde una perspectiva global la leccion y examinar localmente las producciones de
tres estudiantes.

Desde el analisis global de la leccion, se concluye que potencialmente la
leccion en el marco de la estadistica temprana, permitio que los estudiantes
pudieran aproximarse a los procedimientos que utiliza un estadistico para pensar
y aprender mas en la esfera del contexto, tal como lo indican Pfannkuch y Wild
(2004). La leccion orientada por el ciclo investigativo, fomentd un ambiente de
aprendizaje estadistico como diseno de ensenanza en el paradigma del analisis
exploratorio de datos y en el contexto de las colaciones con datos reales y cer-
canos a la realidad de los estudiantes participes de la leccién. En consecuencia,
el ciclo investigativo propicio en los sujetos un trabajo estadistico temprano como
un espacio organizado e intencionado, lo cual permite comprender el compor-
tamiento de los datos en contexto, promoviendo la alfabetizacién y razonamiento
estadistico durante el proceso ciclico. Los estudiantes tuvieron que activar sus
conocimientos previos —en cuanto a sus experiencias personales y sus predis-
posiciones frente al contexto— para organizar los datos que fueron presentados
sin orden en la hoja de trabajo y poder asi construir sus propias representaciones
que permitieran conectar ideas y concluir exploratoriamente.

Desde el analisis local del desempeno de los tres estudiantes, se concluye
que, a través de sus representaciones, pudieron descubrir, razonar y comunicar
ideas estadisticas de distintas formas como una oportunidad de aprendizaje
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propiciado por la leccién y sus experiencias previas. Por consiguiente, esta inves-
tigacion concuerda con los estudios que recomiendan que el curriculo y los textos
escolares promuevan la organizacion y representacion de datos —bajo las propias
formas que entiendan y decidan los estudiantes (e.g, Estrella y Estrella, 2020)- de
modo que facilite el razonamiento estadistico a partir de sus representaciones, y
experimenten aspectos fundamentales del analisis de datos (e.g, English, 2010,
2012, 2018; Estrella, Olfos, Morales y Vidal-Szabo, 2017; Makar, 2018), enfrentan-
dose a problemas auténticos y cercanos a la realidad que les rodea (Franklin et
al, 2007; National Council of Teachers of Mathematics, 2015).

El término plano dirigido en el ETM que se conforma por la coordinacion de
dos génesis en que una de ellas da inicio al trabajo y se observa privilegiada
por sobre la otra en la activacion del plano vertical (Menares, 2019), es posible
reconocerlo en el trabajo estadistico de los estudiantes porque los tres casos
evidenciaron que la génesis semidtica estuvo privilegiada y se coordind con la
génesis instrumental y/o con la génesis discursiva.

Incluir la participacion de ninos y ninas en los componentes basicos de
la elaboracion de modelos de datos, a saber, la visualizacion de las catego-
rias de la variable, 1a estructuracion y representacion de los datos, la identi-
ficacion de la variabilidad en los datos; son aspectos esenciales para la
diversificar oportunidades de aprendizaje estadistico, en concordancia con
English (2010, 2012, 2018), Estrella y Vidal-Szab¢ (2017). Por tanto, promover
desde el curriculo y disenos de ensefanza la construccién de representacio-
nes usuales e inusuales con datos reales, facilitaria el desarrollo de la alfa-
betizacion y razonamiento estadistico desde los primeros anos formativos.

Dentro de las limitaciones de esta investigacion, se encuentra la falta de
seguimiento de la discusion estadistica de los estudiantes, referida al conoci-
miento contextual de la calidad nutricional de sus propias colaciones; lo que
impidio desde la ensenanza, afianzar una actitud escéptica —la que forma parte
de una de las dimensiones del pensamiento estadistico (Cf, Pfannkuch y Wild,
2000, 2004; Wild y Pfannkuch, 1999)- frente a las distintas conclusiones e infe-
rencias informales.

Esta investigacion amplia el ETM a la disciplina estadistica y, sugiere nue-
vos estudios que precisen otros paradigmas presentes en la estadistica con
fines educativos, o bien, examinen la influencia de los ETM-E personales de los
profesores en el ETM-E idoneo, entre otros topicos de interés en la Didactica de
la Estadistica.
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ANEXOS

Anexo 1

Fotografia real que cada uno de los estudiantes po-
sefa al momento de concluir al problema de la lec-
cion. Esta fue reproducida en la Figura 4.

Anexo 2

Fotografia real de la produccion de Miguel. Esta fue
reproducida en la Figura 5.
Anexo 3 Anexo 4
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Fotografia real de la produccién de José. Esta fue
reproducida en la Figura 7.

reproducida en la Figura 9.
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Fotografia real de la produccion de Javier. Esta fue
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Resumen. Esta investigacion reporta resultados del conocimiento sobre tablas
estadisticas por estudiantes de tercer ano de Educacion Primaria en Chile. Para
la recoleccion de los datos se disend un cuestionario compuesto por tres items
que abordan actividades relacionadas con las tablas estadisticas incluidas en
libros de texto de cursos previos. Este cuestionario se aplico en tres escuelas
municipalizadas de la comuna de San Carlos, region del Bio-Bio en Chile,
considerando una muestra intencionada de 79 estudiantes. Los resultados
exponen que los estudiantes abordan con mayor éxito las actividades de leer
y completar una tablay, presentan mejores resultados en las actividades donde
se exige un nivel de lectura literal que en las centradas en el desarrollo de
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calculos y comparaciones. Estos resultados evidencian que los estudiantes
dominan aspectos basicos del trabajo con tablas estadisticas.

Palabras clave: comprension, tablas estadisticas, estadistica, Educacion
Primaria.

Abstract: This paper shows the results of a research on the knowledge of sta-
tistical tables by Chilean students of third year of Primary Education in Chile.
For data collection, a questionnaire was designed and validated with three
items, which address different activities related to statistical tables and which
are included in textbooks at previous courses. This questionnaire was applied
in three municipal schools in the locality of San Carlos, Bio-Bio region in Chile,
considering an intentional sample of 79 students. The results show that students
are more successful in reading and completing a table and that they perform
better in activities where literal reading is required above activities where the
students had to develop calculations and comparisons. These results show that
students master basic aspects of working with statistical tables.

Keywords: understanding, statistical tables, statistical, Primary Education.

1. INTRODUCCION

En los ultimos anos, la estadistica se ha convertido en un area de gran impor-
tancia en diferentes situaciones de nuestra vida cotidiana (cientificas, sociales y
humanidades). Este hecho viene reflejado por la gran cantidad de informacion
estadistica (en forma de tablas, graficos y resimenes estadisticos) que se observa
en diferentes medios de comunicacion (television, internet, periodicos, etc) (Artea-
ga, Batanero, Canadas y Contreras, 2011).

En este contexto, las tablas estadisticas son usadas frecuentemente para
ordenar informacion, permitiendo resumir gran cantidad de datos en espacios
reducidos (Beltrdo, 2012; Eudave, 2009), razén por la que se consideran como
un elemento de la cultura estadistica (Cazorla y Utsumi, 2010; Gal, 2002; Watson,
1997). Este término hace referencia al conocimiento que todo ciudadano debe
tener para manejar los elementos bdsicos de la estadistica (Batanero, 2004;
Wallman, 1993). Ademas, al igual que los graficos estadisticos, las tablas son
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consideradas “una de las modalidades especificas de registro y organizacion de
la informacién util cognitivamente para una multiplicidad de usos” (Gabucio,
Marti, Enfedaque, Gilabert y Konstantinidou, 2010, p. 184).

Desde el punto de vista de las directrices curriculares, diferentes paises sena-
lan que, las tablas y los graficos estadisticos, asi como otros temas de estadistica
y probabilidad, deben ser trabajados desde los primeros cursos de Educacion
Primaria (e.g, Common Core State Standards Initiative, 2010; Ministerio de Edu-
cacion, Cultura y Deporte, 2014; National Council of Teachers of Mathematics,
2000). Las bases curriculares para Educacion Primaria de Chile (Ministerio de
Educacion, 2012, 20133, 2013b) especifican el trabajo con tablas estadisticas
desde el primer curso, tal como se observa en la Tabla 1. En el primer curso
se deben abordar las tablas de conteo, relacionadas con actividades de lectura
y registro de datos e informacion afin a los estudiantes y su contexto inmediato.
Mientras que en el segundo curso las tablas de conteo estan asociadas al
registro y representacion de datos relativos al lanzamiento de dados y monedas.
Ademas, se enfatiza el trabajo con tablas simples para organizar la informacion
de juegos con monedas y dados. El trabajo con estas representaciones se
mantiene en los cursos posteriores dentro de la Educacion Primaria. Esta
investigacion se limita a describir los objetivos e indicadores de evaluacion
relacionados con las tablas estadisticas de los cursos ya realizados por los
estudiantes de la muestra.

De acuerdo con estas consideraciones, en esta investigacion se plantea el
objetivo de analizar el conocimiento que declaran estudiantes de tercer ano
de Educacion Primaria al trabajar actividades sobre tablas estadisticas, que se
han seleccionado y adaptado de un estudio previo sobre la presencia de estas
representaciones en libros de texto en los dos primeros cursos de Educacion
Primaria en Chile.

El presente trabajo se ha estructurado en varios apartados: en la seccién 2
se exponen los elementos tedricos que han sido empleados, en la seccion 3 se
recogen algunas de las investigaciones previas desarrolladas en estos niveles
educacionales, la metodologia del estudio (caracteristica de la muestra y del
instrumento de evaluacion) se presenta en la seccién 4 y en la seccién 5 se
muestran los principales resultados (a nivel general, sequn nivel de lecturay por
actividad). Para finalizar, la seccion 6 presenta las conclusiones mas destacadas
del estudio.
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Tabla 1. Objetivos e indicadores de evaluacion para 1°y 22 de Educacion Primaria

Curso

Objetivo

Indicador de evaluacién

Primero
(Ministerio de
Educacion, 2013a,
p. 105)

Segundo
(Ministerio de
Educacion, 2013b,
p. 116, 136)

Recolectar y registrar datos para
responder preguntas estadisticas
sobre si mismo y el entorno, usan-
do blogues, tablas de conteo y pic-
togramas.

Recolectar y registrar datos para res-
ponder preguntas estadisticas sobre
juegos con monedas y dados, usan-
do bloques, tablas de conteo y picto-
gramas.

Registrar en tablas y graficos de ba-
rra simple, resultados de juegos
aleatorios con dados y monedas.

Recolectan y organizan datos del en-
torno, usando material concreto y pic-
torico, registros informales y tablas de
conteo.

Responden preguntas, utilizando la
informacion recolectada.

Recolectan datos acerca de lanza-
mientos de dados y monedas.
Registran datos en una tabla de con-
teo acerca de datos de lanzamientos
de monedas y dados.

Registran datos acerca de lanzamien-
tos de dados y monedas, usando cu-
bos apilables.

Responden preguntas en el contexto
de juegos con monedas, usando re-
gistros expresados en cubos apilables.

Registran resultados de juegos aleato-
rios con dados y monedas en tablas.
Registran resultados de juegos aleato-
rios con dados y monedas en graficos
de barra simple.

2. MARCO TEORICO

En este apartado exponemos el concepto de tabla estadistica y sus elementos,
asi como los niveles de lectura de Curcio y cols. (Curcio, 1989; Friel, Curcio y
Bright, 2001), que permiten describir la actividad cognitiva que se puede realizar
con estas representaciones y que es un elemento tedrico de nuestro estudio.
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2.1. TABLAS ESTADISTICAS

Se entienden como un instrumento de transnumeracion (Wild y Pfannkuch,
1999), es decir, una forma de obtener una nueva informacion al cambiar de un
sistema de representacion a otro. Esta idea se refiere, por ejemplo, del paso de
datos (no agrupados) a su recoleccion en una tabla estadistica, permitiendo asi
observar algunos elementos estadisticos como la moda, el valor maximo, entre
otros. Por otro lado, Campbell-Kelly, Croarken, Flood y Robson (2003) y Gabucio
et al. (2010) consideran dicho instrumento como un formato de organizacion
grafica que utiliza un doble eje para cruzar informacién concerniente a dos
conjuntos de categorias o variables, relacionadas y organizadas reciprocamente;
y donde cada celda (casilla) representa datos cuantitativos. Posteriormente, Estre-
lla (2014) define las tablas estadisticas como:

[.] un arreglo rectangular con una estructura que comprende un conjunto de filas
y columnas [..], permite presentar los datos correspondientes a una o mas variables
(caracteristicas del fenomeno bajo estudio) en forma clasificada y resumida, para
permitir la visualizacién del comportamiento de los datos y facilitar la comprension
de la informacion que se puede extraer (p. 6).

Estrella (2014) menciona que algunos de los elementos que pueden ser inclui-
dos en las tablas estadisticas son: (a) titulo: transmite la idea principal sobre la
informacion representada y su contexto; (b) cuerpo de datos: corresponde al
blogue rectangular interior compuesto por aquel grupo de celdas formadas por
la interseccion de filas y columnas; (c) encabezado lateral (primera columna):
refleja las categorias de la variable; (d) encabezado superior: presenta el nombre
del contenido de las columnas, por ejemplo, frecuencias; (e) totales: relativo a
las sumas por fila o columna y/o totales.

2.2. TIPOS DE TABLAS ESTADISTICAS

Existen diferentes tipos donde, si bien algunos de sus elementos son similares,
cada una de ellas tiene caracteristicas propias. Lahanier-Reuter (2003) describe
algunas que son usadas en Educacion Primaria, entre las que se destacan:
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Tablas de datos. Son tablas simples, en las que no se trabaja la idea de frecuencia
ni de distribucion, sino sélo la idea de variable y valor. Un ejemplo es registrar la
temperatura durante una semana de una determinada ciudad.

Tablas de frecuencias. Son aquellas en las que se representan las frecuencias (obte-
nidas mediante agrupacién o recuento de datos iguales) asociadas a los valores o
categorias de las variables. Ejemplo de esta situacion es registrar las edades de los
estudiantes de un curso.

Tabla de doble entrada. Tabla en la que se cruzan dos variables, es decir, un valor
esta relacionado con dos variables a la vez. Situacién por la que se consideran como
las mas complejas. Por ejemplo, representacion de las edades de los estudiantes de
una clase segun su género.

Ademas de las mencionadas, Mingorance (2014) indica que las tablas de conteo
pueden ser trabajadas en el ambito escolar. Estas tablas son una version sim-
plificada de las tablas de frecuencia, en las que se realizan recuentos por medio
de marcas o simbolos dentro de una misma celda. Un ejemplo es representar
con una equis (x) cada vez que un nino menciona sus caricaturas favoritas.

2.3. NIVELES DE COMPRENSION DE TABLAS ESTADISTICAS

En ocasiones los profesores creen que el trabajo con tablas estadisticas es una
actividad facil para los ninos, por lo que no se dedica el tiempo suficiente a su
ensenanza y aprendizaje, olvidando que su correcta lectura y construccion movi-
liza diferentes objetivos matematicos (Batanero, 2001).

Algunos autores, conscientes de esta complejidad, describen y tratan de
caracterizar los diferentes niveles de comprension para tablas y graficos estadis-
ticos. Por ejemplo, Curcio (1989) y Friel et al. (2001) proponen diferentes niveles
para la lectura de graficos, que se han adaptado en diferentes investigaciones
con tablas estadisticas (e.g, Castellanos, 2013; Diaz-Levicoy, Morales y Lopez-Mar-
tin, 2015; Diaz-Levicoy, Sepulveda, Vasquez y Opazo, 2016; Méndez y Ortiz, 2012;
Mingorance, 2014).

A continuacion se presentan los cuatro niveles de lectura de graficos y tablas
que van desde el mas elemental (lectura literal) al mas complejo (analisis criticos
de la informacion) propuestos por Curcio y cols. (Curcio, 1989; Friel et al, 2001),
los cuales sirven como marco para dar cuenta del cocimiento, por medio de la
comprension, de estos objetos matematicos por parte de los estudiantes.
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Nivel 1. Leer los datos. Demanda solo una lectura literal de la informacion presentada
en la tabla, no requiere interpretacion. Algunas actividades relacionadas con este
nivel son aquellas donde los estudiantes deben leer una frecuencia, una categoria
o el titulo general de la misma.

Nivel 2. Leer dentro de los datos. Pide encontrar un valor por medio de comparaciones
u operaciones aritméticas sencillas, ademas incluye la interpretacion de la informa-
cion contenida en ella. Una actividad relacionada con este nivel consistiria en cal-
cular la cantidad total de estudiantes que participaron en la encuesta, entre otras.
Nivel 3. Leer mds alld de los datos. Demanda determinar una informacion ausente
en la tabla por medio de predicciones o estimaciones. Ejemplo de una actividad
asociada a este nivel serfa inferir la temperatura maxima a partir de las temperaturas
maximas de una ciudad mostradas en la tabla.

Nivel 4. Leer detrds de los datos. Pide valorar criticamente la manera en que se
recogieron los datos, también demanda interpretar la critica que otras personas
hacen del mismo, o bien cuestionar la calidad de los datos. Supone una reflexion
del conocimiento matematico y del contexto. Por ejemplo, analizar si la pregunta
utilizada para recoger los datos es la apropiada o no.

Por la edad de los estudiantes que son parte de esta investigacion y por los
resultados de los estudios sobre libros de texto que se describe en el apartado
siguiente, solo se utilizaran los dos primeros niveles (leer los datos y leer dentro
de los datos).

3. ANTECEDENTES

Las investigaciones sobre tablas estadisticas van tomando importancia y asu-
miendo presencia en la Educacion Estadistica. Sin embargo, si se remite a tra-
bajos con estudiantes de Educacion Primaria se observa que estos son aun
escasos. Este hecho puede ser consecuencia, principalmente, del caracter no
obligatorio que tenian estos temas en los primeros cursos de Educacion Primaria.
En lo que sigue, describimos estudios centrados en libros de texto y con estu-
diantes, ambos en Educacion Primaria.

En la linea de los libros de texto, Guimaraes, Gitirana, Cavalcanti y Marques
(2008) estudian las actividades que usan diferentes representaciones graficas
(graficos, tablas estadisticas y no estadisticas) de 17 grupos de textos de 12 a 4°
de Educacion Primaria. Las autoras analizan un total de 2,080 actividades. La
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mayor porcion de las actividades alude a las tablas, y de ellas mas de la mitad
no hacen referencia a la organizacion de la informacion. También, observan una
distribucién no uniforme de las actividades y, ademas, las que se relacionan con
graficos estadisticos privilegian la interpretacion sobre la construccion. En este
mismo contexto educativo, Amorim y Silva (2016) analizan cémo se presentan
y utilizan las tablas estadisticas en cuatro libros de texto (dos de cuarto y dos
de quinto) de Educacion Primaria en Brasil. Los resultados muestran que la
mayoria de las actividades que hablan de tablas aluden a cuadros y bancos de
datos. Se destaca que en tres de los cuatro libros de texto mas del 40% de las
actividades se centran en la interpretacion de la informacion mientras que ese
porcentaje alcanza niveles muy bajos en relacion a las de construccion. Igual-
mente, se destaca una mayor presencia de datos reales que ficticios, es decir, la
mayoria de las tareas estan relacionadas con situaciones de la vida cotidiana
(por ejemplo, nimero de habitantes en una ciudad o el sandwich preferido).
En el contexto chileno, Diaz-Levicoy et al. (2015) caracterizan el trabajo con
tablas estadisticas propuestas en dos libros de texto de primero y dos de seqgundo
curso de Educacion Primaria. Entre los resultados destacan que el tipo de tabla
mas frecuente son las de conteo, aunque también se observa la presencia de las
de frecuencia, datos y doble entrada. Respecto a los niveles de lectura de Curcio
y cols. (Curcio, 1989; Friel et al, 2001) solo se encuentran los dos primeros niveles
(leer los datos y leer dentro de los datos), con el predominio del nivel 2, asociado
a la comparacion de informacion y al desarrollo de calculos sencillos. También
se halla una variedad de actividades, entre ellas: leer (se pide una lectura literal
de la tabla); ejemplo (que aclara o define algun concepto o muestra procedi-
mientos); completar (pretende que se finalice la construccion de una tabla);
calcular (realizar operaciones o comparaciones con la informacion de una tabla);
traducir (a partir de la tabla construir un grafico); formular preqguntas (indicar la
pregunta que permite recoger informacion de la tabla); explicar (indicar procesos
de alguna actividad realizada o justificar la respuesta); recoger datos (aplicar
algun instrumento para recoger informacién). Entre ellas, las mas frecuentes son
calcular, completar, traducir, ejemploy leer. Tomando como base estos resultados,
se ha disenado y validado el cuestionario empleado en esta investigacion con
el fin de estudiar el conocimiento que manifiestan estudiantes de tercer afno de
Educacion Primaria, y cuyo proceso se detalla en la seccion de metodologia.
Sobre las investigaciones centradas en los niveles de lectura en tablas esta-
disticas se encuentra la desarrollada por Espinoza (2015) donde se realiza un
estudio exploratorio en el contexto peruano. A través de una experiencia de aula,
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la autora analiza como un grupo de 15 estudiantes de 1° grado de Educacion
Primaria (6 y 7 afos) desarrollan actividades de lectura de informacién presen-
tada en tablas estadisticas y graficos de barras. Los resultados muestran que
los estudiantes logran leer informacion directa en ambas representaciones
(leer los datos) y responden a preguntas relativas a las cantidades correspon-
dientes de cada una de las categorias de la tabla presentada.

Ochoa (2015), también dentro de un contexto de una experiencia de aula,
investiga como un grupo de estudiantes peruanos de entre 7 y 8 anos de edad
desarrollan actividades de completar e interpretar tablas de doble entrada. Los
resultados destacan que estos estudiantes son capaces de responder con éxito
a preguntas del primer nivel de leer los datos, pero encuentran mayores dificultades
en aquellas relacionadas con el nivel leer dentro de los datos. Sin embargo, hay
estudios como el de Pereira y Conti (2012) que indican que estudiantes de tercero
de Educacion Primaria de Brasil responden adecuadamente a preguntas plantea-
das sobre analisis e interpretacion de tablas de doble entrada, especificamente a
preguntas donde se realiza una lectura literal y calculos aritméticos.

Gabucio et al. (2010) aplican un cuestionario para estudiar la comprensién
sobre tablas estadisticas en una muestra de 205 estudiantes de 52y 6° de
Educacion Primaria y de 12y 2° de Educacion Secundaria de Barcelona (Espana).
Este instrumento considera cuatro aspectos: comprender la estructura tabular,
lectura directa de los datos, inferencia de datos e inferencia global. Los resultados
muestran que las actividades mas sencillas para los estudiantes son las de leer
algun dato de la tabla y conocer la estructura de la tabla. Mientras que los de
inferencia global son mas complejos que los de inferencia a partir de un dato,
y estos a su vez mas complejos que los de lectura directa. Ademas, se observa
que los ftems mas complejos son los mas dificiles para los estudiantes de todos
los niveles, indiferentes al curso que estos pertenezcan.

Desde otra perspectiva, en el contexto chileno, solo se encuentra el trabajo
de Estrella y Olfos (2015), quienes investigan el pensamiento transnumerativo
en 80 estudiantes de tercer ano de Educacion Primaria. Los investigadores inda-
gan sobre las respuestas dadas por los estudiantes a la pregunta “¢De qué
manera podemos ordenar y organizar los datos de nuestras colaciones para
saber si estamos en riesgo de contraer alguna enfermedad?’. Los resultados
muestran las técnicas transnumerativas (Chick, 2003) que los estudiantes reali-
zan: ordenamiento, agrupamiento, seleccion de subconjunto, cambio de tipo de
variable, calculo de frecuencia, graficacion y otros calculos. Solo 5 estudiantes
logran construir tablas de frecuencias (de forma basica).
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Con el desarrollo de esta investigacion se quiere aportar resultados tanto en
el contexto internacional, como en el contexto chileno, dado que son escasos,
sobre todo considerando que la inclusion de la estadistica en las directrices
curriculares de Educacion Primaria es relativamente reciente. En concreto, pre-
tendemos ampliar informacién sobre el conocimiento que presentan los estu-
diantes al trabajar con estas representaciones.

4. METODOLOGIA

Seguimos una metodologia cualitativa (Pérez-Serrano, 1994) y de nivel descrip-
tivo (Hernédndez, Fernandez y Baptista, 2010). EI método utilizado para examinar
las respuestas entregada por los estudiantes fue el analisis de contenido (Lopez-
Noguero, 2002). Los pasos seguidos en dicho analisis son:

* Elegir el item a analizar. Dado que las respuestas de los estudiantes seran
transformadas en porciones minimas de contenido.

* Se establecen, a priori, las categorias que se utilizaran en el analisis de las
respuestas de los estudiantes (correctas, parcialmente correctas e incorrec-
tas), las que pueden variar de acuerdo a la codificacién de los datos.

* Se codifican las respuestas. Mediante una revision detallada de las res-
puestas, estas se relacionan con las categorias definidas a priori, siguiendo
un proceso inductivo y ciclico.

 Anadlisis descriptivo de los datos. Posterior a la codificacién y depuraciones
de los datos realizamos tablas estadisticas que resumen la informacion
obtenida.

La muestra estuvo compuesta por 79 estudiantes de edades entre 7 y 10 anos
(Media: 8,25; D. Estandar: 0,65). Estos estudiantes cursaban tercero de Educacién
Primaria y pertenecian a tres escuelas municipalizadas de la comuna de San
Carlos, Provincia de Nuble, en la region del Bio-Bio, distribuida segun se muestra
en la Tabla 2. La seleccion de la muestra fue intencional, por la facilidad al
acceso a estos centros educativos y la disposicion por colaborar con la investi-
gacion. A ellos se accedio por medio de la autorizacion del Alcalde de la llustre
Municipalidad de San Carlos, y del Departamento de Administracion de Educa-
cion Municipal (DAEM).
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Los datos recogidos se han ingresado en una plantilla de Excel, para su
posterior analisis.

Tabla 2. Distribucion de la muestra de estudiantes

Escuelas Estudiantes Porcentaje de la muestra
1 25 316
2 27 342
3 27 342
Total 79 100

4.1 EL INSTRUMENTO DE LEVANTAMIENTO DE DATOS

La herramienta empleada en la investigacion ha sido un cuestionario enfocado
en evaluar el conocimiento sobre tablas estadisticas, con actividades extraidas
y adaptadas seguin los resultados de un estudio sobre el tratamiento de este tema,
en libros de texto de 12y 2° de Educacion Primaria (Diaz-Levicoy et al, 2015) y
validado por juicio de expertos (Diaz-Levicoy, Morales, Cruz y Lopez-Martin, 2016).
El cuestionario final quedd conformado por tres items, véase Figura 1.

En el primer item se presenta una situacion, en la que interviene una tabla
de conteo, sobre las asignaturas preferidas por estudiantes de un tercer ano de
Educacion Primaria. De acuerdo a la tabla se plantean 3 actividades, donde la
pregunta 1 (identificacion del titulo) se corresponde con el nivel 1 de Curcio y
cols. (Curcio, 1989; Friel et al, 2001) de leer los datos, mientras que la 2y 3
exigen un nivel 2 leer entre los datos. Respecto al tipo de actividad, 1a primera
se clasifica como una actividad de leer un dato de la tabla, mientras que la
segunda y tercera se clasifican como de calcular (Diaz-Levicoy et al, 2015).

En el segundo item se presentan los colores favoritos de un grupo de estu-
diantes de tercer ano de Educacion Primaria, en dicho ftem se deben realizar
cinco actividades, las dos primeras exigen un nivel 1 de Curcio y cols. (Curcio,
1989; Friel et al, 2001) leer los datos, mientras que las tres siguientes exigen un
nivel 2 leer entre los datos. Estas preguntas hacen referencia a actividades como:
completar una tabla (actividad 1), leer (actividad 2), calcular (actividad 3, 4 y 5)
de acuerdo a como lo describen Diaz-Levicoy et al. (2015).
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Por ultimo, el tercer item consta de cuatro actividades: una de completar tabla,
dos de leery una de calcular. Respecto a los niveles de lectura, la actividad 1
implica un nivel de lectura 2 leer dentro de los datos, ya que el estudiante debe
contabilizar los iconos asociados a cada fruta y multiplicarlo por 2. Las activida-
des 2y 3 piden un nivel 1 de leer los datos, ya que se debe leer una categoria
y una frecuencia, respectivamente, con informacion facilmente extraible de la
tabla. Del mismo modo la actividad 4 conlleva realizar una suma entre la can-
tidad de frutillas y naranjas que hay en total, lo que implica realizar una adicion
con dichos valores.

Si bien estas actividades se han extraido de libros de texto de 12y 22 de
Educacion Primaria, se ha decidido aplicar a estudiantes de tercer grado, a
mediados del primer semestre del curso, para asegurarnos que estos temas
hayan sido trabajados en clases, incluso en los casos que los contenidos finales
de segundo se hayan trabajo a comienzos de tercero.

De las respuestas entregadas por los estudiantes (Ex, donde x es el niime-
ro que se asigna al estudiante para la codificacion de los datos) realizamos
un analisis de contenido, lo que ha permitido clasificarlas de acuerdo a tres
grandes grupos de respuestas: correctas (cuando el estudiante hace un uso
adecuado de los datos y responde de acuerdo a lo pedido), parcialmente
correctas (cuando trabaja correctamente con los datos, pero con pequenos erro-
res al desarrollar algun calculo o al redactar su respuesta) e incorrectas (cuando
la respuesta no esta relacionada con lo que se pide y no realiza los calculos
necesarios para llegar a una respuesta correcta o simplemente no responde la
actividad). En el apartado de resultados, se detalla cada una de estas cate-
gorias, ya que en cada apartado no se puede utilizar el mismo criterio, dado
que dependera del tipo de tarea, su complejidad y las respuestas de los
estudiantes.
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ACTIVIDAD 1. Lee la siguiente situacion v responde las preguntas.

A un grupo de estudiantes de tercer afio basico se les aplicé una encuesta y las respuestas a una de las preguntas

se organizaron en la siguiente tabla.

Conocimiento sobre tablas estadisticas por estudiantes chilenos de tercer afo de Educacion Primaria

Asignatura preferida
Asignatura Conteo Cantidad de vatos
Educacién Tecnoldgica | | ||| 4
Matemética T 9
Educacion Fisica T 7
Ciencias L1111 6

De acuerdo a la tabla:

1. ;Cudl es el titulo de la tabla?

2. ;Qué asignatura obtuvo la mayor votacion?

3. (Cual es la cantidad total de estudiantes que respondieron a la pregunta? Escribe el proceso seguido.

ACTIVIDAD 2. Lee la siguiente situacion y desarralla las actividades.
A cada uno de los estudiantes de tercer afio bdsico se les preguntd por su color favorito. Las respuestas de cada
uno de ellos fueron las siguientes:

rojo, azul, verde, rojo, amarillo, rojo, verde, verde, verde, azul, amarille, rojo, rojo, verde, azul,
azul, azul, verde, rojo, amarillo, azul, azul, amarillo, rojo, rojo

-

. Complete la siguiente tabla con la informacién anterior
Color preferido
Color Conteo
Rojo
Azul
Amanllo
Verde
;Cuantos estudiantes prefieren el color azul?
;Cudl es el color de mayor preferencia?
;Cual es la diferencia entre las cantidades del color de mayor y menor preferencia?
;Cuantos estudhantes respondieron la pregunta?

Cantidad

bl o

th

ACTIVIDAD 3. Lee la siguiente situacion v desarrolla las actividades.
A un grupo de estudiantes de tercer afio basico se les realizd una pregunta sobre su fruta preferida cuya
informacién se organizé en el siguiente pictograma. Cada circulo representa el voto de dos estudiantes ( ©: 2
estudiantes).

Frudas Jonerilas

oo|o
00000
oo|0
o000

L Q@

Frutilla Pifia Duwrazno Naranja

-

1. Complete la tabla

Frutas favoritas
Tipo Fruta Cantidad de votos
Frutilla
Pifia
Durazno
Naranja

2. Qué fruta fue la favorita solamente por 8 estudiantes?
3. ;Cuantos estudiantes prefieren la pifia?
4. ;Cuantos estudiantes en total prefieren las frutillas y las naranjas?

Figura 1. Cuestionario de evaluacién (Diaz-Levicoy et al, 2015).
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5. RESULTADOS

Analizamos la respuesta de los estudiantes a cada una de las actividades de
los items, clasificandolas como correctas, parcialmente correctas e incorrectas. A
continuacion mostramos una descripcion de cémo consideramos los tres criterios
de clasificacion y ejemplos representativos en algunos casos. Posteriormente,
mostramos un andlisis de acuerdo a los niveles de lectura y finalizamos mos-
trando un resumen del porcentaje de logro por tarea pedida.

5.1. ANALISIS DE LAS RESPUESTAS DEL ITEM 1

Con el fin de analizar las respuestas de cada una de las actividades que consti-
tuyen el item 1, se han generado las categorias que se presentan en la Tabla 3.

Tabla 3. Codificacién de las respuestas a las actividades del item 1

Correcta Parcialmente correcta Incorrecta
Actividad 1.1 Escritura del titulo tal No se menciona la informa-
cual aparece en la tabla cion contenida en el titulo o

simplemente no responde

Actividad 1.2 Se indica el nombre de la  Se mencionan dos cate- No se da respuesta
asignatura que tiene ma-  gorias que pueden ser las
yor votacion de mayor votacion y no
discrimina entre ellas

Actividad 1.3 Se responde la cantidad Se mencionan los sujetos No se da respuesta alguna o
total solicitada que fueron encuestados, se responde con el nombre

pero no la cantidad total ~ de una categoria o la canti-

dad de votos de una de ella

La Tabla 4 recoge, a nivel general, las respuestas de los estudiantes a este item.
De la informacién obtenida se observa que tanto la actividad 1.1 como la acti-
vidad 1.2 presentan un indice de logro elevado, 89,9% y 94,9% respectivamente.
Sin embargo, la actividad 1.3, donde se pide calcular la cantidad total de encues-
tados de la tabla, ha supuesto mayor dificultad para los estudiantes ya que el
36,7% de las respuestas no han sido clasificadas como correctas.
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Tabla 4. Distribucién de la frecuencia (porcentaje) de los tipos de respuestas en el item 1

Pregunta del item Correctas Parcialmente correctas Incorrectas
11 71(89,9) 0(0) 8(10,1)
12 75(94,9) 1(1,3) 3(38)
13 50(63,3) 1(1,3) 28(354)

5.2. ANALISIS DE LAS RESPUESTAS DEL ITEM 2

En la primera actividad de este item se propone completar una tabla de conteo
a partir de un conjunto de datos. En este contexto, las respuestas de los estu-
diantes permitieron generar las siguientes categorias.

* Correcta. Cuando el estudiante completa las columnas “conteo” y “cantidad”
de la tabla con la informacién otorgada tal como lo hace E23 (Figura 2).

COLOR PREFERIDO
Color Conteo Cantidad
Rojo / j [©)
Azul .
Amarillo i |
Verde P A

Figura 2. Respuesta de E23.

* Parcialmente correcta. En esta categoria se han considerado aquellos casos
en el estudiante comete algun error al registrar el conteo o la cantidad
(recuento). Ejemplo de ello se ve en la Figura 3 donde el estudiante E74 realiza
el conteo y recuento de tres de los cuatro colores, faltando solo agregar un
verde al que no estd marcado en la parte superior de la Figura.
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;aﬁ, ,a{ul, verde, ljrj{), alV(illo, l}ojﬁ, vt?/de, velzde,
VEIS(le, z}ﬁl, alyr(illo, ;ojﬁ, r/oﬁ’o, vefde, agul, azul, azyl,
vt)fde, paj/o, an)ﬂfrillo, aful, azul, arﬁlrillo, r9jo, rﬁo
a) Complete la siguiente tabla con la informacion anterior //\//\\ /
(4 /
COLOR PREFERIDO \{5 7
Color Conteo Cantidad E:T/
Roje |l Seuate
Azul e "f{:/ 2)
Amarillo / /
I D CN
Verde “\ | : 5 "

Figura 3. Respuesta de E74.

* Incorrecta. Cuando las columnas conteo y cantidad se completan en su mayo-
ria con cantidades que no corresponden a las solicitadas o, simplemente, no
completan la tabla. En la Figura 4 se ve un ejemplo de esta situacion, en la
que el estudiante E64 realiza un conteo que es insuficiente para determinar
las frecuencias correctas.

COLOR PREFERIDO
Color Conteo Cantidad
il s 51 Y
Azul [ @ g{
Amarillo ’ /;
Verde | 0 @

Figura 4. Respuesta de E64.

En la sequnda actividad se pide leer la cantidad de preferencias del color azul.
Las respuestas de los estudiantes a esta actividad se han categorizado de la
siguiente manera:

* Correcta. Cuando el estudiante responde “siete” en simbolo o en palabra, por
lo que es capaz de leer la frecuencia asociada a la preferencia del color azul.

* Parcialmente correcta. Cuando el estudiante nombra la cantidad de preferen-
cia del color azul pero anade otra categoria mas, tal como lo hace el estu-
diante E63 (Figura 5), que menciona correctamente la cantidad “siete” y el
color correspondiente (azul), pero anade otra categoria (color rojo).
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Figura 5. Respuesta del estudiarte E63.

* Incorrecta. Cuando el estudiante responde con una cantidad expresada en
simbolo o palabra, o con una de las categorias, diferente a la solicitada, o
cuando no responde a la actividad.

En la tercera actividad se propone que los estudiantes identifiquen la categoria
que tiene mayor preferencia. Las respuestas de los estudiantes se han catego-
rizado de la siguiente manera:

* Correcta. Cuando el estudiante responde con la categoria “rojo” como color
de mayor preferencia, obtenido por medio de la comparacion de las frecuen-
cias como lo hace E3.

* Parcialmente correcta. Cuando el estudiante nombra las dos categorias con
mayor preferencia o escribe la cantidad asociada a la categoria de la mayor
frecuencia. Ejemplo de ello es la respuesta dada por E40 donde indica el valor
‘8" sin asociarlo a su color.

* Incorrecta. Cuando el estudiante nombra una categoria diferente a la de
mayor preferencia o cuando el estudiante no responde, tal como lo hace E18
que responde “amarillo”.

En la cuarta actividad se propone calcular la diferencia entre las categorias de
mayor y menor preferencia. Las respuestas de los estudiantes se han categori-
zado de la siguiente manera:

* (orrecta. Cuando el estudiante calcula la diferencia entre las cantidades de
mayor y menor preferencia, y la expresa en palabras o de forma simbodlica.
En la Figura 6 se ejemplifica la respuesta del estudiante E18 que se ha cate-
gorizado como correcta.
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g-414=4
el Uorronts g -1 =4

Figura 6. Respuesta del estudiante E18.

» Parcialmente correcta. Cuando el estudiante menciona las categorias de
mayor y menor preferencia pero no hace el calculo correspondiente y no
nombra la cantidad de la diferencia. Un ejemplo de ello es la respuesta de
E2 que responde ‘rojo y amarillo”, mencionando la categoria de mayor y
menor preferencia, pero sin indicar las cantidades que corresponden a cada
una de ellas y menos aun su diferencia.

* Incorrecta. Cuando se mencionan las categorias de mayores preferencias y
se establece, o no, la diferencia entre las cantidades de ambas; solo men-
ciona la categoria de mayor preferencia; menciona todas las cantidades de
todas las categorias; suma todas las cantidades de todas las categorias;
menciona las caracteristicas cualitativas o cuantitativas de las cantidades de
mayor preferencia por ejemplo: “uno es alto y el otro es bajo” o “uno es mayor
y el otro es menor’; y cuando no responde a la actividad. La Figura 7 muestra
una respuesta del estudiante E1, puesto que menciona las categorias con
mayores preferencias y sus respectivas cantidades estableciendo la diferencia
entre ambas, esta respuesta se ha clasificado como incorrecta.

g
OBl F

Figura 7. Respuesta del estudiante E1.

En Ia quinta actividad se pide calcular la cantidad total de estudiantes que
respondieron a la pregunta sobre el color preferido. Las respuestas de los estu-
diantes se han categorizado de la siguiente manera:
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* Respuesta correcta. Cuando el estudiante obtiene 25 como resultado de la
suma de los valores de todas las categorias (8+7+4+6), como se observa en
la respuesta de E73 (Figura 8).

Vobdoda., 8 4

15+ 10=25

Figura 8. Respuesta del estudiante E73.

 Parcialmente correcta. Cuando el estudiante escribe las cantidades (aunque
haya una cantidad diferente a la correcta) de cada una de las categorias en
forma de suma, pero no llega a efectuarla o, cuando al efectuar la operacién
comete algun error de calculo. Un ejemplo de este tipo de respuesta se mues-
tra en la Figura 9 donde el estudiante E26 escribe las frecuencias en forma
de suma, pero no llega a efectuarla, y por tanto no responde a la cantidad
total de encuestados.

gél*‘ﬂ+b:

Figura 9. Respuesta del estudiante E26.

* Incorrecta. Cuando el estudiante escribe la suma con los sumandos incorrec-
tos y con un total errado o, cuando entrega un resultado errado sin indicar
el procedimiento que ha seguido para llegar a él (Figura 10) o cuando no
responde a esta actividad.

progene )

Figura 10. Respuesta del estudiante E30.

A nivel general, como observamos en la Tabla 5, las actividades con mayor
indice de logro fueron las actividades 2.2 y 2.3 con porcentajes de 79,7%y 78,5%
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respectivamente, no obstante, destacamos la diferencia existente en el porcentaje
de respuestas incorrectas entre las actividades 2.2 (19%) y 2.3 (12,7%); donde
2.3 tendria mayor logro al considerar las correctas y parcialmente correctas.
Finalmente, las actividades 2.4 y 2.5 obtuvieron los menores niveles de logro,
asimismo resaltamos el alto porcentaje de preguntas categorizadas como inco-
rrectas (62% y 45,6%), considerandose dificiles para los estudiantes dado el nivel
de logro que han alcanzado.

Tabla 5. Distribucién de la frecuencia (porcentaje) de los tipos de respuestas en el item 2

Pregunta del item Correctas Parcialmente correctas Incorrectas
21 54(68,4) 19(24,1) 6(7,6)
22 63(79,7) 1(13) 15(19)
23 62(785) 7(89) 10(12,7)
24 17(21,5) 13(16,5) 49(62)
25 34(43) 9(11,4) 43(45,6)

5.3. ANALISIS DE LAS RESPUESTAS DEL ITEM 3

En la primera actividad se propone a los estudiantes completar una tabla a partir
de un pictograma. Las respuestas de los estudiantes se han categorizado de la

siguiente manera:

* Correcta. Cuando el estudiante completa la tabla con las cantidades de acuer-
do a los convenios de lectura de los pictogramas, es decir, lee la cantidad de
iconos y luego multiplica esta cantidad por su valor estadistico (cada icono
equivale a 2 estudiantes). La Figura 11 muestra la respuesta correcta del

estudiante E19.
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Frutas favoritas

Tipo Fruta

Cantidad de votos

Frutilla

Pina

Durazno

. -Naranj a

Figura 11. Respuesta del estudiante E19.

* Parcialmente correcta. Cuando el estudiante se equivoca al completar la tabla
con alguna de las cantidades. Un ejemplo de esta situacion es la respuesta
del estudiante E4 (Figura 12) en la que se equivoca con el valor correspon-
diente a la pina, dado que responde ocho donde su valor correcto es diez.

Frutas favoritas

Tipo Fruta

Cantidad de votos

Frutilla

\

Pifia

) 1)

Durazno

Naranja

Figura 12. Respuesta del estudiante E4.

* Incorrecta. Cuando el estudiante completa la tabla con la informacion literal que
aparece en el pictograma. Un ejemplo de respuesta incorrecta es la ofrecida por
el estudiante E3 (Figura 13), donde considera que el valor de cada icono es uno,
cuando su valor es dos. Dentro de esta categoria se han considerado también
aquellas en las que el estudiante responde con cualquier otro numero que no

se corresponde con el valor de cada icono o simplemente no responde.
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Frutas favoritas
Tipo Fruta | Cantidad de votos

—

Frutilla )

Pifia )

Durazno

£

Naranja . @

Figura 13. Respuesta de E3.

En la seqgunda actividad se pide identificar una categoria dada su frecuencia.
La categorizacion realizada ha sido la que se muestra a continuacion:

» Correcta. Cuando el estudiante logra leer correctamente la categoria dada su
frecuencia. Un ejemplo de respuesta correcta es la del estudiante E78 que
explicita “la naranja’, para identificar aquella fruta que tiene § votos.

* Incorrecta. Cuando el estudiante otorga una categoria diferente a la fruta
naranja o cuando no responde a la actividad. Por ejemplo, el estudiante E13
responde ‘la pina” en lugar de la naranja que tiene ocho preferencias, por
tanto, su respuesta se ha categorizado como incorrecta.

En la tercera actividad se solicita leer una frecuencia asociada a una categoria
de la tabla. De acuerdo a las respuestas de los estudiantes se definieron las
siguientes categorias:

* Correcta. Cuando el estudiante sefnala la cantidad de votos (diez) correspon-
diente a la categoria pina.

* Incorrecta. Cuando el estudiante indica cualquier cantidad (simbdlicamente
o verbalmente) diferente a la correcta. Ejemplo de esta categoria es la res-
puesta de E58 donde contesta ‘5 estudiantes’. También se han considerado
en esta categoria aquellos casos en los que el estudiante no responde a la
actividad.

Con respecto a la ultima actividad, en la que se solicita el calculo de la cantidad

total de votos asignados a dos de las frutas representadas en la tabla (frutillas
y naranjas), las categorias definidas han sido:
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* Correcta. Cuando el estudiante sefala la cantidad total de votos (14) de ambas
categorias. Un ejemplo de ello es la respuesta de E51 (Figura 14), donde ademas
de indicar y sumar las cantidades de las categorias correspondientes a las
frutillas y naranjas, senala la cantidad total de preferencias de ambas frutas.

8*621%
4L{M

Figura 14. Respuesta del estudiante E51

* Parcialmente correcta. Cuando el estudiante solo menciona las categorias y
sus cantidades respectivas, o cuando solo indica las cantidades, sin llegar a
calcular el total (Figura 15).

\ J i . o b

SN s ¥ AN oo TON

Figura 15. Respuesta del estudiante E22

* Incorrecta. Cuando el estudiante senala las categorias con cantidades dife-
rentes a las correctas; cuando responde con una cantidad diferente a la
correcta o cuando no responde a la actividad. Por ejemplo, E6 responde “doce”.

En la Tabla 6 mostramos, a nivel general la distribucién de las respuestas entre-
gadas por los estudiantes. De la informacion recogida se observa que, a excep-
cion de la actividad 3.4, los resultados han sido similares; han sido correctamente
contestadas aproximadamente por 50% de estudiantes. Las respuestas incorrec-
tamente alcanzan un porcentaje similar en las cuatro preguntas.
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Tabla 6. Distribucion de la frecuencia (porcentaje) de los tipos de respuestas en el item 3

Pregunta del ftem Correctas Parcialmente correctas Incorrectas
31 38(481) 4(51) 37(46,8)
32 43(54,4) 0(0,0) 36(45,6)
33 41(51,9) 0(0,0) 38(481)
34 31(39.2) 5(6,3) 43(54,4)

5.4. RESUMEN NIVELES DE LECTURA

En lo que sigue mostramos el estudio de los niveles de lectura alcanzado por
los estudiantes en los tres items, para ello se ha considerado solo a los estu-
diantes que responden correctamente a cada pregunta de cada nivel. Las res-
puestas incorrectas y parcialmente correctas no se han tenido en cuenta dentro
de estos niveles, ya que se considerd que lograr algunos de los niveles implica
un manejo correcto de los convenidos de lectura y construccion de las tablas,
entre ellos, el ser cuidadoso al trabajar con estas representaciones.

Tal'y como sefialamos en la subseccion 2.3 solo se han incluido actividades
que demandan los niveles 1 (leer los datos) y 2 (leer dentro de los datos) de
Curcio y cols. (Curcio, 1989; Friel et al, 2001), ya que son los Unicos niveles que
se identificaron en el trabajo de Diaz-Levicoy et al. (2015). Por ejemplo, la res-
puesta correcta a la primera pregunta del item 1 se considera dentro del nivel
1, ya que el estudiante es capaz de leer correctamente el titulo de la tabla. En
cambio, la respuesta del estudiante E19 (Figura 11) a la primera pregunta del
ftem 3 es considerada de nivel 2, porque el estudiante realiza correctamente la
lectura la cantidad de iconos y el calculo de la frecuencia.

La Tabla 7 recoge los porcentajes de logro de cada una de las actividades
teniendo en cuenta los dos niveles de lectura. Se observa que las actividades de
nivel 1, asociados a la lectura literal de la informacion de la tabla, es la que los
estudiantes responden con mayor facilidad (68,6%). Sin embargo, con respecto
al nivel 2, en el que ademas de leer alguna informacion de la tabla se debe
realizar algun calculo o comparacion, se obtuvo un menor logro (55,5%).
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Tabla 7. Distribucion del porcentaje de logro segun nivel de lectura.

Nivel de lectura Actividad ftem Porcentaje de logro

1 11 899
21 684

22 79,7

32 532

33 519

Media 68,6

2 12 949
13 633

23 785

24 215

25 43

31 481

34 392

Media 55,5

5.5. RESUMEN POR TAREA PEDIDA

Por ultimo, analizamos los resultados alcanzados por los estudiantes segun el tipo
de actividad a realizar. Las actividades aqui trabajadas las clasificamos de acuerdo
a las establecidas en Diaz-Levicoy et al. (2015). Para esta investigacion considera-
mos las siguientes actividades: leer, calcular, completar y formular preguntas.

De acuerdo a lo mostrado en la Tabla §, la actividad donde los estudiantes
respondieron con mayor facilidad fue leer (68,7%), donde se les pidio leer una
informacion puntual de la tabla. En segundo lugar esta la actividad de completar
(58,3%), en la que se entrego la estructura de una tabla estadistica y el estudiante
la debio rellenar mediante la organizacion de los datos o del cambio de registro
(pasar la informacion de un grafico a tabla). Le sigue muy de cerca la actividad
de calcular (56,7%), 1a que conlleva realizar operaciones aritméticas y compara-
cion de informacion en la tabla.
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Tabla 8. Distribucion del tipo de respuesta a tipo de actividad pedida

Actividad Pregunta del item Porcentaje de logro
Leer 11 899
22 79,7
32 532
33 519
Media 68,7
Calcular 12 94,9
13 633
23 785
24 215
25 43
34 39,2
Media 56,7
Completar 21 684
31 481
Media 583

6. DISCUSION Y CONCLUSION

La reciente inclusion de la estadistica y la probabilidad en las directrices curricu-
lares chilenas de Educacion Primaria plantea diversos desafios para el sistema
escolar en general. Por un lado, estos contenidos deben ser incluidos en los
libros de texto con objeto de que los profesores tengan a su disposicion diferen-
tes actividades para desarrollar el proceso de instruccién; por otro, la formacion
inicial de los profesores de Educacion Primaria, debe asegurar que los futuros
profesores egresen con las competencias disciplinarias y didacticas para ensefnar
estos temas; y fomentar la formacion continua de los profesores, para completar
la formacién y entregar nuevas herramientas para utilizar en el aula.

En nuestro caso, nos centramos en las tablas estadisticas, de las cuales ya
hemos estudiado su tratamiento en los libros de texto de los dos primeros cursos
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de Educacion Primaria (Diaz-Levicoy et al, 2015) y cuyos resultados nos han
servido para disenar y validar un instrumento (Diaz-Levicoy et al, 2016) con el
fin de estudiar el conocimiento que tienen los escolares chilenos de tercer ano
sobre estas representaciones.

Los resultados muestran que en el caso del item 1 los estudiantes abordan
con mayor éxito la lectura del titulo de la tabla y el calculo de la moda. Al con-
siderar las respuestas segun el nivel de lectura de Curcio y cols. (Curcio, 1989;
Friel et al, 2001), vemos que, en promedio, los mejores resultados son obtenidos
en el nivel mas elemental leer los datos, situacion similar a los resultados de
Espinoza (2015) y Ochoa (2015) donde este nivel es alcanzado con facilidad por
estudiantes de primeros cursos de Educaciéon Primaria.

En el segundo item, formado por cinco actividades, la muestra de estudiantes
aborda con mayor facilidad leer informacion de la tabla y calcular (la moda),
mientras que, en otras actividades de calcular, en las que se debe determinar la
suma o la diferencia entre frecuencias, conllevan un mayor porcentaje de fracaso,
en especial en esta ultima en que 62% de los estudiantes no responden la
actividad o lo hacen mal. Respecto a los niveles de lectura, los resultados coin-
ciden con los de Gabucio et al. (2010) y Pereira y Conti (2012), donde los estu-
diantes responden a actividades relacionadas con los niveles 1y 2 de Curcio,
aungue con mas dificultades en este ultimo.

Finalmente, en el tercer item es donde observamos mayores dificultades para
los estudiantes en sus cuatro actividades planteadas. Uno de los principales
errores, ademas de los calculos, es cuando los estudiantes traducen la informa-
cion de un pictograma a una tabla de frecuencias, donde el icono usado en el
pictograma es diferente de la unidad (vale dos en este caso) y los estudiantes
asumen que cada icono es igual a la unidad. Dificultad que Diaz-Levicoy, Artea-
gay Batanero (2017) observan en estudiantes de 62y 72 de Educacién Primaria,
por lo que existe el temor de que estas dificultades se mantengan con el paso
de los anos.

A nivel general, este trabajo muestra que los estudiantes chilenos de 32 de
Educacion Primaria, que fueron objeto de investigacion, dominaron aspectos
basicos de la lectura e interpretacion de las tablas estadisticas, como la lectura
literal de informacion y el desarrollo de calculos sencillos, coincidiendo con
estudios previos en otros contextos. Al considerar las respuestas segun el tipo
de actividad, vemos que estos tienen mejores resultados en leer y completar
tablas que, en calcular lo que se puede justificar por los objetos matematicos
que intervienen en el desarrollo.
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Respecto a los niveles de lectura, vemos la tendencia de que las actividades
con mayor éxito son las del nivel 1 (leer los datos), pero con evidencia de que
igual las actividades de nivel 2 (leer dentro de los datos) pueden ser abordadas
con éxito por los estudiantes.

Por lo anterior, se puede confirmar que las tablas estadisticas se estan tra-
bajando en clase y que los estudiantes las comprenden. Sin embargo, creemos
que los resultados pueden mejorar mediante metodologias que permitan trabajar
con datos que surjan de los intereses de los propios estudiantes y que les resul-
ten motivadores, ya que si bien las actividades de libros de texto chilenos se
presentan en contextos proximos a los estudiantes, son escasas las oportunida-
des donde ellos recojan sus propios datos. Una metodologia recomendable en
el ambito de la estadistica, y que permite trabajar diversos temas del areay con
diferente profundidad, es el trabajo con proyectos (Batanero y Diaz, 2011).

Una instruccion adecuada puede evitar que errores detectados en estos
cursos se mantenga en el tiempo, situacién preocupante ya que incluso profe-
sores en formacion de Educacion de Infantil y Primaria presentan problemas al
trabajar con estas representaciones en el contexto chileno (e.qg, Rodriguez-Alveal
y Sandoval, 2012; Diaz-Levicoy et al, 2016).
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José Marcos nacié el dia 6 de octubre de
1984, en la ciudad de Chilpancingo de los
Bravo en el estado de Guerrero. Como carrera
profesional eligi¢ la ensenanza de las mate-
maticas, y fue asi que se matriculo en la
Facultad de Matematicas de la Universidad
Autonoma de Guerrero de la ciudad que le
vio nacer, y opt6 por especializarse en Mate-
matica Educativa. Sus profesores en estos
anos, lo recuerdan como un estudiante res-
ponsable, inteligente y curioso por aprender
mas de los temas que se le ensenaban. José

Marcos comentaba que, entre ellos, Patricia Colin lo impulso6 a participar en
los que fueron sus primeros congresos de Matematica Educativa, en los que
encontrd un espacio propicio para la discusion y reflexion de la disciplina
que habia elegido como profesion.
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La carrera de José Marcos como investigador ha sido muy corta vy, sin
embargo, muy talentosa y prometedora. Motivado por consolidar su formacién
ingreso a la maestria en Ciencias en la especialidad de Matematica Educativa
del Cinvestav-IPN y al concluirla continu6 con el doctorado. Su formacion en
la investigacion fue acelerada y constante; a cada paso dio muestras de entu-
siasmo, perseverancia y dedicacion. Al inicio de su segundo ano en la maestria,
en el ano 2008, encauzo6 su interés en la problematica de la educacion en
estocdsticos, tema que en general ha merecido poca atencién, pero menos
aun para ser investigado en la educacion especial y todavia menos en un
Centro de Atencién Multiple (CAM), sitio en el que convergen distintas disca-
pacidades. Sus resultados obtenidos al cabo de un ano de trabajo se reunieron
en la tesis Estocdsticos en el Sequndo Ano de Educacion Especial, que mostrd
la desatencién a esta modalidad de la educacion, que va desde la formacion
del docente, al tratamiento educativo de los ninos con discapacidad y a la
actualizacion de los docentes en servicio. Sobre esta base, José Marcos, inicid
su investigacién de doctorado, que culminé en diciembre de 2013 con la tesis
Pensamiento probabilistico y esquemas compensatorios en Educacion Espe-
cial. Como la anterior, la desarroll6 in situ, en la complejidad de las aulas pero
ahora de preescolar, de primaria y de secundaria. Su investigacion establecio
un marco de referencia para la ensefianza de los temas de estocasticos en la
Educacion Especial basica y la conveniencia de incluirlos en ella para promo-
ver el uso de esquemas compensatorios, segun la discapacidad de que se
tratase. Pionera en México, esta tesis doctoral origin6 una linea de investiga-
cion no soélo pertinente, sino apremiante por la problematica que identifico. En
su corta estancia en Cinvestav como estudiante, su participacion fue muy
activa en los seminarios y en los coloquios, en distintos congresos internacio-
nales y regionales en los que iba presentando sus resultados.

Ya como investigador, al integrarse al campo laboral como profesor uni-
versitario, su participacion en una diversidad de actividades académicas se
intensifico con paso firme, responsable y cada vez mas consolidado. Fue en
2014 que se incorpor6 a la Universidad de Colima a través de su participacion
en una convocatoria de plazas a concurso abierto. En continuidad con su trabajo
doctoral sobre probabilidad y discapacidad, sus investigaciones posteriores con-
figuraron una sinergia entre la Matematica Educativa y la Educacion Especial.
En ese entonces, inici6 diversos estudios con tesistas y colegas interesados en
el tema; algunos de estos trabajos se concretaron en su primer libro colaborativo:
Matemdtica Educativa y Educacion Especial. Una aproximacion desde la
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formacion docente y procesos de ensenanza. Se distinguia por tener un trabajo
académico activo, congruente y con iniciativas: tenia presencia en congresos,
realizaba estancias y entrelazaba colaboraciones con colegas de diferentes ins-
tituciones. Su fuerte compromiso institucional impulso la obtencion del Perfil
Deseable y a conformar un Cuerpo Académico. Habia iniciado en la investiga-
cion y como profesor universitario con paso firme y responsable.

Posteriormente, continu6 su vida académica en la Universidad Autbnoma
de Guerrero donde se incorpor6 en el 2018. Con rigor tedrico y metodoldgico
abordaba una problematica emergente ante la educacion inclusiva y la incor-
poracion de las personas con discapacidad en las aulas regulares. Sus inves-
tigaciones entretejian sus intereses e inquietudes sobre los alcances y
limitaciones del desarrollo del pensamiento matematico en personas con dife-
rentes tipos de discapacidad. Sus reflexiones sobre este tema lo condujeron a
trabajar, en lo que denominaria, Matemdtica Educativa Inclusiva, sus ultimos
trabajos se enfocaron en este constructo. Una segunda obra colegiada, aun
sin publicar sobre esta linea de investigacion es: Educacion Especial en Mate-
mdtica Educativa. Fundamentos tedrico-metodologicos para la investigacion. En
este y todos los trabajos de José Marcos se sumaban esfuerzos y se tenian del
mismo proposito: aproximar el estudio de las matematicas a las personas con
discapacidad orientando a la docencia desde la investigacion.

Las huellas de su trayectoria le permitieron la distincion del Nivel 1 en el
Sistema Nacional de Investigadores mexicanos en 2017. Para José Marcos esta
distincion represento un aliciente y reconocimiento a cada uno de los trabajos
realizados que ratificaba su compromiso de continuar con la generacién y apli-
cacion del conocimiento. No era la primera vez que recibia una distincién por
su trabajo. En 2009 la Sociedad Matematica Mexicana reconocié como mejor
tesis de maestria en Matematica Educativa su trabajo Estocdsticos en el Sequndo
Grado de Educacion Especial En 2014 el Cinvestav otorgd el “Premio Arturo
Rosenblueth” a su tesis de doctorado Pensamiento probabilistico y esquemas
compensatorios en Educacion Especial, misma que en 2015 fue acredora de
una mencion honorifica del “Premio Simon Bolivar” por el Comité Latinoameri-
cano de Matematica Educativa.

Entre sus obras figuran 24 articulos de investigacion, 16 capitulos de libros
y dos libros, sin olvidar las tesis de licenciatura y maestria que dirigi6. Organizo
también congresos regionales y la Escuela de Invierno en Matematica Educativa
en 2017. Ademas, incentivo la formacion, organizacion y proyeccion de grupos
de investigacion. Ademas de multiples arbitrajes que realizé para articulos en
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José Marcos Lopez Mojica: un inesperado adios y un recuerdo permanente

revistas académicas, en particular la revista Educacion Matemdtica le agradece
su participacion en todas las veces que se le invité como arbitro.

Un espiritu tenaz, afable y reservado caracterizaba a Marcos, sus cualidades
permeaban cualquier ambito en el que tenia injerencia. Colega respetuoso,
comprometido y constante, aunque en su andar llevaba “pies de plomo’, como
él decia. Se distinguia por su predisposicién a la colaboracion pues pensaba
que las investigaciones tienen mayor continuidad cuando existe trabajo estruc-
turado y conjunto: el investigador, como el ser humano, no es una isla. En este
inesperado adids, conserva el carino de alumnos, tesistas y colegas que tuvieron
la oportunidad de conocerlo, trabajar a su lado y construir conocimiento juntos.
Amigo sincero, cercano e incondicional, tenia siempre palabras cdlidas para esos
momentos dificiles. Su ausencia deja, en todos los contextos y corazones, un
lugar irremplazable.

LILIA P AKE
Domicilio postal: ~ Cerro de las Campanas, S/N; Colonia Las Campanas;

CP:76010. Santiago de Querétaro, Querétaro, México
Teléfono: (442) 192 12 00 Ext: 71101

EDUCACION MATEMATICA, VOL. 32, NUM. 2, AGOSTO DE 2020 281






0207 2P 01S0DD « 7 WNU « 7€ JOA BIRRWIRI\ UoRINP]

=
(@]
=
o]
O
=
S
=
Q
)
S
=
c
=
O
(4]
O
=
o
P
S
|
Z
>
[
=




